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中 国 数 学 (Chinese mathe- 
matices) 中 国 是 世界 文明 古国 之 
一 。 数 学 是 中 国 古 代 科 学 中 一 门 重 
要 学 科 , 其 发 展 源远流长 ,成 就 辉 
JB. 根据 它 本 身 的 特点 ,可 以 分 为 5 
个 时 期 (1) 先秦 萌芽 时 期 ; (2) 汉 唐 
初创 时 期 ;(3) 宋 元 全 盛 时 期 ;(4) 西 
学 输入 时 期 ;(5) 近 现代 数学 发 展 时 
期 。 

先 春 萌芽 时 期 ” 早 在 远古 时 
代 , 人 们 通过 生产 和 生活 的 实践 活 
动 ,逐渐 有 了 数量 概念 和 认识 了 各 
种 简单 的 几何 图 形 。《 易 . 系 辞 中 
说 :“ 上 古 结 强 而 治 ,后 世 圣 人 易 之 
UBR”. ESH 5 一 6 千年 的 仰韶 
文化 时 期 出 土 的 陶器 上 已 刻 有 表示 
数目 字 的 符号 ,说 明 此 时 人 们 已 开 
始 用 文字 符号 取代 结 绳 记事 了 。 西 
安 半 坡 村 出 土 的 陶器 上 有 直线 、 三 
角 、 方 . 萎 形 等 各 种 对 称 及 一 些 较 复 
杂 的 几何 图 案 , 半 坡 村 遗址 上 有 图 
形 和 正方 形 的 屋 基 。 《史记 ， 夏 本 
记 》 中 说 夏 融 治 水 时 已 使 用 了 规 、 
和 矩 . 准 , 强 等 作 图 和 测量 工具 。 农 业 
和 天 文 的 需要 促使 早期 数学 知识 萌 
发 。 

商 代 中 期 ( 约 公元 前 13 世纪 ) 
出 现 了 甲骨 文 ,其 中 有 十 进位 制 的 
记 数 法 ,共有 13 个 独立 的 符号 , 记 
数 用 合 文书 写 ,出 现 的 最 大 数字 为 
三 万 。 商 代 人 还 用 10 个 天 干 和 12 


数 学 


个 地 支 组 成 甲子 、. 乙 丑 等 60 个 名 称 
来 记 60 天 的 日 期 。 到 周 代 (公元 前 
11 世纪 到 公元 前 3 世纪 》 又 将 以 前 
的 八卦 发 展 成 为 六 十 四 卦 , 表示 64 
种 事物 。 西 周 初期 能 用 甜 测量 高 、 
深 、 广 、 远 , 知道 勾 股 形 中 的 勾 三 、 
REO, KEREI AFAR. 
周 青铜 器 上 的 金 文 数字 与 商 代数 字 
基本 一 致 ， 是 我 们 今天 文字 记 数 的 
源泉 。 此 时 我 国 已 有 整数 和 分 数 的 
四 则 运算 ,《 韩 诗 外 传 》 中 还 记载 了 
公元 前 7 世纪 齐 桓公 招贤 纳 士 之 
事 , 将 会 背诵 “ 九 九 ”乘法 表 的 人 
当 作 贵 客 款待 ， 而 这 在 当时 是 很 一 
般 的 学 问 。 

春秋 战国 时 期 (公元 前 8 世纪 
一 公元 前 3 世纪 ) 算 筹 已 得 到 普遍 
使 用 . 算 筹 是 一 种 特制 的 小 竹 棍 , 也 
有 用 木 .、 骨 、 铁 等 材料 制 做 的 。 解 放 
以 后 在 湖南 、 陕 西湖 北 、 河 北 等 地 
均 有 出 土 的 实物 。 算 筹 式 记 数 法 采 
用 10 进位 值 制 。《 墅 经 并 约 公元 前 
4 世纪 ) 中 说 “一 少 于 二 而 多 于 五 ， 
说 在 建 位 ”。 即 一 在 个 位 少 于 二 ,在 
十 位 就 多 于 五 ,每 个 数字 的 大 小 除 
由 它 本 身 表 示 的 数值 决定 外 ,还 要 
看 它 在 整个 数 中 所 处 的 位 置 .《 孙 子 
算 经 》( 约 公元 4 世纪 ) 中 对 算 筹 式 
DEI Pd E RE MINUS 
僵 , 千 .十 相 望 ,万 . 百 相当 Cert ”, 说 
明 记 数 有 纵横 两 种 形式 。 
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记 数 时 为 避免 混淆 将 纵横 式 交错 放 
置 ,以 空位 表示 零 。 这 是 世界 上 最 早 
的 10 进位 值 制 记 数 体系 ,其 优越 性 
十 分 明显 ,对 世界 数学 的 发 展 有 划 
时 代 的 意义 。 到 了 汉代 还 出 现 了 表 
示 正 数 的 红 筹 和 表示 负数 的 黑 筹 。 
用 算 筹 进行 运算 据 推 测 可 能 在 西周 
或 更 早 时 期 就 已 产生 ,到 15 世纪 珠 
算 普 及 之 前 , 算 筹 制 度 在 中 国 沿用 
了 两 千 多 年 ,为 中 国 古 代数 学 的 发 
展 起 了 重要 作用 。 

战国 时 期 齐 国 入 著 的 《4 考 工 记 》 
中 有 许多 关于 分 数 、 角 度 和 标准 量 
器 的 资料 ,其 中 分 别 用 惩 、 勾 、 偶 、 
CR RONE IUEZ3: N ON 
fü. 45°, 67°30, 101*15/, 151752. 5 
(或 13555 ,还 有 用 规 ( 圆 周 ? 的 部 分 
( 圆 绝 ) 表 示 刀 和 弓 的 大 小 。 战 国 时 
期 百家争鸣 也 促进 了 数学 的 发 展 ， 
一 些 学 派 还 总 结 和 概括 出 与 数学 有 
关 的 许多 抽象 概念 。 其 中 著名 的 有 
《 墨 经 ) 中 关于 某 些 几何 名 词 的 定义 
和 几何 命题 ,例如 圆 ,一 中 同 长 也 
(从 中 心 到 周 界 有 相同 的 长 度 ); 方 ， 
柱 隅 四 谨 也 (四 边 四 角 和 皆 正 ); 平 , 同 
高 也 (高 度 相 等 ); 直 , 参 也 (三 点 相 
齐 ) SX GB ED ,无 间 而 不 相 所 也 ( 既 
无 大 小 又 不 相合 ); 端 (点 ), 体 之 无 
厚 而 最 前 者 也 (部 分 中 没有 大 小 并 
处 于 最 前 缘 者 ) ,等 等 。 墨 家 还 给 出 
有 穷 和 无 穷 的 定义 ,说 “ 域 不 容 尺 ， 
有 穷 ; 黄 不 容 尺 ,无 穷 也 (在 区 域 前 


IH TT 
Ll 


小 习 * 
省 ze 


缘 连 一 根 线 也 容 不 下 为 有 穷 ,不 论 
区 域 多 大 ,在 其 前 缘 总 能 容 下 一 线 
之 宽 为 无 穷 ) . 稍 后 于 墨 子 的 庄子 记 
分 了 惠 施 等 人 的 名 家 学 说 ,例如 至 
大 无 外 , 谓 之 大 一 ;至 小 无 内 , 谓 之 
小 一 ;无 厚 不 可 积 也 ,其 大 千里 等 ， 
xeu T REOR ELDER 
出 的 23 RAA, PRR, 
日 取 其 半 , 万 志 不 竭 ” 至 今 讲 极限 时 
还 常常 被 引用 。 墨 家 和 名 家 关于 数 
学 定义 和 数学 命题 的 讨论 对 中 国 古 
代数 学 理论 的 发 展 很 有 意义 ,但 这 
种 重视 抽象 性 和 逻辑 严密 性 的 新 思 
想 没有 得 到 很 好 地 继承 和 发 展 。 

汉 唐 初创 时 期 ”这 一 时 期 包括 
从 秦汉 一 直到 隋唐 1000 多 年 间 的 
数学 发 展 。 秦 汉 是 封建 社会 的 上 升 
时 期 ,经 济 、 文 化 和 科学 技术 都 得 到 
迅速 发 展 。 中 国 古代 四 大 发 明之 一 
的 造纸 术 就 是 东汉 形成 的 , 它 对 数 
学 教育 的 发 展 和 数学 知识 的 传播 起 
到 不 可 估量 的 作用 。 雕 版 印刷 术 的 
发 明 也 在 这 一 时 期 ,对 数学 的 发 展 
同样 起 了 重要 作用 。 中 国 古 代数 学 
体系 正 是 形成 于 这 个 时 期 ,其 主要 
标志 是 算术 已 成 为 一 个 专门 的 学 
科 , 以 及 一 大 批 数 学 书籍 的 出 现 。 

《 汉 书 。 艺文志) 记载 有 《 杜 忠 
算术 16 卷 和 《 许 商 算术 )2 卷 ,这 是 
最 早 见 于 著录 的 数学 专著 ,但 均 已 
失传 。1983 年 12 月 在 湖北 江陵 张 
家 山 出 土 3 大批 竹 简 , 其 中 有 数学 
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著作 《算数 书 》。 该 书 抄写 于 西汉 初 
年 ( 约 公元 前 2 世纪 ) ,成 书 时 间 应 
更 早 , 是 一 部 比较 完整 的 ,也 是 目前 
可 以 见 到 的 中 国 最 早 的 数学 专著 。 
全 书 采用 问题 集 形式 ,共有 60 多 个 
小 标题 ,90 多 个 题目 ,内 容 包 括 整 
数 和 分 数 四 则 运算 .比例 问题 .面积 
和 体积 问题 等 等 。 
农业 生产 要 求 更 精确 的 历法 ， 
约 在 战国 晚期 ,已 有 了 每 年 365 又 
1/4 日 的 “四 分 历 ”。 随 着 天 文学 的 
发 展 ,数学 知识 也 不 断 丰 富 .《 周 镍 
算 经 ) 正 是 在 这 样 的 条 件 下 出 现 的 。 
它 是 一 部 解释 盖 天 说 的 天 文 著作 ， 
约 成 书 于 公元 前 1 世纪 ,而 其 中 很 
多 内 容 要 早 得 多 。 在 数学 方面 主要 
有 两 项 成 就 : (1) 勾 股 定理 , 卷 上 之 
一 提出 “ 故 折 和 矩 ,以 为 勾 广 三 . 股 修 
四 、 径 隅 五 >, 这 是 邹 股 定理 的 一 个 
特例 . 卷 上 之 二 记载 陈 子 话说 “以 日 
下 为 勾 , 日 高 为 股 , 勾 股 各 自 乘 , 并 
HAFIR AREE RERA 
勾 股 定理 普通 形式 的 最 早 表述 。 陈 
子 约 是 公元 前 6.7 世纪 人 ,大 致 与 
西方 发 现 这 一 定理 的 古 希 腊 数学 家 
毕 达 哥 拉 斯 ( 约 公元 前 560 一 公元 
前 480) 同 时 代 或 稍 早 。(2) 测 量 术 ， 
记述 了 和 矩 的 用 途 和 勾 股 测量 术 , 提 
出 测量 太阳 高 . 远 的 陈 子 测 日 法 ,成 
为 后 来 重 差 术 的 先驱 , 比 西 方 “ 测 量 
之 祖 ? 泰 勒 斯 测量 金字 塔 的 成 就 在 
时 间 上 大 约 同时 ,但 在 史料 记载 和 
方法 上 却 好 得 多 。《 周 佣 算 经 》 还 有 
较 复 杂 的 开 方 问题 和 分 数 运 算 , 并 
创造 许多 数学 名 词 ( 如 勾 、 股 、 弦 、 开 
方 等 ) ,是 研究 古代 天 文学 史 和 数学 
史 的 较 完 整 的 宝贵 文献 。 
《 九 章 算术 》 的 出 现 标 志 着 中 国 


古代 数学 体系 的 形成 。 它 经 历 了 张 
苍 ( 约 公元 前 200 F AKEE GA 
元 前 50 年 ) 等 几 代 人 的 整理 、 删 补 
和 修订 , 约 成 书 于 东汉 初 年 (公元 1 
世纪 )。 内 容 采 用 问题 集 形 式 , 共 
246 间 , 列 为 九 章 , 分 别 是 方 田 ( 各 
种 形状 的 田地 面积 计算 )、 票 米 ( 各 
种 粮食 谷物 间 按 比例 交换 )、 豪 分 
( 按 比 例 分 配 )、 少 广 ( 开 平方 . 开 立 
方 )、 商 功 ( 体 积 计 算 问题 )、 均 输 ( 按 
比例 摊派 赋税 和 得 役 )、 熏 不 足 ( 根 
据 两 次 假设 求解 问题 ) .方程 (求解 
一 次 方程 组 ) 和 勾 股 (有 关 匈 股 测 量 
的 各 种 问题 ), 是 战国 、 秦 、 汉 封建 社 
会 创立 并 巩固 时 期 数学 发 展 的 总 
结 ,主要 成 就 有 ;世界 上 最 早 的 系统 
分 数理 论 , 包 括 分 数 的 四 则 运算 和 
约 分 . 通 分 . 求 最 大 公约 数 等 方法 ; 
先进 的 比例 算法 ,提出 从 已 知 三 个 
数 求 第 四 个 数 的 今 有 术 ,西方 称 为 
三 率 法 ,其 完整 叙述 较 中 国 晚 好 多 
年 ;开平 方 与 开 立 方 的 方法 ,包括 二 
次 方程 数值 解法 ,是 世界 上 最 早 记 
载 这 一 具体 运算 法 则 的 文献 ,在 运 
算 过 程 中 还 发 展 了 筹 算 的 位 值 制 ， 
并 开辟 了 求解 数字 高 次 方程 的 途 
径 ; 各 种 面积 和 体积 公式 ,包括 各 种 
直线 形 以 及 圆 、 环 圆锥、 圆 台 等 面 
积 和 体积 的 正确 的 计算 公式 ; 勾 股 
形 解 法 ,包括 勾 股 定理 的 应 用 和 求 
勾 股 数 的 方法 ,以 及 二 次 方程 空 

carb 的 解法 等 ;线性 方程 组 解 
法 ,用 算 筹 表示 一 次 联 立方 程 组 ,类 
似 于 由 方程 各 系数 构成 的 矩阵 , 创 
立志 乘 、 直 除 . 连 减 等 消 元 方法 , 比 
西方 同类 算法 要 早 1500 多 年 ;负数 
概念 和 正 、 负 数 加 减法 则 ,反映 出 
对 意义 相反 数量 的 正确 理解 ,实现 
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数量 范围 的 一 次 新 扩充 ,在 世界 数 
EAE Du 6. WOLES 
术 ) 的 特点 来 说 , 它 形成 了 一 个 以 筹 
算 为 中 心 ,与 古 希 腊 数 学 完全 不 同 
的 独立 体系 。 它 注重 应 用 ,内 容 大 多 
来 自生 产 和 生活 实践 ,理论 密切 联 
系 实际 ,对 以 后 中 国 数学 发 展 的 影 
响 非 常 深远 .此 后 一 千 多 年 中 《 九 章 
算术 一直 被 当 作 教科 书 , 陷 唐 时 期 
还 曾 传 到 朝鲜 .日 本 ,成 为 这 些 国家 
当时 的 数学 教科 书 。 它 的 一 些 成 就 
如 十 进位 值 制 , 今 有 术 、 胡 不 足 术 等 
还 传 到 印度 和 阿拉 伯 , 并 通过 这 些 
国家 传 到 欧洲 ,促进 了 世界 数学 的 
发 展 。 

魏 晋 时 期 中 国 数学 在 理论 上 有 
了 较 大 发 展 。 吴 国 赵 爽 注 ( 周 租 算 
经 》, 汉 末 魏 初 徐 岳 扎 ( 九 章 算 书 》 注 
2 卷 ( 已 失传 ), 魏 末 晋 初 刘 征 扎 k 九 
章 算术 》 注 10 卷 (263 年 )《 九 章 重 
差 图 》1 卷 ( 忆 失传 ) 都 出 现在 这 个 
时 期 ,其 中 赵 爽 和 刘 微 的 工作 被 认 
为 是 中 国 十 代数 学 理论 体系 的 开 
端 。 赵 爽 是 中 国 古代 对 数学 定理 和 
公式 进行 证 明 的 最 早 的 数学 家 之 
一 ,他 约 公元 3 ibd DN COSME 
经 》 做 了 深入 研究 ,为 该 书写 了 序 ， 
并 作 了 详细 的 注释 ,其 中 补充 的 “多 
股 圆 方 图 及 注 ? 和 ”日 高 图 及 注 ? 是 
数学 史上 极 有 价值 的 文献 “ 勾 股 贺 
方 图 ? 注 文 共有 530 余 字 ,简练 地 总 
结 了 后 汉 时 期 勾 股 算术 的 辉煌 成 
就 ,最 早 给 出 勾 股 定理 的 证 明和 解 
勾 股 形 的 5 个 公式 ,并 对 二 次 方程 
的 解法 提出 新 的 见解 。 该 文 附 有 6 
幅 揪 图 ( 原 图 已 失传 ), 其 证 明 主 要 
利用 了 几何 图 形 面积 的 换算 方法 。 
“日 高 图 及 注 ” 亦 用 图 形 面 积 证 明了 


汉代 普通 应 用 的 重 差 公式 ,成 为 刘 
徽 工作 的 先导 。 

刘 微 注释 《 九 章 算术 》 的 年 代 是 
根据 4 隋 书 . 律 历 志 》 确 定 的 。 他 的 
注 不 仅 对 《 九 章 算术 ) 的 方法 ,公式 
和 定理 进行 一 般 的 解释 和 推导 ,而 
且 在 论述 过 程 中 多 有 创新 ,还 撰写 
《 重 差 》 作 为 该 书 第 10 卷 。 唐 初 以 
后 ,《 重 差 ) 以 (海岛 算 经 ?为 名 单行 。 
他 重视 逻辑 推理 ,同时 又 注意 几何 
直观 的 作用 ,采取 “* 析 理 以 辞 ,解体 
用 图 ”的 注释 方法 ,在 一 定 程度 上 可 
以 将 他 的 注释 看 作 是 对 《 九 章 算术 》 
中 许多 算法 的 证 明 。 主 要 成 就 有 : 创 
立 割 圆 术 ,为 圆周 率 的 研究 工作 黄 
定 了 理论 基础 和 提供 了 科学 的 算 
法 。 他 的 基本 思想 是 将 圆 内 接 正 多 
边 形 的 边 数 不 断 加 倍 ,使 其 周 长 和 
面积 逐渐 逼近 圆 的 周 长 和 面积 ,他 
je ui n 3 6 rA b E om X. 
AETAT R, M5 Gr Pf 
无 所 失 余 ,” 即 极限 情形 是 两 者 完全 
重合 。 他 利用 这 种 极限 思想 证 明了 
贺 的 面积 公式 ,并 首次 用 理论 的 方 
法 算得 圆周 率 的 近似 值 157/50 和 
3927/1250, 其 计算 程序 较 古 希腊 数 
学 家 阿 基 米 德 的 割 圆 方法 简便 ; 提 
出 用 无 穷 分 割 的 方法 证 明 直 角 方 锥 
( 阳 马 ?与 直角 四 面体 ( 浆 腾 ?的 体积 
之 比重 为 2 : 1, 解 决 了 一 般 立 体 体 
积 的 关键 问题 。 在 证 明 方 锥 、 贺 柱 、 
圆锥 . 圆 台 体 积 公式 时 ,实际 上 已 应 
用 了 下 列 公理 , 即 等 高 的 两 立体 ,其 
任意 同 高 处 的 水 平 截面 积 成 比例 ， 
则 这 两 个 立体 体积 亦 成 同样 的 比 
例 , 依 此 指出 球 的 体积 与 其 外 切 “ 件 
合 方 盖 >( 两 个 等 半径 的 圆柱 正 交 的 
共同 部 分 ) 的 体积 之 比 为 x:4, 为 解 
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决 球 的 体积 提出 了 正确 途径 ;从 率 
〈 即 比 ? 的 定义 出 发 论述 了 分 数 运算 
(如 齐 同 术 ) 和 今 有 术 的 道理 ,并 推 
广 今 有 术 得 到 合 比 定理 ;根据 率 、 线 
性 方程 组 和 正 负数 的 定义 阐明 方程 
组 解法 中 消 元 的 道理 ,指出 方程 式 
个 数 少 于 未 知 数 个 数 时 ,方程 组 的 
解 只 能 是 一 个 比值 ,在 一 个 方程 式 
中 正 与 负 可 以 同时 变 号 ,减法 消 元 
与 加 法 消 元 可 以 统一 为 一 种 方法 
等 ;指出 在 开 方 求 得 整数 后 可 以 继 
续 开 方 “ 求 其 微 数 ”, 不 仅 解 决 了 求 
无 理 根 的 问题 ,而 且 提 出 十 进 分 数 
(小 数 ) 概 念 , 较 西方 同类 概念 的 使 
用 早 一 干 多 年 ;系统 总 结 了 重 差 术 ， 
并 提出 根据 三 次 和 四 次 测量 结果 进 
行 推算 的 公式 ,使 之 成 为 当时 世界 
上 最 先进 的 用 于 测量 的 数学 方法 。 
南北 朝 时 期 中 国 长 期 处 于 战争 
和 分 裂 状态 ,但 由 于 社会 的 需要 , 数 
学 仍 在 继续 发 展 。 《孙子 算 经 》3 卷 、 
《夏侯 阳 算 经 》3 卷 ( 原 本 已 失传 ,后 
人 借 此 名 另 成 书 )《 张 丘 建 算 经 》3 
卷 就 是 这 个 时 期 的 著作 。 从 流传 下 
来 的 两 部 算 经 来 看 ,其 体例 依然 摹 
拟 《 九 章 算术 》 甚 至 有 些 题目 也 是 
为 了 解释 ( 九 章 算 术 》 的 算法 而 设立 
的 .也 有 一 些 难题 和 解法 超出 《 九 章 
算术 》 的 范围 ,并 对 后 来 数学 的 发 展 
有 相当 的 影响 ,其 中 主要 有 ;一 次 同 
余 式 组 解法 ,《 孙 子 算 经 给 出 “ 物 不 
知 数 问 题 ”", 导 致 求解 一 次 同 余 组 入 
= 2(mod3) = 3 (mod5) = 2 (mod7), 
解答 为 N= 二 7x2 十 21X 3 十 15X2 
一 2X105 一 23。 该 问题 与 古代 历法 
中 推算 上 元 积 年 有 关 , 南 宋 数学 家 
秦 九 韶 创 造 “ 大 本 求 一 术 ”, 完 满 地 
解决 了 这 一 问题 ;等 差 级 数 求 和 、 求 


公差 , 求 项 数 的 方法 ,( 张 丘 建 算 经 》 
给 出 各 种 类 型 的 题目 及 解答 方法 ; 
不 定 方程 的 解法 ,《 张 丘 建 算 经 ) 给 
出 “ 百 鸡 问题 ”, 导 致 三 个 未 知 数 的 
不 定 方程 组 ,给 出 三 组 正确 答案 , 创 
一 问 多 管 之 先河 。 此 外 ,《 孙 子 算 
经 中 记述 了 算 筹 表示 数目 的 方法 ， 
“ 几 算 之 法 , 先 识 其 位 ,一 纵 十 横 , 百 
立 干 仿 , 干 .十 相 望 ,万 、 百 相当 ”, 是 
后 人 论述 算 筹 式 记 数 法 经 常 引用 的 
根据 。 
祖冲之 父子 的 工作 在 这 一 时 期 
具有 代表 性 ,他 们 在 《 九 章 算术 》 刘 
徽 注 的 基础 上 ,将 传统 数学 大 大 向 
前 推进 了 一 步 , 成 为 重视 数学 思维 
和 数学 推理 的 典范 。 他 们 同时 在 天 
文学 上 做 出 突出 贡献 ,所 编制 的 《大 
明 历 》 从 510 年 开始 实施 达 80 年 。 
根据 史书 记载 ,祖冲之 曾 注 释 《 九 章 
算术 》, 并 与 他 的 儿子 祖 星 一 起 扎 写 
TRI 卷 ,这 些 著作 均 已 失传 。 
据 《 隋 书 。 律 历 志 》 和 李 淳 凤 《 九 章 
算术 》 注 等 史料 记载 ,他 们 在 数学 上 
主要 有 三 项 成 就 :(1) 求 得 较 精 确 的 
圆周 率 , 据 推测 ,祖冲之 在 刘 徽 割 圆 
术 的 基础 上 ,将 圆 内 接 正 多 边 形 算 
至 6144 和 12288 边 形 ,从 而 得 到 
3. 1415926 « x «3. 1415927 , 其 中 
的 7 位 小 数值 是 当时 世界 上 最 精确 
的 圆周 率 ,直到 15 世纪 才 由 阿拉 伯 
数学 家 卡 西 超 过 。 他 还 得 到 圆周 率 
的 两 个 分 数 近似 值 , 即 约 率 22/7 和 
密 率 355/113, 其 中 的 约 率 早 已 为 
阿 基 米 德 所 知 ,而 密 率 直到 16 世纪 
才 由 荷兰 数学 家 奥 托 重新 发 现 。 祖 
冲 之 的 工作 使 中 国 在 圆周 率 的 计算 
方面 领先 西方 约 一 千年 。(2) 得 到 祖 
临 定理 并 求 出 球体 积 , 祖 眶 总 结 了 
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刘 微 的 件 合 方 盖 理 论 Bib do REHAB 
同 , 则 积 不 容 蜡 ”的 定理 , 即 等 高 的 
两 立体 , 若 其 任意 高 处 的 水 平 截面 
积 相等 , 则 这 两 个 立体 体积 必 相 等 。 
他 根据 这 个 定理 解决 了 刘 徽 没 能 解 
决 的 球体 积 公 式 .(3) 发 展 了 二 次 与 
三 次 方程 的 解法 ,祖冲之 用 “ 差 客 ” 
取代 带 从 平方 ,用 “ 差 立 "取代 带 从 
立方 ,可 以 解 包括 负 系 数 在 内 的 二 
次 与 三 次 方程 , 堪 称 “ 算 氏 之 最 者 
也 ”。 

隋 朝 大 兴 土 木 ,客观 上 促进 了 
数学 的 发 展 . 唐 初 王 孝 通 扎 k 缉 古 算 
£8) (23 630), 主 要 是 讨论 木 土工 程 
中 计算 土方 .工程 的 分 工 与 验收 以 
及 仓库 和 地 窖 的 计算 问题 。 全 书 共 
20 题 ,多 数 导致 三 次 方程 问题 ,如 
已 知 不 等 高 的 长 方 棱 台 体积 和 上 
底 、 下 底 、 高 ,长 的 差 , 求 上 底 、 下 底 、 
高 和 长 等 。 他 在 不 用 数学 符号 的 情 
况 下 立 出 三 次 方程 ,不 仅 解决 了 当 
时 的 社会 需要 ,而 且 为 后 来 天 元 术 
的 建立 打下 基础 ,这 比 西方 13 世纪 
斐 波 那 契 特殊 三 次 方程 的 数值 解 早 
600 多 年 。 此 外 王 孝 通 对 传统 的 多 
股 形 解法 也 有 发 展 , 用 数字 三 次 方 
程 解决 己 知 勾 股 形 的 勾 股 积 与 勾 股 
差 ( 或 股 弦 差 ) 求 匀 股 等 问题 ,还 对 
二 次 方程 给 出 两 次 开 方 法 。 

唐 朝 在 数学 教育 方面 有 了 长 足 
发 展 。656 年 国子监 设立 算 学 馆 , 设 
有 算 学 博士 和 助教 。 王 沧 通 等 人 做 
过 算 学 博士 。 算 学 馆 共 招生 30 A, 
由 太史 令 李 淳 风 等 人 编 繁 注释 《 算 
经 十 书 》 作 为 算 学 馆 学 生 用 的 课 
本 .科举 取 士 还 设置 明 算 科 ,考试 内 
容 也 从 十 部 算 经 中 选 题 。《 算 经 十 
TOEETUSSMCUIS S». (Ou 


章 算术 》《 海 岛 算 经 》《 和 孙子 算 经 人 
《 张 丘 建 算 经 》《 夏 侯 阳 算 经 》《 丝 
古 算 经 》 外 ,还 有 《五 划算 经 》《 五 经 
FRAKKER) PEARKE, 
南宋 时 用 《 数 书记 遗 》 补 齐 十 书 。 李 
淳 风 等 人 编纂 的 《 算 经 十 书 》 对 于 保 
存 古 代数 学 经 典 起 了 重要 作用 ,他 
们 对 《 周 佣 算 经 》《 九 章 算术 》 及 《 海 
岛 算 经 》 所 作 的 注解 长 期 为 人 称道 。 
特别 是 在 4 周 佣 算 经 》 注 中 ,不 仅 修 
改 了 经 文 和 赵 来 . 杜 窗 注 中 的 一 些 
缺陷 ,还 给 出 测量 中 计算 的 新 方法 ， 
HERRE T MA EX A A A A 
方 图 注 ) 的 误解 ,对 后 世 读者 帮助 很 
大 。 

隋唐 时 期 由 于 历法 需要 ,天 算 
学 家 创立 了 二 次 内 插 法 ,丰富 了 中 
国 古 代数 学 的 内 容 。 函 数 内 插 法 最 
早 是 206 年 刘 洪 在 《 乾 象 历 》 中 为 了 
确定 合 朔 时 刻 而 使 用 的 , 那 只 是 一 
次 内 插 法 。600 年 隋 代 天 文学 家 刘 
类 在 4 皇 极 历 》 中 提出 一 个 推算 日 、 
月 .五 星 视 行 度数 的 等 间距 二 次 内 
插 公式 。727 年 唐 代 天 文学 家 一 行 
( 张 遂 ) 在 《大 衍 历 ) 中 又 提出 不 等 间 
距 的 二 次 内 插 公 式 。822 年 晚 唐 时 
期 天 文学 家 徐 昂 造 《 宣 上 明 历 》 时 提出 
形式 上 更 简明 的 内 插 公 式 。 这 些 为 
宋 元 时 期 的 高 次 PLE A SR ET dE 
础 


汉 唐 时 期 中 国 数学 在 计算 技术 
上 有 了 很 大 改革 , 现 传 本 《 数 书记 
3t) GI ZR DUE E BE AMEE P 
提出 14 HRA RAKA .两 仪 、 
三 才 、 五 行 , 八 卦 .九宫 运筹 、 了 知 、 
成 数 、 把 头 . 鱼 算 、 珠 算 、 计 数 ,其 中 
积 算 是 普通 的 筹 算 , 太 乙 算 、 两 仪 
算 、 三 才 算 和 珠算 都 是 用 珠 的 槽 算 
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盘 , 在 技术 上 是 一 项 重要 改革 。 特 别 
是 “珠算 ”继承 了 筹 算 五 升 十 进 与 
位 值 制 的 优点 ,又 克服 了 筹 算 纵横 
记 数 与 置 筹 不 便 的 缺点 ,成 为 后 世 
流行 算盘 珠算 的 雏形 。 隋 书 ， 经 籍 
BERT 19 种 算 书 《新 唐 书 。 艺 
文 志 ) 增 加 了 35 种 ,其 中 一 些 就 是 
专门 论述 算法 的 。 唐 代 的 算法 改革 
使 乘除 法 可 以 在 一 个 横 列 中 进行 运 
算 , 它 既 适 用 于 筹 算 ,也 适用 于 珠 
算 , 其 中 分 解 因数 法 和 化 乘除 为 加 
减 等 方法 颇具 特色 。 

宋 元 全 成 时 期 ”这 一 时 期 约 从 
1000 年 到 14 世纪 初 , 共 300 多 年 。 
北宋 王朝 统一 了 中 国 , 使 农业 、 手 工 
业 、 商 业 迅 速 繁荣 ,科学 技术 突 飞 猛 
进 ,火药 、 指 南 针 、 印 刷 术 三 大 发 明 
得 到 了 广泛 应 用 。 仅 沈 括 《 梦 溪 笔 
RICI 1088) 中 就 有 200 多 条 论述 
自然 科学 的 记载 ,内 容 涉及 数学 、 物 
理学 .化 学 .天文 .地 质地 理 、 气 象 、 
工程 技术 .生物 和 医学 等 等 ,其 中 指 
南 针 和 活字 印刷 术 是 最 早 的 记载 。 
这 种 情形 为 数学 发 展 创造 了 良好 的 
条 件 。1084 年 秘书 省 第 一 次 印刷 出 
版 了 《 算 经 十 书 》,1213 FARN 
进行 翻 刻 ,这 又 影响 到 宋 元 数 学 的 
发 展 。 在 明代 中 时 珠算 广泛 流传 之 
前 ,中 国 古 代数 学 以 筹 算 为 主 ,并 形 
成 独 有 的 特色 。 宋 元 数学 使 这 种 “ 筹 
算数 学 ?达到 极 盛 。 从 11 世纪 到 14 
世纪 出 现 了 一 批 著 名 的 数学 家 和 数 
学 著作 ,例如 页 宪 (11 世纪 中 叶 ) 的 
《黄帝 九 章 算法 细 草 》( 已 失传 ), 刘 
益 (12 世纪 中 叶 ) 的 ( 议 古 根源 》( 已 
失传 ), 秦 九 韶 的 《 数 书 九 章 》 
(1247), 李 冶 的 4 测 圆 海 镜 》(1248) 
和 《 益 古 演 段 (1259) ,杨辉 的 (详解 
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九 章 算法 》(1261)、《 日 用 算法 》 
(1262) 和 《杨辉 算法》(1274 一 
1275) , 朱 世 杰 的 ( 算 学 启蒙 )(1299) 
和 《四 元 玉 鉴 》(1303) 等 等 ,其 中 很 
多 领域 都 达到 古代 数学 的 高 峰 , 一 
些 成 就 还 是 当时 世界 数学 的 高 峰 。 
主要 列举 如 下 

高 次 方程 数值 解法 。 其 基础 是 
贾 宪 的 “ 增 乘 开 方法 ”。 杨 辉 在 ( 九 章 
算法 纂 类 ) 中 载 有 贾 宪 的 “ 增 乘 开 平 
方法 ”和 “ 增 乘 开 立方 法 ”。 在 《详解 
九 章 算法 ) 中 载 有 贾 宪 的 “ 开 方 作法 
本 源 图 ”“ 增 乘 方法 求 廉 草 ”" 和 用 增 
乘 开 方法 开 4 次 方 的 例子 ,其 中 开 
方 作法 本 源 图 现 称 “ 贾 宪 三 角 ”, 即 
指数 为 正 整数 的 二 项 式 定 理 系 数 
表 , 西 方 称 为 “帕斯卡 三 角形 ”(17 
世纪 )。12 世纪 中 叶 刘 益 把 增 乘 开 
方法 推广 到 数字 高 次 方程 (包括 系 
数 为 负 的 情形 ) ,给 出 一 个 四 次 方程 
的 解 。1247 年 秦 九 韶 将 增 乘 开 方法 
推广 到 求解 一 般 高 次 方程 的 一 种 普 
遍 的 数字 解法 ,他 把 解法 分 成 各 种 
类 型 ,如 次 项 系数 不 等 于 1 的 方 
程 , 奇 次 客 系 数 均 为 零 的 方程 等 . 当 
方程 的 根 不 是 整数 时 ,他 采取 继续 
求 根 的 小 数 ,或 用 减 根 变 换 方程 各 
次 医 的 系数 之 和 为 分 母 .常数 为 分 
子 表示 根 的 非 整数 部 分 。 在 求 根 的 
第 2 位 数 时 ,他 还 提出 以 一 次 项 系 
数 除 常数 项 为 根 的 第 2 位 数 的 试 除 
法 ,其 演算 程序 与 西方 19 世纪 提出 
的 鲁 非 尼 一 霍 纳 方法 基本 一 致 ,但 
时 间 上 早 了 500 多 年 。 

高 次 方程 立法 与 高 次 联 立 方程 
立法 与 解法 , 即 天 元 术 与 四 元 术 。 宋 
代 以 前 ,数学 家 要 列 出 一 个 方程 , 往 
往 需 要 复杂 的 数学 推导 技巧 和 大 量 
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的 文字 说 明 , 随 着 解 方程 方法 的 完 
善 , 列 方程 的 方法 也 被 深入 研究 .用 
天 元 (相当 于 现在 的 > ) 作 为 未 知 数 
符号 , 列 出 高 次 方程 ,古代 称 为 天 元 
术 。 这 是 中 国 数学 史上 首次 引入 符 
号 ,并 用 符号 运算 来 解决 建立 高 次 
方程 的 问题 。 现 存 最 早 的 天 元 术 著 
作 是 李 冶 的 4 测 圆 海 锁 }。 李 治 在 一 
次 项 系数 右 旁 记 一 “元 ” 字 ( 或 在 常 
数 项 右 旁 记 一 “ 太 ” 字 ) ,元 以 上 的 系 
数 分 别 表示 各 正 次 赛 , 元 以 下 的 系 
数 表示 常数 和 各 负 次 宪 ( 有 时 顺序 
倒转 过 来 )。 列 方程 的 具体 方法 是 ， 
根据 问题 的 已 知 条 件 , 列 出 两 个 相 
数字 高 次 方程 ,这 也 是 世界 上 最 早 
的 多 项 式 代 数 运算 。 从 天 元 术 推 广 
到 多 元 的 高 次 联 立 方程 是 宋 元 数学 
家 的 一 大 贡献 , 继 二 元 、 三 元 的 专著 
论述 后 , 朱 世 杰 的 《四 元 玉 鉴 } 系 统 
总 结 了 四 元 术 。 他 用 天 、 地 .人 、 物 代 
表 四 个 未 知 数 ,将 常数 放 在 中 央 , 其 
右 侧 仍 记 一 “ 太 ?” 字 ,四 元 的 各 次 寡 
Wu ESFERA E. HORE 
次 逐一 向 外 扩展 ,其 他 各 项 放 在 四 
个 象限 中 。 他 提出 四 元 消 元 法 , 先 选 
择 一 元 为 未 知 数 ,其 他 元 组 成 的 多 
项 式 作为 这 未 知 数 的 系数 , 列 成 若 
于 个 一 元 高 次 方程 式 ,然后 用 互 乘 
相 消 法 逐步 消去 这 一 未 知 数 。 重 复 
这 一 步骤 便 可 消去 其 他 未 知 数 ,得 
到 一 个 一 元 高 次 方程 ,最 后 用 增 乘 
开 方 法 求解 。 这 一 成 果 被 认为 是 中 
国 筹 算 代 数学 的 最 高 峰 , 比 西方 的 
同类 算法 早 400 多 年 。 

一 次 同 余 式 组 解法 。 它 起 源 于 
天 文学 中 推算 “上 元 积 年 ”, 早 在 西 
汉 历 法 中 已 有 这 方面 的 数据 ,但 没 


有 具体 算法 的 记载 《孙子 算 经 》* 物 
不 知 数 ” 给 出 具体 例子 的 解法 ,到 秦 
九 韶 《 数 书 九 章 ) 时 把 它 一 般 化 ,后 
人 称 之 为 “< 大 衍 求 一 术 ”。 设 一 次 同 
AIH N = Ri( moda, )( i =1,2,3, 
22, M — asa, 秦 九 禄 把 求 
N 归结 为 求 出 一 组 & ,使 之 满足 


A es 1 (moda: ), 并 用 更 相 减 损 ( 纪 


转 相 除 ) 的 方法 给 出 的 一 个 计算 
程序 ,完满 地 解决 了 这 一 问题 .他 还 
讨论 了 模 数 a 是 收 数 ( 小 数 )、 通 数 
(分 数 )、 元 数 (一 般 正 整数 )、 复 数 
C10* 的 倍数 ? 非 两 两 互 素 的 情形 ， 
分 别 给 出 将 它们 变 为 两 两 互 素 的 模 
数 的 方法 , 比 西 方 同 类 结果 旱 500 
年 。 现 在 这 一 类 问题 的 解法 被 公认 
为 “中 国 剩余 定理 ”。 

高 次 内 插 法 与 高 阶 等 差 级 数 求 
和 ， 即 招 差 术 和 井 积 术 。 元 代 天 文学 
家 王 怕 ,郭守敬 等 人 在 《授时 历 》 中 
根据 * 平 , 定 、 立 ”三 差 , 创 用 三 次 内 
插 法 推算 日 月 运行 的 速度 和 位 置 ， 
解决 了 三 次 内 插值 问题 . 秦 九 韶 在 
“ 缀 术 推 星 ? 题 和 朱 世 杰 在 《四 元 玉 
鉴 》* 如 象 招数 ” 题 中 都 提 到 内 插 法 
( 招 差 术 ), 朱 世 杰 还 得 到 一 个 四 次 
函数 的 内 播 公式 。 西 方 到 17 世 纪 才 
有 这 类 结果 ,时 间 上 晚 300 多 年 。 北 
宋 科 学 家 沈 括 在 《 梦 溪 笔谈 } 卷 18 中 
提出 “ 阶 积 术 ”, 开 始 研究 某 些 物品 
按 一 定 规律 堆积 起 来 求 总 数 的 问 
题 ,并 推算 出 长 方 台 吉 的 求 和 公式 ， 
开创 高 阶 等 差 级 数 求 和 的 先河 。 杨 
HEFELE HIET H 
IT ERA — ARRA E, A 
出 了 正确 的 公式 解答 。 朱 世 杰 在 《四 
元 玉 上 鉴 > 和 《 算 学 启 庇 ) 中 把 高 阶 等 
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差 级 数 求 和 问题 与 二 项 系数 表 结合 
起 来 ,得 到 一 系列 重要 的 高 阶 等 差 
级 数 求 和 公式 。 例 如 三 角形 如 
AdpGcDGTDIeGE.R]OD 


—5ipsetDeeDeoe 
D(p—1,2,3,-« 60, RUE 9E 
EGG DG mL€eG*b- 
7 一 上 H 


1 


2) (n + pE + Ds T 13 一 1， 
2e DE BUR S AERA T 
HER, RERET ARAR, 
因而 易于 推导 出 一 般 的 招 差 公式 ， 
反之 亦 然 ,因此 朱 世 杰 的 如 积 招 差 
术 全 面 推进 了 宋 元 数 学 家 在 这 方面 
的 研究 工作 。 

珠算 的 出 现 。 中 国 十 代数 学 在 
筹 算 的 基础 上 取得 辉煌 成 就 ,但 作 
为 主要 计算 工具 的 算 筹 存在 不 少 缺 
点 ,如 使 用 不 便 , 速 度 和 效率 不 高 
等 。 随 着 农业 .手工 业 和 商业 的 发 
展 ,日 益 需 要 进行 大 量 繁杂 的 计算 ， 
因此 算 筹 和 筹 算 越 来 越 不 能 适应 实 
际 需 要 ,计算 技术 改革 势 在 必 行 。 改 
革 的 主要 内 容 仍 是 乘除 法 。 沈 括 《 梦 
溪 笔 谈 ) 中 介绍 了 各 种 因 乘 法 ,最 早 
出 现 “ 九 归 ”, 并 指出 算术 “ 见 简 即 
用 , 见 繁 即 变 , 不 胶 一 法 ”的 原则 。 朱 
世 杰 《 算 学 启蒙 中 最 早出 现 “ 留 头 
乘 ? 和 “上 归 除 ”, 并 进一步 完善 了 “ 九 
妇 ”。 杨 辉 的 4 乘除 通 变 本 末 》(1274) 
也 做 了 这 种 完善 工作 。 丁 巨 的 4 丁 巨 
算法 兴 1355) ,何平 予 的 4 详 明 算法 》 
(1373) 和 页 享 的 《算法 全 能 集 }) 将 朱 
世 杰 提出 的 “ 撞 归 ”“ 起 一 ”等 算法 
有 具体 化 . 朱 世 杰 的 著作 中 还 记载 了 


许多 计算 歌 雇 , 有 些 与 后 来 珠算 中 
常用 的 口诀 完全 一 致 .在 形式 上 “ 留 
AR” HORR H HAERA 
要 任何 变通 便 可 以 在 一 个 横 列 里 进 
行 ,与 珠算 的 方法 也 完全 一 样 ,在 算 
法 改革 的 同时 , 穿 珠算 盘 在 北宋 已 
可 能 出 现 , 张 择 端的 《清明 上 河 图 》 
中 有 一 个 不 很 清楚 的 算盘 , 需 继续 
考证 。 但 最 迟到 元 代 , 珠 算盘 与 珠算 
术 已 完成 。 

其 他 成 就 . 勾 股 形 解法 在 泉 元 
时 期 有 新 的 发 展 . 朱 世 杰 《 算 学 启 
蒙 提 出 已 知 勾 股 和 、 股 弦 和 求解 勾 
股 形 的 方法 . 李 冶 《 测 圆 海 镜 》 对 匀 
股 容 圆 问题 进行 了 详细 研究 ,从 14 
个 勾 股 形 中 得 到 692 条 识别 杂记 , 阐 
明 各 勾 股 形 的 线段 之 间 与 线段 的 
和 , 差 、 积 之 间 的 关系 ,还 得 到 9 个 容 
圆 公 式 , 这 些 都 补充 了 《 九 章 算术 》 
的 不 足 , 丰 富 了 中 国 古 代 几 何 学 的 
内 容 ; 球 面 三 角 学 的 探索 ,起 源 于 天 
文学 ,已 知 黄道 与 赤道 的 夹 角 和 太 
阳 从 冬至 点 向 春分 点 运行 的 黄 经 余 
弧 , 求 赤 经 余 弧 和 赤 纬 度数 导致 解 
球面 直角 三 角形 , 王 心 、 郭 守 敬 , 沈 
括 等 人 有 所 论述 ,给 出 正确 的 推算 
步 又 ;纵横 图 ( 幻 方 ) 研 究 的 创立 , 杨 
辉 在 《 续 古 摘 奇 算法 》 中 指出 ,古代 
九宫 图 是 一 个 从 1 一 3? 的 9 个 自然 数 
排 成 三 行 三 列 , 其 行 , 列 和 对 角 线 之 
和 均 为 15 的 三 行 纵横 图 ,这 种 图 可 
以 推广 到 几 行 ,由 1 到 w 个 数 排 成 ， 
它 的 行 . 列 和 对 角 线 之 和 为 a(1 十 
1)/2 。 书 中 列 出 4 一 10 行 共 8 个 纵横 
图 ,并 给 出 三 行 和 四 行 纵横 图 的 构 
造 方法 ;小 数 (十 进 分 数 ) 概 念 的 提 
出 与 表示 法 , 刘 徽 开 方 数 中 已 提出 
十 进 分 数 ( 微 数 ) , 现 传 本 《夏侯 阳 算 
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经 ) 已 有 化 名 数 为 十 进 小 数 (简称 小 
数 ) 的 例子 , 秦 九 认 将 解 高 次 方程 时 
所 得 的 根 更 明确 地 表示 成 小 数 的 形 
式 , 他 用 名 数 作 为 小 数 符号 ,例如 
159. 36 寸 表示 为 


IEMET 
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李 冶 则 依靠 算式 的 位 置 表示 ,而 刘 
瑾 是 将 小 数 部 分 下 移 一 格 ,较为 实 
用 ,杨辉 和 朱 志 杰 的 化 斤 价 为 两 价 
的 歌诀 ,是 小 数 的 具体 应 用 。 在 国 
外 ,中 亚细亚 的 数学 家 卡 西 是 第 一 
个 系统 应 用 小 数 的 人 ,他 于 1427 年 
用 小 数 给 出 2x 的 近似 值 ,而 小 数理 
论 的 明确 陈 妊 臣 荷 兰 数学 家 斯 蒂 
文 ,他 在 1585 年 写 的 ¢ 论 十 进 》 被 认 
为 是 小 数理 论 的 最 早 专 著 。 

宋 元 时 期 民间 数学 教育 有 了 较 
大 发 展 ,如 李 冶 曾 在 封 龙 山 隐 居 讲 
学 , 秦 九 韶 “ 尝 从 隐 君 子 受 数学 ”, 杨 
辉 本 人 是 一 个 数学 教育 家 , 朱 世 杰 
更 是 “以 数学 名 家 周游 湖 海 二 十 余 
年 ”>,“ 四 方 之 来 学 者 日 众 "《 算 学 启 
蒙 ) 等 书 是 很 好 的 数学 入 门 书 .《 乘 
除 变通 本 末 》 中 还 给 出 一 个 “ 习 算 纲 
目 ”, 实 为 教学 大 纲 。 其 中 提倡 循序 
渐进 与 熟 读 精 思 , 注重 培养 和 提高 
计算 能 力 等 .许多 数学 书 中 出 现 歌 
谣 式 的 数学 问题 和 算法 口诀, 说 明 
数学 的 传授 已 走出 官学 的 大 门 , 逐 
渐 深入 到 民间 。 

西学 输入 时 期 ”这 一 时 期 约 从 
14 世 纪 中 明代 建立 到 20 世 纪 初 清 代 
结束 共 500 多 年 , 属 封建 社会 晚期 。 
13 世 纪 初 的 考试 制度 中 已 砍 掉 数学 
内 容 ,明代 时 大 兴 八 股 考试 制度 , 鄂 
视 知识 分 子 , 使 数学 除 珠算 外 出 现 


w 


全 面 衰落 。 到 明 清 之 际 西方 数学 开 
始 传人 我 国 时 ,国家 天 文 台 已 经 很 
少 有 人 可 以 进行 历法 的 编制 工作 
T eb uUa ,西方 初等 数学 陆 
续 传 入 中 国 , 使 中 国 数学 研究 出 现 
了 一 个 中 西 融 合 贯 通 的 局 面 ,鸦片 
战争 以 后 ,近代 (高 等 ) 数 学 开始 传 
入 中 国 , 中 国 数学 转 入 一 个 以 学 习 
西方 数学 为 主 的 时 期 .直到 19 世 纪 
末 与 20 世 纪 初 ,中 国 的 近代 数学 研 
究 才 真正 开始 。 

商业 数学 的 发 展 , 从 明 初 到 明 
中 叶 , 商 品 经 济 有 所 发 展 ,与 之 相 适 
应 的 记 数 制度 和 计算 方法 有 了 较 大 
发 展 。 中 国 古 老 的 算 筹 式 记 数 法 在 
13 址 纪 已 出 现 易于 记载 的 纵横 两 式 
“简易 数码 ”, 到 16 世 纪 发 展 成 为 笔 
划 较 少 的 习 用 数码 ,也 称 为 商业 数 
码 , 它 在 应 用 时 还 有 更 简洁 的 书写 
体形 式 。.1450 年 , 明 朝 数学 家 吴 敬 在 
《 九 章 算法 比 类 大 全 》 中 记载 了 便于 
乘法 的 “格子 算 ”, 称 之 为 “ 写 算 ”, 以 
区 别 筹 算 和 珠算 .明代 最 大 的 数学 
成 就 还 是 珠算 的 普及 .。 明 初 《 技 本 对 
相 四 言 杂 字 》(1371) 是 一 部 儿童 看 
图 识字 的 课本 , 书 中 画 有 算盘 图 。 
《和 鲁班 木 经 》(15 世 纪 上 半 叶 ) 中 有 近 
代 形 式 的 算盘 式样 ,并 将 它 作为 家 
庭 必 需 品 列 入 一 般 的 木器 家 具 手 册 
中 ,说 明珠 算 已 普及 .随后 珠算 著作 
陆续 出 现 , 吴 敬 《 九 章 算法 比 类 大 
全 》(1450) 和 王 文 素 《古今 算 学 宝 
监 》(1524) 记 载 了 一 些 只 有 珠算 中 
才能 有 的 口诀 ,如 “去 一 五 下 还 四 ?” 
等 ; 徐 心 鲁 《 盘 珠算 法 》(1573) 和 柯 
尚 迁 (数学 通 轨 》C1578) 除 了 给 出 上 
有 二 珠 , 下 有 五 珠 , 中 间 用 木 制 横梁 
隔 开 的 算盘 图 式 外 ,还 出 现 加 法 和 
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减法 口诀 ,是 珠算 术 的 重要 组 成 部 
分 ;到 程 大 位 的 《 直 指 算法 统 宗 》 
(1592? 问 志 后 ,珠算 理论 已 成 系统 。 
该 书 详 细 介 绍 了 算盘 的 定位 方法 、 
四 则 运算 口诀 和 其 他 简 算 口诀, 这 
些 口诀 至 今 仍 在 继续 使 用 。 书 中 共 
有 595 个 应 用 题 , 全 部 用 珠算 盘 演 
算 , 包 括 开平 方 开 立 方法 及 其 在 解 
二 次 .三 次 方程 中 的 应 用 等 .该 书 出 
版 后 “风行 宇内 ”, 以 致 于 “ 握 算 持 筹 
之 士 , 莫 不 家 藏 一 编 ”, 成 为 中 国 古 
算 书 中 在 国内 外 流传 和 影响 最 广 的 
数学 著作 之 一 ,对 珠算 的 普及 起 了 
重要 作用 , 亦 标志 着 从 筹 算 到 珠算 
转变 的 完成 。 在 世界 同类 计算 工具 
中 中 国 算盘 可 以 说 是 最 好 的 。 但 是 
由 于 珠算 流行 , 筹 算 几乎 绝迹 ,建立 
在 筹 算 基 础 上 的 古代 数学 传统 也 逐 
渐 失传 ,数学 出 现 长 期 停滞 ,而 此 时 
西方 数学 却 大 大 地 向 前 发 展 了 。 
早期 传 入 的 西方 数学 .中 外 数 
学 交流 由 来 已 入 ,《 隋 书 * 经 籍 志 》 著 
录 了 已 失传 的 4 婆罗门 算 法 ) 等 书 ， 
唐 代 可 县 悉 达 的 《开元 占 经 》 旬 绍 了 
许多 印度 数学 知识 ,如 印度 数码 , 圆 
弧 量 法 ,正弦 函数 表 等 ,可 惜 未 被 中 
国 数学 家 采用 。 朱 世 杰 ¢ 算 学 启蒙 》 
中 的 大 数 和 小 数 记 法 吸取 了 印度 佛 
教 经 典 中 的 “ 极 >“ 恒 河 沙 >“ 虚 ”、 
“ 空 "等 名 称 ,西安 元 朝 安西 王府 遗 
址 出 土 的 铁 板 上 , 画 有 东 阿 拉 伯 数 
码 表示 的 六 阶 纵 横 图 .到 16 世 纪 上 
半 叶 西方 国家 以 传教 士 为 先导 , 开 
始 在 远东 实行 文化 和 经 济 渗透 。 
1582 年 意大利 传教 士 利 玛 赛 到 中 
国 ,1606 年 以 后 ,先后 与 徐光启 翻译 
《几何 原本 》 前 6 卷 (1607) 《测量 法 
5,9138 (1607—1608) , 5 2E 2 3 


译 ( 图 容 较 义 》C1608) 和 《同文 算 指 》 
(1613), 其 中 《几何 原本 》 是 现 传 的 
中 国 第 一 部 数学 翻译 著作 , 也 是 影 
响 最 大 的 一 部 著作 ,其 严谨 的 逻辑 
体系 和 演绎 方法 深 受 徐光启 推崇 ， 
认为 它 是 “度数 之 宗 ”, 主张 “举世 无 
一 人 不 当 学 ”. 这 部 译 著 也 被 后 人 称 
赞 为 “ 字 字 精 金 美玉 ,是 干 古 不 朽 之 
作 ”, 其 中 绝 大 部 分 名 词 都 是 首创 ， 
有 许多 至 今 仍 在 沿用 ,徐光启 本 人 
撰写 的 (测量 异同 》 和 ( 勾 股 义 ) 就 是 
应 用 《几何 原本 的 逻辑 推理 方法 论 
证 中 国 的 勾 股 测 望 术 。 他 主持 编译 
的 《崇祯 历 书 》137 卷 (1629 一 1633) 
主要 介绍 欧洲 天 文学 家 第 谷 的 地 心 
学 说 ,其 中 天 文学 和 数学 基本 理论 
占 全 书 30%%, 内容 还 包括 德国 数学 
家 雷 格 蒙 塔 努 斯 ( 即 玉山 若干 ) 的 三 
角 学 、 英 国 数学 家 纳 皮尔 的 算 筹 和 
意大利 科学 家 伽利略 的 比例 规 等 
等 ,说 明 徐光启 对 数学 理论 的 重视 。 
《同文 算 指 ) 是 一 部 介绍 西方 算术 知 
识 的 著作 ,依据 德国 数学 家 克拉 维 
乌 斯 实用 算术 编译 ,吸收 了 程 大 位 
《算法 统 宗 ) 里 的 一 些 内 容 ,其 中 系 
统 介绍 了 西方 的 笔算 ,使 笔算 逐渐 
得 到 推广 ,对 中 国 算 术 发 展 有 较 大 
影响 .但 书 中 把 记 数 和 运算 符号 改 
换 成 中 国 数字 ,没有 使 用 原著 的 印 
度 一 阿拉 伯 数 码 , 是 一 件 憾事 .在 输 
入 的 西方 数学 中 仅 次 于 几何 的 是 三 
角 学 。 在 此 之 前 三 角 学 只 有 零星 知 
识 ,而 此 后 获得 迅速 发 展 ,介绍 西方 
三 角 学 的 著作 有 邓 玉 郑 编 译 的 《大 
测 )2 卷 (1631)《 制 圆 八 线 表 》6 卷 和 
罗 雅 谷 的 《测量 全 义 )10 卷 (1631) 。 
其 中 《大 测 》 主 要 说 明 三 角 八 线 ( 正 
FREER ESI REL E 
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矢 , 余 矢 ) 的 性 质 、 造 表 方法 和 用 表 
方法 ;《 制 圆 八 线 表 ) 是 间隔 为 分 的 
五 位 三 角 函 数 表 ;《 测 量 全 义 》 增 加 
《大 测 ) 所 缺 的 平面 三 角 知 识 , 给 出 
积 化 和 差 公 式 及 球面 三 角 的 若干 定 
理 ,并 附 有 一 份 间隔 15' 的 四 位 三 角 
函数 表 。 此 外 在 《崇祯 历 书 》 中 还 片 
断 介 绍 了 有 关 贺 锥 曲线 的 数学 知 
识 。 

中 西数 学 的 会 通 , 入 清 以 后 , 传 
教士 仍然 受到 清 王朝 的 信任 和 重 
用 ,继续 进行 改 历 工 作 。1646 年 波兰 
传教 士 穆 尼 阁 来 华 , 薛 风 补 、 方 中 通 
等 人 跟随 他 学 习 西 方 科学 。 穆 尼 网 
去 世 (1656) 后 , 薛 风 补 据 其 所 学 , 编 
成 ( 历 学 会 通 》(1664) ,包括 《比例 对 
数 表 并 卷 (1653)《 比 例 四 线 新 表 并 
卷 和 《三 角 算法 1 卷 等 数学 内 容 。 前 
两 书 是 介绍 英国 数学 家 纳 皮尔 和 布 
里 格 斯 发 明 增 修 的 对 数 ,分 别 给 出 1 
一 20000 的 六 位 对 数 表 和 六 位 三 角 
函数 (正弦 .余弦 ,正切 . 余 切 ) 对 数 
表 , 并 简单 解释 了 将 乘除 运算 化 为 
加 减 运算 的 道理 。 后 一 书 丰富 了 《 尝 
被 历 书 ) 中 的 三 角 学 内 容 , 给 出 半角 
公式 、 半 弧 公式 及 几 种 比例 式 等 .对 
对 数理 论 进行 解释 的 还 有 方 中 通 的 
《 数 度 入 》(1661) ,为 对 数 在 历法 计 
算 中 的 实际 应 用 起 了 作用 .会 通 中 
西数 学 的 杰出 代表 是 梅 文 易 , 他 坚 
信 中 国 传统 数学 “ 必 有 精 理 ”, 对 证 
代数 学 名 著 做 了 深入 研究 ,同时 又 
能 正确 对 待 西 方 数 学 ,使 之 在 中 国 
扎根 ,他 在 《方程 论 》(1672)《 勾 股 
举 隅 》 和 《 少 广 拾遗 3(1692) 中 分 别 
对 线性 方程 组 解法 , 勾 股 形 解法 和 
高 次 吞 求 正 根 的 方法 进行 了 整理 和 
研究 ,使 濒于 枯萎 的 明代 数学 出 现 
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生机 .他 在 会 通 西方 数学 时 有 所 创 
造 , 对 许多 “不 详 其 理 ” 的 公式 和 定 
理 进 行 证 明 , 其 《 梅 氏 从 书 辑 要 》60 
卷 博 大 精深 , 仅 数学 著作 就 有 13 种 
40 卷 。 与 梅 文 易 同时 代 的 数学 家 还 
有 王 锡 前 和 年 希 帮 等 人 。 王 锡 阅 在 
《图 解 江 卷 中 证 明了 两 角 和 、 差 的 正 
弦 和 余弦 公式 ,并 对 涉及 的 名 词 概 
念 逐一 定义 。 年 希 范 的 《 视 学 》2 卷 
(1729 一 1735) 是 最 早 介绍 西方 透视 
学 的 著作 , 亦 增 加 许多 新 成 果 , 并 附 
有 大 量 精美 插图 。 中 西 会 通 的 代表 
作 之 一 是 康 咎 皇帝 “ 御 定 ”的 《数理 
3628 050338 (1723) ,上 编 5 卷 “ 立 纲 明 
体 ”, 包 括 《 几 何 原 本 》3 卷 《算法 原 
EHE. TROE TRKA” aE 
算术 、 代 数 . 平 面 几 何平 面 三 角 、 立 
体 几 何等 初等 数学 , 另 附 有 数学 用 
表 四 种 8 卷 ,包括 素数 表 , 对 数 表 和 
三 角 浮 数 表 ,是 一 部 比较 全 面 的 初 
等 数学 百 种 全 书 , 对 当时 的 数学 研 
帘 有 一 定 影响 . 明 安 图 、 董 袖 诚 、 项 
名 达 等 数学 家 各 自 依 据 《 数 理 精 丝 》 
提出 “ 连 比 例 方法 ”, 对 18 世 纪 初 法 
国 传 教士 杜 德 美 传 入 的 “ 弧 求 正 
发 ”“ 弧 求 正 矢 ”和 “ 圆 径 求 周 ” 三 个 
无 穷 级 数 公 式 进行 研究 ,获得 一 些 
创造 性 结果 。 明 安 图 积 30 余 年 研究 
心得 ,于 晚年 草 成 《 割 圆 密 率 捷 法 ?4 
卷 ,1774 年 由 他 的 学 生 陈 际 新 等 人 
续 成 .他 除了 证 明 上 述 三 个 公式 外 ， 
还 创造 了 “ 弧 求 通 弦 ”“ 弧 求 正 矢 ”、 
“EZR. ERRI”, “EZK 
弧 ”“ 正 矢 求 弦 ”6 个 新 公式 。 此 后 董 
禧 诚 在 4 制图 连 比 例 图 解 )2 卷 
《1819) 中 将 明 安 图 的 9 个 公式 概括 
为 关于 孤 、 弦 、 和 撩 三 者 关系 的 4 个 公 
式 ,项 名 达 又 在 《4 象 数 一 原 》6 卷 
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(1837 , gi S ER E ELE AL 
公式 概括 为 两 个 公式 。 该 书 所 附 《 椭 
圆 求 周 术 ) 正 确 解决 了 椭圆 求 周 长 
问题 ,与 戴 网 为 该 书 补 写 的 《椭圆 求 
周 图 解 》(1857) 一 起 得 到 符合 椭圆 
积分 法 的 计算 程序 . 戴 风 本 人 还 著 
有 《对 数 简 法 》2 卷 (1845)《 续 对 数 
简 法 并 卷 (1846) 和 《外 切 密 率 》4 卷 
(1852) ,前 两 书 化 简 对 数 计 算 , 将 二 
项 式 定 理 的 指数 推广 到 任意 有 理 
数 , 得 到 对 数 函 数 的 里 级 数 展开 式 ， 
后 一 书 补充 了 正切 、 余 切 、 正 割 、 余 
SU DU TRE CRUS XL PEU AG 
时 期 的 晚期 代表 人 物 是 李 善 兰 , 他 
同时 又 是 19 世 纪 50 年 代 近 代数 学 传 
入 中 国 的 先驱 。 他 于 1845 年 著 有 《 方 
ERE ER 8 138, CURL AC I 852 2 38 LOT 
TCR UR 9235 CH OT AA 4 ) EE. £n] 
造 尖 锥 术 , 是 指 对 一 切 自然 数 % 的 
乘 方 数 e 都 可 以 用 线段 长 表示 , 它 
E ARER n RREH. EAR 
锥 面 表示 法 已 具有 解析 几何 的 坐标 
表示 思想 , 求 积 法 相当 于 短 函 数 的 
定 积分 公式 。 李 善 兰 利用 尖 锥 术 论 
证 了 二 项 平方 根 的 短 级 数 公式 , 贺 
周 率 的 震级 数 公 式 , 正 弦 .正切 、 
正 割 . 正 矢 等 三 角 函 数 及 其 反 三 角 
函数 的 宕 级 数 展开 式 和 对 数 函 数 等 
级 数 等 公式 。 清 代数 学 家 在 会 通 工 
作 中 得 到 的 成 果 在 时 间 上 要 晚 于 西 
方 数学 家 的 同类 工作 ,但 都 是 独立 
做 出 的 ,具有 许多 创造 ,为 不 久之 后 


顺利 接受 微 积分 等 近代 数学 知识 黄 


定 了 基础 。 

传统 数学 的 整理 与 研究 .1723 
年 比 正 即位 后 ,明令 禁止 中 外 交往 ， 
闭关 锁国 ,导致 西方 科学 停止 输入 
中 国 , 同 时 在 国内 实行 高 压 政策 , 屡 
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兴 文 字 狱 ,加 强 思想 控制 ,这 种 情形 
使 一 般 学 者 不 能 接触 西方 数学 ,又 
不 敢 过 问 经 世 致 用 之 学 ,只 好 埋头 
故 纸 堆 ,进行 辑 佚 ,考证 、 校 其 和 注 
朴 工 作 。 乾 嘉 年 间 逐渐 形成 一 个 以 
考据 学 为 主 的 乾 嘉 学 派 。1773 年 开 
设 四 库 全 书馆 ,辑录 《永乐 大 典 }》 保 
存 佚 书 和 征集 私家 藏书 ,于 1781 年 
编 成 《四 库 全 书 》 近 八 万 卷 ,其 中 数 
学 著作 有 《 算 经 十 书 》 和 宋 元 时 期 的 
著作 。 负 责 这 些 著作 自修 和 校对 的 
是 戴震 和 李 满 。 戴 震 对 人 《 周 佣 算 经 》、 
《 九 章 算术 》《 孙 子 算 经 》《 五 经 算 
RURE ERWEE, ELR 
文 夺 字 。 李 潢 著 有 ( 九 章 算术 细 草 图 
说 9 卷 ,《 海 岛 算 经 细 草 图 说 江 卷 和 
《给 古 算 经 考 注 》2 卷 , 亦 多 有 独到 见 
解 ,其 他 的 整理 和 研究 成 果 有 李 锐 
注 《 数 书 九 章 》《 测 圆 海 镜 》 和 《 益 古 
演 段 》, 沈 饮 裴 著 《四 元 玉 鉴 细 草 》2 
卷 (1829)、 罗 士 琳 扎 《 四 元 玉 鉴 细 
草 况 4 卷 (1834) 等 ,他 们 为 保存 濒于 
淹没 的 数学 典籍 做 出 重要 贡献 .在 
研究 传统 数学 时 许多 数学 家 还 有 发 
明 创 造 ,例如 焦 循 在 4 加 减 乘 除 释 》 
(1798) ,用 天 干 字 表示 具体 的 数 , 列 
出 四 则 运算 的 基本 定律 ,然后 以 此 
说 明 古 代 算 法 原理 ; 汪 菜 在 ( 衔 斋 算 
学 洒 册 (1796 一 1805) 中 得 到 与 韦 达 
定理 相当 的 结果 及 一 类 三 次 方程 有 
正 根 的 判别 条 件 ; 李 锐 在 ( 开 方 说 》 
(1817) 中 得 到 类 于 笛 卡 儿 符号 法 则 
HARER EORNA 
1859) 中 得 到 三 角 自 乘 翅 求 和 公式 ， 
eG (ttr—dy 

相当 于 MN ( ; ) = 
P (py nd 2p — j 

2; C) ( 2? 十 1 )， 


j=0 


其 中 
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() = zu op ' 现 在 称 之 为 


“ 李 善 兰 恒等式 ”。 这 些 工作 较 宋 元 
时 期 的 数学 进 了 一 步 , 虽 比 西方 数 
学 晚 些 ,但 并 没有 受 西方 近代 数学 
的 影响 ,是 独立 完成 的 ,与 此 同时 ， 
阮 元 、 李 锐 等 人 编写 了 一 部 天 文学 
家 和 数学 家 传记 《 畴 人 传 》46 卷 
(1795 一 1810) ,收集 从 黄帝 时 期 到 
嘉庆 四 年 (1799) 已 故 的 天 文学 家 和 
数学 家 270 余人 ,以 及 明 来 以 来 介 
绍 西方 天 文 数学 的 传教 士 41 人 ,以 
史料 翔实 ,评价 精辟 而 著称 .后 罗 士 
BEBE A, fe E d 6 卷 (1840), 华 
志 芳 写 ( 近 代 畴 入 著述 记 》(1884)， 
渚 可 宝 续 《 畴 人 传 三 编 》7 卷 
(1886) ,使 总 人 数 达 约 450 人 .。1898 
年 黄 钟 骏 扎 4 畴 人 传 四 编 》11 卷 , 虽 
人 数 大 增 , 但 质量 欠 佳 , 颇 受 非议 。 

” 近代 数学 的 传 入 。1840 年 鸦片 
战争 后 ,闭关 锁国 政策 被 迫 中 止 . 英 
国人 在 上 海 设 立 墨 海 书馆 ,介绍 西 
方 数学 .后 受 “ 洋 务 运动 ”促进 ,同文 
馆 内 添 设 算 学 (1866), 上 海江 南 制 
造 局 内 添 设 翻 译 馆 , 由 此 开始 第 二 
次 翻译 引进 的 高 潮 。 主 要 译 者 和 著 
作 有 : 李 善 兰 与 英国 传教 士 伟 烈 亚 
力 合 译 的 《几何 原本 》 后 9 卷 


《1857), 使 中 国有 了 完整 的 《几何 原 - 


本 》 中 译本 ;《 代 数学 》13 卷 (1859)， 
以 英国 数学 家 德 摩根 的 符号 代数 著 
作为 底 本 ;《 代 微 级 拾级 》18 卷 
(1859) ,是 中 国 第 一 部 微 积分 学 译 
本 。 李 善 兰 与 英国 传教 士 艾 约 瑟 合 
译 《 圆 锥 曲线 说 》3 35 , 46 ES 5 3 
国 传教 士 健 兰 雅 合 译 4 代 数 术 》25 
卷 (1872),《 微 积 济源》8 卷 (1874)， 
均 在 书 中 题 “ 英 国 华 里 司 辑 ”,《 决 疑 


数学 )10 卷 (1880) ,是 中 国 第 一 部 
概率 论 译 本 。 邹 立 文 与 美国 传教 士 
AK c6 YE OECE € R10 d$ 
(1885), (Atg EP 913 3$ (189 D. 
《笔算 数学 》3 册 (1892), 谢 洪 责 与 
美国 传教 士 潘 慎 文 侣 译 《 代 形 合 参 》 
3350893) (A Z2 & E M 卷 (1894) 
等 ,在 这 些 译 著 中 ,创造 了 许多 数学 
名 词 和 术语 ,至 今 仍 在 应 用 .其 中 一 
些 书 被 用 作 各 地 兴办 新 法 学 校 的 教 
科 书 ,多 次 印刷 发 行 .中 国 数学 家 开 
始 比较 系统 地 接触 到 一 些 先 进 的 数 
学 知识 ,深入 研究 后 写 出 一 些 著作 ， 
主要 有 : 李 善 兰 的 《 尖 锥 变法 解 》 
卷 《 考 数 根 法 》1 卷 (1872) , 夏 弯 羯 
的 《 洞 方 术 图 解 )2 卷 (1857)《 致 曲 
术 江 卷 《 致 曲 图 解 尖 卷 等 ,可 以 说 
是 第 二 次 中 西 会 通 的 研究 成 果 , 标 
志 中 国 数学 开始 进入 变量 数学 领 
域 ,逐步 完成 由 初等 数学 向 高 等 数 
学 的 转变 。 

中 国 数 学 教育 在 这 一 时 期 有 较 
快 发 展 。19 世纪 中 下 相继 办 起 一 批 
教会 学 校 , 如 上 海 约 葵 书 院 (1848)、 
格致 书院 (1874), 山东 文 会 馆 
(1864) ,北京 文 汇 书院 (1888) 等 ,一 
般 都 讲授 数学 课程 ,选用 原文 数学 
著作 或 由 传教 士 们 编译 的 数学 课 
本 。1862 年 北京 创办 同文 馆 ,是 中 
国 最 早 自 办 的 新 式 学 校 ,1866 年 添 
设 算 学 馆 , 李 善 兰 任 总 教习 。 后 又 设 
立 上 海 广 方言 馆 , 天津 北 洋 水 师 学 
堂 等 ,多 设 有 数学 课程 ,选用 李 善 
EN LEN PRI MEUS 
年 建立 京师 大 学 堂 , 同 文 馆 并 入 。 
1905 年 废除 科举 ,建立 西方 式 学 校 
教育 ,使 用 的 课本 也 与 西方 其 他 各 
国 相仿 。 此 外 ,19 世纪 末 出 现 几 个 
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专门 出 版 数学 书 的 “ 算 学 书局 ”。 
1897 年 黄 庆 浴 在 浙江 温州 创办 《 算 
学 报 》, 1900 年 杜 亚 泉 在 上 海 出 版 
《中 外 算 报 》,1912 年 崔 朝 庆 在 成 都 
创办 《数学 杂志 》, 促 进 了 数学 知识 
的 普及 和 数学 研究 的 开展 。 

近 现 代数 学 发 展 时 期 ”这 一 时 
期 是 从 20 世纪 初 至 今 的 一 段 时 间 ， 
常 以 1949 年 新 中 国 成 立 为 标志 划 
分 为 两 个 阶段 。 

中 国 近 现代 数学 开始 于 清末 民 
初 的 留学 活动 。 较 早出 国学 习 数 学 
的 有 :1903 年 留 日 的 冯 祖 苟 , 1908 
年 留美 的 郑 之 蕃 ,1910 年 留美 的 胡 
明 复 和 赵 元 任 ,1911 年 留美 的 姜 立 
夫 ,1912 年 留 法 的 何 鲁 ,1913 年 留 
日 的 陈 建 功 和 留 比 利 时 的 熊 庆 来 
(1915 年 转 留 法 ) .1919 年 留 日 的 苏 
步 青 等 人 。 他 们 中 的 多 数 回国 后 成 
为 著名 数学 家 和 数学 教育 家 ,为 中 
国 近 现代 数学 发 展 做 出 重要 贡献 。 
其 中 胡 明 复 1917 年 取得 美国 哈佛 
大 学 博士 学 位 ,成 为 第 一 位 获得 博 
士 学 位 的 中 国 数学 家 。 他 的 博士 论 
文 4 平 直 积 分 微分 方程 论 }) 两 年 后 发 
表 于 《美国 数学 会 学 报 》, 成 为 中 国 
数学 家 第 一 篇 公开 发 表 的 现代 数学 
论文 . 随 着 留学 人 员 的 回国 ,各 地 大 
学 的 数学 教育 有 了 起 色 。 最 初 只 有 
北京 大 学 1912 年 成 立时 建立 的 数 
学 系 ,1920 年 姜 立 夫 在 天 津南 开 大 
学 创建 数学 系 ,1921 年 和 1926 年 
能 庆 来 分 别 在 东南 大 学 ( 今 南京 大 
学 ) 和 清华 大 学 建立 数学 系 ,不 久 武 
汉 大 学 .齐鲁 大 学 .浙江 大 学 .中 山 
大 学 陆续 设立 了 数学 系 , 到 1932 年 
各 地 已 有 32 所 大 学 设立 了 数学 系 
或 数理 系 。1930 年 能 庆 来 在 清华 大 


学 首创 数学 研究 部 ,开始 招收 研究 
生 , 陈 省 身 、 吴 大 任 成 为 国内 最 早 的 
数学 研究 生 。1931 年 陈 建 功 和 苏 步 
青 在 浙江 大 学 开办 数学 讨论 班 ,这 
一 -形式 后 来 也 推广 到 其 他 学 校 。 二 、 
三 十 年 代 出 国学 习 数 学 的 还 有 江 泽 
38 (1927), B 4$ 5p C19340 .华罗庚 
(1936) , VESEBE (1936) 8 A, . fib IE 
成 为 中 国 现代 数学 发 展 的 骨干 力 
量 。 同 时 外 国 数学 家 也 有 来 华 讲学 
的 ,例如 英国 的 罗素 (1920) ,美国 的 
伯 克 霍 夫 (1934) 、 奥 斯 古 德 (1934)、 
HEA (19350 ,法 国 的 阿达 马 (1936) 
等 人 。1935 年 中 国 数学 会 成 立 大 会 
在 上 海 召 开 , 共 有 33 名 代表 出 席 。 
1936 年 (中 国 数学 会 学 报 ) 和 《数学 
杂志 》 相 继 问 世 , 这些 标 志 着 中 国 现 
代数 学 研究 的 进一步 发 展 。 

解放 以 前 的 数学 研究 集中 在 纯 
数学 领域 ,在 国内 外 共 发 表 论 著 
600 余 种 。 在 分 析 学 方面 , 陈 建 功 的 
三 角 级 数论 ,能 庆 来 的 亚 纯 荫 数 与 
整 函数 论 研究 是 代表 作 , 另 外 还 有 
ZRD . 变 分 法 ,微分 方程 与 积分 
方程 的 成 果 ; 在 数论 与 代数 方面 , 华 
罗 庚 等 人 的 解析 数论 .几何 数论 和 
代数 数论 以 及 近世 代数 研究 取得 令 
世人 瞩目 的 成 果 ; 在 几何 与 拓扑 学 
方面 , 苏 步 青 的 微分 几何 学 , 江 泽 涵 
的 代数 拓扑 学 ,陈省身 的 纤维 从 理 
论 和 示 性 类 理论 等 研究 做 了 开创 性 
的 工作 ;在 概率 论 与 数理 统计 方面 ， 
许 宝 又 在 一 元 和 多 元 分 析 方 面 得 到 
许多 基本 定理 及 严密 证 明 。 此 外 , 李 
FARER AT HARE H 
究 , 他 们 在 古 算 史料 的 注释 整理 和 
考证 分 析 方 面 做 了 许多 更 基 性 的 工 
作 , 使 我 国 的 民族 文化 遗产 重 放 光 


eee et 


16 简明 数学 史 群 典 


新 中 国 成 立 后 ,党 和 国家 非常 
重视 科学 事业 的 发 展 。1949 年 11 
月 即 成 立 中 国 科 学 院 。1951 年 3 月 
《中 国 数学 学 报 》 复 刊 (1952 年 改 为 
Qi EE 38 0,1951 年 10 月 《4 中国 
数学 杂志 ;复刊 (1953 年 改 为 (数学 
通报 》)。1951 年 8 月 中 国 数学 会 召 
开 建 国 后 第 一 次 全 国 代表 大 会 , 讨 
论 了 数学 发 展 方向 和 各 类 学 校 数 学 
教学 改革 问题 。 1955 年 中 国 数学 会 
创办 《数学 进展 )。1956 年 中 国 科 学 
院 颁发 科学 奖金 ,奖励 有 重要 科学 
成 果 的 作者 ,华罗庚 以 《典型 域 上 的 
多 元 复 变 函 数论 》、 吴 文俊 以 《 示 性 
类 及 示人 同类 的 研究 ) 获 一 等 奖 , 苏 步 
青 以 人 K 展 空间 和 一 般 度 量 空间 的 
几何 学 .射影 空间 曲线 论 》 获 二 等 
奖 。50 年 代 中 外 数学 交流 也 增多 ， 
华罗庚 、 苏 步 青 、 陈 建功 、 吴 文俊 、 李 
全 等 人 先后 到 保加利亚 .日 本 、 波 
兰 、 苏 联 、 罗 马 尼 亚 、 印 度 等 国 访问 、 
讲学 或 参加 学 术 会 议 , 亦 请 进 匈 牙 
利 、 苏 联 、 东 德 , 波 兰 等 国学 者 来 华 
讲学 .同时 数学 教育 有 了 重大 改革 。 
1952 年 制订 《中 学 数学 教学 大 纲 
(草案 )》, 1956 年 开始 全 国 中 学 数 
学 竞赛 。50 年 代 还 翻译 和 自 编 了 大 
量 初等 数学 和 高 等 数学 教科 书 , 葛 
定数 学 教学 与 研究 的 基础 。 

建国 后 的 数学 研究 取得 长 足 进 
步 。50 年 代 初期 就 出 版 了 华罗庚 的 
(GE UD 09532 、 苏 步 青 的 《 射 
影 曲线 概论 》(1954)、 陈 建功 的 《 直 
角 函 数 级 数 的 和 》(1954) 和 李 伍 的 
《中 算 史 论 从 》5 集 (1954 一 1955) 等 
专著 ,到 1966 年 , 共 发 表 各 种 数学 
论文 约 2 万 余 篇 。 除 了 在 数论 、 代 
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数 . 几 何 , 拓 扑 、 函 数论 .概率 论 与 数 
理 统计 、 数 学 史 等 学 科 继 续 取得 新 
成 果 外 ,还 在 微分 方程 .计算 技术 、 
运筹 学 数理 逻辑 与 数学 基础 等 分 
支 有 所 突破 ,有 许多 论著 达到 世界 
先进 水 平 , 同 时 培养 和 成 长 起 一 大 
批 优 秀 数学 家 。 

60 年 代 后 期 ,中 国 的 数学 研究 
基本 停止 ,教育 次 痰 .人 员 形 失 、 对 
外 交流 中 断 , 后 经 多 方 努 力 状况 略 
有 改变 。1970 年 (数学 学 报 ) 恢 复出 
版 ,并 创刊 《数学 的 实践 与 认识 》。 
1973 年 陈景润 在 4 中国 科 学 》 上 发 
表 《 大 偶数 表示 为 一 个 素数 及 一 个 
不 超过 二 个 素数 的 乘积 之 和 ) 的 论 
文 ,在 哥 德 巴赫 猜想 的 研究 中 取得 
突出 成 就 。 此 外 中 国 数学 家 在 函数 
论 .马尔 可 夫 过 程 、. 概 率 应 用 .运筹 
学 ,优选 法 等 方面 也 有 一 定 创见 。 

1976 年 以 后 ,中 国 数学 迎 来 发 
展 的 新 时 期 。1978 年 11 月 中 国 数 
学 会 召开 第 三 次 代表 大 会 ,标志 着 
中 国 数学 的 复苏 。1978 年 恢复 全 国 
数学 竞赛 ,1985 年 中 国 开 始 参 加 国 


际 数 学 奥林匹克 数学 竞赛 。 1981 年 


陈景润 等 数学 家 获 国 家 自然 科学 奖 
Wh. 1983 年 国家 首 批 授 于 18 名 中 
青年 学 者 以 博士 学 位 ,其 中 数学 工 
作者 占 2/3。1986 年 中 国 第 一 次 派 
代表 参加 国际 数学 家 大 会 ,加 入 国 
际 数 学 联合 会 , 吴 文 俊 应 邀 作 了 关 
于 中 国 古 代数 学 史 的 45 分 钟 演讲 。 
近 十 几 年 来 数学 研究 硕果 累累 ,发 
表 论 文 专著 的 数量 成 倍增 长 ,质量 
不 断 上 升 。 但 同 世 界 先进 水 平 相 比 
还 有 较 大 差距 。 老 一 辈 数学 家 仍 在 
辛勤 耕耘 ,一 大 批 中 青年 数学 工作 
者 脱颖而出 。 中 国 已 两 次 (1989 年 ， 
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1990 年 ) 获 得 国际 数学 奥林匹克 团 
体 总 分 第 一 名 ,预示 着 数学 事业 的 
发 展 后 继 有 人 。1985 年 在 庆祝 中 国 
数学 会 成 立 50 周年 年 会 上 ,已 确定 
中 国 数学 发 展 的 长 远 目标 。 代 
表 们 立志 要 不 懈 地 努力 ,争取 使 
中 国 在 世界 上 早日 成 为 新 的 数学 
大 国 。 
美 索 不 达 米 亚 的 数学 
CMathematics in Mesopotamia ) 
亚洲 西部 的 底格里斯 河 与 幼 发 拉 
底 河 之 间 的 地 带 ， 通 常 叫做 两 河流 
类 早期 文明 的 发 祥 地 之 一 。 这 块 地 
域 古 代 叫 做 美 索 不 达 米 亚 。 最 早 居 
住 在 这 里 的 民族 有 苏 美 尔 人 和 阿 卡 
WA. 公元 前 19 世纪 , 这 里 建立 了 
巴比伦 王国 。 这 个 王国 的 政权 几经 
更 选 ， 统 治 者 变动 频繁 。 一 般 称 公 
元 前 19 世纪 至 公元 前 6 世纪 间 该 
地 区 的 文化 为 美 索 不 达 米 亚 文 
化 ， 相 应 的 数学 称 美 索 不 达 米 亚 
数学 。 
美 索 不 达 米 亚 地 区 曾 广泛 使 用 
一 种 槐 形 文字 ， 先 用 削 尖 的 木 笔 在 


YY «« 


XS Y m assises oo 的 各 


UO OS BUR ES RIRE 
不 完善 的 。 例 如 


Y «4 


既 可 以 表示 80, 又 可 以 表示 3620, 
究竟 表示 那个 数 ,要 根据 上 、 下 文 的 
内 容 来 确定 。 有 的 地 区 还 出 现 了 十 


软 泥 板 上 刻写 ,然后 烧 干 或 晒 干 ,使 
它 坚硬 如 石 。 这 些 泥 板 被 埋 在 地 下 
数 千年 ,经 久 不 坏 。19 世纪 上 半 叶 ， 
考古 学 家 在 美 索 不 达 米 亚 挖掘 出 大 
约 50 万 块 刻 有 文字 的 泥 板 ,其 中 有 
300 块 被 鉴定 为 数学 泥 板 。 其 中 有 
些 是 公元 前 2000 年 左右 的 ,而 大 部 
分 是 公元 前 600 年 到 公元 300 年 间 
的 。 这 些 泥 板 上 载 有 数字 表 和 一 些 
数学 问题 。 现 在 关于 巴比伦 的 数学 
知识 就 来 源 于 这 些 泥 板 。 

大 约 在 公元 前 1800 一 前 1600 年 
[8] ,巴比伦 人 就 使 用 了 60 进 制 记 数 


法 。 对 小 于 60 的 整数 ,使 用 1( 平 ) 
和 ue 6 ) 两 种 记号 来 表示 ,如 25 
二 2X10 十 5, 表 示 为 


(C 


大 于 60 的 数 , 用 位 置 制 记 数 法 ,也 
是 用 上 面 两 种 记号 来 表示 ,如 
524551 =2 X 60* 4-25 X 60? 十 42X 
60 十 31 表示 为 


TTY «4 
TY 44TT «X« Y 


进 制 和 六 十 进 制 混合 的 记 数 法 。 
巴比伦 人 进行 算术 运算 依赖 于 
乘法 表 、 倒 数 表 、 平 方 表 、 立 方 表 等 。 
在 一 块 公元 前 1600 年 的 泥 板 上 , 记 
AV 2 的 近似 值 1. 4142155, 人 们 
推 想 他 们 已 经 知道 开平 方 的 近似 公 
式 , 或 掌握 某 种 开平 方 的 方法 。 
巴比伦 人 有 比较 丰富 的 代数 知 
识 , 许 多 泥 板 中 载 有 一 次 和 二 次 方 
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程 的 问题 ,他 们 解决 二 次 方程 问题 
的 过 程 与 现代 用 公式 解 这 类 方程 的 
过 程 一 致 ,但 是 他 们 只 求 正 根 。 所 谓 
方程 是 用 语言 叙述 的 ,偶尔 用 记号 
表示 未 知 量 。 在 巴比伦 的 泥 板 中 ,还 
发 现 有 相当 于 三 次 方程 和 含 多 个 未 
知 量 的 线性 方程 组 的 问题 。 数 学 史 
家 对 此 曾 发 生 过 激烈 争论 :在 什么 
意义 下 能 把 巴比伦 人 的 数学 看 成 代 
数 ? 

在 公元 前 1900 一 前 1600 年 之 
间 的 一 块 泥 板 上 ,记录 了 -- 些 数 表 。 
许多 学 者 对 这 块 泥 板 的 内 容 进行 了 
深入 研究 ,发 现 其 中 有 两 组 数 是 边 
长 为 整数 的 直角 三 角形 的 斜 边 和 一 
个 直角 边 。 由 此 推出 第 二 个 直角 边 ， 
得 到 不 定 方程 XH «Z^ 的 整数 
解 。 

在 某 些 具体 问题 里 ,巴比伦 人 
还 算出 了 等 差 数 列 和 等 比 数列 之 
和 


巴比伦 人 的 几何 是 属于 实用 性 
质 的 ,他 们 已 有 三 角形 相似 及 对 应 
边 成 比例 的 知识 ,会 计算 简单 平面 
图 形 面积 和 简单 立体 图 形体 积 。 如 
用 公式 s= C ARFER A 
积 (相当 于 取 * 一 3) 和 用 公式 

ad-by? ，1 (a—bX! 

"(CP CS 
求 高 为 人 上 下 底面 积分 别 为 一 和 
V 的 平 截 头 方 锥 的 体积 。 

巴比伦 人 的 数学 与 天 文学 和 商 
业 的 关系 极为 密切 。 他 们 在 公元 前 
3 世纪 已 较 频 繁 地 用 数学 方法 记载 
和 研究 天 文 现象 ,他 们 将 圆周 分 为 
360 度 的 做 法 一 直 沿用 至 今 。 巴 比 
伦 人 很 早 就 知道 使 用 帐 单 .收据 、 票 
证 等 物 。 有 些 数学 发 明 如 复 利 计算 


直接 由 商业 引起 。 在 古代 美 索 不 达 
米 亚 地 区 ,促进 数学 发 展 的 动力 ,不 
仪 来 自 田 调 丈 量 、 天 文 观测 ,而 且 来 
自 商旅 贸易 。 
古代 埃及 数学 (ancient Egyp- 

tian mathematics) 非洲 东北 部 
的 尼罗河 流域 ,是 古代 东方 文化 的 
发 祥 地 ,尼罗河 孕育 了 埃及 的 文化 。 
在 公元 前 3500—3000 年 间 , 在 尼 罗 
河 下 游 建 立 了 一 个 统一 的 国家 ,以 
后 埃及 的 历史 主要 按 统治 的 朝代 命 
名 。 上 古代 埃及 人 在 长 期 的 生产 实践 
和 与 自然 斗争 的 过 程 中 ,逐渐 掌握 
了 丰富 的 科学 知识 .土地 丈量 、 商 品 
交易 和 大 规模 宫殿 与 坟墓 的 建筑 ， 
无 疑 要 使 用 较 深 的 数学 。 

目前 我 们 对 古 埃及 数学 的 认 
识 ,主要 根据 两 种 用 僧侣 文 写成 的 
纸 草书 。 一 种 是 1858 年 由 英国 人 莱 
因 德 所 发 现 ,现存 伦敦 大 英 博物 馆 ， 
称 为 莱 因 德 纸 草书 ,其 作者 是 阿 梅 
斯 ,因此 这 种 纸 草 书 又 称 阿 梅 斯 纸 
草书 。 另 一 种 叫做 “莫斯科 纸 草书 ”， 
由 俄罗斯 收藏 者 在 1893 年 获得 ， 
1912 年 收藏 在 莫斯科 博物 馆 。 这 两 
种 纸 草 书 的 年 代 大 约 在 公元 前 
1850 一 前 1650 年 之 间 。 

早 在 公元 前 3000 年 ,埃及 人 就 
创造 了 象形 文字 。 古 代 就 用 象形 文 


字 表 示 数 字 : | 表示 1; \J 表示 


10; (939) 表示 100; 1 AUR 
1000; zd 1,000,000; 等 
等 ;书写 的 方式 是 从 右 向 左 ， 如 24 


SR MNN 
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这 套数 字 的 写法 是 十 进位 ,但 不 是 
位 值 制 的 。 分 数 还 有 一 套 专门 的 记 
法 。 一 般 分 数 都 借助 于 符号 < 来 
xe TA. REF 
1c» — l a 
wA MERT SEIPULA- AH 
用 特殊 符号 表示 ,如 C= RKT 

表示 读 , 工 表示 十 等 。 

整数 算术 主要 用 迭 加 法 。 加 减 
法 主要 靠 添上 或 划 掉 一 些 记号 ; 乘 
除法 则 是 化 成 迁 加 或 相反 的 步骤 来 
进行 。 分 数 算术 在 十 埃及 数学 中 占 
有 特别 重要 的 地 位 ,所 有 分 数 都 化 


成 单 分 子 分 数 ( 即 分 子 是 1 的 分 数 ) 
的 和 ,在 莱 因 德 纸 草书 中 ,有 很 大 的 


一 张 却 十 1 状 分 数 表 , 把 这 种 分 数 表 
示 为 单 分 子 分 数 之 和 ,如 


l 1 
357 66 t 198 F» 
许多 现代 数学 史家 都 提出 了 关于 
元 1 分数 表 起 源 的 解释 ,但 始终 未 
得 到 统一 的 认识 .对 此 ,至 今 仍 是 一 
^i. 

古 埃及 人 已 经 能 解决 一 些 属于 
一 次 方程 和 最 简单 的 二 次 方程 的 问 
题 。 他 们 称 未 知 数 为 “ 堆 "( 一 堆 东 
西 , 并 用 象形 文字 表示 。 解 决 问题 
的 方法 完全 是 算术 的 。 还 有 一 些 关 


于 等 差 数列 和 等 比 数列 的 初步 知 ， 


识 。 
根据 历史 学 家 希 罗 多 德 的 记 


re pm re 


载 ,几何 学 起 源 于 古代 埃及 .尼罗河 
水 每 年 一 次 的 定期 泛滥 ,淹没 河流 
两 岸 的 谷地 .大 水 过 后 ,法 老 要 重新 
分 配 土地 。 长 期 积累 起 来 的 土地 测 
量 知识 逐渐 发 展 为 几何 学 .因此 , 几 
何 学 最 初 只 是 一 种 实用 工具 。 埃 及 
人 能 够 计算 简单 平面 图 形 的 面积 ， 
还 掌握 求 加 面积 的 近似 方法 :将 直 
径 减 去 它 的 言 后 再 平方 ,相当 于 取 
圆周 率 一 3.16049。 莫斯科 纸 草书 
中 还 记 有 一 个 计算 四 棱 台 体积 的 问 
题 ,给 出 的 计算 过 程 刚 好 与 现代 正 
四 楼 台 的 体积 公式 相符 。 公 元 前 
2900 年 之 后 ,埃及 人 建造 了 许多 金 
字 塔 ,作为 法 老 的 坟墓. 这 此 金字塔 
都 有 正规 的 形体 , 塔 基底 面 成 正方 
形 并 且 一 组 对 边 与 南北 方向 的 偏差 
非常 小 。 可 见 古 埃及 人 已 能 作出 高 
度 精确 的 直角 并 有 较 丰 富 的 天 文学 
知识 。 

在 数学 方面 ,埃及 人 已 积累 了 
许多 实用 知识 ,但 是 还 有 待 于 上 升 
为 系统 的 理论 。 

古 希 腊 数 学 (ancient Greek 
mathematics) ”通常 所 说 的 古 希 
腊 ,地 理 范围 包括 希腊 半岛 . 爱 琴 海 
群岛 和 小 亚细亚 西岸 一 带 。 古 希腊 
人 在 这 里 定居 后 ,创造 了 自己 的 文 
明和 文化 ,这 是 人 类 历史 上 最 宏伟 
的 文明 之 一 , 它 对 现代 西方 文化 的 
发 展 影响 极 大 。 希 腊 文明 大 约 可 以 
追 湖 到 公元 前 2800 年 ,一 直 延 续 到 
公元 600 年 。 

在 二 希腊 ,始终 没有 形成 一 个 
统一 的 国家 。 长 期 以 来 , 它 是 由 许多 
大 小 奴隶 制 城邦 国 组 成 。 公 元 前 6 
世纪 以 后 ,由 于 经 济 和 政治 的 进步 ， 
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自然 科学 和 数学 得 到 高 度 的 发 展 。 
二 希腊 数学 指 公 元 前 600 年 一 一 公 
元 600 年 希腊 人 所 开创 的 数学 ,大 
体 可 以 分 为 两 个 阶段 ,一 段 是 从 公 
元 前 600 年 到 公元 前 300 年 , 称 为 
古典 时 期 的 希腊 数学 ; 另 一 段 是 从 
公元 前 300 年 到 公元 600 年 , 称 为 
亚历山大 时 期 的 希腊 数学 。 

古 希 脂 和 人 定居 创业 之 后 , 便 游 
访 埃 及 和 巴比伦 ,并 与 之 进行 贸易 
往来 。 他 们 从 埃及 人 和 巴比伦 人 那 
里 学 到 了 科学 和 数学 知识 ,并 在 此 
基础 上 创造 了 自己 的 科学 和 数学 。 

古典 时 期 的 希腊 数学 先后 在 几 
个 中 心地 点 发 展 起 来 。 每 个 地 点 都 
有 一 批 学 者 在 一 ,两 位 杰出 人 物 的 
领导 下 开展 活动 ,这 类 组 织 称 为 学 
派 。 小 亚细亚 伊 奥 尼 亚 地 区 的 米利 
都 城 是 希腊 哲学 、 数 学 和 科学 的 诈 
生地 ,在 这 里 出 现 了 古典 时 期 的 第 
一 个 学 派 一 一 伊 奥 尼 亚 学 派 。 其 代 
表 人 物 是 泰勒 斯 ,他 是 古 希 腊 的 大 
哲学 家 兼 数学 家 。 他 最 重要 的 数学 
成 就 是 开始 引进 演绎 证 明 , 这 是 划 
时 代 的 伟大 贡献 ,数学 发 展 从 此 进 
入 初等 数学 时 期 。 伊 奥 尼 亚 学 派 的 
著名 学 者 还 有 阿 纳 克 西 曼 德 和 阿 纳 
克 西 米 尼 等 ,他 们 对 后 来 的 毕 达 哥 
拉 斯 学 派 有 很 大 的 影响 。 

伊 奥 尼 亚 学 派 之 后 有 毕 达 哥 拉 
斯 学 派 ,这 是 一 个 带 有 神秘 色彩 的 
政治 .宗教 ,哲学 团体 , 活 暑 于 现今 
意大利 南部 的 克 罗 顿 城 。 该 学 派 把 
“万 物 皆 数 "作为 信条 ,讲授 音乐 .天 
文 .几何 与 算术 四 大 科 , 把 它们 作为 
净化 灵魂 的 科学 .在 数学 方面 ,他 们 
研究 比例 论 (与 音乐 有 关 )、 多 角形 
数 、 初 等 数论 问题 和 几何 代数 法 等 。 


他 们 以 发 现 勾 股 定理 闻名 于 世 , 并 
由 此 导致 不 可 通 约 量 的 发 更 。 毕 达 
哥 拉 斯 学 派 研究 数学 并 不 注重 实际 
应 用 ,而 单纯 是 为 了 哲学 的 兴趣 , 作 
为 一 种 宗教 的 沉思 去 追随 ,试图 通 
过 数学 去 追求 永恒 的 真理 。 

与 毕 达 哥 拉 斯 学 派 齐 名 的 是 意 
大 利 的 埃 利 亚 学 派 。 埃 利 亚 的 芝 诺 
是 该 学 派 的 代表 人 物 ,他 研究 了 物 
质 世 界 的 连续 性 .复数 性 和 无 限 性 
等 性 质 , 提 出 了 一 些 著名 的 悖 论 .其 
中 关于 二 分 说 . 追 龟 说 ` 飞 箭 静 止 
说 .运动 场 问题 的 四 个 悖 论 千 余年 
来 给 学 术 界 以 极 大 震动 。 埃 利 亚 学 
派 的 工作 为 原子 论 思想 的 产生 葛 定 
了 基础 。 

以 德 放 克利 特 为 代表 的 原子 论 
学 派 , 提 出 “物质 世界 是 由 大 量 不 可 
分 割 的 元 素 (他 称 之 为 原子 ) 所 组 
成 ”的 观点 ,并 成 功 地 把 原子 论 思 想 
应 用 于 几何 学 中 ,计算 出 某 些 平面 
图 形 的 面积 和 空间 图 形 的 体积 。 

公元 前 480 年 以 后 ,雅典 成 为 
希腊 的 政治 文化 中 心 。 这 里 的 第 一 
个 学 派 是 智 人 学 派 , 它 包 括 各 方面 
的 学 者 ,他 们 崇尚 公开 讨论 或 辩论 
的 精神 。 这 个 学 派 的 主要 研究 目标 
之 一 是 用 数学 来 解释 宇宙 现象 。 在 
数学 方面 ,他 们 提出 三 大 几何 作 图 
问题 :化 圆 为 方 、 倍 立方 体 、 三 等 分 
任意 角 。 问 题 的 难处 在 于 作 图 工具 
只 许 用 直 尺 和 圆规 ,希腊 人 的 兴趣 
在 于 从 理论 上 去 解决 这 些 问 题 , 这 
是 几何 学 从 实际 应 用 向 系统 理论 过 
渡 所 近 出 的 重要 一 步 。 这 个 学 派 的 
安 蒂 让 提出 用 “穷竭 法 ”解决 化 加 为 
方 问题 ,与 中 国 古 代 刘 徽 的 割 圆 术 
不 谋 而 合 。 希 波 克拉 底 、 阿 尔 希 塔 斯 
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和 门 奈 赫 莫 斯 等 曾 利用 割 圆 曲 线 和 
圆锥 曲线 来 解决 三 大 几何 问题 。 

继 智 人 学 派 之 后 ,活跃 在 雅典 
的 是 柏拉图 学 派 。 柏 拉 图 是 古 希腊 
的 大 哲学 家 ,在 科学 方法 论 方面 有 
重要 贡献 .他 很 重视 数学 ,强调 数学 
在 训练 智力 方面 的 作用 ,但 忽视 其 
实用 价值 .柏拉图 特别 推崇 几何 学 ， 
主张 通过 学 习 几 何 学 来 培养 思维 能 
力 。 柏 拉 图 学 派 在 数学 方面 主要 研 
究 无 理 数理 论 -REIAL ES 
面体 和 圆锥 曲线 的 性 质 等 。 这 个 学 
派 培养 了 不 少 优秀 的 数学 家 ,如 欧 
多 克 索 斯 ,他 创立 了 比例 论 ,是 欧 几 
里 得 的 前 驱 。 柏 拉 图 的 学 生 亚 里 士 
多 德 也 是 一 位 大 哲学 家 ,他 是 形式 
逻辑 的 奠基 者 ,其 逻辑 思想 为 日 后 
将 几何 学 整理 在 严密 的 逻辑 体系 之 
中 开辟 了 道路 。 亚 里 士 多 德 在 雅典 
创立 了 昌 园 学 派 。 柏 拉 图 学 派 重 视 
数学 的 传统 对 西方 科学 界 有 深远 影 
响 。 

公元 前 4 世纪 ,亚历山大 帝国 
被 其 军事 领袖 所 瓜分 ,形成 三 个 帝 
国 ,但 仍 联 合 在 古 希腊 文化 的 约束 
之 下 , 史 称 希腊 化 国家 。 位 于 埃及 的 
托 勒 密 王朝 最 为 强大 , 托 勒 密 王 在 
亚历山大 城建 造 了 当时 世界 上 最 大 
的 博物 馆 和 图 书馆 ,从 此 以 后 亚 历 
山大 成 为 希腊 文化 活动 的 中 心 。 希 
腊 数学 开始 进入 亚历山大 时 期 。 这 
一 时 期 的 特点 ,是 数学 逐渐 脱离 哲 
学 和 天 文学 ,成 为 独立 的 学 科 。 几 何 
学 已 建立 起 自己 的 理论 体系 ,从 以 
实验 和 观察 为 依据 的 经 验 科学 过 滤 
到 演绎 的 科学 。 

托 勒 密 王朝 是 希腊 化 时 期 的 一 
个 很 强大 的 帝国 ,亚历山大 城 是 这 


个 帝国 的 首都 ,也 是 当时 世界 上 最 
大 的 科学 文化 中 心 ,这 里 建 有 举世 
闻名 的 图 书馆 .天文台 和 植物 园 等 。 
各 地 学 者 云集 在 此 进行 科学 研究 ， 
希腊 数学 在 公元 前 4 世纪 到 古 希腊 
灭亡 (公元 前 146 年 ) 达 到 它 的 全 盛 
时 期 。 

公元 前 3 世纪 在 亚历山大 城 出 
现 了 一 大 批 优秀 的 数学 家 ,最 杰出 
的 代表 是 欧 几 里 得 . 阿 基 米 德 和 阿 
波 罗 尼 奥 斯 。 欧 几 里 得 总 结 古 典 希 
腊 数 学 ,用 公理 方法 整理 几何 学 S 
成 13 卷 《几何 原本 》 其 中 包括 平面 
几何 学 .立体 几何 学 .比例 理 论 . 数 
论 问题 .可 公 度 与 不 可 公 度 的 概念 
等 。《 几 何 原本 》 是 一 部 划时代 的 伟 
大 著作 , 它 的 历史 意义 在 于 它 树立 
了 用 公理 法 建立 起 演绎 的 数学 体系 
的 最 早 典 范 , 它 对 以 后 的 数学 发 展 
产生 了 极 深 远 的 影响 。 

阿 基 米 德 是 古代 最 伟大 的 数学 
家 ,力学 家 和 机 械 师 .他 在 数学 上 的 
重大 贡献 是 建立 抛物 弓形 等 图 形 的 
精密 求 积 法 。 据 他 的 《方法 ) 一 书 所 
载 ,他 是 用 力学 实验 测 出 数值 ,然后 
用 穷 举 法 给 出 理论 证 明 。 他 关于 x 
值 的 计算 , 螺 线 及 其 它 曲 线 、 球 和 图 
柱 的 研究 ,对 17 世纪 的 影响 很 大 。 

阿波 罗 尼 奥 斯 是 著名 的 几何 学 
家 。 他 的 《圆锥 曲线 论 } 把 前 辈 所 得 
到 的 圆锥 曲线 知识 ,予以 严格 的 系 
统 化 ,并 做 出 新 的 贡献 ,他 用 不 同方 
向 的 平面 ,在 同一 个 圆锥 上 截 得 三 
种 形式 的 曲线 ,并 分 别称 之 为 抛物 
线 , 椭 圆 和 双 曲 线 , 并 发 现 这 三 种 曲 
线 之 间 的 许多 依赖 关系 。 他 的 工作 
对 17 世纪 数学 的 发 展 有 着 巨大 影 
H. 
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这 一 时 期 另 -一 位 有 名 望 的 学 者 
是 埃 拉 托 塞 尼 。 他 给 出 了 测量 地 球 
大 小 的 方法 ,这 是 人 类 历史 上 第 一 
次 进行 这 样 的 实测 ,在 数学 方面 , 提 
出 划 出 素数 的 方法 , 称 为 埃 拉 托 塞 
尼 第 法 。 

希腊 化 时 代 随 着 古 希腊 被 罗马 
帝国 吞并 而 告终 。 罗 马 君 主 不 象 托 
勒 密 王朝 统 治 者 那样 支持 数学 。 罗 
马 人 讲究 实际 ,不 崇尚 纯粹 科学 的 
倾向 对 希腊 数学 的 发 展 产 生 了 较 大 
影响 ,他 们 只 把 数学 限定 在 对 度量 
和 计算 有 用 的 范围 内 。 在 这 个 时 期 
产生 了 与 古典 时 期 性 质 全 然 不 同 的 
数学 :几何 学 专攻 那些 对 计算 长 度 、 
面积 和 体积 有 用 的 结果 。 由 于 这 些 
工作 ,唤起 了 算术 和 代数 的 新 生 , 而 
天 文 计算 引起 三 角 术 的 发 展 。 这 一 
时 期 著名 的 学 者 有 海伦 、 托 勒 密 、 帕 
RAEES. 

海伦 在 他 的 代表 作 《 上 度量 论 ) 中 
精确 地 或 近似 地 给 出 了 计算 各 种 图 
形 、 物 体 的 面积 和 体积 的 法 则 ,其 中 
最 著名 的 是 根据 三 角形 三 边 求 三 角 
形 面 积 的 公式 一 一 海伦 公式 。 托 勒 
密 主 要 是 一 位 天 文学 家 ,在 天 文 观 
厦 得 计算 的 过 程 中 ,创立 了 三 角 术 。 
在 他 的 重要 著作 《天 文学 大 成 )( 原 
名 为 《数学 大 汇编 )) 中 采用 60 进 
制 , 把 圆周 分 成 360"; 给 出 从 0° 到 
90" 间 隔 半 度 的 弦 表 ;证 明了 著名 的 
托 勒 窗 定 理 等 。 他 建立 的 较为 系统 
的 三 角 术 原理 是 后 来 西方 三 角 学 的 
一 个 重要 来 源 。 帆 波斯 以 评注 托 勒 
密 《 天 文学 大 成 和 欧 几 里 得 (几何 
原本 ) 而 著称 ,后 世 数 学 中 的 许多 材 
料 都 是 从 这 些 注释 中 得 到 的 。 著 作 
有 《数学 汇编 》, 介 绍 了 古典 时 期 以 


来 最 重要 的 数学 著作 。 丢 番 图 的 重 
要 代表 作 《 算 术 》 是 一 部 完全 脱离 几 
何 形式 的 代数 学 著作 ,其 中 系统 地 
研究 了 不 定 方程 理论 ,他 创造 出 高 
达 6 阶 和 多 达 10 个 未 知 数 的 不 定 
方程 和 不 定 方程 组 ,给 出 二 元 一 次 
不 定 方程 的 一 般 解 法 ， 求 得 方程 
tty =r 解 的 表达 式 ,在 解 题 过 
程 中 ,使 用 了 非常 高 的 技巧 ,由 于 这 
些 工作 ,他 被 认为 是 不 定 分 析 的 创 
始 人 。 丢 番 图 还 创立 了 一 套 缩 写 符 
号 ,这 在 古代 是 绝无仅有 的 。 他 所 处 
理 的 数论 问题 对 后 世 也 有 很 大 影 
响 。 

SEM TEARS RR JL 
帕 提 娅 也 是 亚历山大 后 期 的 学 者 ， 
他 们 曾 对 欧 几 里 得 ,阿波 罗 尼 奥 斯 、 
丢 番 图 和 托 勒 密 的 著作 进行 评注 。 
许 帕 提 娅 在 公元 415 年 遭 到 基督 教 
徒 的 野蛮 杀害 。 她 的 死 标志 着 希腊 
文明 的 衰落 ,许多 学 者 从 此 离开 亚 
历 山 大 城 。 在 5 一 6 世纪 ,在 雅典 可 
以 看 到 希腊 数学 最 后 的 短暂 昌盛 ， 
学 者 们 主要 从 事 注释 古典 时 期 的 名 
著 。529 年 , 东 罗 马 皇 帝 查 士 丁 尼 封 
闭 了 所 有 的 希腊 学 校 , 这 宣告 了 古 
希腊 数学 的 终结 。 

印度 数学 (Hindu mathemat- 

ics) 印度 是 世界 上 文化 发 达 最 早 
的 地 区 之 一 。 考 古 研究 证 明 , 早 在 公 
元 前 3000 年 左右 ,印度 河流 域 就 存 
在 着 具有 高 度 文明 的 奴隶 制 城邦 ， 
以 摩 享 卓 。 达 罗 遗 址 最 为 著名 。 从 
建筑 遗迹 和 某 些 出 土 文物 如 彩陶 、 
雕塑 品 、 贝 党 以 及 各 种 印章 上 刻 的 
古代 铭文 中 可 以 发 现 古 印 度 的 某 些 
数学 知识 ， 

在 印度 ,数学 的 发 展 始终 与 天 
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文学 密切 相关 ,数学 作品 大 都 是 天 
文学 著作 中 的 某 些 篇 章 。 最 早 的 数 
学 著作 《 绳 法 经 ?出 现在 呐 陀 时 期 ， 
属于 古代 婆罗 门 教 的 经 典 , 专 讲 夭 
礼 礼仪 .其 中 的 数学 知识 比较 零散 ， 
大 都 是 围绕 祭坛 的 建造 问题 ,利用 
强 子 和 仁 杆 等 工具 给 出 制作 几何 图 
形 的 固定 规则 ,给 出 了 正方 形 、 直 角 
三 角形 ,矩形 和 梯形 等 直线 形 的 作 
法 ,以 及 如 何 从 面积 为 4 的 正方 形 
出 发 作出 面积 为 ma 的 正方 形 ,把 直 
角 三 角形 改 为 等 积 的 正方 形 ,化 贺 
为 方 和 化 方 为 圆 等 。 在 这 些 几 何 问 
题 中 ,广泛 地 应 用 了 色 股 定理 。《 强 
法 经 》 中 还 给 出 了 2 的 近似 值 ， 
精确 到 小 数 点 后 第 6 位 。 

在 《 强 法 经 ) 之 后 的 大 约 1000 
年 之 中 ,由 于 缺少 可 靠 的 史料 ,数学 
的 发 展 所 知 甚 少 。 公 元 5 至 16 世 
纪 , 印 度数 学 获得 了 较 大 的 发 展 ,其 
成 就 在 世界 数学 史上 占有 重要 地 
位 。 在 这 个 时 期 出 现 了 一 些 著 名 的 
学 者 ,如 6 世纪 的 阿 耶 波多 第 一 ,他 
著 有 《 阿 耶 波多 历数 书 》6 世纪 的 
瓦 拉 哈 - 米 希拉 , 著 《 五 大 历 算 全 书 
汇编 》, 其 中 最 重要 的 一 部 是 4 太阳 
的 知识 》;7 世纪 的 婆罗 摩 答 多 , 著 
《婆罗 摩 历 算 书 》;9 至 10 世纪 的 马 
哈 维 拉 和 施 里 德 哈 拉 ;12 世纪 的 婆 
HAPE , 著 《 天 文系 统 至 极 ) 等 
等 。 除 了 上 述 数 学 著作 之 外 ,1881 
年 在 印度 西北 部 出 土 了 一 份 写 在 桦 
树 皮 上 的 数学 手稿 ,一 般 认 为 是 
6 一 8 世纪 的 作品 , 称 为 《巴赫 沙里 
手稿 ), 也 是 一 种 重要 的 印度 数学 文 
Bt. 

从 公元 前 4 世纪 起 ,在 印度 开 
始 出 现 书写 数字 。 例 如 在 现今 的 阿 
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富 汗 地 区 和 旁遮普 北部 ,在 当时 风 
行 所 谓 的 音节 数字 ,这 是 一 种 十 进 
非 位 值 制 系统 , 它 与 古 印度 的 音节 
文字 有 关 。 长 期 以 来 在 印度 领土 上 
广泛 使 用 婆罗 门 数 字 , 这 是 十 进位 
记 数 法 发 展 的 较 高 阶段 ,其 书写 形 
式 保 持 了 1000 多 年 ,在 个 别 地 区 一 
直 使 用 到 19 世纪 。 

在 印度 ,整数 的 十 进位 值 制 记 
数 法 产生 于 6 世纪 以 前 。 用 9 个 数 
字 和 表示 零 的 小 圆圈 ,借助 于 位 值 
制 可 以 写 出 任何 数字 。 零 在 焚 文 中 
是 sunya, 即 “ 空 的 ”意思 。 印 度 人 不 
仅 把 数字 0 看 成 是 “一 无 所 有 ?或 空 
位 ,还 把 它 当 作 一 个 数 来 参加 运算 ， 
这 是 印度 算术 的 一 大 贡献 。 

印度 人 用 新 记 数 法 建立 了 算术 
运算 ,包括 整数 和 分 数 的 四 则 运算 ， 
开平 方 和 开 立 方 的 法 则 等 。7 世纪 
著名 的 数学 家 婆罗 摩 租 多 较 完整 地 
记述 了 关于 数字 震 的 各 种 运算 , 当 
它 作 除数 时 ,产生 了 类 似 无 穷 大 的 

印度 人 创造 的 这 套数 字 和 位 值 
记 数 法 在 8 世纪 传 入 伊斯兰 世界 ， 
被 阿拉 伯 人 采用 并 改进 ,13 世纪 初 
EXE EUG E EPI AEEA 
洲 , 成 为 现代 印度 一 阿拉 伯 数 码 及 
其 记 数 法 的 先 源 。 

印度 人 对 代数 学 作出 了 重大 贡 
献 . 他 们 用 一 些 符 号 表示 运算 ,并 用 
缩写 文字 表示 未 知 数 , 其 符号 比 丢 
番 图 所 使 用 的 还 有 进步 ,这 使 得 印 
度 代数 几乎 称 得 上 是 符号 性 的 代 
数 ,印度 人 还 引进 了 负数 ,在 婆罗 摩 
笈多 的 著作 中 说 明了 负数 的 加 法 和 
减法 法 则 。12 世纪 的 数学 家 婆 什 迎 
罗 第 二 给 出 了 负数 的 乘除 法 法 则 ， 
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他 还 认识 到 正 数 有 两 个 平方 根 , 因 
此 求 出 二 次 方程 的 两 个 根 。 印 度 人 
在 不 定 方 程 方面 取得 很 大 成 就 ,他 
们 创立 了 自己 的 独特 方法 。 例 如 E 
什 迎 罗 第 二 解 方程 ex 十 2 一 og 的 过 
程 与 现代 借助 于 连 分 数 的 解法 相 
[]. EDER ERUS 83 X8 
BEST HE y= ato 及 其 特殊 情 
JE y ar M 3C EONURGTRO ILE 
WE. EXEAT HUP DE E EGBUR Erit 
百 禽 问题 ,相当 于 解 不 定 方程 组 

z 十 gy 十 z 十 zw 二 100 

3E t5 装填 7。 
二 100 
这 个 问题 与 中 国 古 代 《 张 邱 建 算 经 》 
中 的 “ 百 鸡 间 题 ”类 似 , 可 能 是 由 中 
国 传 入 印度 的 。 印 度 学 者 还 解 出 了 
某 些 其 他 类 型 的 不 定 方程 。 

在 精通 算术 级 数 性 质 的 基础 
上 ,印度 学 者 研究 了 各 种 级 数 , 如 以 
算术 级 数 各 项 的 平方 .立方 以 及 部 
分 和 为 通 项 的 级 数 ,建立 了 各 种 级 
数 的 求 和 法 ,还 研究 某 种 递归 序列 
的 性 质 及 一 些 有 趣 的 排列 组 合 问题 
等 
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在 三 角 学 方面 ,印度 人 的 工作 
晚 于 其 他 学 科 , 但 他 们 所 做 的 研究 
十 分 重要 。 印 度 天 文学 的 发 展 推动 
了 三 角 学 的 进步 .首先 是 用 半 弦 、 即 
正弦 代替 希腊 人 的 全 弦 。 这 一 转化 
有 深远 的 意义 ,因为 它 很 自然 地 引 
进 了 与 直角 三 角形 的 边 与 角 有 关 的 
各 种 三 角 函 数 。 阿 子 波 多 第 一 的 著 
作 中 已 出 现 了 正弦 . 余 苞 和 正 矢 函 
数 ,他 还 称 正弦 为 人 va, 即 猎人 的 
弓 纺 的 意思 ,后 经 阿拉 伯 世 界 传人 
欧洲 ,转译 为 拉杆 文 的 “ 胸 采 ”一 si 


nus, 后 演变 成 为 sine, BG a OK A 
拉 还 证 明了 一 些 简单 的 三 角 恒 等 
式 , 婆 什 迎 罗 给 出 了 两 角 和 与 差 的 
正弦 法 则 ,他 还 利用 代数 知识 来 解 
直角 三 角形 。 由 于 天 文学 的 需要 , 印 
度 人 制造 了 一 些 三 角 函 数 表 .。 阿 耶 
波多 第 一 把 圆周 分 为 21600 份 , 取 半 
径 为 3438 个 单位 ,编制 了 从 0° 到 
90" .每 隔 225' 的 正弦 和 正 矢 表 , 他 
Bt x— 3. 1416.15 世 纪 的 印度 数学 
家 尼 拉 坎 特 纳 利用 后 来 称 为 无 穷 小 
分 析 的 方法 建立 了 7 的 无 穷 级 数 展 
开 式 和 反正 切 函 数 的 展开 式 , 可 惜 
他 的 工作 没有 发 展 为 近代 数学 ， 

印度 人 在 几何 学 方面 的 贡献 远 
没有 在 算术 和 代数 方面 的 贡献 大 。 
印度 人 不 追求 逻辑 上 严谨 的 证 明 ， 
只 注重 发 展 实用 的 方法 ,因此 算术 
和 代数 占有 优势 ,在 许多 情况 下 , 印 
度 人 显示 出 的 几何 知识 都 不 如 亚 历 
山大 时 期 的 几何 学 家 ,在 印度 几何 
学 中 ,很 少见 到 命题 的 证 明 , 多 数 情 
形 是 给 出 图 示 和 指示 语 “ 请 看 !1”, 偶 
尔 在 图 形 旁 边 加 上 简短 的 说 明 。 几 
何 学 侧重 于 面积 和 体积 的 计算 ,已 
经 有 各 种 几何 体 , 如 圆锥 、 圆 台 等 体 
积 的 近似 计算 公式 。 婆 什 迎 罗 第 二 
已 给 出 校 台 、 球 表面 积 和 体积 的 精 
确 公式 ,他 还 给 出 勾 股 定理 的 一 个 
巧妙 证 明 .。 婆 罗 摩 策 多 推广 了 海伦 
公式 ， 导 出 了 圆 内 接 四 边 形 的 面积 

8 一 (p—a) (p—b) (p—c) (p—4) 

KP p 为 四 边 形 周 长 之 半 ,a、b.c、d 
为 四 边 之 长 。 

印度 数学 在 文艺 复兴 时 期 经 阿 
拉 伯 国家 传 入 欧洲 ,其 十 进位 值 制 
记 数 法 ,一 系列 代数 和 数论 方法 ,以 
及 三 角 学 的 开端 等 对 欧洲 数学 的 发 
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展 产生 了 较 大 的 影响 。 

中 美洲 的 数学 (Mathematics 
in Central America) 古代 美洲 
文明 是 世界 文明 的 重要 组 成 部 分 ， 
中 美洲 是 古代 玛雅 人 文化 的 播 篮 。 
古代 的 玛雅 人 分 布 在 现在 的 墨西哥 
南部 ,以 及 危地马拉 , 洪都拉斯、 伯 
利兹 和 萨尔瓦多 等 地 ,在 公元 前 
1000 年 左右 ,在 这 一 地 带 兴起 了 美 
洲 古 老 的 文化 一 一 玛雅 文化 ,公元 
300 一 900 年 之 间 是 玛雅 文化 的 全 盛 
时 期 ,之 后 便 逐 渐 训 落 。 玛 雅 人 所 建 
立 的 数学 是 玛雅 文化 的 一 部 分 , 通 
常 也 叫 中 美洲 的 数学 .对 这 一 地 区 
数学 的 了 解 , 主 要 来 自 一 些 残 剩 的 
玛雅 时 代 的 石刻 和 几 种 玛雅 文 古 抄 
本 : 德 累 斯 顿 抄本 ( 约 11 一 12 世 纪 )， 


马德里 抄本 (15 志 纪 ) ,巴黎 抄本 ( 约 
14 一 15 世 纪 ) 等 ,其 中 德 累 斯 顿 抄 本 
中 的 数学 内 容 较 多 些 。 

早 在 公元 最 初 的 几 个 世纪 里 ， 
玛雅 人 就 创立 了 以 地 球 围绕 太阳 旋 
转 一 周作 为 一 年 的 “太阴 历 ”。 这 种 
历法 把 一 年 分 为 18 个 月 ,每 月 有 20 
天 ,再 加 上 5 天 禁忌 日 ,一 年 共 365 
天 ,每 4 年 加 1 天 。 这 种 历法 比 古代 希 
腊 、 罗 马 人 的 历法 还 要 精确 .与 此 同 
时 ,玛雅 人 创造 了 独特 的 以 20 进 位 
的 位 值 制 计数 法 .各 种 数字 只 用 
三 个 符号 表示 ,这 三 个 符号 是 ， 
人 加 “ » “m” 
分 别 表示 1.5 和 10.。 他 们 很 巧妙 地 把 
“。” 排 在 “一 ”上 ,用 这 两 种 符号 组 成 
1 一 19 各 个 数字 如 下 : 


到 20 则 进位 ,20 以 上 的 进位 为 20X 

20= 400, 再 进位 为 20X 20 x 20= 

8000 ,等 等 . 计 位 采用 坚 式 ,例如 
400 . 一 一 


29 916 2145 


第 一 行 的 “.” 表 示 400,“ 一 ”表示 400 
x5—2000,28 —fr 80 4 ”表示 20， 
“一 ?表示 20X 5—100, 

这 是 一 种 普通 记 数 法 ,而 时 间 
记 数 法 则 不 同 , 即 第 一 位 仍 为 20, 第 
二 进位 为 18X20= 360, 第 三 进位 为 
18X20: 王 7200 等 ,也 采用 竖 式 记 位 
法 ,例如 


Oen aie olii nilo dn PRAE SE HIR e 


加 减法 的 运算 比较 简单 ,只 需 
对 准 位 数 。 作 加 法 时 , 满 20 向 上 一 位 
进 一 位 ; 作 减 法 时 , 若 某 一 位 减 数 小 
于 被 碱 数 , 则 向 上 位 借 一 个 “.”, 变 
成 下 一 位 的 “ 三 ”. 可 见 ,加 减法 运 
算 与 阿拉 伯 数 码 的 运算 相同 。 

对 于 乘除 法 的 运算 ,目前 人 们 
还 持 不 同 的 看 法 。 已 发 现 的 玛雅 文 
献 中 还 没有 见 到 这 方面 的 例子 ,但 
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有 一 些 学 者 根据 间接 的 资料 设计 出 
玛雅 人 乘除 法 运算 的 程序 。 

关于 玛雅 人 对 形 的 认识 ,只 能 
从 玛雅 古 建 筑 中 体会 到 一 些 。 这 些 
古 建 筑 从 外 形 看 都 很 整齐 规范 ,可 
以 肯定 当时 玛雅 人 已 经 掌握 一 定 的 
几何 知识 。 


= 


1 2 3 4 5 6 


中 美洲 的 数学 对 世界 数学 发 展 
影响 不 大 。 
阿拉 伯 数 学 (Arabic mathe- 
matics) 指 8 到 15 世 纪 在 中 东 、 北 
非 和 西班牙 等 地 的 伊斯兰 国家 里 所 
建立 的 数学 。 由 于 当时 这 个 地 区 普 
访 使 用 阿拉 伯 语 ,因此 通常 用 “阿拉 
伯 数 学 ?来 概括 .事实 上 ,为 阿拉 伯 
数学 作出 贡献 的 数学 家 中 ,正统 的 
阿拉 伯 入 并 不 多 。 这 一 时 期 的 数学 
有 时 也 称 “ 伊 斯 兰 数学 ”或 “中 亚 细 
亚 数 学 ”。 
7 世纪 初 伊斯兰 教 兴起 后 ,阿拉 
伯 人 大 举 向 外 扩张 ,建立 了 幅员 辽 
阔 的 阿拉 伯 帝 国 。 阿 拉 伯 人 很 善于 
吸取 被 征服 国家 的 文化 ,希腊 、 印 
度 、 伊 朗 以 及 中 亚 各 族 古 代 的 科学 
文化 在 这 里 得 到 继承 和 发 展 .阿拉 
伯 人 和 其 他 各 民族 人 民 把 东西 方 的 
文化 精华 融合 在 一 起 ,并 创立 了 新 
的 .别具一格 的 文化 ,当时 欧洲 正 处 
于 漫长 的 黑暗 时 期 ,阿拉 伯 志 界 的 
科学 文化 却 后 来 居 上 ,成 为 当时 除 
中 国 以 外 的 人 类 科学 中 心 。 
从 8 世纪 起 ,大 约 有 一 个 到 一 个 
半 世 纪 是 阿拉 伯 数 学 的 翻译 时 期 。 
在 这 个 时 期 ,出 现 了 几 位 热心 提倡 


在 15 世 纪 末 到 16 世 纪 初 , 阿 效 
会 克 人 (又 称 诺 特 奇 卡 人 ) 在 现今 墨 
西 哥 中 南部 建立 一 帝国 , 曾 繁 娄 一 
时 。 阿 兹 台 克 人 创立 了 一 种 20 进 制 
的 非 位 值 制 的 记 数 法 ,1 一 20 中 的 几 
个 数字 表示 为 : 


10 11 19 20 


科学 的 哈 利 发 ,在 他 们 的 大 力 支 持 
和 鼓励 下 ,设立 学 校 、. 图 书馆 和 观 象 
台 。 在 当时 最 著名 的 是 由 阿 拔 斯 王 
朝 蛤 利 发 马 蒙 在 巴格达 修建 的 “ 智 
慧 宫 ”, 在 这 里 云集 了 来 自 各 地 的 学 
者 ,他 们 把 希腊 、 印 度 和 波斯 的 古典 
著作 大 量 地 译 为 阿拉 伯 文 。 首 先是 
欧 几 里 得 的 《几何 原本 》, 不 久 , 印 度 
数学 家 婆罗 摩 答 多 的 著作 被 译 成 阿 
拉 伯 文 ,随后 , 阿 基 米 德 .阿波 罗 尼 
奥 斯 、 门 内 劳 斯 海伦 . 托 勒 密 和 丢 
看 图 等 许多 希腊 学 者 的 数学 和 天 文 
学 著作 都 被 译 成 阿拉 伯 文 .在 翻译 
过 程 中 ,许多 文献 被 重新 校订 、 考 证 
和 增补 ,这 样 一 来 ,大 量 的 古代 数学 
遗产 获得 了 新 生 。 

在 上 述 翻 译 时 期 之 后 ,阿拉 伯 
数学 进入 了 兴盛 时 期 .在 巴格达 , 布 
拉 哈 .开罗 、 科 尔 多 瓦 和 托 莱 多 等 
地 ,出 现 了 许多 学 术 研 究 中 心 . 这 一 
时 期 著名 的 数学 家 有 : 花 拉 子 米 、 巴 
RUE. BA Urs EEE, 
奥马 ' 海 亚 姆 .纳西 尔 丁 和 卡 西 等 。 

阿拉 伯 人 原来 只 有 数 词 ,没有 
数 的 记号 在 征服 埃及 和 叙利亚 之 
后 才 使 用 希腊 字母 记 数 法 .8 世纪 
末 , 一 部 印度 天 文学 名 著 传 入 阿拉 
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Js ER ,印度 数字 ,十 进位 值 制 记 数 
法 及 其 算术 运算 就 这 样 进入 伊斯兰 
世界 .因为 当时 印刷 术 还 没有 发 明 ， 
书籍 全 用 手 抄 ,字体 因 人 因 地 而 异 ， 
出 入 很 大 ,在 埃及 、 叙 利 亚 和 伊朗 等 
国 形成 了 东 阿 拉 伯 数字 ,而 在 比 利 
牛 斯 半岛 一 带 形 成 了 西 阿拉 伯 数 
字 。12 世 纪 时 ,两 种 形式 又 逐渐 合流 
(以 西 阿拉 伯 数 字 为 主体 ), 并 开始 
传 入 欧洲 ,又 经 过 几 百 年 的 改革 ,这 
种 数字 成 为 今日 我 们 使 用 的 印度 - 
阿拉 伯 数 码 。 印 度数 字 及 其 记 数 法 
主要 是 通过 花 拉 子 米 的 算术 著作 传 
入 欧洲 的 。 花 拉 子 米 是 阿拉 伯 数 学 
初期 最 重要 的 数学 家 , 他 编写 了 第 
一 本 用 阿拉 伯 语 在 伊斯兰 世界 介绍 
印度 数字 和 记 数 法 的 著作 ,其 原稿 
已 经 遗失 ,只 有 一 份 14 世 纪 的 拉丁 
文 译本 保存 下 来 ,以 “Dixit Algoritmi 
…” 开 头 ,后 人 根据 译文 的 内 容 , 把 
它 定名 为 《印度 的 计算 术 》。Algorit- 
mi 本 是 花 拉 子 米 的 名 字 , 后 来 竞 演 
变 成 表示 任何 系统 和 计算 程序 的 
“算法 ”的 专业 术语 。 
伊斯兰 世界 对 代数 学 做 出 了 重 
要 贡献 .代表 作 是 花 拉 子 米 的 《代数 
学 兴 约 820 年 ,首先 ,这 部 著作 提供 
了 代数 学 这 门 学 科 的 名 称 , 它 
的 原名 为 “ilm al-jabr wal 
muqabalah”, 意 思 是 “还 原 与 对 消 的 
科学 ”, 这 本 书 传 到 欧洲 后 , 简 译 为 
algebra, 这 就 是 西 文 代数 学 名 称 的 
来 源 。( 代 数学 》 系 统 地 讨论 了 一 般 
二 次 方程 的 解法 , 花 拉 子 米 讲述 的 
解法 程序 相当 于 给 出 了 求 根 公 式 ， 
他 还 指出 了 其 解法 的 普遍 性 .他 已 
经 知道 二 次 方程 有 两 个 根 , 但 他 只 
取 正 根 . 花 拉 子 米 之 后 , 另 两 位 学 者 


艾 布 * 卡 米尔 和 凯 拉 吉 对 代数 学 继 
续 进 行 研 究 , 前 者 大 量 地 使 用 无 理 
数 ,并 给 出 许多 代数 运算 的 法 则 ;后 
者 在 系统 总 结 前 人 关于 二 次 方程 的 
工作 的 基础 上 ,研究 了 某 些 高 次 方 
程 的 解法 ,还 给 出 求 任意 次 方 根 
的 方法 。 

三 角 学 在 阿拉 伯 数 学 中 占有 重 
要 地 位 。 它 的 产生 与 发 展 和 天 文学 
有 和 密切 关系 .阿拉 伯 人 在 印度 人 和 
希腊 人 工作 的 基础 上 发 展 了 三 角 
学 。 他 们 引进 了 几 种 新 的 三 角 量 , 揭 
示 了 它们 的 性 质 和 关系 ,建立 了 一 
些 重要 的 三 角 恒 等 式 。 给 出 了 球面 
三 角形 和 平面 三 角形 的 全 部 解法 ， 
制造 了 许多 较 精密 的 三 角 函 数 表 。 
值得 称赞 的 是 巴 塔 尼 和 比 鲁 尼 的 工 
作 : 巴 塔 尼 发 现 了 球面 三 角 中 重要 
的 余弦 定理 ,给 出 平面 各 种 斜 三 角 
形 的 解法 等 ; 比 鲁尼 在 他 的 天 文学 
著作 《4 马 苏 德 天 文学 和 占星 学 原理 》 
《1030) 中 给 出 了 三 角 学 的 独立 篇 
章 ,对 三 角 学 的 内 容 和 方法 加 以 总 
结 . 系 统 而 完整 地 论述 三 角 学 的 著 
作 是 由 13 世 纪 学 者 纳西 尔 丁 完成 
的 。 他 的 《 论 完 全 四 边 形 ?在 三 角 学 
史上 具有 重要 意义 , 它 非 常 完整 地 
建立 了 三 角 学 的 系统 ,从 基本 概念 
开始 论述 到 所 有 类 型 问题 的 解法 ， 
特别 指出 球面 三 角 与 平面 三 角 的 重 
要 差异 .这 部 著作 使 三 角 学 脱离 天 
文学 而 成 为 数学 的 独立 分 支 , 它 对 
三 角 学 在 欧洲 的 发 展 有 很 大 影响 。 
一 般 认 为 德国 数学 家 雷 格 蒙 塔 努 斯 
的 工作 是 欧洲 三 角 学 的 开始 ,但 他 
的 著作 比 纳西 尔 丁 要 晚 两 个 世纪 。 

阿拉 伯 几 何 学 的 成 就 低 于 代数 
和 三 角 。 希 腊 几 何 学 的 严密 的 逻辑 
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论证 没有 被 阿拉 伯 人 接受 ,虽然 欧 
几 里 得 4 几何 原本 ;被 译 成 阿拉 伯 文 
并 经 过 一 些 学 者 的 注释 .几何 学 在 
这 一 时 期 没有 取得 本 质 的 进步 。 只 
有 两 项 工作 值得 称道 :一 是 塔 比 , 伊 
本 . 库 拉 ,奥马 . 海 亚 姆 和 纳西 尔 丁 
等 学 者 对 平行 公设 所 做 的 研究 对 非 
欧 几何 的 产生 有 过 积极 的 影响 ; 另 
外 一 项 是 奥马 . 海 亚 姆 所 创立 的 用 
圆锥 曲线 来 解 三 次 方程 的 几何 方 
法 , 它 的 实质 是 把 代数 与 几何 结合 
起 来 解决 问题 ,可 以 看 作 是 第 卡 儿 
解析 几何 学 的 先驱 工作 。 

阿拉 伯 学 者 在 近似 计算 方面 取 
得 了 卓越 成 绩 。15 世 纪 的 卡 西 在 他 
的 《图 周 论 》 中 给 出 了 圆周 率 严 的 十 
分 精彩 的 计算 程序 ,得 到 17 位 准确 
数字 。 他 还 是 除 中 国外 第 一 个 使 用 
小 数 的 人 。 

从 12 世 纪 开 始 ,阿拉 伯 数 学 连 
同 希腊 科学 一 起 经 北非 的 地 中 海 沿 
岸 逐 渐 传 入 西班牙 和 欧洲 ,对 欧洲 
数学 的 发 展 产 生 了 重要 影响 。 古 希 
腊 的 原著 失传 后 ,它们 的 阿拉 伯 文 
译本 成 为 欧洲 人 了 解 希腊 数学 的 主 
要 源泉 。 可 见 阿 拉 伯 人 在 保存 和 传 
播 古 代 科 学 遗产 方面 做 出 重大 贡 
献 , 与 此 同时 ,阿拉 伯 人 自己 的 工作 
也 使 欧洲 人 大 开眼 界 ,特别 是 印度 - 
阿拉 伯 数 码 和 十 进位 值 制 记 数 法 ， 
笔算 和 花 拉 子 米 的 《代数 学 } 等 。( 代 
数学 作为 标准 课本 在 欧洲 使 用 了 
几 百 年 ,成 为 代数 教科 书 的 鼻祖 。 中 
国 和 印度 古代 数学 的 某 些 内 容 在 中 
世纪 传 入 阿拉 伯 世 界 , 并 通过 阿拉 
伯 数 学 再 传 入 欧洲 .因此 ,阿拉 伯 数 
学 对 研究 比较 数学 史 也 是 很 重要 
的 。 


罗马 和 欧洲 中 世纪 的 数学 
(Mathematics in Roma and me- 
dieval Europe) 罗马 人 活跃 于 历 
中 舞台 上 的 时 期 大 约 从 公元 前 7 志 
纪 至 公元 5 世纪 。 他 们 在 军事 上 和 政 
治 上 曾 取 得 极 大 成 功 ,在 文化 方面 
也 颇 有 建树 ,但 他 们 的 数学 却 很 落 
后 .在 数学 方面 ,只 有 一 些 粗浅 的 算 
术 和 近似 的 几何 公式 。 整 数 记 数 法 
是 非 进位 制 的 ,算术 运算 十 分 复杂 ， 
往往 要 借助 于 手指 和 算盘 .分 数 记 
数 采用 十 二 进 制 ,用 特殊 的 符号 来 
apl, Z, e, H, L, Lg, 

12' 12 12’ 24 ' 36 
分 数 运算 也 很 复杂 。 几 何 学 只 提供 
一 些 对 建筑 学 和 土地 测量 人 员 不 可 
少 的 实用 知识 。 

罗马 人 对 历法 改革 作出 了 重要 
贡献 。 颂 略 ' 恺 撤 大 帝 以 埃及 的 太阳 
历 为 基础 编制 历法 ,后 经 修改 成 为 
WED ,已 接近 今天 的 公历 。 

罗马 人 自己 编著 的 科学 书籍 ， 
以 维特 鲁 维 尼斯 的 《建筑 十 书 兴 公 
元 前 14 年 ) 最 为 著名 。 书 中 比较 注重 
处 理 数 学 问题 ,使 用 了 建筑 物 的 平 
面体 和 立 视图 ,可 以 看 到 画 法 几何 
的 萌芽 。 

， 从 西 罗马 帝国 灭亡 (公元 476 
年 ) 到 1 世纪 称 为 欧洲 的 黑暗 时 期 。 
西欧 文化 处 于 低潮 ,基督 教 的 绝对 
统治 严重 地 破坏 了 科学 发 展 ,在 数 
学 方面 ,由 罗马 人 保留 下 来 的 仅 有 
的 应 用 知识 也 被 逐渐 放弃 。 在 这 个 
时 期 ,只 出 现 少 数 几 位 热心 学 术 的 
学 者 和 教士 .罗马 的 名 门 后 裔 博 伊 
西 斯 是 中 世纪 有 名 的 翻译 家 ,他 将 
数理 科学 分 为 四 部 分 ,叫做 “四 道 ” 
( 即 四 条 道路 ) , 指 算术 、 几 何 .音乐 
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和 天 文 四 大 科 。 他 根据 希腊 文献 选 
编 了 这 方面 的 初等 读物 。 他 的 《几何 
E27:1 13/9]: TIN NE ET] 
三 卷 组 成 的 ,但 删 去 了 全 部 证 明 ; 他 
翻译 希腊 数学 家 尼 科 马 堆 斯 的 《 算 
术 入 门 》, 但 删 掉 其 中 一 些 精 采 的 命 
题 , 编 成 《算术 入 门 ) 一 书 ,这 两 部 水 
平 较 低 的 著作 在 西欧 竟 作 为 权威 著 
作 被 普遍 采用 了 几 个 世纪 。 博 伊西 
斯 还 是 中 世纪 经 院 哲 学 的 葛 基 者 之 
一 ， 他 的 名 著 《 哲 学 的 奈 籍 ?一 直流 
传 至 今 。 英 国教 士 比 德 是 中 世纪 最 
大 的 教会 学 者 之 一 ,被 尊 为 比 德 大 
师 。 他 把 一 切 可 资 利 用 的 古代 学 术 
尽 可 能 地 搜集 起 来 ,为 古代 学 术 流 
传 到 中 世纪 作出 了 贡献 ,在 文艺 复 
兴 时 期 ,被 称 为 “英国 文化 之 父 ”。 他 
对 历法 计算 和 指 算 有 较 多 的 研究 。 
另 一 位 英国 学 者 阿尔 昆 也 编写 了 许 
多 初级 教科 书 , 这 些 书 籍 在 中 世纪 
广 为 利 用 。 他 曾 被 法 国 查理 大 帝 请 
到 宫廷 中 改组 教育 ,设立 学 校 ,在 他 
的 影响 下 , 英 、 德 等 国 也 开始 创办 初 
级 学 校 10 世 纪 的 法 国学 者 热 尔 贝 
也 是 一 个 著名 的 教士 ,他 编写 了 一 
些 初 等 算术 和 几何 方面 的 著作 , 提 
倡 使 用 算盘 。 公 元 999 年 他 被 选 为 罗 
马 教皇 ,改称 西 尔 维 斯 特 二 世 . 在 他 
任教 皇 期 间 ,大力 推动 数学 学 习 。 他 
还 扩建 了 教会 学 校 ,主张 进行 “四 
艺 ” 训 练 ,在 当时 是 少 有 的 开明 教 
E. 

1100 年 左右 ,新 的 思潮 开始 影 
响 西 欧 的 学 术 界 .欧洲 人 通过 贸易 
和 旅游 , 同 地 中 海地 区 和 近东 的 阿 
拉 伯 人 以 及 东 罗 马 的 拜占庭 人 发 生 
接触 ;十 字 军 的 东 征 还 使 欧洲 人 进 
入 阿拉 伯 人 的 领地 。 欧 洲 人 开始 从 


阿拉 伯 人 和 拜占庭 的 希腊 人 那里 得 
到 希腊 著作 ,他 们 对 希腊 学 术 发 生 
了 很 大 兴趣 ,大 力 搜寻 希腊 著作 的 
抄本 、 阿 拉 伯 文 译本 和 阿拉 伯 人 写 
的 著作 。 然 后 将 他 们 译 为 拉丁 文 ,这 
些 著 作 使 欧洲 人 大 开 了 眼界, 由 此 开 
始 了 欧洲 数学 的 第 一 次 复兴 和 大 翻 

12 世 纪 是 数学 史上 的 大 翻译 时 
期 ,是 知识 传播 的 世纪 .主要 的 传播 
地 点 是 西班牙 和 西西 里 ,著名 的 翻 
译 家 有 巴 斯 的 阿 德 拉 德 , 克 雷 莫 纳 
的 杰 拉 德 、 切 斯 特 的 罗伯特 和 和希 斯 
帕 伦 西 斯 等 。 欧 几 里 得 . 阿 基 米 德 、 
海伦 . 西 奥 多 修 斯 、 托 勒 密 、 亚 里 士 
多 德 等 人 的 著作 ,以 及 阿拉 伯 学 者 ， 
如 花 拉 子 米 的 算术 和 代数 著作 等 都 
被 译 成 拉丁 文 。 除 了 数学 和 天 文学 
著作 外 ,哲学 、 医 学、 神学 和 占星 术 
方面 的 著作 也 都 翻译 过 来 .这 些 工 
作为 文艺 复兴 时 期 科学 的 发 展 准备 
了 条 件 。 

意大利 的 斐 波 那 契 是 12 至 13 世 
纪 最 出 色 的 学 者 ,他 早年 到 各 地 旅 
游 , 经 过 比较 确认 印度 -阿拉 伯 数 码 
及 其 记 数 法 在 实用 上 最 为 优越 . 回 
到 家 乡 后 写成 《算盘 书 )(1202), 这 
是 中 世纪 最 杰出 的 数学 著作 之 一 ， 
印度 -阿拉 伯 数 码 和 阿拉 伯 数 学 通 
过 它 被 介绍 到 欧洲 来 . 斐 波 那 契 的 
另 两 部 著作 《实用 几何 》 和 《平方 数 
书 } 是 专门 讨论 几何 学 和 二 次 委 番 
图 方程 的 ,在 当时 也 较 有 影响 。 

14 世 纪 相 对 地 是 数学 的 不 毛 之 
地 。 这 一 时 期 最 大 的 数学 家 是 法 国 
僧侣 奥 雷 姆 (1323 一 1382) ,在 他 的 
著作 中 ,第 一 次 使 用 分 数 指数 ,还 提 
出 用 坐标 表示 点 的 位 置 和 温度 的 变 
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化 ,出 现 了 变量 和 函数 的 概念 ,他 的 
工作 影响 到 文艺 复兴 以 后 包括 笛 卡 
儿 在 内 的 学 者 。 

12 世 纪 以 后 ,欧洲 各 地 出 现 了 
许多 大 学 ,它们 大 都 是 从 原 教会 学 
校 基础 上 转变 而 来 .13 世 纪 上 半 叶 ， 
巴黎 .牛津 .剑桥 、 帕 多 瓦 和 那 不 勒 
斯 等 地 的 -一 些 大 学 里 数学 教育 开始 

文艺 复兴 时 期 的 数学 (Math- 
ematics in the Renaissance) 14 
Siete EBD E DAR A sg 
向 近代 过 渡 的 时 期 , 史 称 文艺 复兴 
时 期 ,14 世纪 初期 ,由 于 城市 商品 经 
济 的 发 展 ,资本 主义 关系 已 在 欧洲 
封建 制度 内 部 逐渐 形成 .中 世纪 柬 
缚 人 们 思想 的 宗教 观 ,神学 和 经 院 
哲学 逐步 被 摧毁 ,出 现 了 复兴 十 代 
科学 和 艺术 的 文化 运动 。 在 自然 科 
学 方面 ,哥伦布 地 理 上 的 大 发 现 . 哥 
白 尼 的 日 心 说 . 饥 利 略 在 数学 物理 
上 的 创造 发 明 等 革命 性 事件 相继 发 
生 。 汪 希腊 著作 的 翻译 出 版 ,阿拉 伯 
科学 的 输入 ,都 为 自然 科学 和 数学 
的 发 展 创造 了 条 件 。 

文艺 复兴 时 期 ,在 数学 中 最 先 
发 展 起 来 的 是 透视 法 ,艺术 家 们 把 
描述 现实 世界 作为 绘画 的 目标 , 因 
此 着 手 研究 大 自然 ,研究 如 何 把 三 
维 的 现实 世界 绘制 在 二 维 的 画布 
上 .在 这 一 时 期 ,以 达 . 芬 奇 (1452 一 
1519) 为 代表 ,出 现 了 一 批 优秀 的 艺 
术 家 兼 数学 家 :意大利 的 阿尔 贝蒂 
(1404 一 1472)、 弗 兰 切 斯 卡 (1410 一 
1492). f& [s] (6j 3i $h (1471—1528) 
等 ,他 们 研究 绘画 的 数学 理论 ,建立 
了 早期 的 数学 透视 法 思想 ,这 些 工 


作成 为 18 世 纪 射 影 几 何 的 起 点 .此 
外 ,一 些 学 者 还 研究 尺 规 作 图 、 求 物 
体 的 重心 .空间 曲线 及 其 投影 .地 图 
的 绘制 等 问题 .几何 学 知识 在 当时 
得 到 广泛 的 传播 和 应 用 。 

文艺 复兴 时 期 印刷 出 版 了 一 批 
普及 的 算术 读本 ,内 容 多 是 用 于 商 
业 、 税 收 , 测 量 等 方面 的 实用 算术 。 
印度 -阿拉 伯 数 码 的 使 用 使 算术 运 
算 日 趋 标准 化 .当时 最 有 影响 的 算 
术 著 作 有 巾 乔 利 的 《算术 、 几 何 、 比 
及 比例 全 书 》(1494) 和 维 德 曼 的 《 遍 
业 速 算法 》(1489 ,前 者 是 继 斐 波 那 
契 的 《算盘 书 ;) 之 后 第 一 本 内 容 全 面 
的 数学 书 ,后 者 首次 使 用 “十 ”和 
“一 ”符号 表示 加 法 和 减法 .以 “计算 
能 手 ” 著 称 的 德国 数学 家 亚当 :里 斯 
(1492 一 1559) 的 算术 书 多 次 再 版 ， 
有 广泛 的 影响 ,荷兰 数学 家 斯 蒂 文 
在 欧洲 最 早 提倡 用 十 进 制 表示 分 数 
及 其 运算 ,以 及 使 用 十 进 制 的 度量 
衡 。 他 的 著作 《4 论 十 进 》(1585) 是 攀 
洲 第 一 种 研究 十 进 分 数 的 文献 ,其 
中 系统 阑 述 了 十 进 分 数 的 理论 .小 
数 的 使 用 方便 了 天 文 计算 和 数学 用 
表 的 制作 ,而 印刷 术 的 发 达 促进 了 
阿拉 伯 数 码 字形 的 确定 。 

代数 学 在 文艺 复兴 时 期 获得 了 
重要 发 展 ,最 杰出 的 成 果 是 意大利 
学 者 所 建立 的 三 、 四 次 方程 的 解法 。 
卡尔 达 诸 在 他 的 著作 《4 大 术 》(1545) 
中 发 表 了 三 次 方程 的 求 根 公 式 , 后 
世 称 之 为 “卡尔 达 庶 公式 ”。 但 此 公 
式 的 发 现 应 归功 于 塔 尔 塔 利 亚 , 关 
于 此 事 引 出 了 历史 上 著名 的 数学 竞 
赛 ,四 次 方程 的 解法 由 卡尔 达 诺 的 
学 生 费 拉 里 发 现 , 在 (大 术 》 中 也 有 
记载 。 稍 后 , 邦 贝 利 (1526 一 15727 在 
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他 的 《代数 学 中 给 出 了 三 次 方程 不 
可 约 情 形 的 解法 ,并 使 用 了 虚数 ,他 
还 改进 了 当时 流行 的 代数 符号 。 

符号 代数 学 的 最 终 确立 是 由 16 
世纪 最 著名 的 法 国 数学 家 韦 达 完 成 
的 .他 在 前 人 工作 的 基础 上 ,于 1591 
年 出 版 了 名 著 4 分 析 术 入 门 》。 这 部 
著作 对 代数 学 加 以 系统 整理 ,并 第 
一 次 自觉 地 使 用 字母 来 表示 未 知 数 
和 已 知 数 ,他 把 代数 称 为 “类 的 算 
术 ”, 算 术 称 为 “ 数 的 算术 ”, 因 此 代 
数学 更 带 有 普遍 性 ,形式 更 抽象 ,应 
用 更 广泛 《分 析 术 入 门 ) 被 西方 数 
学 史家 推崇 为 第 一 部 符号 代数 学 。 
韦 达 在 他 的 另 一 部 著作 ( 论 方程 的 
识别 与 订正 》( 写 于 1591,1615 年 出 
版 ) 中 ,改进 了 三 、 四 方程 的 解法 ,他 
还 对 za 一 2,3 的 情形 ,建立 了 方程 的 
根 与 系数 之 间 的 关系 , 即 现在 称 为 
韦 达 定理 的 结果 .17 世 纪 , 笛 卡 儿 改 
进 了 韦 达 的 符号 体系 ,用 a,8,c,… 
表示 已 知 数 ,z,y,z,… 表 示 未 知 数 ， 
这 种 表示 法 一 直 沿用 至 今 。 

在 文艺 复兴 时 期 ,三 角 学 也 获 
得 了 较 大 的 发 展 .1450 年 以 前 的 三 
角 学 一 般 指 球面 三 角 学 ,平面 三 角 
学 的 发 展 是 较 晚 的 事 。 三 角 学 的 新 
方法 是 在 15 世 纪 末 叶 到 16 世 纪 早 期 
由 德国 数学 家 建立 起 来 的 ,和 雷 格 蒙 
塔 努 斯 的 《 论 各 种 三 角形 》 在 欧洲 是 
第 一 部 独立 于 天 文学 的 三 角 学 著 
作 。 书 中 对 平面 三 角 和 球面 三 角 进 
行 了 系统 的 阐述 ,是 在 欧洲 传播 三 
角 学 的 源泉 。 书 中 还 有 很 精密 的 三 
角 函 数 表 , 雷 格 紫 塔 努 斯 采用 印度 
AKEZ, MHE, RER Y 
600,000 及 10,000,000 ,分 别 造 了 两 
个 正 玫 表 .在 这 一 时 期 ,由 于 地 理 上 


的 大 发 现 和 天 文 观测 的 日 益 扩 大 ， 
推算 更 详细 的 三 角 函 数值 已 成 为 刻 
不 容 缓 的 事 . 有 许多 学 者 热心 于 三 
角 函 数 表 的 制作 , 哥 白 尼 的 学 生 雷 
落 库 斯 编制 了 (文艺 复兴 时 期 ) 第 一 
张 详尽 的 正切 表 和 第 一 张 印刷 的 正 
割 表 , 在 重新 定义 三 角 函 数 的 基础 
上 ,他 勤奋 工作 十 多 年 ,又 制作 了 更 
精密 的 正弦 .正切 . 正 割 表 , 他 的 工 
EAER (1514—1574Y0 A. 
托 (1550 一 1605) 等 校正 和 完善 。 

在 文艺 复兴 时 期 ,在 文学 、 绘 
画 \、 建 筑 , 科 学 各 领域 都 取得 了 巨大 
的 成 就 ,文学 .绘画 ,建筑 领域 中 创 
造 的 许多 杰作 已 成 为 现代 文明 的 一 
部 分 ,在 数学 方面 ,这 个 时 期 主要 是 
在 中 世纪 大 翻译 运动 的 基础 上 吸收 
希腊 和 阿拉 伯 数 学 成 果 的 时 期 , 它 
为 下 两 个 世纪 数学 的 大 发 展 准备 了 
条 件 。 

日 本 数学 (mathematics in 
Japan) 人 类 从 何 时 才 开 始 定居 
于 日 本 列岛 ,至 今 仍 无 定论 .最 早 居 
住 在 这 里 的 日 本 原 人 也 称 强 纹 人 。 
日 本 的 新 石器 文化 有 强 纹 文化 和 弥 
生 文 化 。 公 元 4 世纪 中 叶 , 在 古代 的 
日 本 建立 了 第 一 个 统一 的 国家 
大 和 国 。645 年 ,日 本 发 生 了 “大 化 革 
新 ”, 由 奴隶 社会 过 滤 到 封建 社会 。 
在 10 世 纪 以 前 ,日 本 国 主要 吸收 外 
来 的 文化 .中 国 、 朝 鲜 和 印度 的 文化 


,对 日 本 都 有 很 大 影响 ,特别 是 中 国 


的 文化 影响 更 大 。10 世 纪 以 后 ,真正 
的 日 本 文化 才 发 展 起 来 .日 本 数学 
的 繁荣 则 更 晚 ,是 17 世 纪 以 后 的 事 。 

日 本 人 把 受 西 方 数学 影响 以 
前 ,按照 自己 的 特点 发 展 起 来 的 数 
学 叫 和 算 ,也 称 日 本 传统 数学 .17 世 
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纪 后 期 至 19 世 纪 中 时 是 和 算 的 兴盛 
时 期 。 

和 算 渊 源 于 中 国 数学 ,并 在 中 
国 古 代数 学 的 直接 影响 下 发 展 起 
来 ,公元 6 一 7 世纪 ,在 日 本 的 飞鸟 、 
奈良 时 代 , 中 国 的 历法 和 数学 就 直 
接 或 间接 地 (通过 朝鲜 ) 传 和 日本。 
在 中 国 唐 朝 ,日 本 政府 曾 多 次 派 留 
学 生来 中 国学 习 数 学 .到 8 世纪 初 ， 
日 本 已 仿照 隋唐 时 期 的 数学 教育 制 
度 设立 算 学 博士 并 采用 《 周 体 算 
经 》《 九 章 算术 》.《 孙 子 算 经 》《 缀 
术 》 等 中 国 古 算 书 作为 教材 ,在 
889 一 897 年 间 修 扎 的 《日 本 国 见 在 
书目 》 中 就 记录 了 这 些 书 籍 .这 是 中 
国 数学 输入 日 本 的 第 一 个 时 期 。 

13 一 47 世纪, 是 中 国 数学 传 入 
日 本 的 第 二 个 时 期 . 宋 末 和 元 初 ,中 
国 算盘 和 数学 书 ,如 《杨辉 算法 》、 
《 算 学 启蒙 )《 算 法 统 宗 ) 等 陆续 传 
入 日 本 ,对 日 本 数学 的 发 展 有 重要 
影响 。1627 年 出 版 了 吉田 光 由 所 著 
《 尘 动 记 》, 使 珠算 术 在 日 本 迅速 得 
到 普及 .《 尘 动 记 ) 的 内 容 与 《算法 统 
宗 ) 极 为 相似 ,只 是 其 中 许多 例题 是 
根据 日 本 的 实际 情况 编写 的 。 这 部 
著作 在 日 本 流行 了 200 多 年 .还 有 几 
部 著作 是 专门 介绍 和 解释 朱 世 杰 
《 算 学 启蒙 ) 的 ,如 《 算 学 启蒙 训 点 》 
( 久 田 率 哲 ,1658) 《新 编 算 学 启蒙 
注解 》( 星 野 实 宣 ,1672)《 算 学 启蒙 
详解 》( 建 部 贤 弘 ,1696) 等 。 早 在 17 


世纪 之 初 ,日 本 数学 家 就 开始 写 出 


自己 的 著作 ,如 毛利 重 能 的 《 割 算 
836220, 55] n fi Ej CREE Ze ) 
(1639) 等 ,到 17 世 纪 末 期 ,通过 关 沧 
和 等 人 的 工作 ,逐渐 形成 了 具有 独 

特 风 格 和 体系 的 日 本 数学 一 一 和 


算 。 

和 算 的 基本 思想 ,由 关 孝 和 、 建 
部 贤 弘 、 久 留 岛 义 太 等 建立 ,经 安 岛 
直 月 、 和 田 宁 等 发 展 ,取得 显著 成 
果 。 

关 沧 和 在 日 本 被 尊 为 算 圣 ,17 
世纪 末 到 18 世 纪 初 ,以 他 为 核心 形 
成 一 个 学 派 ( 关 流 )。 关 氏 学 派 的 主 
ERRE AAR AM AE” AE 
术 ” 是 把 由 中 国 传 入 的 天 元 术 改 为 
笔算 ,并 改进 了 算式 的 记 法 ,这 是 和 
算 特有 的 笔算 代数 学 。“ 圆 理 ? 可 以 
看 作 是 和 算 特 有 的 数学 分 析 。 关 孝 
和 的 弟子 建部 贤 弘 用 分 弧 的 方法 求 
得 弧 长 的 无 穷 级 数 表达 式 , 亦 称 圆 
理 公式 
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关 氏 学 派 在 行列 式 ,方程 理论 、 连 分 
数 、 幻 方 和 不 定 方程 等 方面 也 有 一 
些 成 果 。 久 留 岛 义 太 师承 建部 贤 弘 ， 
他 推广 了 建部 的 圆 理 公 式 ,发 展 了 
圆 理 的 极 数 术 ( 极 大 极 小 问题 ) ,并 
在 西方 数学 家 之 先 发 现 了 欧 拉 函数 
和 行列 式 展 开 定 理 。. 早 期 关 氏 学 派 
的 数学 家 还 有 中 根 元 圭 . 松 永 良 弱 
和 山路 主 住 等 。 

出 路 的 学 生 安 岛 直 圆 是 关 氏 学 
派 的 第 四 代 大 师 , 他 对 日 本 和 算 的 
发 展 产生 过 重要 影响 。 他 深入 到 微 
积分 领域 ,提出 一 种 求 弧 长 的 方法 ， 
利用 等 距 的 平行 线 ,将 圆 分 成 极 次 
的 矩形 ,并 用 级 数 和 极限 法 求 面积 ， 
然后 导出 弧 长 ;又 将 此 法 推广 ,形成 
二 重 积分 , 求 出 了 两 相交 圆柱 公共 
部 分 的 体积 .晚期 的 关 氏 学 派 数 学 
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家 和 田 宁 进一步 改进 了 圆 理 ,他 利 
用 微小 的 切线 线段 进行 计算 ,制作 
了 很 多 数 表 ,使 计算 弧 长 .面积 、 体 
积 等 问题 更 加 简化 。 他 使 用 的 方法 
和 现代 积分 法 的 原理 相近 ,只 是 可 
积分 的 函数 限定 某 些 代数 函数 。 

除了 关 氏 学 派 以 外 ,还 出 现 了 
一 些 较 小 的 学 派 ,例如 以 会 田 安 明 
为 首 的 宅 间 派 在 18 世 纪 末 也 活 腾 起 
来 他们 总 结 了 和 算 中 的 各 种 几何 
问题 ;深入 研究 了 计算 椭圆 ,球面 等 
面积 和 体积 的 公式 ;探讨 了 代数 方 
程 理论 :解决 了 某 些 不 定 方程 问题 
等 等 。 

19 世 纪 中 叶 , 日 本 政府 采取 了 
开国 政策 ,西方 数学 大 量 传人 .明治 
维新 时 期 ,日 本 政府 实行 “和 算 废 
止 , 洋 算 专 用 ”政策 ,和 算 迅 速 误 废 
(只 有 珠算 仍 被 沿用 至 今 ), 同 时 开 
始 了 近代 数学 的 研究 。 日 本 政府 非 
常 重视 数学 教育 ,1887 年 成 立 的 “ 东 
京 数学 物理 学 会 "(后 来 发 展 为 “日 
本 数学 会 ”) 有 力 地 推动 了 中 小 学 的 
近代 数学 教育 ,20 世纪 初 则 加 强 和 
提高 了 大 学 数学 教育 水 平 .除了 大 
批 引进 西方 近代 数学 经 典 著作 之 
外 ,还 向 欧洲 派 遗留 学 生 , 日 本 数学 
很 快 得 到 长 足 的 发 展 ,早期 的 杰出 


代表 是 高 木 贞 治 ,他 所 解决 的 “ 克 罗 - 


内 克 青 春之 梦 ” 是 日 本 数学 家 第 一 
次 作出 的 具有 世界 水 平 的 成 果 。 二 
次 大 战 后 又 涌现 出 一 批 优秀 的 数学 
家 ,其 中 小 平 邦彦 . 广 中 平 祷 等 曾 荣 
获 菲 尔 兹 奖 。 时 至 今日 ,日 本 已 步 入 
世界 上 数学 研究 先进 国家 的 行列 。 
17 世 纪 的 数学 (Mathematics 
in 17th century) 17 世纪 是 由 中 
世纪 过 滤 到 新 时 代 的 时 期 .欧洲 封 


建 社会 开始 解体 , 代 之 而 起 的 是 资 
本 主义 社会 ,生产 力 大 大 解放 .社会 
经 济 的 发 展 和 生产 技术 的 进步 促使 
自然 科学 的 各 学 科 迅 猛 发 展 .例如 
在 航海 方面 ,为 了 确定 船只 的 位 置 ， 
要 求 更 加 精密 的 天 文 观测 ;在 工业 
上 ,从 工场 手工 业 的 生产 方式 向 机 
械 生产 的 过 渡 , 要 求 工 业 资产 阶级 
掌握 机 械 生产 的 技术 ;在 军事 方面 ， 
弹道 学 成 为 研究 的 中 心 课题 ;准确 
时 计 的 制造 ,运河 的 开 玄 ,堤坝 的 修 
筑 , 行 星 的 椭圆 轨道 理论 等 ,也 都 需 
要 很 多 复杂 的 计算 这些 学 科 提出 
了 许多 新 的 数学 课题 , 古 希 腊 以 来 
的 初等 数学 已 经 不 能 满足 需要 。 自 
然 科 学 的 发 展 使 数学 的 面貌 发 生 了 
根本 的 变化 ,涌现 出 许多 汤 新 的 数 
学 领域 ,数学 发 展开 始 进入 新 的 时 


代 。 

在 17 世 纪 初 期 , 纳 皮 尔 发 现 对 
数 ,化 简 了 天 文 计算 ; 徊 利 略 创立 动 
力学 ,奠定 了 近代 力学 的 基础 ; 开 普 
勒 发 现行 星 运动 三 大 定律 ,为 牛顿 
万 有 引力 的 发 现 铺 平 了 道路 ,在 这 
个 世纪 中 期 , 德 扎 格 和 帕斯卡 开辟 
了 射影 几何 学 这 一 新 的 领域 , 笛 卡 
儿 、 费 马 创 立 了 解析 儿 何 学 , 费 马 为 
近代 数论 英 基 , 惠 更 斯 .帕斯卡 、 费 
马 对 早期 概率 论 的 发 展 做 出 重要 贡 
献 .在 17 世 纪 末 期 ,牛顿 和 莱 布 尼 获 
在 17 世 纪 一 大 批 数学 家 工作 的 基础 
上 ,创立 了 微 积分 学 .17 世 纪 对 于 数 
学 来 说 ,是 一 个 极 富 创造 性 的 时 代 。 

苏格兰 贵族 纳 皮 尔 对 数字 计算 
频 有 研究 , 曾 多 次 改进 计算 方法 ,他 
制造 的 “ 纳 皮尔 算 筹 ” 化 简 了 乘法 和 
除法 运算 ,并 用 加 法 代替 乘法 ,用 减 
法 代替 除法 .为 化 简 复杂 的 天 文 计 
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算 , 他 专门 用 几 年 时 间 研 究 运算 体 
系 ,根据 非常 独特 的 .与 质点 运动 有 
关 的 设想 构造 出 所 谓 对 数 方法 ,其 
实质 表现 为 等 差 数 列 与 等 比 数列 之 
间 的 联系 ,在 他 的 《奇妙 的 对 数 表 的 
描述 》(1614) 中 阐明 了 对 数 的 原理 。 
开 普 勒 的 助手 、 瑞 士 数学 家 比尔 吉 
也 独立 地 发 现 了 对 数 ,他 接触 到 复 
杂 而 繁重 的 天 文 计算 ,因此 产生 化 
简 计 算 程 序 的 思想 ,他 造 出 了 等 差 
数列 与 等 比 数列 对 比 的 表 , 并 得 出 
结论 :等 比 数列 各 项 的 乘法 、 除 法 、 
乘 方 和 开 方 运算 等 ,可 以 用 等 差 数 
列 的 与 之 相应 的 项 的 加 法 减法 、 乘 
法 和 除法 来 代替 ,他 建立 的 对 数 体 
系 相当 于 以 e 为 底 的 自然 对 数 。 开 
普 勒 十 分 重视 比尔 吉 的 发 现 ,鼓励 
他 公 诸 于 世 , 但 是 后 者 拖延 了 时 间 ， 
直到 1620 年 才 出 版 了 他 的 对 数 表 。 
拉 普 拉 斯 曾 高 度 评价 对 数 的 意义 ， 
他 说 :“ 对 数 的 发 现 , 简 化 了 天 文学 
家 的 工作 ,延长 了 他 们 的 寿命 。” 
几何 学 在 17 世 纪 发 生 了 重大 变 
划 , 其 中 之 一 是 射影 几何 的 建立 。 文 
艺 复兴 时 期 建立 起 来 的 透视 法 在 17 
世纪 得 到 新 的 发 展 ,其 基本 思想 是 
投影 和 截面 取景 原理 。 在 对 这 一 原 
理 进 行 研究 时 ,人 们 提出 了 一 系列 
新 的 问题 ;一 个 实物 的 原形 与 截 景 
有 什么 共同 的 几何 性 质 ?一 个 原形 
的 两 个 不 同 截 景 之 间 有 什么 共同 的 
性 质 ? 等 等 .为 寻求 上 述 问题 的 答 
案 ,法 国 数学 家 德 扎 格 进行 了 大 量 
的 研究 ,他 引进 无 穷 远 点 .无 究 远 线 
等 概念 ,将 直线 看 作 是 具有 无 穷 大 
半径 的 圆 ,而 切线 是 割 线 的 极限 。 讨 
论 极点 与 极 线 、 透 视 、 透 射 等 问题 。 
他 的 重要 著作 《圆锥 曲线 论 稿 奠定 
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了 射影 几何 的 坚实 基础 ,其 中 给 出 
的 “ 德 扎 格 定理 ”( 若 两 三 角形 对 应 
顶点 联 线 共 点 , 则 对 应 边 交 点 共 线 ， 
其 逆 亦 真 ) 是 全 部 射影 几何 的 基本 
定理 。 对 射影 几何 做 出 贡献 的 第 二 
个 主要 人 物 是 帕斯卡 ,他 用 投射 法 
来 研究 圆锥 曲线 ,在 1640 年 写 出 题 
为 《圆锥 曲线 论 ) 的 著名 论文 ,这 是 
自 阿波 罗 尼 奥 斯 以 来 圆锥 曲线 论 的 
最 大 进步 ,其 中 建立 了 重要 的 “ 巴 斯 
卡 六 边 形 定理 ”: 内 接 于 圆锥 曲线 的 
六 边 形 的 三 组 对 边 的 交点 共 线 , 它 
成 为 射影 几何 的 基本 理论 之 一 。 德 
扎 格 和 巴 斯 卡 的 出 色 工作 在 当时 没 
有 受到 应 有 的 重视 ,人 们 只 是 把 他 
们 的 工作 视 为 欧 风 里 得 几何 的 一 部 
分 。 直 到 18 世 纪 末 ,人 们 才 认 识 到 ， 
他 们 的 方法 和 结果 是 几何 学 一 个 新 
分 支 的 开端 ,这 个 分 支 到 19 世 纪 被 
称 为 射影 几何 学 。 

概率 论 的 兴起 ,最 初 是 由 保险 
事业 的 发 展 ,但 刺激 数学 家 思考 概 
率 论 的 特殊 问题 却 来 自 与 博弈 有 关 
的 问题 .在 16 世 纪 ,意大利 的 一 些 学 
者 开始 研究 掷 仍 子 等 赌博 中 的 一 些 
简单 问题 ,例如 比较 掷 两 枚 般 子 出 
现 总 点 数 为 9 或 10 的 可 能 性 大 小 。17 
世纪 中 叶 ,法 国 数学 家 帕斯卡 、 费 马 
及 荷兰 数学 家 韦 更 斯 利用 排列 组 合 
的 方法 研究 了 一 些 较 复杂 的 赌博 问 
题 ,例如 他 们 曾 热烈 讨论 并 解决 了 
一 个 赌 者 提出 的 难题 , 即 “ 合 理 分 配 
赌注 问题 ”。 后 来 惠 更 斯 写成 t 论 赚 
博 中 的 计算 》(1657) 一 书 ,这 是 概率 
论 最 早 的 论著 .在 以 后 的 二 百 多 年 
中 ,经 过 雅 各 布 * 伯 努 利 . 泊 松 和 拉 
普 拉 斯 等 人 的 工作 ,概率 论 发 展 成 
为 应 用 广泛 的 数学 分 支 。 
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17 世 纪 最 重要 的 数学 成 就 之 一 
是 解析 几何 学 的 创立 , 它 标志 着 变 
量 数学 时 期 的 开始 。 开 普 勒 发 现行 
星 沿 椭 贺 轨 道 绕 太阳 运动 , 佑 利 赂 
发 现 抛 出 去 的 石子 沿 抛物 线 轨 道 飞 
行 ,等 等 .这 一 切 导致 人 们 必须 用 新 
的 有 力 工 具 来 研究 几何 学 。 法 国 数 
学 家 笛 卡 儿 与 费 马 分 享 着 解析 几何 
创立 者 的 荣誉 。 笛 卡 儿 是 17 世 纪 最 
杰出 的 哲学 家 和 自然 科学 家 之 一 。 
他 试图 建立 一 种 普遍 的 数学 ,把 算 
术 、 代 数 、 几 何 统 一 起 来 ,这 种 动机 
导致 他 创立 解析 几何 学 ,他 在 4 几何 
学 》(1637) 中 阐明 了 解析 几何 的 原 
理 , 后 人 把 它 作 为 解析 几何 的 起 点 。 
在 4 几何 学 》 中 ,第 一 次 出 现 变量 与 
函数 的 思想 (不 过 他 没有 使 用 这 两 
个 术语 ). 笛 卡 儿 所 谓 的 变量 ,是 指 
具有 变化 长 度 和 不 变 方向 的 线段， 
还 指 连续 经 过 坐标 轴 上 所 有 点 的 数 
字 变 量 . 正 是 变量 的 这 两 种 形式 使 
笛 卡 儿 试 图 创造 一 种 几何 与 代数 互 
相 渗 透 的 科学 。 笛 卡 儿 从 天 文 和 地 
理 的 经 纬 制 度 出 发 ,建立 了 平面 上 
的 点 与 实数 对 (z,y) 之 间 的 对 应 关 
系 ,然后 指出 二 元 方程 F(z,y) 一 0 
可 以 确定 平面 上 的 一 条 曲线 ,而 用 
代数 方法 处 理 方程 F(z,y)= 二 0 又 可 
得 知 曲线 的 性 质 。 他 还 根据 代数 方 
程 的 性 质 将 曲线 进行 分 类 , 提出 了 
一 系列 新 颖 的 思想 。 费 马 继承 了 书 
达 用 代数 来 解决 几何 问题 的 方法 ， 
深入 研究 轨迹 问题 .他 在 《平面 与 立 
体 轨迹 引 论 》 中 ,专门 讨论 直线 、 贺 
和 圆锥 曲线 ,提出 一 种 轨迹 理论 .其 
中 阐明 解析 几何 的 原理 :“ 由 两 个 未 
知 量 闫 定 的 一 个 方程 , 它 对 应 着 一 
条 轨迹 一 一 一 条 直线 或 曲线 。” 这 个 


原理 之 中 孕育 着 变量 的 思想 .虽然 
古 希 腊 数 学 家 阿波 罗 尼 奥 斯 就 已 使 
用 过 坐标 法 ,但 是 备 卡 儿 和 费 马 第 
一 次 切 确 地 陈述 了 用 方程 表示 几何 
图 形 的 一 般 方法 ,他 们 的 工作 近 出 
了 超越 希腊 几何 学 的 最 重要 的 一 
步 ,应 该 指出 , 笛 卡 儿 和 费 马 使 用 的 
坐标 系 是 不 完善 的 .意大利 数学 家 
ERI B Rc BUR Se ER HAUS 
围 的 面积 ,牛顿 也 把 极 坐 标 看 成 是 
确定 平面 上 点 的 位 置 的 一 种 方法 。 

解析 几何 学 的 产生 不 仅 使 几何 
学 本 身 发 生 了 重大 变革 ,而 且 改 变 
了 整个 数学 的 面 绞 , 随 之 而 来 的 是 
微 积分 的 创立 ,这 是 17 世 纪 最 光辉 
的 数学 成 就 . 微 积分 的 思想 萌 革 可 
LGB MERI S M RH, B EO M A 
工作 中 就 孕 含 着 定 积分 的 思想 。 在 
17 世 纪 ,最 早 研究 体积 问题 的 是 开 
普 勒 ,他 利用 所 谓 “ 无 限 小 元 素 法 ” 
(一 种 闫 似 “ 原 子 论 ”的 方法 ) 求 出 近 
百 个 施 转 体 的 体积 在 开 普 勒 的 影 
响 下 , 卡 瓦 列 里 也 开展 了 这 方面 的 
研究 .他 把 “无 限 小 元 素 法 "发 展 成 
纯粹 的 几何 方法 ,所 出 了 著名 的 “不 
可 分 原理 ”( 见 不 可 分 原理 ) 并 用 这 
个 原理 确定 了 一 些 面积 的 比值 , 相 
当 于 计算 出 定 积分 | ren fl. 
这 些 带 有 普遍 性 的 结果 对 定 积分 计 
算 方法 的 建立 产生 了 积极 的 影响 。 
意大利 数学 家 托 里 切 利 、 英 国 数学 
REHN RERE RHE AD 
RUP PURA A ALBUS KLAR 
的 不 可 分 原理 算术 化 ,或 者 给 出 较 
严格 的 证 明 。 

在 17 世 纪 , 关 于 求 曲线 切线 的 
问题 ,最 先 发 表 的 是 笛 卡 儿 关于 法 
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线 的 作法 (1637), 后 来 他 又 给 出 另 
一 种 作法 ,其 实质 是 把 切线 看 成 是 
割 线 的 极限 位 置 . 费 马 在 他 的 论文 
《 求 极 大 值 与 极 小 值 的 方法 ) 中 , 建 
立 了 求 函 数 极 值 的 一 种 方法 ,相当 
于 给 出 可 微 函 数 取 极 值 的 必要 条 
件 。 他 还 利用 同样 的 方法 求 出 了 平 
面 曲线 的 切线 。 罗 贝 下 尔 和 托 里 切 
利 从 运动 学 的 角度 来 研究 曲线 切线 
的 作法 ,他 们 把 曲线 视 为 质点 的 运 
动 轨迹 ,并 把 质点 的 运动 看 成 是 铅 
直 运 动 和 水 平 运动 的 合成 .如 果 这 
两 个 运动 的 大 小 和 方向 是 已 知 的 ， 
则 其 合成 运动 的 方向 就 是 曲线 在 这 
点 的 切线 方向 一 一 由 平行 四 边 形 法 
则 来 确定 .牛顿 的 老师 ,英国 数学 家 
巴 罗 在 他 的 《几何 学 讲义 } 中 ,也 研 
究 了 切线 的 作法 .他 利用 “微分 三 角 
形 ? 把 切线 的 斜率 定义 为 函数 增 量 
和 自 变 量 增 量 这 两 个 无 穷 小 量 的 
比 。 他 的 方法 中 已 包含 现代 微分 法 
WAM. 4FHBURT GE B JU 2c B EKE 
们 为 微 积分 的 创立 作 了 大 量 的 准备 
工作 ,但 是 他 们 都 没 能 揭示 出 微分 
和 积分 的 内 在 联系 。 最 后 这 关键 的 
一 步 是 由 两 位 大 师 完成 的 。 
牛顿 早年 在 剑桥 得 到 巴 罗 的 指 
导 , 他 研究 了 笛 卡 儿 、 沃 利 斯 和 巴 罗 
等 人 的 著作 ,这 些 工作 对 他 发 现 微 
积分 学 起 到 强烈 的 刺激 作用 。 牛 顿 
从 运动 学 的 角度 来 考虑 问题 ,认为 
所 谓 变量 就 是 量 的 连续 运动 。 他 称 
变量 为 流 数 , 称 其 变化 率 为 流 率 .他 
的 创造 性 工作 在 1665 一 1666 年 完 
成 ,主要 体现 在 下 面 三 本 小 册子 中 ， 
《运用 无 穷 多 项 方程 的 分 析 学 》《 流 
数 法 与 无 穷 级 数 》 和 《曲线 求 积 法 》。 
牛顿 关于 微 积 分 的 基本 论著 完成 之 


后 ,经 过 很 长 时 间 才 发 表 出 来 .他 在 
《自然 上 哲学 的 数学 原理 X1687) 中 使 
用 了 流 数 法 及 其 逆 运 算 , 他 的 流 数 
法 才 公布 于 世 。 莱 布 尼 欧 在 1675 年 
前 后 得 到 微 积分 的 要 领 ,他 从 几何 
学 的 角度 考虑 问题 ,研究 了 巴 罗 等 
人 的 著作 ,意识 到 微分 和 积分 是 相 
反 的 过 程 ,他 把 微分 看 作 是 变量 相 
邻 二 值 的 无 限 小 的 差 , 而 积分 则 以 
变量 分 成 的 无 穷 多 个 微分 之 和 的 形 
式 出 现 。 芋 布 尼 获 关于 微 积分 学 的 
最 早 论 文 于 1684 年 发 表 在 《学 艺 ) 杂 
志 上 ,他 所 创立 的 优越 符号 对 微 积 
分 的 传播 和 发 展 有 很 大 影响 ,现在 


所 使 用 的 请、 | 等 符号 就 是 莱 布 


尼 茨 创始 的 。 他 的 微 积分 为 伯 努 利 
家 族 和 欧 拉 等 数学 家 所 继承 ,在 18 
世纪 得 到 发 扬 光 大 。 
综 上 所 述 ,17 世 纪 的 数学 是 沿 
着 超越 希腊 数学 传统 的 趋势 而 发 展 
起 来 的 ,人 们 冲破 希腊 人 的 框框 使 
数学 向 代数 化 方向 前 进 .数学 和 其 
他 自然 科学 紧密 联系 在 一 起 , 合 利 
赂 确定 的 实验 科学 和 理论 力学 基 
础 ,为 牛顿 开辟 了 道路 ,促进 了 数学 
的 发 展 ,也 确立 了 数学 在 自然 科学 
中 的 地 位 .数学 知识 在 17 世 纪 得 到 
广泛 的 交流 和 传播 , 意 、 法 、 英 、 德 、 
俄 等 国 相继 成 立 了 科学 学 会 或 研究 
院 ,它们 所 创办 的 科学 刊物 成 为 交 
流 新 科学 思想 的 重要 工具 。 所 有 这 
些 都 为 下 个 世纪 的 数学 繁荣 准备 了 
条 件 。 
18 世 纪 的 数学 Cmathematics 
in 18th century) 18 基 纪 是 文化 
史上 称 为 启蒙 时 期 的 时 代 。 英 国 首 
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先 发 生 工业 革命 ,以 后 遍及 欧洲 。 法 
国 和 德国 相继 兴起 了 启蒙 运动 , 反 
对 封建 制度 和 宗教 权威 ,提倡 民主 
和 自由 。 人 类 的 思想 得 到 进一步 解 


件 。 
微 积 分 学 自 17 世 纪 创 立 以 来 ， 


在 稳步 而 深入 地 向 前 发 展 ,并 在 理 ” 


论 物 理 、 力 学 和 天 文学 许多 方面 得 
到 大 量 应 用 。 这 些 应 用 刺激 和 推动 
了 许多 新 分 支 的 产生 :微分 方程 .无 
穷 级 数论 .微分 几何 、 变 分 学 、 复 变 
函数 论 等 。 微 积分 本 身 及 这 些 学 科 
的 发 展 是 18 世 纪 数 学 最 重要 的 内 
容 . 正 是 由 于 这 些 新 学 科 的 出 现 和 
发 展 ,使 分 析 学 形成 了 在 内 容 和 方 
法 上 都 具有 鲜明 特点 的 独立 的 数学 
领域 , 它 成 为 与 代数 .几何 并 列 的 数 
学 三 大 分 支 之 一 ,18 世 纪 数 学 本 身 
的 发 展 ,以 及 这 个 世纪 后 期 数学 研 
究 活动 的 扩张 和 数学 教育 的 改革 都 
为 19 世 纪 数 学 的 发 展 准备 了 条 件 。 

微 积分 学 的 深入 发 展 ,在 英国 
和 欧洲 大 陆 是 循 着 不 同 的 路 线 进行 
的 。 

18 世 纪 早 期 英国 牛顿 学 派 的 代 
表 人 物 有 泰勒 ,马克 劳 林 、 棣 莫 弗 和 
斯 特 林 等 .泰勒 发 现 的 著名 定理 

FG —fG)EM GEL 

(+ 

是 把 函数 展 成 无 穷 级 数 的 最 有 力 的 
方法 .为 反 驱 伯克利 主教 对 牛顿 流 
数 法 的 攻击 ,马克 劳 林 发 表 了 著名 
的 《 流 数 通论 》(1742) ,对 微 积分 作 
出 系统 处 理 。 泰 勒 . 马 克 劳 林 之 后 ， 
英国 数学 陷于 长 期 停滞 僵化 的 状 
态 . 这 是 因为 ,17 世 纪 末 即 已 爆发 的 


i 


放 , 为 科学 的 发 展 创造 了 良好 的 条 


发 明 微 积分 优先 权 的 争论 ,滋长 了 
不 列 颠 数学 家 们 狭隘 的 民族 偏见 ， 
他 们 出 于 对 牛顿 的 崇拜 ,固守 牛顿 
迁 回 的 几何 手法 ,停止 了 与 欧洲 大 
陆 的 数学 交流 。 

与 此 对 照 ,在 海峡 对 岸 ,新 分 析 
在 莱 布 尼 世 的 继承 者 们 的 推动 下 莲 
勃发 展 起 来 。 伯 努 利 家 族 的 数学 家 


. 们 首先 继承 并 推广 莱 布 尼 芯 的 学 


说 , 雅 各 布 第 一 运用 莱 布 尼 获 引用 
的 符号 j, 并 称 之 为 积分 , 莱 布 尼 获 
采用 他 的 建议 ,并 列 使 用 “微分 学 ” 
与 “积分 学 ”两 个 术语 .他 还 利用 莱 
布 尼 获 的 计算 方法 ,解决 了 一 系列 
的 几何 问题 ,如 定义 了 平面 曲线 的 
曲率 半径 ,研究 了 对 数 螺 线 , 悬 链 
线 ,发 现 了 双 纽 线 等 雅 各 布 第 一 的 
弟弟 约 验 第 一 在 莱 布 尼 获 的 协助 之 
下 发 展 和 完善 了 微 积 分 学 ,他 借助 
于 常量 和 变量 ,用 解析 表达 式 来 定 
义 函 数 ,这 比 在 此 之 前 对 函数 的 几 
何 解释 有 明显 的 进步 。 他 在 求 -型 
不 定式 的 值 时 ,发 现 了 现 称 为 洛 必 
达 法 则 的 方法 。 他 还 完善 和 发 展 了 
积分 计算 法 ,例如 ,他 解决 了 有 理 分 
式 的 积分 问题 。 约 输 的 学 生 、 法 国 数 
学 家 洛 必 塔 根据 约翰 的 讲义 ,编写 
了 第 一 本 系统 论述 微分 学 的 教程 ， 
对 传播 微分 学 起 到 很 大 作用 。 

欧 拉 在 伯 努 利家 族 的 影响 下 成 
长 起 来 ,成 为 18 世 纪 数 学 的 中 心 人 
物 . 他 把 由 伯 努 利家 族 继承 下 来 的 
莱 布 尼 获 的 分 析 学 加 以 系统 整理 ， 
于 1748 年 出 版 了 《无 穷 分 析 引 论 》， 
这 部 巨著 与 他 随后 发 表 的 《微分 学 
原理 》(1755)、《 积 分 学 原理 》 
(1768—1770) ,标志 着 徽 积分 历史 


—————— e o an 
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上 的 一 个 转折 :以 往 的 数学 家 们 都 
以 曲线 作为 微 积分 的 主要 研究 对 
象 ,而 欧 拉 风 第 一 次 把 函数 放 在 中 
心 位 置 微 积分 从 此 被 看 作 是 关于 
函数 的 理论 ,并 且 是 建立 在 函数 的 
微分 的 基础 之 上 ,函数 概念 本 身 也 


由 于 欧 拉 等 人 的 研究 而 大 大 丰富 。 


数学 家 们 开始 明确 区 分 代数 函数 与 
超越 函数 , 隐 范 数 与 显 函 数 、. 单 值 函 
数 与 多 值 函数 等 ;通过 对 一 些 困 难 
积分 问题 的 求解 ,建立 了 一 系列 新 
的 超越 函数 ,如 了 函数 ,8 HR UR 
圆 不 定 积分 等 ;已 有 的 对 数 、 指 数 和 
三 角 函 数 的 研究 不 仅 进一步 系统 化 
TERE IRRI. 

在 整个 18 世 纪 , 数 学 家 们 忙于 
获得 新 成 果 , 对 微 积分 本 身 的 严密 
性 很 少 注意 .人 们 对 函数 .导数 、 微 
分 .连续 性 等 基本 概念 还 没 形成 统 
一 的 认识 ,对 级 数 与 积分 的 收敛 问 
题 , 累 次 积分 交换 次 序 问题 ,微分 方 
程 解 的 存在 与 唯一 问题 等 ,都 很 少 
过 问 。 尽 管 如 此 ,也 有 一 些 数学 家 对 
建立 微 积分 的 严格 基础 作出 了 重要 
尝试 .除了 欧 拉 的 函数 理论 外 ,18 世 
纪 另 一 位 天 才 的 数学 大 师 拉 格 朗 日 
试图 使 微 积分 摆脱 无 穷 小 量 和 极 
限 , 而 采取 了 所 谓 “代数 的 途径 "他 
在 1797 年 出 版 的 (解析 函数 论 ) 中 ， 
提出 用 函数 的 泰勒 级 数 来 定义 它 的 
各 阶 导 数 ,并 以 此 作为 微 积分 理论 
的 出 发 点 。 法 国 数学 家 达 朗 贝尔 也 
试图 对 微 积分 作出 严格 的 论证 ,他 
首次 把 极限 理论 作为 微 积分 的 基 
础 ,并 给 出 单调 递增 变量 的 极限 的 
严格 定义 。 欧 拉 、 拉 格 朗 日 和 达 朗 贝 
尔 的 工作 为 19 世 纪 微 积分 的 严格 表 
述 提供 了 方向 。 


在 这 个 世纪 里 , 同 物理 、 力 学 的 
有 机 结合 是 数学 发 展 的 显著 特色 之 
一 。 几 乎 所 有 的 数学 家 都 以 极 大 的 
热情 致力 于 运用 微 积 分 的 新 工具 去 
解决 各 种 物理 、 力 学 问题 .18 世 纪 数 
学 界 的 代表 人 物 欧 拉 同 时 也 是 杰出 
的 理论 物理 学 家 ,而 分 析 大 师 拉 格 


` 朗 日 最 人 负 盛 名 的 著作 是 《分 析 力 


学 》. 分 析 数 学 的 发 展 直接 受到 物理 
和 力学 问题 的 推动 ,一 方面 数学 为 
解决 物理 力学 (及 天 文学 ) 而 创造 
出 新 的 方法 和 理论 , 另 一 方面 ,物理 
学 和 力学 的 进展 也 越 来 越 需要 新 的 
数学 方法 和 理论 作为 它 的 工具 。 这 
种 广泛 的 应 用 使 一 系列 新 的 数学 分 
支 在 18 世 纪 成 长 起 来 。 

常 微分 方程 的 发 展 从 17 世 纪 末 “ 
开始 .三 体 问题 . 摆 的 运动 及 弹性 理 
论 等 的 数学 描述 引出 了 一 系列 常 微 
分 方程 .18 世 纪 的 数学 家 主要 致力 
于 寻找 常 微分 方程 的 通 解 。 莱 布 尼 
区 给 出 齐 次 方程 和 线性 方程 的 通 
解 ,他 还 和 伯 努 利 兄弟 利用 某 种 变 
换 把 所 谓 “ 伯 努 利 方程 ”化 为 线性 方 
程 。 约 翰 第 一 * 伯 努 利 还 给 出 高 阶 线 
性 方程 的 降 阶 法 。 欧 拉 从 1728 年 开 
始 对 二 阶 方 程 进行 系统 研究 ,他 用 
指数 变换 =e 求 出 常 系数 线性 方 
程 的 通 解 ,还 建立 了 任意 阶 常 系数 
齐 线性 方程 的 古典 解法 .丹尼尔 * 伯 
ELLOS NETS I PS 
也 都 对 二 阶 方程 进行 了 深入 研 
究 。 

在 18 世 纪 中 叶 , 由 于 数学 物理 
中 的 问题 ,首先 是 关于 藤 振 动 的 问 
题 , 开 始 了 偏 微分 方程 的 研究 .1746 
年 达 朗 贝尔 建立 了 第 一 个 弦 振 动 方 
程 
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这 种 方程 很 快 被 欧 拉 推广 到 二 维和 
三 维 的 情形 。 由 于 对 万 有 引力 的 研 
究 , 欧 拉 在 1752 年 又 建立 了 所 谓 “ 位 
势 方 程 ” 


拉 格 谓 日 和 勒 让 德 特别 是 后 者 深入 
研究 了 位 势 方程 的 解 的 性 质 ,由 此 
引出 所 谓 “ 勒 让 德 多 项 式 ”, 一 阶 偏 
微分 方程 首先 出 现在 流体 力学 和 几 
何 问题 之 中 ,在 流体 力 学 中 还 出 现 
了 第 一 个 偏 微分 方程 组 (1755)。 

到 18 世 纪 末 期 ,微分 方程 已 发 
展 成 为 一 门 极 重要 的 数学 学 科 , 并 
且 成 为 研究 自然 科学 的 有 效 工 具 。 

变 分 法 的 发 展 是 与 微 积分 的 发 
展 交融 在 一 起 的 ,在 17 世 纪 末 ,约翰 
第 一 * 伯 努 利 曾 向 数学 界 提出 挑战 ， 
征求 对 “最 速 降 线 ” 问 题 的 解 .问题 
的 提 法 与 求 普通 的 函数 极 值 不 同 ， 
它 是 寻求 一 个 满足 某 些 条 件 的 极 值 
函数 , 即 泛 函 的 极 值 . 牛 顿 . 莱 布 尼 
菠 、 洛 必 达 、 伯 努 利 兄弟 等 都 给 出 了 
正确 的 答案 ( 摆 线 )。 变 分 法 的 葛 基 
者 是 欧 拉 , 他 从 1728 年 开始 寻求 泛 
沙 极 值 的 一 般 解 法 ,1736 年 得 到 泛 
函 极 值 有 和 解 的 必要 条 件 , 并 陆续 求 
出 许多 泛 函 间 题 的 极 值 ,法 国 数学 
家 克 莱 罗 于 1733 年 发 表 的 论文 《 论 
极 大 极 小 的 某 些 问题 ?是 变 分 学 的 
第 一 篇 重要 论著 , 而 欧 拉 1744 年 的 
论文 (寻求 具有 某 种 极 大 或 极 小 性 
质 的 曲线 的 技巧 ) 标 志 着 变 分 法 的 
诞生 . 拉 格 朗 日 在 18 世 纪 中 期 开始 
研究 变 分 法 ,在 1755 年 的 论文 中 解 
决 了 更 广 一 类 的 问题 ,同时 也 得 到 


了 欧 拉 的 必要 条 件 。 拉 格 朗 日 和 欧 
拉 通 信 讨 论 有 关 泛 函 极 值 的 问题 ， 
并 把 这 种 新 方法 称 为 变 分 法 。 拉 格 
朗 日 还 首先 把 变 分 法 置 于 分 析 的 基 
础 之 上 ,充分 利用 变 分 法 来 建立 分 
析 力 学 体系 ,全 部 力学 被 他 化 归 为 
一 个 统一 的 变 分 原理 一 一 虚 功 原 
3B. 

在 18 世 纪 30 至 40 年 代 , 欧 拉 曾 
利用 等 级 数 详细 讨论 过 初等 复 变 函 
数 的 性 质 ,并 得 到 了 著名 的 欧 拉 公 
XX e” = cosz-Fisinz, 35 BB 91 ZUR Chr 
分 别 在 1752 和 1777 年 的 论文 中 讨论 


复 函 数 f(z) 一 zx 十 刀 的 导数 存在 的 


条 件 ,导出 了 著名 的 达 朗 贝尔 - 欧 拉 
方程 (后 来 更 多 地 称 为 柯 西 - 黎 曼 方 
程 )。 拉 普 拉 斯 在 这 一 时 期 也 研究 过 
复 函 数 的 积分 ,但 是 以 上 三 人 的 工 
作 都 存在 着 本 质 上 的 局 限 性 (没有 
把 f(z) 看 成 是 一 个 基本 实体 ) ,第 
一 个 试图 建立 复 变 函 数 的 系统 理论 
的 是 拉 格 裔 日 ,他 想 利 用 圭 级 数 来 
建立 解析 函数 的 全 部 理论 ,但 是 没 
有 落得 成 功 . 尽 管 如 此 ,他 们 的 工作 
已 为 19 世 纪 复 变 函 数 的 全 面 发 展 葛 
定 了 基础 。 

这 些 新 分 支 与 微 积分 本 身 一 
起 ,形成 了 被 称 之 为 “分 析 ” 的 广大 
领域 .在 18 世 纪 ,其 繁荣 程度 远 远 超 
过 代数 与 几何 。 数 学 家 力图 用 纯 分 
析 的 手法 以 摆脱 对 几何 论证 的 依 
赖 ,这 种 倾向 是 18 世 纪 数 学 发 展 的 
一 个 特点 。 

在 18 世 纪 , 几何 与 代数 也 都 获 
得 了 一 定 的 发 展 .解析 几何 在 这 个 
世纪 成 为 一 个 独立 的 且 充 满 活力 的 
数学 分 支 .虽然 牛顿 和 雅 格 布 第 一 
伯 努 利 对 特殊 问题 曾 使 用 过 极 坐 
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标 , 但 极 华 标 的 正式 、 普 遍 使 用 开始 
于 瑞士 数学 家 协 尔 曼 1729 年 的 工 
作 , 他 利用 极 坐 标 研究 一 般 的 曲线 ， 
并 建立 了 从 直角 坐标 到 极 坐 标的 变 
换 公 式 。 英 国 数学 家 斯 特 灵 把 平面 
二 次 曲线 的 一 般 方程 化 为 标准 形 
(1717), 欧 拉 建 立 了 平面 曲线 的 参 
数 方程 (1748) 。 空 间 解析 几何 是 在 
18 世 纪 发 展 起 来 的 。 约 输 第 一 “ 伯 努 
利 引 进 了 现在 通用 的 三 个 坐标 平面 
(1715); 法 国 数学 家 帕 朗 最 早 使 用 
三 个 坐标 变量 的 方程 表示 曲面 ; 克 
EX ESI AE s 
次 曲面 的 方程 ;等 等 。 欧 拉 和 蒙 日 对 
空间 解析 几何 也 都 有 过 重要 工作 ， 
前 者 用 坐标 变换 把 三 个 变量 的 二 次 


方程 化 为 标准 形 ,得 到 了 6 种 曲面 ; - 


后 者 则 前 明 二 次 曲面 的 截 线 是 二 次 
曲线 ,并 研究 了 直 纹 曲面 的 性 质 等 。 

微分 几何 在 很 大 程度 上 也 是 微 
积分 的 自然 产物 , 它 与 解析 几何 同 
夺 发 展 起 来 并 在 18 世 纪 形 成 独立 的 
学 科 。 对 于 平面 曲线 的 研究 ,在 17 世 
纪 末 已 得 到 许多 结果 ,18 世 纪 主 要 
是 发 展 空间 曲线 和 曲面 的 理论 。 空 
间 曲 线 的 理论 由 克 莱 罗 开创 经 欧 拉 
的 工作 而 完善 。 克 莱 罗 (1731) 解 析 
地 论述 了 空间 曲线 的 基本 问题 ,他 
称 空间 曲线 为 “ 双 曲 率 曲线 ”, 研 究 
了 其 切线 、 法 线 , 给 出 了 弧 长 表达 
式 , 欧 拉 最 初 (1774) 是 为 探索 扭曲 
线 的 形状 问题 而 开始 空间 曲线 的 研 
究 ,他 用 参数 方程 (以 弧 长 为 参数 ) 
来 表示 空间 曲线 ,并 引进 了 球面 指 
标 线 的 概念 ,推导 出 曲率 半径 的 表 
达 式 。 法 国 数学 家 朗 克 雷 也 研究 了 
空间 曲线 理论 ,给 出 了 挠 率 的 表达 
” 式 。 他 们 的 工作 在 19 世 纪 被 柯 西 发 


展 ,曲面 理论 是 从 研究 曲面 上 的 测 
地 线 开始 的 . 欧 拉 在 1760 年 的 论著 
《关于 曲面 上 曲线 的 研究 ) 中 建立 了 
曲面 的 理论 ,对 微分 几何 作出 重要 
贡献 , 蒙 日 自 1771 年 开始 发 表 的 一 
系列 论文 使 微分 几何 在 18 世 纪 的 发 
展 达到 高 峰 ,他 及 其 学 生 全 面 概括 
了 空间 曲线 的 一 般 理论 ,并 在 可 展 
曲面 、 极 小 曲面 .曲面 曲率 及 各 种 曲 


面 艇 等 方面 获得 了 系统 的 结果 。 蒙 


日 还 通过 其 几何 研究 建立 了 偏 微分 
方程 的 特征 理论 。 蒙 日 的 《 画 法 几何 
学 》 在 18 世 纪 重 新 唤起 对 综合 几何 
的 兴趣 ,他 指出 画 法 几何 只 是 投影 
几何 的 一 个 方面 ,这 促进 了 更 一 般 
的 投影 几何 学 与 几何 变换 理论 的 发 
展 。 

在 18 世 纪 , 代 数 很 难 与 分 析 分 
开 , 它 在 许多 情形 下 都 服从 于 分 析 ， 
而 促进 代数 发 展 的 大 量 因素 也 来 自 
分 析 。 人 们 对 于 无 理 数 和 复数 的 认 
识 有 了 一 定 进 展 。 欧 拉 、 兰 伯 特 和 勤 
让 德 等 研究 了 a 的 无 理性 ,并 区 分 
了 代数 数 和 超越 数 。 欧 拉 提 出 复数 
的 对 数 的 正确 认识 , 达 朗 贝尔 关于 
一 切 虚 数 都 有 形式 a 十 如 的 断言 开 
始 被 同时 代 人 接受 。 对 方程 理论 的 
研究 ,是 18 世 纪 代 数学 的 主要 内 容 。 
从 18 世 纪 中 时 开始 ,许多 数学 家 如 
达 朗 贝尔 、 拉 格 朗 日 . 欧 拉 等 都 在 研 
究 代 数 基本 定理 。 直 到 1799 年 ,高 斯 
才 给 出 第 一 个 实质 性 的 证 明 ,. 高 于 
四 次 的 代数 方程 的 根 式 求解 问题 始 
终 困 扰 着 18 世 纪 的 数学 家 ,高 斯 对 
二 项 方程 的 研究 及 拉 格 郎 日 对 方程 
的 根 的 有 理沙 数 及 其 置换 的 研究 为 
19 世 纪 代 数学 的 革命 性 发 展开 辟 了 
道路 。 
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18 世 纪 的 数学 研究 活动 ,大 部 
分 与 欧洲 各 国 的 科学 院 相 联系 ,在 
大 学 里 长 期 存在 数学 教学 与 研究 分 
离 、. 脱 节 的 现象 .到 18 世 纪 末 , 格 丁 
根 大 学 开始 强调 教学 与 研究 的 结 
合 。 法 国 大 革命 时 期 建立 的 巴黎 综 
合 工科 学 校 和 巴黎 高 等 师范 学 校 则 
成 为 新 型 的 科学 教育 和 研究 机 构 的 
典范 ,它们 对 19 世 纪 数 学 研究 的 开 
展 有 极 大 的 影响 ,社会 政治 环境 对 
”18 世 纪 数 学 的 发 展 有 直接 的 影响 。 
英国 学 术 界 的 保守 气氛 , 同 拥 教 保 
王 的 政治 环境 不 无 关系 ,而 法 国 大 
革命 则 提供 了 社会 变革 影响 数学 事 
业 的 典型 史 例 .18 世 纪 法 国 最 优秀 
的 数学 家 ,几乎 都 被 吸收 到 革命 政 
权 的 各 项 改革 活动 中 去 .而 拉 格 朗 
日 . 拉 普 拉 斯 \ 紫 日 . 勒 让 德 等 都 受 
聘 出 任 巴 黎 综合 工科 学 校 或 巴黎 高 
等 师范 学 校 的 数学 教授 . 蒙 日 还 兼 
综合 工科 学 校 的 校长 。 他 们 的 工作 ， 
使 这 两 所 学 校 成 为 新 一 代数 学 家 的 
RE. 

19 世 纪 的 数学 (mathematics 
in 19th century) 19 世纪 是 整个 
人 类 文化 发 展 史上 的 一 个 重要 时 
期 ,近代 自然 科学 在 这 一 世纪 发 展 
到 更 深入 .更 全 面 的 地 步 ,在 数学 领 
域 则 表现 出 前 所 未 有 的 发 展 和 成 
就 . 非 欧 几 何 的 诞生 和 射影 几何 的 
复兴 ,函数 论 的 创立 与 分 析 学 的 严 
格 化 ,近世 代数 的 创始 ,数学 公理 化 
运动 的 开端 等 都 是 19 世 纪 最 典型 的 
数学 成 就 .空前 的 创造 精神 与 高 度 
的 严格 精神 是 19 世 纪 数 学 发 展 的 主 

18 世 纪 数 学 发 展 的 主流 是 微 积 
分 学 的 扩展 , 它 与 物理 、 力 学 和 天 文 


学 的 问题 密切 相 联 。 微 积分 的 运用 
使 这 些 自然 科学 领域 迅猛 发 展 ,到 
18 世 纪 末 ,已 经 达到 一 种 相对 完美 
的 程度 ,这 使 得 数学 界 产生 一 种 对 
数学 发 展 前 途 悲观 的 情绪 ,许多 著 
名 的 数学 家 觉得 数学 源泉 已 经 枯 
竟 , 而 事实 上 ,数学 却 正 处 于 全 面 兴 
旺 发 达 的 前 夜 :18 世 纪 的 数学 家 忙 
于 获取 微 积分 的 成 果 与 应 用 , 较 少 
顾及 其 概念 与 方法 的 严密 性 ,到 18 
世纪 末 ,为 微 积分 奠基 的 工作 已 人 迫 
切 地 摆 在 数学 家 面前 ;另外 ,分 析 学 
之 外 的 数学 分 支 在 18 世 纪 也 积累 了 
一 批 重要 问题 ,如 复数 的 意义 , 欧 氏 
几何 中 平行 公设 的 地 位 、 高 次 代数 
方程 根 式 可 解 性 等 ,在 18 世 纪 末 已 
引起 数学 家 极 大 的 关注 ;再 有 ,从 18 
世纪 开始 ,自然 科学 出 现 众多 新 的 
研究 领域 ,从 数学 外 部 给 予 数学 以 
新 的 推动 力 . 这 些 因 素 促成 了 19 世 
纪 数 学 的 茵 勃发 展 。 

19 世 纪 殉 洲 的 社会 环境 也 为 数 
学 发 展 提供 了 适宜 的 舞台 .法 国资 
产 阶 级 大 革命 所 造成 的 民主 精神 和 
重视 教育 的 风尚 ,鼓励 大 批 有 才干 
的 青年 进入 数学 教育 和 研究 领地 。 
法 国 在 19 世 纪 一 直 是 最 活 有 的 数学 
中 心 之 一 ,涌现 出 一 批 优秀 人 才 ,如 
传 立 叶 、 泊 松 、 庞 斯 列 . 柯 西 . 刘 维 
RWF RRA ERA 
布 . 庞 加 莱 、 阿 达 马 等 .法 国 革命 的 
影响 波及 欧洲 各 国 ,使 整个 学 术 界 
思想 十 分 活 牙 ,冲击 到 所 有 禁区 LE 
国 新 一 代数 学 家 克服 了 近 一 个 世纪 
以 来 以 牛顿 为 偶像 的 固步自封 局 
面 , 成 立 了 向 欧洲 大 陆 数 学 学 习 的 
“分 析 学 会 ,使 英国 进入 世界 数学 
发 展 的 潮流 。 英 国 数学 界 的 杰出 人 
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物 有 皮 科 克 、 格 林 、 哈 密 顿 . 德 * 摩 
根 , 西 尔 维 斯 特 、 凯 莱 , 布 尔 等 .从 18 
世纪 下 半 叶 起 ,德国 的 思想 意识 领 
域 一 直 十 分 活跃 ,这 对 数学 的 发 展 
产生 了 很 大 影响 .从 高 斯 登 上 数学 
舞台 ,德国 逐渐 成 为 与 法 国 并 驾 齐 
驱 的 又 一 个 世界 数学 中 心 . 除 高 斯 
外 , 麦 比 乌 斯 . 施 陶 特 、 普 吕 克 、 雅 可 
比 , 狄 利克 雷 ,格拉 斯 曼 、 库 默 尔 、 外 
尔 斯 特 拉 斯 、 克 罗 内 克 、 黎 曼 、 戴 德 
4&.G. 康 托 尔 .C.F. 克 莱 因 、 希 尔 伯 
特等 都 是 19 世 纪 最 重要 的 数学 家 。 
处 于 数学 中 心 之 外 的 地 区 和 国家 ， 
也 出 现 了 不 少 优秀 人 才 , 最 杰出 的 
有 挪威 的 阿 贝 尔 和 李 , 捷 克 的 波 尔 
查 诺 ,俄国 的 罗 巴 切 夫 斯 基 、 切 比 雪 
夫 和 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 ,瑞士 的 施 泰 
纳 , 意 大 利 的 贝尔 特 拉 米 .里 奇 和 皮 
亚 诺 等 .这 种 人 才 辈 出 的 局 面 在 数 
学 史上 是 空前 的 。 ' 

在 19 世 纪 ,数学 教学 与 研究 有 
机 地 结合 在 一 起 ,已 成 为 一 种 社会 
职业 。 数 学 家 人 数 与 成 果 剧 增 ,为 交 
流 研究 成 果 , 出 现 了 一 批 数学 期 刊 ， 
最 早 问世 的 是 法 国 的 《纯粹 与 应 用 
数学 年 刊 }(1810)、 最 著名 的 有 克 雷 
尔 创办 的 德 文 的 《纯粹 与 应 用 数学 
杂志 》(1826) 和 刘 维 尔 创办 的 法 文 
的 《纯粹 与 应 用 数学 杂志 》(1836)。 
到 19 世 纪 后 期 ,各 国 的 数学 会 相继 
成 立 。. 最 早 成 立 的 是 伦敦 数学 会 
(1865), 之 后 创建 的 有 法 国 数学 会 
(1872) .美国 数学 会 (1888) 和 德国 
数学 会 (1890) 等 ,在 1897 年 ,由 各 国 
数学 会 发 起 ,在 瑞士 苏黎世 召开 了 
第 一 届 国 际 数学 家 大 会 ,以 后 成 为 
”一 项 定期 举办 的 国际 学 术 活 动 。 
1801 年 ,高 斯 发 表 《 算 术 研 究 》， 
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这 部 象征 近代 数论 起 点 的 巨著 , 同 
时 也 打开 了 数学 新 世纪 的 大 门 。19 
世纪 前 的 数论 ,有 一 些 漂 亮 但 却 孤 
立 的 成 果 ,高 斯 将 这 些 成 果 系统 化 ， 
对 问题 及 方法 加 以 分 类 ,同时 开辟 
了 全 新 的 课题 及 方法 .他 在 数论 中 
树立 了 严格 证 明 的 典范 ,其 观点 代 
表 了 19 世 纪 妃 求 数 学 严密 性 的 时 代 
精神 。 犹 利克 雷 是 高 斯 数论 工作 的 
传播 者 和 拓 广 者 ,高 斯 的 《算术 研 
究 》 十 分 难 读 , 狄 利克 雷 摆 写 一 部 
《数论 讲义 》(1863) 对 高 斯 的 思想 进 
行 解释 和 传播 .1837 年 ,他 在 证 明 每 
一 个 算术 序列 {e 十 由 } Ca b ER 
含 无 穷 多 素数 时 ,精心 地 使 用 了 级 
数理 论 ,他 的 工作 开辟 了 近代 解析 
数论 的 研究 领域 . 黎 曼 在 1859 年 发 
表 的 关于 素数 分 布 的 论文 中 ,研究 
TRS RE AET CERAEBURR 
分 表示 与 它 满足 的 函数 方程 ,并 提 
出 著名 的 黎 曼 猜想 .他 的 工作 极 大 
地 推动 了 解析 数论 的 发 展 。 在 19 世 
纪 中 叶 , 刘 维尔 开创 了 对 超越 数论 
的 研究 ,他 在 1844 年 构造 出 历史 上 
第 一 批 超越 数 .1873 年 , 埃 尔 米 特 证 
明了 。 是 超越 数 ,1882 年 , 林 德 曼 证 
明了 7 是 超越 数 , 从 而 解决 了 古 希 
腊 数 学 家 提出 的 “化 圆 为 方 ” 问 题 。 
19 世 纪 超越 数 论 的 最 高 成 就 是 林 德 
曼 和 外 尔 斯 特 拉 斯 建立 的 著名 定 
理 。 由 高 斯 在 19 世 纪 初 开创 的 代数 
数论 的 研究 ,经 由 戴 德 金 和 克 罗 内 
克 等 人 的 推进 ,形成 为 内 容 丰 富 的 
现代 数学 分 支 , 戴 德 金 引进 一 种 代 
数 数 类 代替 库 默 尔 的 理想 数 ,重建 
了 代数 数 域 中 的 唯一 因子 分 解 定 
理 , 创 立 了 理想 论 。 克 罗 内 克 则 另 用 
蹊 径 ,得 到 相似 的 概念 ,并 创立 了 有 
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理 函 数 域 论 ,引进 在 域 上 添加 代数 
量 生成 扩 域 的 方法 。 

非 欧 几何 的 发 现 是 19 世 纪 最 富 
革命 性 的 创造 ,自古 希腊 时 代 起 , 欧 
氏 几 何 一 直 被 认为 是 客观 物质 空间 
唯一 正确 的 理想 模型 ,是 严格 推理 
的 典范 .但 欧 氏 几何 的 平行 公设 曾 
引起 历代 数学 家 的 关注 ,以 弄 清 它 
和 其 他 公理 .公设 的 关系 。 这 个 困扰 
了 数学 家 见 百 年 的 问题 ,终于 被 高 
斯 . 罗 巴 切 夫 斯 基 和 波 尔 约 各 自 独 
立 解决 。 高 斯 在 1816 年 已 认识 到 平 
行 公设 不 可 能 在 欧 氏 几何 其 他 公 
理 、. 公 设 的 基础 上 证 明 , 得 到 非 欧 几 
何 的 要 领 , 但 他 担心 受 人 指责 而 未 
公开 发 表 。1826 年 前 后 , 罗 巴 切 夫 斯 
基 和 波 尔 约 几乎 同时 分 别 发 现 平行 
公设 的 不 可 证 明 性 ,并 在 平行 公设 
不 成 立 的 假设 下 建立 了 一 种 新 的 几 
何 体系 。 罗 巴 切 夫 斯 基 在 1829 年 发 
表 的 《几何 学 基础 } 是 最 早 的 非 欧 几 
何 文献 ,因此 后 人 也 称 这 种 几何 为 
罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 。 非 欧 几 何 的 技 
术 细 节 是 简单 的 ,但 观念 的 变革 是 
深刻 的 。 非 欧 几 何 的 发 现 打 破 了 两 
干 多 年 来 欧 氏 几何 的 一 统 天 下 ,从 
根本 上 革新 和 拓 广 了 人 们 的 几何 学 
观念 ,为 几何 学 乃至 整个 数学 及 其 
应 用 开辟 了 声 新 的 途径 .但 是 ,由 于 
非 欧 几 何 违背 传统 ,所 以 在 创立 之 
初 未 受到 数学 界 的 重视 ,只 是 到 高 
斯 去 世 后 ,他 关于 非 欧 几何 的 通信 
和 笔记 出 版 时 , 才 因 高 斯 的 名 望 而 
引起 数学 界 的 关注 , 非 欧 几何 的 真 
正确 认 是 在 1868 年 .这 一 年 ,贝尔 特 
拉 米 发 表 重 要 论文 ,在 伪 球 面 上 实 
现 了 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 ,他 在 欧式 
空间 中 给 出 直观 上 难以 想象 的 非 欧 


几何 模型 ,之 后 , C. F. 3E 3E BI 
《1871) 和 庞 加 莱 (1882) 分 别 给 出 各 
自 的 非 欧 几何 模型 ,说 明 非 欧 几 何 
本 身 的 相 容 性 与 欧 氏 几何 一 致 ,加 
速 了 人 们 接受 非 殉 几何 的 进程 。 
在 解析 几何 产生 的 百 余年 内 ， 
代数 的 和 分 析 的 方法 统治 了 几何 
学 ,几乎 排斥 了 综合 的 方法 .射影 几 
何在 17 世 纪 曾 经 有 过 相当 活跃 的 时 
期 ,但 很 快 被 解析 几何 和 微 积分 的 
兴起 所 淹没 , 随 着 18 世 纪 后 期 学 术 
思想 的 活跃 和 由 蒙 日 等 人 唤起 的 对 
纯 几 何 课题 的 重视 ,射影 几何 复兴 
了 ,并 且 成 为 19 世 纪 上 半 叶 最 热门 
的 课题 .这 项 工作 开始 于 卡 诺 , 他 研 
究 了 四 个 点 和 四 条 直线 的 交 比 及 其 
射影 不 变性 . 紧 接着 , 庞 斯 列 沿 着 蒙 
日 开辟 的 方向 ,探讨 几何 图 形 在 任 
一 投影 下 所 有 截 影 共有 的 性 质 ,他 
的 《4 论 图 形 的 射影 性 质 }(1822) 是 射 
影 几 何 的 奠基 性 著作 , 施 泰 纳 和 普 
E 95$ A BIOK T EEUU T EL BT 
者 运用 综合 法 研究 代数 曲线 和 代数 
曲面 ;后 者 引入 射影 坐标 ,用 代数 方 
法 研究 射影 几何 的 性 质 , 他 们 的 工 
作 丰 富 了 射影 几何 的 内 容 ,19 世 纪 
下 半 叶 ,数学 家 对 射影 几何 的 认识 
进一步 深化 .C. F. 克 莱 因 拓 广 凯 莱 
关于 射影 度量 的 概念 ,把 几 种 经 典 
几何 ( 欧 氏 几何 、 非 欧 几 何等 ) 都 看 
成 是 射影 几何 的 子 几何 ,彻底 澄清 
了 射影 几何 与 那些 度量 几何 的 关 
系 ,为 几何 学 公理 化 运动 开辟 了 方 
向 ,1882 年 ,德国 数学 家 帕 施 建立 了 
第 一 个 严格 的 射影 几何 演绎 体系 。 
19 世 纪 的 数学 家 在 研究 纯粹 几 
何 的 同时 ,仍然 十 分 注意 分 析 方 法 
在 几何 中 的 应 用 ,微分 几何 创立 于 
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18 世 纪 , 当 时 的 内 容 仅 涉 及 用 分 析 
方法 研究 位 于 欧 氏 空间 的 曲线 、 曲 
面 的 性 质 。 高 斯 在 20 年 代 初 开 始 研 
究 微分 几何 ,他 在 1827 年 发 表 的 《 关 
于 曲面 的 一 般 研究 开创 了 微分 儿 
何 的 现代 研究 .在 这 篇 论文 中 ,高 斯 
把 握 住 微分 几何 中 最 重要 的 概念 和 
带 有 根本 性 的 内 容 , 建 立 了 曲面 的 
内 蕴 几 何 学 ,这 些 工 作 有 着 深远 的 
影响 .微分 几何 更 重要 的 发 展 属于 
黎 曼 ,他 在 1854 年 发 表 的 就 职 讲演 
《关于 几何 基础 的 假设 》 中 ,发 扬 了 
高 斯 关于 曲面 的 微分 几何 研究 ,他 
以 二 维 微分 形式 定义 流 形 的 度量 ， 
给 出 流 形 曲率 的 概念 ,建立 起 任意 
维 空间 的 内 草 几 何 . 他 还 把 欧 氏 几 
何 , 非 欧 几何 都 包罗 在 他 的 体系 之 
中 . 黎 曼 的 深刻 思想 在 当时 很 少 有 
人 能 理解 ,经 19 世 纪 60 年 代 贝 尔 特 
拉 米 等 人 的 介绍 与 推进 , 黎 曼 的 理 
论 才 开始 为 广大 数学 家 领悟 。 

微 积分 在 18 世 纪 已 发 展 成 为 一 
门 独立 的 学 科 , 具 备 了 极为 丰富 的 
内 容 和 十 分 广泛 的 应 用 ,但 它 自 己 
尚未 形成 逻辑 严密 的 理论 体系 ,其 
至 它 最 基本 的 概念 ,如 函数 .导数 、 
微分 、 积 分 .极限 .连续 性 等 ,都 还 没 
有 给 出 严密 的 定义 .19 世 纪 分 析 的 
严格 化 开始 于 高 斯 、 波 尔 查 诺 , 柯 
西 阿 页 尔 和 狄 利 克 雷 的 工作 ,并 由 
外 尔 斯 特 拉 斯 进一步 发 展 ,1812 年 
高 斯 对 超 几何 级 数 所 进行 的 严密 研 
究 是 数学 史上 第 一 项 有 关 级 数 收敛 
性 的 重要 工作 。1817 年 , 波 尔 查 诺 首 
先 抛弃 无 穷 小 量 概念 ,用 极限 观念 
给 出 导数 和 连续 性 的 定义 ,并 得 到 
羯 别 级 数 收敛 的 一 般 准 则 ,但 他 的 
工作 被 长 期 淹没 . 柯 丁 是 对 分 析 严 


格 化 影响 最 大 的 学 者 。 他 的 《分 析 教 
程 》(1821) 除 独立 得 到 波 尔 查 诺 的 
结果 ,还 用 极限 概念 定义 了 连续 函 
数 的 定 积分 .这 是 建立 分 析 严 格 理 
论 的 第 一 部 重要 著作 。 阿 贝尔 在 
1826 年 最 早 使 用 一 致 收敛 的 思想 证 
明了 连续 函数 的 一 个 一 致 收敛 级 数 
的 和 在 收敛 区 域内 部 连续 。1837 年 ， 
犹 利克 雷 在 研究 三 角 级 数 的 论文 中 
给 出 现代 意义 下 的 函数 定义 ,1841 
年 以 后 ,外 尔 斯 特 拉 斯 开始 了 将 分 
析 算 术 化 的 工作 ,他 发 展 了 柯 西 的 
极限 概念 ,用 一 5 说 法 ,给 出 函数 
连续 性 的 确切 定义 .他 还 使 用 明确 
的 一 致 收敛 概念 ,使 级 数理 论 更 趋 
完善 .分 析 的 严密 化 促进 了 实数 系 
的 逻辑 基础 的 建立 .1872 年 ,外 尔 斯 
特 拉 斯 . 康 托 尔 和 戴 德 金 等 人 在 确 
认 有 理 数 存 在 的 前 提 下 ,通过 不 同 
途径 ( 戴 德 金 分 划 、 有 理 数 的 基本 序 
列 等 ) 给 无 理 数 以 精确 定义 。 又 经 过 
不 少数 学 家 的 努力 ,最 终 由 皮 亚 诺 
在 1881 年 建立 了 自然 数 的 公理 体 
系 ,并 由 此 从 逮 辑 上 严格 定义 有 理 
数 。 至 此 ,分 析 的 严格 化 运动 告 一 段 
落 。 

在 18 世 纪 , 欧 拉 、 达 郎 贝尔 和 拉 
普 拉 斯 等 人 联系 着 力学 的 发 展 ,对 
于 单 复 变 函 数 已 经 做 了 不 少 工作 ， 
但 函数 论 作 为 一 门 独立 学 科 是 在 19 
世纪 发 展 起 来 的 。 柯 西 . 黎 曼 、 外 尔 
斯 特 拉 斯 三 大 家 英 定 了 复 变 函数 的 
基础 。 柯 西 在 1814 一 1825 年 间 ,得 到 
了 计算 复 通 数 沿 复 平 面 上 路 径 积分 
的 基本 定理 和 留 数 计算 公式 。 黎 曼 
在 1851 年 的 博士 论文 中 第 一 次 明确 
了 单 值 解析 函数 的 定义 ,指出 实 函 
数 和 复 函 数 导数 的 基本 差别 ,阐明 
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现 称 为 黎 曼 面 的 概念 和 共 形 映射 定 
理 , 开 创 了 多 值 函数 研究 的 深刻 方 
法 ,打通 了 复 变 函 数论 深入 发 展 的 
道路 .外 尔 斯 特 拉 斯 从 研究 客 级 数 
出 发 ,提出 复 函 数 的 解析 开拓 理论 ， 
引入 完全 解析 函数 的 概念 。 此 外 还 
有 阿 贝 尔 和 雅 可 比 的 椭圆 函数 论 ， 
以 及 米 塔 - 列 夫 勤 .皮卡 .阿达 马 等 
人 的 工作 ,成 果 十 分 丰富 ,以 致 有 人 
称 19 世 纪 是 函数 论 的 世纪 。 

在 19 世 纪 , 微 分 方程 在 微 积 分 
的 新 概念 和 新 方法 的 影响 下 进入 了 
新 的 发 展 阶段 .特别 是 傅立叶 在 
1822 年 解 热传导 方程 时 ,提出 的 用 
三 角 级 数 表 示 方 程 的 未 知 解 的 工 
作 ,不 仅 推进 了 偏 微分 方程 理论 ,而 
且 开始 了 健 立 叶 级 数 的 研究 。 成 批 
的 数学 家 围绕 常 微分 方程 和 偏 微分 


方程 的 理论 与 应 用 做 了 大 量 的 工 * 


作 , 获 得 丰硕 的 成 果 。 

19 世 纪 数 学 中 的 另 一 项 重大 变 
革 来 自 代 数学 ,1824 年 , 阿 贝 尔 证 明 
了 五 次 以 上 的 一 般 代数 方程 无 根 式 
解 .1830 年 , 皮 科 克 的 《代数 通论 ? 问 
世 , 书 中 对 代数 运算 的 基本 法 则 进 
行 了 探索 性 研究 ,为 代数 结构 观点 
的 形成 及 代数 公理 化 研究 作 了 党 
试 , 德 :摩根 和 布尔 也 围绕 这 个 目标 
作出 努力 ,代数 中 更 深刻 的 思想 来 
自 数学 史上 传奇 式 人 物 伯 罗 瓦 。 他 
在 1829 一 1832 年 之 间 , 提 出 并 论证 
了 代数 方程 可 用 根 式 解 的 普遍 判别 
准则 ,从 概念 和 方法 上 为 最 基本 的 
一 种 代数 结构 一 一 群 的 理论 莫 定 了 
基础 ,阐明 了 群 的 正规 子 群 和 同 构 
等 重要 概念 .和合 罗 瓦 的 创造 性 工作 
在 他 生前 没 能 被 数学 界 了 解 . 另 一 
项 引起 代数 观念 深刻 变革 的 成 果 来 
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自 哈 密 顿 和 格拉 斯 曼 。 哈 密 顿 在 
1843 年 创立 了 四 元 数理 论 ,四 元 数 
是 第 一 个 不 满足 乘法 交换 率 的 数学 
对 象 . 从 此 数学 家 便 突 破 了 实数 与 
复数 的 框架 ,比较 自由 地 构造 各 种 
新 的 代数 体系 。 四 元 数理 论 很 快 成 
为 向 量 代数 .向 量 分 析 以 及 线性 结 
合 代数 的 先导 .1844 年 ,格拉 斯 曼 在 
讨论 4 维 几 何 时 ,独立 地 得 到 更 一 
般 的 具有 “个 分 量 的 超 复数 理论 ， 
但 他 的 工作 由 于 表达 星 湿 而 无 法 使 
当时 的 学 者 接受 .在 数论 方面 ,由 于 
对 费 马 大 定理 的 研究 ,德国 数学 家 
库 默 尔 在 1845 一 一 1847 年 间 引 进 了 
“理想 数 ”概念 ,在 此 基础 上 , 戴 德 金 
发 展 了 理想 理论 ,这 项 工作 不 仅 对 


-代数 数论 的 发 展 有 重要 影响 ,也 开 


辟 了 代数 学 发 展 的 道路 .1854 年 , 布 
尔 发 表 了 《思维 规律 的 研究 》。 创 立 
了 符号 逻辑 代数 ,这 是 使 演绎 推理 
形式 化 的 有 力 工具 。 在 布尔 工作 的 

影响 下 , 凯 菜 和 西 尔 维 斯 特 共 同 创 

造 了 代数 型 的 理论 ,奠定 了 关于 代 
数 不 变 量 理论 的 基础 .1870 年 , 若 尔 

当 发 表 ( 置 换 与 代数 方程 ,第 一 次 

对 僻 罗 瓦 的 贡献 给 出 全 面 清晰 的 并 

述 ,为 群 论 在 19 世 纪 末 的 发 展商 定 

了 基础 .19 世 纪 末期 ,数学 家 们 从 许 
多 分 散 出 现 的 具体 研究 对 象 抽 象 出 

它们 的 共性 来 进行 公理 化 研究 , 完 
成 了 来 自 上 述 几 方面 工作 的 综合 ， 

终于 使 以 研究 方程 理论 为 主 的 代数 
学 发 展 成 为 以 研究 各 种 代数 结构 为 

主 的 抽象 代数 学 。 

19 世 纪 末 期 , 随 着 分 析 严 格 化 

的 完成 ,数学 家 们 又 开始 对 数学 基 

础 进行 更 深入 的 探讨 . 康 托 尔 在 探 
讨 实数 定义 的 同时 ,研究 了 传 立 叶 
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级 数 收 敛 点 集 的 结构 ,从 1874 年 起 
发 表 一 系列 有 关 无 穷 集 合 的 文章 ， 
开创 了 集合 论 这 一 基础 性 的 数学 分 
支 . 康 托 尔 把 无 穷 集 本 身 作为 研究 
对 象 ,通过 一 一 对 应 方法 ,区 分 无 穷 
集 的 大 小 ;定义 集合 的 基数 ,引进 序 
型 .序数 以 及 一 些 属于 拓扑 学 的 基 
本 概念 ,他 还 提出 了 著名 的 连续 统 
假设 . 康 托 尔 的 工作 意义 十 分 深远 ， 
但 一 开始 在 数学 界 也 遭 到 激烈 反 
对 ,十 几 年 后 才 得 到 确认 ,并 成 为 20 
世纪 数学 研究 的 基础 。 

随 着 皮 亚 诺 关于 自然 数 公理 体 
系 和 帕 施 关于 射影 几何 公理 体系 的 
建立 ,在 19 世 纪 出 现 了 数学 公理 化 
运动 的 热潮 ,其 中 最 著名 的 是 希 尔 
伯 特 于 1899 年 在 (几何 基础 》 中 前 述 
的 欧 几 里 得 几何 的 公理 系统 ,他 考 
虚 了 公理 系统 的 独立 性 、 相 容 性 和 
完备 性 ,并 证 明 欧 氏 几 何 的 相 容 性 
可 以 归结 为 算术 的 相 容 性 。 数 学 家 
们 在 为 各 数学 分 支 建立 公理 体系 的 
同时 ,还 通过 完善 所 论 体 系 的 公理 
来 探索 新 间 题 。 

还 有 一 些 新 的 分 支 ,如 函数 遮 
近 论 ,组 合 拓扑 学 、 实 变 函 数论 、 积 


分 方程 的 一 般 理 论 等 都 在 19 世 纪 末 
登 上 数学 舞台 .总 之 ,到 19 世 纪 末 ， 
数学 已 发 展 成 为 拥有 众多 分 支 的 广 
大 领域 .数学 研究 越 来 越 专门 化 ,但 
是 ,在 数学 研究 专门 化 的 趋势 之 中 
也 蕴含 着 整体 化 的 因素 . 群 论 的 新 
应 用 就 是 最 好 的 例证 ,1872 年 ,C. 
F. 克 莱 因 在 著名 的 《 埃 朗 根 纲领 》 
中 根据 变换 群 的 观点 ,对 几何 进行 
系统 分 类 ,揭示 了 群 的 概念 在 几何 
中 的 统一 作用 ,开拓 了 研究 几何 的 
一 种 有 效 方法 .1874 年 ,挪威 数学 家 
李 在 研究 常 微分 方程 与 保持 这 些 方 
程 的 解 不 变 的 变换 群 之 间 的 关系 
时 ,创立 了 连续 变换 群 理论 及 相应 
的 代数 。 

与 18 世 纪 末 的 情况 形成 鲜明 的 
对 照 ,在 19 世 纪 末 ,领头 的 数学 家 ， 
如 庞 加 芋 , 希 尔 伯 特 等 对 数学 的 前 
途 充满 信心 .1900 年 , 希 尔 伯 特 在 第 
二 届 国 际 数学 家 大 会 上 所 作 的 题 为 
《数学 问题 ?的 报告 ,提出 了 在 当时 
数学 前 沿 上 尚未 解决 的 23 个 问题 。 
他 的 报告 成 为 迎接 20 世 纪 数学 大 发 
展 的 宣言 书 。 


学 
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XX 3€ (Zhao Shuang, 公元 3 
世纪 初 〉 中 国 数学 家 。 东 汉 末 至 
三 国 时 代 人 。 生 平 不 详 , 约 生活 于 公 
元 3 HA) SE TERI KRAER. 
他 研究 过 张衡 的 天 文学 著作 《 灵 宪 》 
TI 2E 5 C35 28 D]. 也 提 到 过 ”* 算 
术 ”。 主 要 贡献 是 约 在 222 年 深入 研 
究 了 《 周 藤 算 经 》, 为 该 书写 了 序言 ， 
并 作 了 详细 注释 。 其 中 一 段 530 余 
字 的 “ 勾 股 圆 方 图 ” 注 文 是 数学 史上 
极 有 价值 的 文献 。 它 第 一 次 给 出 勾 
股 定理 的 理论 证 明 , 将 勾 股 定理 表 
述 为 “ 勾 股 各 自 乘 , 并 之 AEH 
方 除 之 , 即 弦 。? 证 明 方法 叙述 为 “ 按 
终 图 ,又 可 以 勾 股 相 乘 为 朱 实 二 , 们 
之 为 朱 实 四 ,以 勾 股 之 差 自 相 乘 为 


中 黄 实 ,加 差 实 , 亦 成 纺 实 。 即 2ab 
十 一 a)? 二 ,化 简便 得 十 如 = 
0。 其 基本 思想 是 图 形 经 过 割 补 
后 ,面积 不 变 。 刘 徽 在 注释 ( 九 章 
算术 ;时 更 明确 地 提出 了 出 入 
相 补 原理 ,这 是 后 世 演 段 术 的 基 
础 。 赵 爽 注 文中 证 明了 勾 股 形 三 
边 及 其 和 、 差 关系 的 24 个 命题 。 例 
il 4/ 2(c—a) (c—b) + (c— b) — a, 


V 2€c—a) c—b) - (e — a) =b, 


AAA 2€c—a) (c— b) + (c— a) + Ce— 5) 
= 等 等 。 他 还 研究 了 二 次 方程 问 
题 ,得 出 与 韦 达 定理 类 似 的 结果 ,并 
得 到 二 次 方程 求 根 公 式 之 一 。 此 外， 
创 用 “ 齐 同 术 ”, 在 乘除 时 应 用 了 这 
一 方法 ,还 在 “日 高 图 论 ” 中 给 出 重 
差 术 的 证 明 。 赵 爽 的 数学 思想 和 方 
法 对 中 国 古代 数学 体系 的 形成 和 发 
展 有 一 定 影响 。 

刘 微 (Liu Hui,263 年 左右 》 

中 国 数学 家 , 魏 晋 年 间 人 .籍贯 与 
生 座 年 不 详 。 据 《 隋 书 . 律 历 志 》( 公 
元 7 世纪 ) 记 载 ,他 于 公元 263 年 注 
释 《 九 章 算 术 》。 刘 徽 在 该 书 序 中 自 
叙说 “ 徽 幼 习 《 九 章 》, 长 再 详 览 ”, 可 
知 他 早年 就 学 习 过 《 九 章 算术 》, 成 
年 后 又 继续 深入 研究 。 他 除了 注释 
《 九 章 算术 》 外 ,还 撰写 了 《 重 差 ) 作 
为 该 书 第 10 卷 。 唐 初 以 后 ,《 重 差 》 
以 《海岛 算 经 ) 为 名 独立 成 书 《 九 章 
算术 》 是 中 国 古 代 流传 下 来 最 早 也 
是 最 重要 的 数学 著作 ,几乎 集中 了 
当时 的 全 部 数学 知识 。 刘 徽 全 面 论 
述 了 人 《 九 章 算 术 》 所 载 的 方法 和 公 
式 , 指 出 并 纠正 了 其 中 的 错误 ,在 数 
学 方法 和 数学 理论 上 做 出 杰出 贡 


” 献 , 成 为 中 国 古 代数 学 理论 的 莫 基 


者 。 他 的 贡献 有 :创立 害 圆 术 ,运用 
朴素 的 极限 思想 计算 圆 面积 及 圆周 
率 ,得 到 x= 二 157/50、3927/1250 两 
个 近似 值 ; 发 展 了 天 文 观测 中 的 重 


2 
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差 术 ,提出 重 表 法 ERA, REE 
三 种 基本 方法 ;重视 逻辑 推理 ,同时 
又 注意 几何 直观 的 作用 ,采取 “ 析 理 
以 辞 ,解体 用 图 ”的 注释 方法 ;在 求 
体积 问题 上 指出 4 九 章 算 术 》 中 球体 
积 公 式 的 错误 ,设计 了 件 合 方 盖 ， 
(直径 相同 的 两 个 正 交 圆 柱 的 公共 
部 分 ), 为 日 后 祖 星 原 理 的 建立 指明 
方向 。 刘 微 还 创造 了 解 线 性 方程 组 
的 互 乘 相 消 法 ;在 中 国 第 一 次 提出 
不 定 方程 问题 ;建立 了 等 差 级 数 前 
岂 项 和 的 公式 ;改进 了 许多 问题 的 
解法 。 经 过 刘 徽 注释 的 《 九 章 算术 》 
影响 深远 ,支配 我 国 数学 的 发 展 一 
于 多 年 ,成 为 东方 数学 的 代表 作 。 
祖冲之 (Zu Chongzhi, 429 一 
500) 中 国 数学 家 .科学 家 。 南 北 
朝 时 期 人 , 字 文 远 , 生 于 朱文 帝 元 嘉 
六 年 (429), 卒 于 齐 芽 伐 永 元 二 年 
(5000, WPM S mik 
源 县 )。 先 世 迁 入 江南 ,祖父 掌管 土 
木 建筑 ,父亲 学 识 渊博 。 祖 冲 之 从 小 
接受 家 传 的 科学 知识 。 青 年 时 进入 
华 林 学 省 ,从 事 学 术 活 动 . 一 生 先后 
任 过 南 徐州 ( 今 镇 江 市 ) 从 事 史 、 公 
府 参军 、 娄 县 ( 今 昆 山 县 东北 ) 令 . 调 
者 仆 射 .长 水 校 尉 等 官职 .主要 贡献 
在 数学 、 天 文 历法 和 机 械 三 方面 .在 
数学 方面 他 写 了 《 缀 术 } 一 书 , 被 收 
入 著名 的 《 算 经 十 书 》 中 ,作为 唐 代 
国子监 算 学 课本 , 可 异 后 来 失传 了 。 
《 隋 书 。 律 历 志 ;》 留 下 一 小 段 关 于 圆 
周 率 的 记载 ,祖冲之 算出 = 的 真 值 
在 3. 1415926( 鹏 数 ) 和 3. 1415927 
( 盈 数 ) 之 间 , 准 确 到 小 数 第 ?7 位 ,成 
为 当时 世界 上 最 先进 的 成 就 。 这 一 
纪录 直到 15 世纪 才 由 阿拉 伯 数 学 
家 卡 西 打破 。 祖 冲 之 还 给 出 地 的 两 


个 分 数 形式 :22/7( 约 率 ) 和 355/ 
113( 密 率 ) ,其 中 密 率 准 确 到 小 数 第 
七 位 ,在 西方 直到 16 世纪 才 由 荷兰 
数学 家 奥 托 重新 发 现 。 祖 冲 之 还 和 
儿子 祖 距 一 起 圆满 解决 了 球体 积 的 
计算 问题 ,得 到 正确 的 球体 积 公 式 。 
在 天 文 历法 方面 祖冲之 创制 了 《大 
明 历 》, 最 早 将 岁差 引进 历法 ;采用 
了 391 年 加 144 个 闽 月 的 新 间 周 ，; 
首次 精密 测 出 交点 月 日 数 (27. 
212235 ,回归 年 日 数 (365. 2428) 等 
数据 ,还 发 明了 用 圭 表 测量 冬至 前 
后 若干 天 的 正午 太阳 影 长 以 定 冬至 
时 刻 的 方法 。 在 机 械 学 方面 设计 制 
造 过 水 礁 磨 、 铜 制 机 件 传 动 的 指南 
车 . 干 里 船 .计时 器 等 等 。 此 外 他 在 
音律 ,文学 ,考据 方面 也 有 造 训 ,是 
历史 上 少 有 的 博学 多 才 的 人 物 。 

3H BB CZu Geng, 5 一 6 世纪 ) 

中 国 数学 家 、 天 文学 家 。 祖 冲 之 之 
子 ,5~6 世纪 人 ER. 在 梁 朝 担 
任 过 员外 散 骑 侍郎 、 太 府 卿 、 南 康 太 
守 、 材 官 将 军 、 奉 朝 请 等 职务 。 青 年 
时 代 已 对 天 文学 和 数学 造 裔 很 深 ， 
是 祖冲之 科学 事业 的 继承 人 。 主 要 
贡献 是 修补 编辑 祖冲之 的 《 缀 术 》， 
因此 可 以 说 《 缀 术 ;) 是 他 们 父子 共同 
完成 的 数学 杰作 。《 九 章 算术 。 少 
广 ) 章 李 淳 风 注 所 引述 的 “ 祖 噶 之 开 
立 圆 术 ”, 详 细 记载 了 祖冲之 父子 解 
决 球 体积 问题 的 方法 . 刘 徽 注释 《 九 
章 算 术 》 时 指出 球 与 外 切 “ 件 合 方 
盖 ? 的 体积 之 比 为 = : 4, 但 他 未 能 
求 出 件 合 方 盖 的 体积 。 祖 冲 之 父子 
采用 了 “等 势 既 同 , 则 积 不 容 蜡 ”( 二 
同 高 的 立体 ,如 在 等 高 处 的 截面 积 
恒 相 等 , 则 体积 相等 ) 的 原理 ,解决 
了 这 一 问题 ,从 而 给 出 球体 积 的 正 
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确 公式 。 这 一 原理 后 人 称 之 为 “ 祖 蜡 
原理 ”, 在 西方 ,直到 17 世纪 才 由 意 
大 利 数 学 家 卡 瓦 列 里 重新 发 现 。 在 
XXE JS WITH HS SE F 504、509 和 
510 年 三 次 上 书 建议 采用 祖冲之 的 
《大 明 历 》, 最 后 一 次 终于 实现 了 父 
亲 的 遗愿 《大 明 历 ) 被 梁 武帝 天 监 
采用 颁 行 。 他 还 亲自 监 造 人 尺 铜 表 ， 
测量 日 影 长 度 ,并 发 现 了 北极 星 与 
北 天 极 不 动 处 相差 一 度 有 余 ,改进 
过 当时 通用 的 计时 器 一 漏 壹 。 著 作 
有 《 漏 刻 经 )》《 天 文 录 } 等 ,但 前 者 失 
传 , 后 者 仅 存 残 篇 。 

Æ Æ jÆ (Wang Xiaotong, 公 
元 7 世纪 初 ) 中 国 数学 家 ,天文 
学 家 。 唐 朝 人 ,生平 不 详 。 据 《新 唐 
书 ， 历 志 ) 载 , 唐 朝 初 年 曾 任 算 历 博 
士 。 武 德 六 年 (623) 与 吏 部 朗 中 祖 孝 
孙 一 起 校勘 博 仁 均 所 订 的 《成 寅 元 
历 》(618) ,可 知 他 对 历法 版 有 研究 。 
武 德 九 年 (626) 任 通 直 郎 太史 丞 。 他 
在 《上 缉 古 算术 表 》 中 自述 道 , 少 小 
学 算 , 任 太史 丞 , 主 要 贡献 在 数学 方 
面 , 著 有 《 缉 古 算术 》 约 630), 唐 显 
庆 元 年 (656) , 李 淳 风 等 人 将 它 收入 
十 部 算 经 并 立 于 学 馆 ,改称 4 缉 古 算 


经 》。 这 是 算 经 十 书 中 最 晚 的 一 种 ， 


也 是 最 难 懂 的 一 种 。 主 要 贡献 是 在 
世界 上 最 早 提出 三 次 代数 方程 的 解 
法 。 书 中 共 收 20 题 ,从 求 三 次 方程 
的 正 根 入 手 , 解 决 了 土建 水 利 等 工 
程 中 出 现 的 大 量 问题 。 除 第 一 题 涉 
. 及 历法 外 ,其 余 题目 都 是 体积 计算 
和 色 股 定理 应 用 ,大 多 数 题目 的 解 
法 用 到 三 次 方程 .这 比 西方 13 世纪 
斐 波 那 契 特 殊 三 次 方程 的 数值 解 早 
600 多 年 , 比 16 世纪 意大利 出 现 的 
一 般 三 次 方程 解法 提前 8 一 9 个 世 


纪 。 他 的 问题 一 方面 要 求 根据 工程 
情形 计算 体积 , 另 一 方面 要 从 已 知 
某 一 部 分 工程 的 体积 , 返 求 这 一 部 
分 的 长 . 宽 、 高 ,因而 可 以 解决 大 工 
程 中 逐 段 验收 的 问题 。 其 中 设计 上 
下 宽 罕 不 一 ,前 后 高 低 不 同 的 堤 体 
或 沟渠 的 体积 计算 问题 颇具 区 心 ， 
使 所 列 方程 的 系数 都 是 正 数 ,其 正 
根 恰 为 有 理 根 。 他 的 工作 是 宋 元 时 
期 “天 元 术 ?” 的 雏形 ,为 这 一 方法 提 
供 了 素材 。 此 外 他 还 对 《 周 佣 算 经 》 
色 股 立方 图 论 作 了 补充 和 发 展 ,并 
对 双 二 次 方程 给 出 两 次 开 方法 。 

李 淳 风 (Li Chunfeng, 604— 
672) 中 国 数学 家 、 天 文学 家 。 唐 
RA, 约 生 于 隋 文帝 仁寿 四 年 
(604), 约 卒 于 唐高宗 感 享 三 年 
〈672)。 生 于 岐 州 歼 上 县 ( 今 陕西 风 
翔 )。 父 李 播 任 过 隋 朝 官职 ,很 有 文 
学 成 就 。 李 淳 风 少时 聪颖 , 受 家 父 影 
响 博览 广 识 , 对 天 文 、 数 学 尤 感 兴 
ER. 0138 (627—649) XH RARE 
的 《成 实 元 历 ) 之 雇 误 受 唐 太 宗 赏 
识 ,授予 将 仕 郎 ,入 太史 局 (相当 于 
现在 的 天 文 台 )。641 年 任 太 史 示 
《相当 于 天 文 台 副 台 长 )。648 年 升 
为 太史 令 ( 台 长 )。656 年 因 修 订 国 
FAWR ABRERA), 662 
年 改 为 书 阁 郎中 ,后 复 为 太史 令 至 
终 。 他 数学 上 以 注释 十 部 算 经 而 著 
称 , 其 中 有 《有 周 藤 算 经 )》《 九 章 算 
术 》《 海 岛 算 经 》《 孙 子 算 经 》《 张 
丘 建 算 经 》《 五 曹 算 经 》《 五 经 算 
术 》《 绢 古 算 经 》《 缀 术 } 等 .注释 后 
的 这 十 部 算 经 于 656 年 被 定 为 国 子 
监 教科 书刊 用 全 国 。 李 淳 风 在 注释 
中 不 乏 提出 新 的 算法 ,或 创新 说 、 立 
新 意 ,也 纠正 原 书 存 在 的 缺点 错误 ， 
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常 为 后 人 称道 。 在 ( 九 章 算术 } 少 广 
章 开 立 图 术 注 文中 ,他 引用 祖冲之 
父子 对 球体 积 的 研究 论述 ,使 (级 
术 》 失 传 后 ,这 些 成 果 得 以 流传 至 
今 。 他 还 在 ( 隋 书 。 律 历 志 )} 中 记载 
了 祖冲之 有 关 国 周 率 的 结果 ,后 人 
据 此 得 知 ,祖冲之 已 求 得 精确 到 7 
位 小 数 的 圆周 率 值 , 还 得 到 “ 密 率 ” 
Tig "trien gg eue UAM. 
他 还 对 大 量 天 文 气象 史料 做 了 记 
录 、 解 释 和 分 类 ,并 * 增 损 划 烧 ( 皇 极 
HERRED BERRE 
算 上 均 有 改进 ,于 065 年 后 行 用 60 
余年。 

一 行 (Yi Xing,683— 727) 
中 国 数学 家 ,天 文学 家 。 唐 代 人 , 生 
于 唐高宗 弘道 元 年 (683), 卒 于 唐 玄 
宗 开 元 十 五 年 (727)。 原 名 张 送 , 魏 
州 昌 乐 ( 今 河南 南 乐 ) 人 。 曾 祖 张 公 
遵 任 过 训 州 都 督 、 郑 国 公 , 父 张 擅 当 
过 武功 县 令 。 一 行 自 幼 陪 敏 好 学 ， 
“博览 经 史 , 尤 精 历 象 阴阳、 五 行 之 
学 ”。 青 年 时 以 学 识 洲 博 闻名 , 武 则 
天 叙 儿 武 三 恩 “ 幕 其 学 行 ,就 请 与 结 
交 ”, 一 行 避 之 RARA, 
名 一 行 ,隐居 山 山 \ 天 台山 ,学 习 佛 
教 经 典 和 天 文 数学 .后 多 次 受 召 , 均 
拒绝 。 直到 717 年 才 回 长 安 .721 受 
玄宗 之 命 主 持 编 修 新 历 。 他 主张 在 
实测 的 基础 上 编订 历法 ,为 此 首先 
制造 了 大 批 测量 天 体 用 的 仪器 ,其 
中 较 凌 名 的 有 黄道 游 仪 .水 运 浑 名 
等 。724 年 又 发 起 天 文大 地 测量 ,得 
到 地 球 子午 线 一 度 之 长 为 351 里 
80 步 的 结论 ,是 世界 上 第 一 次 子午 
线 实测 。725 EFRR E KD, 
历经 两 年 写成 草稿 后 不 幸 旱 逝 ,年 
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仅 45 岁 。《 大 衡 历 ?后 经 张 说 和 历 官 
陈 玄 景 等 人 整理 成 书 , 于 729 年 施 
行 .该 历 比 唐 代 已 有 历法 都 更 精密 ， 
734 年 曾 传 入 日 本 , 行 用 近 百 年 。 在 
中 国 虽 然 只 用 了 29 年 ,但 其 编写 方 
法 和 格式 为 后 代 历 法 家 采用 ,影响 
深远 。 他 的 数学 贡献 是 在 编制 历 表 
的 计算 中 使 用 了 不 等 间距 的 二 次 内 
播 法 ,将 刘 灶 的 内 插 法 推进 了 一 步 。 
他 还 提出 全 国 不 同 地 点 相对 于 标准 
点 阳 城 计算 蚀 差 的 方法 ,使 用 了 具 
有 正切 函数 性 质 的 表格 和 含有 三 次 
差 的 近似 内 播 公式 等 。 此 外 著 有 佛 
教 论述 多 种 , 故 亦 被 称 为 佛学 家 
沈 $8 (Shen Kuo, 1033— 
1097) 中 国 科学 家 ,北宋 人 , 约 生 
于 明道 二 年 (1033) , 约 卒 于 绍 圣 四 
年 (1097) 。 字 存 中 ,浙江 钱塘 ( 今 杭 
州 ) 人 。 自 幼 受 家 庭 影响 ,爱好 学 习 。 
少年 随 父 走 南 闻 北 ,增长 见识 。12 
岁 延 师 受 业 , 喜 博览 群 书 。1051 年 
受 任 为 沭阳 ( 今 江苏 沭阳 ) 主 簿 ,着 
手 治理 沐 水 ,提倡 修 圩 造田 ,使 七 千 
BHL BH. 1505 年 赴 东 海 ( 今 
江苏 东海 ) 代 县 令 。1601 FEAM 
宁国 ( 今 安徽 宁国 ) 县 令 , 两 年 后 进 
京 ( 今 开封 ) 应 举 进士 ,后 编校 昭 文 
书籍 ,还 任 过 司 理 参军 和 司 天 监 翰 
林学 士 和 权 三 司 使 等 多 种 官职 。 
1085 年 移居 润 州 梦 溪 园 私 宅 ,潜心 
著述 ,于 1088 年 完成 巨著 ( 梦 溪 笔 
谈 》26 卷 。 该 书 共 载 有 200 多 条 科 
学 技术 论述 ,内 容 涉及 数学 .物理 


学 化学, 天文. 地 质地 理气 象 . 工 


程 技术 .生物 和 医学 等 多 种 学 科 , 不 
仅 是 我 国 古 代 科技 史上 不 朽 的 杰 
作 , 也 是 世界 科技 资料 库 中 的 一 份 
宝贵 遗产 。 在 数学 方面 他 在 卷 18 
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《技艺 》 中 首先 提出 “ 阶 积 术 ”, 纠 正 
了 古代 刍 童 (长 方 台 ) 法 “ 常 失 于 数 
少 "的 错误 ,给 出 依次 堆 成 长 方 台 型 
的 物体 的 总 个 数 公式 


S—- e Lb De QUH-Dc] 
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(其 中 a.5.c.a 分 别 是 顶层 和 底层 的 
长 和 宽 的 个 数 ,= 为 层 数 ) ,开辟 了 
研究 高 阶 等 差 级 数 求 和 问题 的 新 方 
向 ,为 南宋 杨辉 “ 抬 积 术 ”元 代 郭 守 
敬 的 “ 招 差 术 ” 开 辟 了 道路 。 他 还 创 
立 “ 会 圆 术 ”, 给 出 已 知 弓 形 的 高 和 
圆 的 直径 求 底 长 和 弧 长 的 方法 ,在 
郭守敬 《授时 历 ) 中 得 到 应 用 。 此 外 
他 将 数学 知识 广泛 应 用 于 天 文 . 历 
法 和 军事 .工程 中 ,得 到 许多 重要 结 
果 。 他 还 在 诸多 学 科 中 有 重要 记载 
和 发现 。 如 中 国 古代 四 大 发 明 中 就 
有 两 项 (活字 印刷 和 指南 针 ) 出 自 
《 梦 溪 笔谈 》, 其 著作 仅 注册 的 就 有 
155 卷 。 传 志 的 尚 有 《 良 方 》《 长 兴 
集 ) 等 。 

李 冶 (Li Ye, 1192—1279) 
中 国 数学 家 。 金 元 时 期 人 , 生 于 金明 
昌 三 年 (1192), 卒 于 元 十 六 年 
〈1279) 。 原 名 李 治 , 字 仁 卿 ,号 敬 裔 ， 


李 治 创 用 在 筹 上 加 斜 画 表示 负数 ， 
并 以 位 置 表示 小 数 。《 益 古 演 段 ) 共 


I 


金 朝 真 定 府 栾 城 县 ( 今 河北 栾 城 县 
之 北 ) 人 ,“ 自 幼 喜 算术 ”。1230 年 考 
中 “ 词 赋 进 士 ”, 在 钧 山 ( 河 南 禹 上 县) 
任 知事 两 年 .后 钧 州 被 蒙古 军 破 , 李 
冶 弃 职 北 走 , 隐 央 贬 山 ( 今 山西 太原 
JO ,潜心 学 问 。1248 年 著 成 《 测 贺 
海 镜 )12 卷 。1251 年 回 元 氏 封 龙山 
隐居 讲学 ,结交 张 德 辉 .元 好 问 , 号 
称 “ 龙 山 三 老 "。 元 世祖 忽 必 列 曾 多 
次 召见 , 许 以 高 官 厚 禄 ,他 都 辞 官 不 
受 , 以 老病 为 名 婉言 拒绝 。1259 年 
又 写成 《 益 古 演 段 )3 卷 。 这 两 部 数 
学 著作 一 直流 传 至 今 ,成 为 我 国 宋 
元 数学 的 宝贵 遗产 .《 测 圆 海 镜 ) 是 
李 治 生平 得 意 之 作 , 他 在 自序 中 说 
该 书 是 根据 洞 浏 “ 九 容 ? 之 说 推 入 而 
得 ,全 书 共 170 问 , 都 是 已 知 直角 三 
角形 三 边 求 内 切 圆 、 旁 切 圆 等 的 直 
径 之 类 的 问题 ,被 称 为 解 勾 股 形 ,也 
是 现存 最 早 的 一 部 系统 论述 “天 元 
术 ” 的 著作 。 宋 、 元 的 “天 元 术 ” 相 当 
于 现在 的 代数 或 方程 论 。 李 冶 在 书 
中 明确 使 用 “天 元 ”代表 未 知 数 z， 
以 常数 项 为 “太极 ”在 旁边 记 “ 太 ” 
F, z 的 系数 旁边 记 “ 元 ” 字 。 
例如 4. 122? —24-136 —24827? 表示 


64 题 ,是 为 普及 天 元 术 而 作 的 , 主 
要 讨论 各 种 平面 图 形 间 的 面积 关 
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系 。 此 外 他 还 著 有 100 多 卷 文学 .中 
学 等 其 他 论著 ,可 异 多 已 失传 。 

3E JL BB (Qin Jiushao , 1202— 
1261) 中 国教 学 家 。 南 宋 人 , 约 生 
于 宋 嘉 秦 二 年 (1202), 卒 于 景 定 二 
年 (1261)。 字 道 古 。 普 州 安 岳 ( 今 四 
Judz5 BO A, Seat iE CP JUI 
ZARF. FILARE EU 
“ 访 习 于 太史 ,又 尝 从 隐 和 君子 受 数 
学 ”。18 岁 “ 在 乡里 为 义 兵 首 ”, 以 后 
离开 四 川 ,在 湖北 ,安徽 .江苏 等 地 
做 官 。 晚 年 被 贬 到 梅州 ( 今 广东 梅 
县 ) ,不 久 便 死 在 那里 ,他 学 术 渊 博 ， 
被 称 为 “性 极 机 巧 ,星象 .音律 .算术 
以 至 营造 等 事 无 不 精 究 ”, 在 数学 上 
的 贡献 是 于 1247 年 完成 《数学 大 
略 》18 卷 的 写作 ,明代 后 期 改名 为 
《 数 书 九 章 》。 全 书 共 有 31 个 问题 ， 
分 为 9 类 ,每 类 9 个 问题 .内 容 包括 
一 次 同 余 式 的 解法 ,历法 计算 和 降 
十 降雪 量 的 测量 ,面积 计算 , 勾 股 重 
差 , 均 输 税收 , 粮 谷 转运 与 仓 容 容 
积 ,建筑 施工 ,营盘 布置 及 军需 供 
应 ,交易 与 利息 等 问题 主要 贡献 是 
一 次 同 余 式 和 高 次 方程 的 解法 。 他 
总 结 了 历 算 家 计算 上 元 积 年 的 方 
法 ,在 《孙子 算 经 》* 物 不 知 数 ” 题 的 
基础 上 ,提出 “大 衍 求 一 术 ”, 并 针对 
不 同 的 情况 ,提出 不 同 的 程序 ,完整 
地 解决 了 一 次 同 余 问题 , 比 西方 同 
类 解法 早 500 多 年 。 在 解 高 次 方程 
时 ,他 总 结 了 和 巩固 了 前 入 的 开 方 
法 ,提出 正 负 开 方术 ,有 系统 地 应 用 
到 任意 次 方程 的 有 理 或 无 理 根 的 求 
解 上 去 , 出 西方 同类 解法 早 近 600 
年 。 此 外 他 还 独立 发 现 了 用 三 角形 
三 边 表示 其 面积 的 公式 ,改进 了 线 
性 方程 组 的 解法 ,并 第 一 次 用 十 进 


分 数 表示 无 理 数 的 近似 值 。 该 书 还 
翔实 反映 了 南宋 社会 的 经 济 情况 ， 
是 非常 有 价值 的 历史 资料 。 

3538 (Yang Hui, 13 世纪 中 
下 ) 中 国 数学 家 。 南 宋 人 。 生 平 不 
详 , 约 在 13 世纪 中 叶 至 后 半 叶 活动 
于 苏 , 杭 一 带 。 字 谦 光 ,钱塘 ( 今 杭 
州 ) 人 。 著 有 5 部 共 21 卷 数学 书 ,对 
了 解 当时 数学 的 发 展 情况 具有 重要 
意义 。 其 中 《详解 九 章 算 法 》12 卷 
(1261), 取 《 九 章 算术 》246 问 中 80 
问 进行 详解 ,分 为 解 题 ( 包 括 解释 题 
意 ,名 词 术语 ,文字 校勘 和 评论 等 内 
容 ), 细 草 和 比 类 三 项 ,并 附 有 繁 类 ， 
将 4 九 章 算 术 ;) 题 目 按 解 题 深 浅 程度 
重新 编排 。 书 中 的 “ 开 方 作法 本 源 
图 ” 曾 被 称 为 杨辉 三 角形 ,杨辉 指明 
Ib Xi 3E C29 11 世纪 ?所 用 ,西方 称 
这 样 的 二 项 式 系数 排列 为 “帕斯卡 
三 角形 ”, 从 时 间 上 看 已 分 别 在 杨辉 
和 和 贾 宪 之 后 400 和 600 年 了 。《 日 用 
$1152 卷 (1262) 为 通俗 实用 算 书 ， 
《乘法 通 变 本 末 》3 卷 (1274) 论 四 则 
运算 等 方法 ,人 田亩 比 类 乘除 捷 法 ?2 
卷 (1275) 记 叙 开 方术 ,《 续 十 摘 奇 算 
法 ?2 卷 (1275) 论 纵横 图 ,并 说 《 海 
岛 算 经 》, 保 存 了 许多 珍贵 的 数学 史 
料 。 他 的 著述 广 征 博 引 ,强调 数学 研 
究 与 教育 工作 应 放 在 计算 技术 方 
面 ,提倡 循序 渐 近 和 熟 读 精 思 的 学 
习 方法 ,还 特意 为 初学 者 制定 了 “ 习 
算 纲 目 ”, 因 此 他 被 称 为 杰出 的 数学 
教育 家 .杨辉 在 数学 上 以 乘除 捷 法 、 
纵横 图 研究 .级 数 求 和 等 成 就 被 列 
SRAM FAMER ER 
宋 元 四 大 家 ,为 数学 的 发 展 做 出 重 
要 贡献 。 同 时 他 的 先进 的 教育 思想 
和 数学 方法 对 后 世 也 有 深刻 的 影 
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响 , 在 中 国 数学 教育 史上 占有 重要 
地 位 。 

SF =F ýk (Guo Shoujing， 
1231—1316) 中国 数学 家 ,元 代 
人 。 生 于 元 太宗 三 年 (1231) , 卒 于 元 
仁宗 延 社 三 年 (1316) 。 字 若 思 ,顺德 

台 ( 今 河北 邢台 ) 人 。 祖 父 郭 荣 通 
晓 五 经 ,对 数学 和 水 利 都 很 有 研究 ， 
并 与 元 世祖 忽 必 烈 的 谋 臣 刘 秉 忠 为 
友 , 经 常 在 一 起 探讨 学 术 问 题 . 郭 守 
敬 自 幼 受 家 庭 亲 长 各 陶 , 喜 欢 读书 。 
后 被 祖父 送 到 刘 秉 患处 学 习 , 与 王 
WAA, 攻读 天 文 历法 ,数学 和 水 
利 。1263 年 任 银 符 河渠 副 使 ,后 任 
过 都 水 监 , 工 部 郎中 , 同 知 太史 院 
事 , 太 史 令 等 职 。1276 年 元 帝 忽 必 
烈 下 令 改 历 ,郭守敬 与 许 衡 、 王 网 等 
人 负责 工作 。 他 创制 多 种 天 文 仪表 ， 
建立 天 文 台 进行 大 规模 天 文 观测 ， 
推算 精确 的 回归 年 长 度 ,经 过 4 年 
努力 ,于 1280 年 制 成 《授时 历 》, 型 
年 颁 行 时 , 许 . 王 二 人 均 已 逝 记 ,新 
历 最 后 清 稿 .定稿 等 工作 都 是 郭 守 
敬 独 立 完成 的 ,因而 该 历 常 冠 以 郭 
守 敬 的 名 字 。 其 数学 贡献 主要 有 ,与 
EWEA HAR”, HUHA 
太阳 在 黄道 上 的 逐日 速度 和 它 在 黄 
道上 的 径 度 ,这 种 等 间距 三 次 内 插 
法 由 朱 世 杰 进 一 步 发 展 ,成 为 宋 元 
数学 的 杰出 成 就 之 一 :在 黄 赤道 差 
和 黄 夷 道内 外 度 的 计算 中 创 用 弧 矢 
审 圆 术 ,他 将 解法 列 成 公式 ,给 出 详 
细 证 明 , 与 现代 球面 三 角 学 的 计算 
方法 相当 。 郭 和 守 敬 完成 天 文 历法 著 
作 共 计 14 种 105 卷 ,还 制 成 简 仪 、 
浑 天 象 ,日 月 食 仪 等 天 文 观测 仪器 
数 十 种 ,此 外 ,他 长 年 致力 于 河 工 水 
利 ,提出 并 主持 完成 大 都 到 通州 的 


运河 工程 。 

E t CWang Xun, 1235— 
128D 中 国 数学 家 ,天 文学 家 。 元 
代 人 , 生 于 元 太宗 七 年 (1235) , 卒 于 
元 世祖 至 元 十 八 年 (1281) 。 字 敬 甫 ， 
中 山 唐 县 ( 今 河北 省 唐 县 ) 人 。 父 亲 
多 闻 博 识 ,对 他 早年 教育 影响 很 大 。 
王 必 自 幼 承 父 学 习 , 少 年 时 代 已 对 
天 文 .数学 融会 贯通 。 后 从 刘 生 忠 
〈 忽 必 烈 的 谋 臣 ?到 邢台 附近 的 紫金 
山 读书 ,与 郭守敬 同学 ,其 间 进 步 显 
著 , 成 为 数学 名 家 。1253 EHNE 
忠 举 荐 , 受 忽 必 烈 委任 太子 伴 读 , 后 
升 太子 狗 善 、 国 子 祭 酒 等 职 .元 十 三 
年 (1276) 奉 命 改 历 , 与 郭守敬 一 - 道 
组 织 太 史 局 (1279 年 改称 太史 院 )， 
王 怖 任 太 史 令 ,负责 天 文 观 测 和 推 
算 方 面 的 工作 。1280 年 编 成 新 历 一 
《授时 历 》。 他 在 改 历 工作 中 的 数学 
贡献 是 多 次 使 用 三 次 内 插 法 ,并 造 
了 三 次 差分 表 ; 第 一 次 研究 了 球面 
上 弧 与 弧 的 关系 ;把 高 次 方程 用 于 
历法 研究 。 这 些 成 就 当时 在 世界 上 
都 处 于 领先 地 位 ,其 贡献 与 郭守敬 
同名 。 王 悔 自 己 没有 著作 流传 ,但 世 
人 对 他 的 评价 甚 高 , 称 他 为 “算术 冠 
一 时 ”的 数学 家 。 

朱 世 杰 (Zhu Shijie, 13 世纪 
RA) 14 世纪 初 ) 中 国 数学 家 。 
TRA EERE. FUM, SHE, 
寓居 燕 出 ( 今 北京 附近 )。 著 有 《 算 学 
启蒙 》(1299) 和 《四 元 王 鉴 }(1303》 
传世 ,与 秦 九 韶 、 李 冶 、 杨 辉 一 起 被 
称 为 宋 元 四 大 名 家 。 从 莫 若 , 祖 颐 为 
《四 元 玉 鉴 所 写 的 序言 中 得 知 ,他 
曾 “ 以 数学 名 家 周游 湖 海 二 十 余年 ， 
四 方 之 来 学 者 日 众 ”, 说 明 他 以 数学 
研究 和 数学 教学 为 业 游学 四 方 , 活 
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动 年 代 约 在 13 世纪 末 和 14 世纪 
初 。《 算 学 启蒙 } 共 3 卷 259 问 ,内 容 
包括 四 则 运算 、 高 次 开 方 、 天 元 术 
等 ,由 浅 入 深 ,形成 较 完整 的 体系 ， 
是 一 部 当时 较 好 的 数学 启蒙 书 。 其 
中 所 给 出 的 正 负数 乘除 法 则 和 完整 
的 九 归 除法 口 雇 , 为 中 国 数学 史上 
首次 出 现 . 该 书 流传 到 朝鲜 ,日 本 等 
国 ,在 我 国 一 度 失传 。1839 年 得 到 
朝鲜 翻 刻本 重新 翻印 流传 ,后 人 多 
有 注释 。 四 元 玉 鉴 } 共 3 卷 288 ful, 
内 容 包 括 高 次 方程 组 (最 多 可 包括 
4 个 未 知 数 ) 的 解法 ,高 阶 等 差 级 数 
求 和 ,高 次 内 播 法 等 重要 贡献 . 朱 世 
杰 集 前 贤 之 大 成 ,建立 四 元 高 次 方 
程 理 论 , 称 之 为 “四 元 术 ”。 他 用 天 、 
地 、 人 、 物 表示 四 个 未 知 数 ,相当 于 
现在 的 z,y,z,4, 把 常数 项 放 在 中 央 
〈 记 为 “ 太 汪 ,各 未 知 数 的 各 次 宪 依 
次 放 在 上 下 左右 ,而 各 未 知 数 各 次 
和 握 的 两 两 胰 积 则 置 于 平面 的 相应 位 
置 。 书 中 还 出 现 最 早 的 多 项 式 运算 
和 多 元 高 次 方程 组 的 解法 。 此 外 朱 
世 杰 将 高 阶 等 差 级 数 求 和 高 次 内 插 
法 进行 了 发 展 ,实际 上 已 得 到 任意 
高 次 差 的 招 差 公式 , 比 西 方 同类 结 
果 早 近 400 年 。《 四 元 王 鉴 》 被 认为 
是 中 国 数学 著作 中 较 重要 的 一 部 。 
也 是 整个 中 世纪 最 杰出 的 数学 著作 
之 一 。 朱 志 杰 等 人 的 工作 在 许多 方 
面 居 世界 前 列 , 使 中 国 古 代数 学 发 
展 到 顶峰 。 

程 X fi (Cheng Dawei, 
1533—1606) ”中 国 数学 家 ,明代 
估 , 生 于 明 嘉 靖 十 二 年 四 月 初 十 
(1533 年 5 月 3 日 ), 卒 于 万 历 三 十 
四 年 八 月 十 七 人 (1606 年 9 月 18 
日 )。 字 涩 思 , 号 宾 渠 。 安 徽 休 宁 人 。 


少年 时 读书 广博 ,对 书法 和 数学 感 
兴趣 。20 岁 时 在 长 江 中 下 游 经 商 ， 
因 商 务 计 算 需 要 ,留心 数学 , 遍 访 名 
师 , 搜 集 古 籍 ,刻苦 钻研 ,并 时 有 心 
得 。40 岁 返 家 ,潜心 学 术 。60 岁 时 
《1592) 完 成 《 直 指 算法 统 宗 》( 简 称 
《算法 统 宗 放 17 卷 ,并 详 述 编写 经 
MEM EE TI EROR 
为 《算法 繁 要 》4 卷 ,于 1598 年 出 
版 .《 算 法 统 宗 》 是 中 国 古 算 书 中 印 
行 数量 最 多 ,流传 和 影响 最 广 的 一 
部 数学 著作 ,以 系统 总 结 珠 算术 理 
论 而 著称 。 全 书 595 个 问题 , 绝 大 多 
数 取 自前 人 的 算 书 , 用 珠算 方法 加 
以 解答 。 书 中 详细 记述 了 珠算 盘 的 
定位 方法 和 加 减 乘除 口诀 ,多 数 口 
诀 与 现在 相同 ,许多 算法 为 后 世 珠 
算 长 期 沿用 。 书 中 最 早 提出 珠算 开 
平方 开 立 方 的 方法 ,创造 了 测量 田 
地 用 的 “丈量 步 车 ”( 类 于 现在 测量 
用 的 卷 尺 ), 介 绍 了 民间 算法 “ 金 婵 
脱 壳 ”"“ 一 掌 全 ”( 一 种 指 算法 )“ 铺 
ER ETEF, URT EP 
方 ( 纵 横 图 ) ,并 附 有 北宋 元 丰 七 年 
(1084) 以 来 各 种 数学 书目 51 种 ,对 
了 解 当 时 数学 书 传 布 的 情况 颇 有 价 
值 。《 算 法 统 宗 》 对 珠算 的 普及 起 了 
重要 作用 ,以 致 于 “ 握 算 持 筹 之 士 ， 
莫不 家 藏 一 编 ”。 明 朝 末年 ,该 书 传 
人 朝鲜 .日 本 及 东南 亚 各 地 ,对 这 些 
地 方 传播 珠算 也 起 了 重要 作用 。 
徐光启 (Xu Guangqi, 1562— 
1633) 中 国 数学 家 、 科 学 家 .明代 
人 , 生 于 嘉靖 四 十 一 年 三 月 二 十 
(1562 年 4 月 24 日 ), 率 于 崇祯 六 
年 十 月 初 七 (1633 年 11 月 24 日 )。 
字 子 先 ,号 玄 读 ,上海 徐 家 汇 人 。 
1597 年 赴 京 参加 顺 天 府 乡 试 中 第 
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一 名 举人 。 曾 以 教书 为 生 。1604 年 
北京 会 士 中 进士 ,同年 改 充 翰林 崇 
谋 吉 士 。1607 年 任 翰 林 院 检讨 ， 
1629 年 升 为 礼部 左 侍郎 ,1633 年 官 
至 文 渊 阁 大 学 士 。 不 久 病 故 。 徐 光 
启 是 介绍 和 吸收 欧洲 科学 技术 知识 
的 先驱 和 积极 推动 者 ,在 数学 ,天文 
学 和 农学 等 方面 都 做 出 重要 贡献 。 
他 认识 到 数学 是 “ 众 用 之 基 ”, 力 主 
在 引进 西方 科学 书籍 时 首先 翻译 数 
学 书 。1606 年 与 意大利 传教 士 利 玛 
窦 合 作 翻译 了 欧 几 里 得 《几何 原本 》 
前 6 卷 ,于 1607 年 在 北京 付 印 。 这 
是 中 国 现存 的 第 一 部 数学 译 著 ,也 
是 第 一 次 将 西方 数学 的 严密 逻辑 体 
系 和 推理 方法 引入 中 国 ,译文 文字 
简练 ,意义 准确 ,全 部 数学 译名 都 是 
首创 ,其 中 许多 至 今 仍 在 沿用 ,如 
点 、 线 . 面 .平面 曲线. 曲面、 直角 、 
WA AE ER FTR WAR, 
HM IEE., KAERRA 
“ 字 字 精 金 美 玉 ,是 千古 不 朽 之 作 ”。 
徐光启 还 与 利 玛 窦 合 译 了 《测量 法 
139 (1607), Cfü] ^E LUE) (1611) 等 
书 ,并 亲自 撰写 了 《测量 异同 》 和 《和 勾 
股 义 》, 将 西方 三 角 学 和 测量 方法 引 
入 我 国 。1629 年 , 受 皇帝 之 命 组 织 
历 局 ,进行 历法 改革 , 数 年 后 编译 出 
137 卷 的 《崇祯 历 书 》, 系统 介绍 西 
方 天 文 历法 和 三 角 学 ,影响 深远 ,此 
外 他 编著 的 《 农 政 全 书 》(1625 一 
1628)60 卷 对 中 国 农 学 发 展 作出 重 
大 贡献 。 

Hg X HM (Mei Wending, 
1633—1721) 中 国 数学 家 、 天 文 
学 家 。 清 代 初 年 人 , 生 于 明 崇 祯 六 年 
(1633 年 3 H 16 ED, AT E E ER 
六 十 年 (1721) FEL, SDR, E 


徽 宣 城 人 。 幼 年 跟随 父亲 梅 士 昌 及 
私 部 老师 罗 王 宾 学 习 天 文 知识 , 知 
其 大 略 。27 岁 (1660) 跟 随 倪 正 学 习 
《大 统 历 》, 并 订正 其 率 误 ,写成 心得 
Un 2£ JERE2 卷 ( 后 增 修成 4 卷 ) ， 
自 此 立志 研习 历 算 , 1679 FERS 
金 长 真 幕 下 当 教 席 。 1689 年 曾 到 北 ” 
京 教书 5 年 。 他 学 习 勤奋 ,研究 刻 
苦 , 据 自 撰 《 勿 鹿 历 算 书 目 》(1702) 
载 , 共 著 有 天 文学 、 数 学 著作 70 余 
种 ,其 中 数学 著作 20 RPh. RIE 
成 1761 年 重 编 《 梅 氏 从 书 辑 要 》60 
卷 ,其 中 数学 著作 13 种 共 40 卷 。 梅 
文 易 坚 信 中 国 传统 数学 “ 必 有 精 
理 ”, 对 古代 数学 名 著作 了 深入 研 
究 , 同 时 又 能 正确 对 待 西方 数学 ,使 
移植 过 来 的 西方 数学 在 中 国 扎根 。 
其 著作 冶 中 西数 学 于 一 炉 , 集 古今 
中 外 之 大 成 ,对 弘扬 民族 文化 有 积 
极 作用 ,对 后 世 数 学 产生 较 大 影响 。 
主要 成 就 有 :在 《方程 论 》(1672) 中 
对 系数 为 分 数 的 一 次 方程 组 提出 新 
解法 ,将 传统 数学 分 为 算法 和 量 法 ; 
在 《 勾 股 举 隅 ) 中 全 面 论述 了 解 勾 股 
形 问 题 ; 在 4 少 广 拾遗 》(1692) 中 重 
新 发 展 了 求 高 次 寡 正 根 的 方法 ;他 
在 全 面 系统 整理 和 会 通 西方 数学 的 
同时 有 所 创造 , 除 介绍 笔算 , 纳 皮 尔 
算 筹 .伽利略 比例 规 算法 、 正 多 面体 
体积 公式 等 知识 外 ,还 对 三 角 学 中 
“不 详 其 理 ” 的 公式 和 定理 进行 推导 
与 证 明 , 研 究 了 许多 复杂 的 正 多 面 
体 的 作 图 ,并 用 传统 的 勾 股 算法 对 
《几何 原本 》 的 车 干 定理 进行 证 明 。 
此 外 著 有 天 文 著作 62 fh. ER Sos 
于 1705 年 曾 三 次 召见 他 ,向 他 请 教 
天 文 数学 。 梅 文 易 的 弟弟 .儿子 、 孙 
子 、 曾 孙 共 有 十 数 人 研习 数学 ,是 我 
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国 数学 史上 少 有 的 数学 家 族 。 

fF 3& Æ (Nian Xiyao,? 一 
1738) ”中国 数学 家 。 清 代 人 ,生年 
不 详 , 卒 于 乾隆 三 年 (1738)。 字 人 允 
共 , 广 字 ( 今 辽宁 锦州 北 镇 ) 人 。 活 动 
CT BEER SEE EE, EEZ H, M 
北 、 安 徽 等 地 做 官 。 对 科学 颇 感 兴 
趣 , 主 要 研究 数学 和 医学 ,突出 成 就 
是 系统 论述 了 画 法 几何 学 理论 。 他 
在 宫廷 供职 时 , 正 值 意大利 画家 郎 
记 宁 为 清宫 作画 。 年 希 攻 向 郎 世 宁 
学 习 透 视 技 术 , 后 潜心 钻研 ,多 有 心 
得 ,成 《 视 学 》2 卷 , 于 1729 年 刊刻 。 
后 继续 研究 ,补充 附 图 ,于 1735 年 
刊 出 修订 再 版 本 。 这 是 介绍 西欧 画 
法 几何 学 的 最 早 著作 ,其 中 有 许多 
工作 是 年 希 邯 的 独创 ,成 为 画 法 几 
何 学 的 系统 专著 , 比 法 国 数学 家 蒙 
H 1799 年 出 版 的 《 画 法 几何 学 } 一 
书 早 70 年 。 主 要 内 容 有 :论述 用 “ 量 
点 法 ”作出 图 形 的 平行 透视 图 和 成 
角 透 视图 ;利用 几何 体 二 视图 以 及 
视线 在 坐标 轴 上 截 距 作出 透视 图 ; 
轴 测 图 中 心 光源 阴影 作 图 法 。 书 中 
给 出 大 量 精美 插图 ,在 中 国 版 画 史 
上 也 属 罕见 佳作 。 其 中 有 许多 表现 
实物 的 二 视图 ,包括 球 等 曲面 体 的 
图 例 ,反映 出 他 对 投影 法 的 掌握 已 
很 熟练 。 一 些 近 代 画 法 几何 教科 书 
中 的 方法 已 在 4 视 学 》 中 设 专题 论 
述 。 但 此 书 流传 极 少 ,据说 国内 仅 存 
两 部 再 版 本 。 此 外 ,他 还 气 有 《测算 
JE) 卷 ,讲述 三 角 学 及 三 角 对 
数 ;面体 比例 便 览 )1 卷 , 论 及 对 数 
知识 。 

明 安 图 (Ming Antu, 1692— 
1784) ”中国 数 学 家 ,天 文学 家 。 清 
RA 298 T REER— T-—4E (1692), 


约 广 于 乾隆 二 十 九 年 (1764) 。 字 青 
讶 ,蒙古 族 正 白旗 人 ,青少年 时 为 官 
学 生 , 后 入 钦 天 监 ( 相 当 于 现在 的 天 
文 台 ) 学 习 天 文 、. 历 法 和 数学 , 曾 “ 受 
数学 于 圣 祖 ( 清 康 店 帝 玄 烨 )”。 结 业 
后 一 直 在 钦 天 监工 作 , 曾 任 钦 天 监 
时 宪 科 五 官 正 近 40 年 ,分 官 历法 的 
推算 、 编 订 及 翻译 。 乾 隆 二 十 四 年 
(1759) ,升任 钦 天 监 监 正 (相当 于 现 
在 天 文 台 长 ), 直 至 去 世 。 他 在 数学 
-EULBESE— 78 BRCBURIL I. — 8 RA 
EORR TT SACRE SERI HEP ERE n IS 
传统 数学 知识 与 当时 传 入 的 西方 数 
学 知识 结合 起 来 , 创 用 割 圆 连 比 例 
法 和 级 数 回 求 法 ,证 明了 清 初 法 国 
传教 士 杜 德 美 向 中 国学 者 介绍 的 和 
的 无 穷 级 数 公 式 , 正 弦 和 正 矢 的 篆 
级 数 展开 式 三 个 公式 ,分 别称 之 为 
圆 径 求 周 式 , 弧 背 求 正 弦 式 和 和 孤 背 
KERA ABHAZ IL AURI 
半径 相互 关系 的 另外 六 个 公式 。 晚 
年 草 成 ( 割 圆 密 率 捷 法 》4 卷 ,给 出 
所 得 到 的 各 无 穷 有 级 数 公式 及 证 明和 
在 数学 、 天 文学 中 的 应 用 ,后 由 其 学 
生 陈 际 新 、 张 肪 ,其 子 明 新 于 1774 
年 续 成 .他 的 思想 方法 对 我 国 19 世 
纪 数 学 发 展 有 一 定 影 响 , 促 进 了 积 
分 学 方面 的 研究 。 在 天 文学 方面 他 
早年 参加 过 《 律 历 渊源 》 的 编纂 工 
作 , 后 来 参与 过 三 部 重要 专著 的 编 
写 , ERZ R 卷 ) 任 考 测 工 
作 , 在 《 历 象 考 成 后 编 )(10 卷 ) 中 任 
总 裁 和 汇编 ,在 《 仪 象 考 成 ) 中 任 推 
算 工 作 。 这些 著作 在 天 文学 史 中 占 
有 重要 地 位 ,其 中 有 些 成 果 达 到 当 
时 世界 先进 水 平 。 

焦 循 〈Jiao Xun, 1763— 
1820) 中国 数学 家 ,哲学 家 。 清 代 
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人 , 生 于 乾隆 二 十 八 年 (1763), 卒 于 
嘉庆 二 十 五 年 (1820) 。 字 理 堂 .号 里 
堂 . 江 苏 甘泉 ( 今 扬 州 市 陡 江 县 ) 人 。 
25 岁 始 学 数学 , 且 “ 学 无 师 授 ”"。 因 
勤学 善 思 ,进步 显著 ,成 为 数学 名 
家 。 可谓 大 器 晚 成 。 1801 年 38 岁 时 
成 为 举人 。 博 学 多 识 , 经 、 史 、 历 、 算 、 
声韵 .训话 诸 学 无 所 不 精 。 与 汪 莱 、 
李 锐 共同 探讨 数学 问题 ,号 称 “ 谈 天 
三 友 ”。 在 数学 上 著 有 《 释 轮 》2 卷 
(1796) (RRD 38 (17960 (EI 
3 4$ (17980, CO 9 3€ B E 8. 38 
(0798) CX 76 — 8E 22 Æ (1800) ,以 
上 5 种 合 刊 为 里 堂 学 算 记 》。 另 有 
《 开 方 通 释 》1 卷 (1801)《 乘 方 释 
例 )5 卷 (1790) 等 。 主 要 贡献 是 总 结 
了 当时 传 入 的 西方 天 文学 中 的 数学 
基础 知识 ,如 椭圆 的 几何 理论 ,三角 
八 线 的 产生 和 球面 三 角形 的 解法 
等 ;对 中 国 古代 传统 数学 成 果 进 行 
了 整理 与 研究 ;阐述 了 算术 的 若干 
基本 理论 ,如 加 法 交换 律 , 结 合 律 ， 
乘法 交换 律 、 结 合 律 , 加 法 与 乘法 的 
分 配 律 , 整 指数 的 二 项 定律 等 ;开创 
我 国 符号 代数 学 研究 的 先河 ,用 甲 、 
乙 ` 丙 .于 等 天 干 字 代表 不 同 的 数 ， 
并 以 此 为 基础 阐述 加 减 乘 除 规则 ， 
这 在 我 国 数学 史 中 具 有 重要 意义 。 
他 也 被 人 称 为 经 学 家 或 数理 哲学 
家 , 曾 用 数理 解释 《周易 }, 著 有 《 雕 
获 楼 易学 } 等 大 量 经 学 专著 .此 外 亦 
通 地 理 博 物 , 著 有 《论语 地 理 考 》、 
《北湖 小 志 } 等 书 。 

zt 3É (Wang Lai, 1768— 
1813) 中 国 数学 家 。 清 代 人 , 生 于 
乾隆 三 十 三 年 (1768) , 卒 于 嘉庆 十 
八 年 (1813) 。 字 孝 轴 ,号 衡 斋 , 安 徽 
KEA. HIRE ,幼年 读书 不 多 。 


但 刻苦 用 功 ,“ 不 由 师傅 ,深造 自 
得 ”终于 博通 经 史 及 天 文 . 数 学 。 成 
年 后 以 教书 为 业 , 与 焦 循 、 李 锐 共同 
探讨 天 文 数学 问题 。 1806 年 受聘 负 
责 测量 六 塘 河 入 海口 , 供 治 河 参考 。 
1807 年 到 北京 考取 八旗 官学 教习 ， 
入 国史 治 自修 (天文 志 》《 时 宪 志 》 
等 民用 历 书 。 因 修 书 有 功 ,1809 年 
被 选 授 石 壤 县 ( 今 安徽 石 台 县 ) 儒 学 
训导 (主管 文教 ), 直 至 早 逝 。 著 有 
《 衡 裔 算 学 ?7 册 (1796 一 1805) 和 遗 
稿 《 衡 斋 遗书 》9 MET 3 E ii 
理 后 合 刻 刊行 。 主 要 贡献 有 :发 展 了 
中 国 古 代 的 方程 理论 ,提出 高 次 方 
程 正 根 的 存在 及 数目 问题 和 方程 系 
数 应 具备 的 条 件 , 当 方程 的 根 均 为 
正 根 时 ,得 到 了 与 三 次 方程 韦 达 定 
理 一 致 的 结果 ;系统 讨论 了 球面 三 
角形 6 种 基本 问题 的 求解 ,分 别 得 
出 了 有 人 解 和 无 解 的 条 件 ;得 到 一 系 
列 组 合 公 式 。 他 还 对 勾 股 问题 .P 进 
位 制 等 间 题 有 创见 , 著 有 《 递 兼 数 
理 》《 参 两 算 经 》 等 专著 .其 中 《 参 两 
算 经 》 是 中 国 数学 史上 第 一 篇 专 论 
P 进位 制 的 著作 ,意义 深远 ,此 外 为 
观测 和 修 历 需要 ,设计 制造 过 浑 天 
仪 . 简 平 仪 、 一 方 .发 漏 等 天 文 仪器 。 
李 锐 (Li Rui,1769—1817) 
中 国 数学 家 .。 清 代 人 , 生 于 乾隆 三 十 
三 年 十 二 月 八 日 (1769 年 1 月 15 
日 ) , 卒 于 嘉庆 二 十 二 年 六 月 三 十 日 
(1817 年 8 H 12 日)。 字 尚之 ,号 四 
香 , 江 苏 元 和 ( 今 苏州 ) 人 。 幼 时 聪 
敏 , 自 读 《算法 统 宗 》, 能 “ 心 通 其 
义 ”。 后 师 事 于 清 代 著名 学 者 钱 大 
Ur ,潜心 数学 研究 ,成 为 他 的 得 意 门 
生 。1796 年 读 秦 九 韶 、 李 冶 的 数学 
著作 ,加 以 校 勤 注释 。 次 年 入 浙江 学 
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政 阮 元 幕府 ,参与 自修 4 畴 和 人 传 》46 
卷 ,实际 上 主持 编写 工作 。1803 年 
成 为 杨 州 知府 张 敦 仁 幕 宾 , 参 与 古 
代数 学 典籍 的 整理 ,并 算 校 张 敦 仁 
的 所 有 著作 。 他 还 与 焦 循 , 汪 莱 为 
友 , 共 同 研 讨 数学 ,号 为 “谈天 三 
友 ”。 他 在 《 勾 股 算术 细 草 》 和 《 弧 矢 
算术 ?中 试 以 天 元 术 解 决 匀 股 问题 
和 弧 矢 问题 ,又 扎 《 方 程 新 术 草 》 和 
《 开 方 说 》, 得 到 与 现代 方程 论 中 的 
笛 卡 儿 符 号 法 则 一 致 的 论断 等 结 
果 。 例 如 方程 各 项 系数 出 现 一 次 变 
号 ,可 有 一 个 正 根 ,出 现 两 次 变 号 可 
有 两 个 正 根 ,出 现 三 次 变 号 ,可 有 三 
个 或 一 个 正 根 ,出 现 四 次 变 号 可 有 
四 个 或 两 个 正 根 。 其 它 成 就 有 :讨论 
了 负 根 和 无 实 根 的 方程 ;在 整数 范 
围 内 提出 了 无 实 根 的 二 次 方程 与 双 
二 吹 方程 的 判别 条 件 ; 讨 论 了 重 根 
问题 ;提出 “ 代 开 法 ?等 。 他 对 宋 元 数 
学 家 有 关 方 程 的 理论 进行 概括 , 运 
用 科学 的 归纳 方法 和 抽象 方法 对 传 
统 数 学 深入 研究 ,做 出 突破 性 的 结 
果 , 使 我 国 的 方程 论 形成 一 门 较 完 
整 的 学 科 。 他 还 对 《 测 圆 海 镜 》《 益 
古 演 段 》、)《 九 章 算 术 》《 孙 子 算 经 》 
等 宋 元 时 代 和 《 算 经 十 书 》 中 的 许多 
古代 经 典 算 书 进行 了 校 释 或 整理 。 
主要 著作 收入 《 李 氏 算 学 遗书 ) 中 。 

项 £ ik (Xiang Mingda, 
1789—1850) 中 国清 代数 学 家 ， 
原名 万 准 , 字 步 莱 , 号 梅 介 ,浙江 钱 
塘 ( 今 杭州 市 ) 人 ,祖籍 安徽 误 县 。 
1816 年 为 举人 , 考 授 国子监 学 正 ， 
1826 年 成 进士 , 改 任 知县 ,但 未 就 
职 。 应 考 进士 期 间 , 曾 在 京 盘 桓 数 
年 ,与 友人 研讨 数学 ,后 返 居 故 里 。 
1837 年 任 余杭 荐 南 书院 主讲 。 此 后 


在 杭州 著名 的 三 大 书院 之 一 紫阳 书 
院 执教 ,并 研究 数学 。1846 年 退职 
还 家 。 主要 著作 有 ( 象 数 一 原 》 
(1849)《 勾 股 六 术 》(1825)、《 三 角 . 
和 较 术 》C1843)、《 开 诸 乘 方 捷 术 》 
1845) ,后 三 种 合 刊 为 (下 学 庵 算 
术 ) 印 行 。 

《 象 数 一 原 ) 的 主要 内 容 是 论述 
三 角 函 数 备 级 数 展 开 式 问题 。 推 广 
了 明 安 图 和 董 社 诚 的 结果 ,归纳 出 
两 个 新 的 震级 数 公式 。 项 名 达 还 求 
出 椭圆 周 长 公式 ,是 中 国 在 二 次 曲 
线 研究 方面 最 早 的 重要 成 果 。 还 据 
此 推出 圆周 率 倒数 公式 。 项 名 达 与 
友人 戴 歇 共同 讨论 求 二 项 式 "次 根 
的 简 法 ,在 ( 开 诸 乘 方 捷 术 ) 中 提出 
T3 HEROS Li RE REDLRE 


.用 逐次 逼近 法 开 " 次 方 的 递 推 公 


式 。《 象 数 一 原 ) 全 书 共 6 卷 ,项 名 达 
在 撰写 此 书 时 已 年 老病 重 ,其 中 卷 
四 和 卷 六 未 能 完稿 ,后 由 戴 隐 遵从 
他 的 嘱托 于 1857 年 补 写 完 成 。《 勾 
股 六 术 ) 与 《三 角 和 较 术 》 是 项 名 达 
为 初学 者 撰写 的 数学 入 门 书 。 在 这 
两 卷 书 中 ,对 于 勾 股 形 , 平 面 三 角形 
及 球面 三 角形 的 各 边 及 其 和 、 差 的 
互 求 关系 ,做 了 较 系统 的 分 类 与 总 


结 。 


AK BS (Dai Xu, 1805—1860) 

"EL RACHUEA. FRL ES 
SX BO. 钱塘 ( 今 杭州 市 ) 人 。 
少年 时 代 就 对 数学 有 浓厚 兴趣 ,一 
生 致 力 于 数学 , 淡 于 功名 进取 ,与 当 
时 的 数学 家 罗 士 琳 、 徐 有 于 及 李 善 
兰 等 人 均 有 交往 , 尤 与 项 名 达成 忘 
年 好 友 ,共同 研讨 数学 问题 . 戴 网 著 
述 其 丰 , 著 有 ¢ 音 分 古 义 》 二 卷 ,《 庄 
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子 内 篇 顺 文 》 一 卷 ,元 空 秘 旨 》 一 
卷 《 重 差 图 说 } 若 干 卷 《 勾 股 和 较 
集成 ) 一 卷 ,《 四 元 玉 鉴 细 草 》 若 干 
卷 《 广 割 圆 捷 法 》 一 卷 , 但 均 未 刊 
行 。 戴 刚 的 代表 作 是 《4 求 表 捷 术 》 九 
卷 , 其 中 包括 论 对 数 表 造 法 的 《对 数 
简 法 ) 二 卷 (1845) 和 《 续 对 数 简 法 》 
一 卷 (1846), 论 三 角 函 数 表 造 法 的 
《外 切 密 率 ) 四 卷 (1852) 及 论 三 角 函 
数 对 数 表 造 法 的 《 假 数 测 圆 ) 二 卷 
(1852) 。 戴 隐 所 给 的 三 种 表 的 造 法 ， 
在 中 国 数学 史上 均 有 超越 前 人 的 成 
就 。 他 独立 发 现 了 指数 为 有 理 数 的 
二 项 式 定理 \ 对 数 函 数 及 某 些 三 角 
函数 的 答 级 数 展 开 式 。 英 国 传教 士 
艾 约 瑟 将 其 著作 译 成 英文 寄 给 “ 算 
学 公会 *。1860 年 2 月 太平 军 攻克 
杭州 , 戴 网 与 其 长 史 同 日 自尽 。 
李 善 尘 (Li Shanlan, 1811. 1. 
2 一 1882. 12. 9) 中 国清 代数 学 
家 、 天 文学 家 、 翻 译 家 和 教育 家 。 原 
名 心 兰 VERUS S3 3] 8 EA, 
浙江 海宁 县 碳 石 镇 人 。 李 善 兰 自 幼 
酷爱 数学 ,十 岁 时 读 ( 九 章 算术 》, 十 
五 岁 时 读 了 欧 几 里 得 (几何 原本 》 前 
六 卷 。 以 后 又 寻 阅 各 种 数学 书籍 ， 
逐渐 学 懂 了 李 冶 的 4 测 圆 海 镜 》、 戴 
震 的 《 勾 股 割 圆 记 》 等 数学 名 著 。 经 
常 与 数学 家 顾 观 光 、 张 文 虎 , 汪 日 
桢 、 戴 风 、 罗 士 琳 及 徐 有 于 等 人 进行 
学 术 交 往 , 时 有 心得 , 轻 复 著 书 ， 
1845 年 前 后 发 表 了 具有 和 解析 几何 
思想 和 微 积 分 方法 的 研究 成 果 一 一 
“REER”. 
, 1852—1859 年 , 李 善 兰 在 上 海 
墨 海 书馆 与 英国 传教 士 .汉学 家 伟 
烈 亚 力 等 人 合作 翻译 出 版 了 《几何 
原本 泌 九 卷 ,以 及 《代数 学 》《 代 微 


积 拾 级 》《 谈 天 》《 重 学 》《 圆 锥 曲 
线 说 》《 植 物 学 } 等 西方 近代 科学 著 
fe , 又 译 ( 奈 端 数 理 》( 即 牛顿 4 自然 
哲学 的 数学 原理 四 册 ( 未 刊 ), 这 
是 解析 几何 、 微 积分 、 哥 白 尼 日 心 
说 ,牛顿 力学 、 近 代 植 物 学 传 入 中 国 
的 开端 ,在 译 书 工作 中 , 李 善 兰 创造 
了 许多 科学 名 词 。 今 天 我 们 经 常用 
到 的 “代数 ” “常数 ” “函数 ”、“ 变 
数 ”“ 微 分 ”“ 积 分 ” “切线 ”、“ 法 
线 ”“ 源 近 线 ”等 都 出 自 他 的 手 。19 
世纪 60 年代 , “洋务 运动 ”兴起 ,他 
先后 在 徐 有 王 、 曾 国 藩 军 中 作 幕 僚 ， 
从 事 有 关 的 科技 学 术 活 动 。1867 年 
在 南京 整理 出 版 了 他 过 去 的 各 种 天 
SEE ,定名 为 《 则 古音 遍 算 学 》 其 
ick 398 | E PNE AE SN 
OS CERES 9. (OR 2 EL 2I 9. €( P 2c 
[3286 3$ P3 9NC A ERED 
《椭圆 新 术 》《 椭 圆 拾遗 》《 火 器 真 


. 诀 》《 对 数 尖 锥 变法 释 》《 级 数 回 


求 ) 和 《天 算 或 问 ) 等 13 种 24 卷 , 其 
中 《 始 积 比 类 ) 四 卷 是 李 善 兰 最 出 色 
的 著作 之 一 , 书 中 包含 着 不 少 独特 
的 创造 ,例如 引入 了 著名 的 李 善 兰 
恒等式 。1866 年 , 随 着 洋务 运动 的 
发 展 ,北京 同文 馆 增设 天 文 . 算 学 、 
化 学 等 学 科 , 请 李 善 兰 就 任 天 文 算 
学 总 教习 ,他 于 1868 年 到 任 , 直 至 
1882 年 他 逝世 为 止 , 从 事 数学 教育 
十 余年 ,其 间 审 定 了 《同文 馆 算 学 课 
艺 》《 同 文 馆 珠算 金 钙 } 等 数学 教 
M ,培养 了 一 大 批 数学 人 才 ,是 中 国 
数学 教育 的 鼻祖 。 他 的 重要 数学 著 
作 还 有 《 考 数 根 法 》、《 栗 布 演 草 》、 
《 测 圆 海 镜 解 > 和 《 九 容 图 表 ) 等 《 考 
数 根 法 》 扎 成 于 1872 年 ,是 我 国 最 
早 的 素数 论 专 著 。 在 判别 一 个 自然 
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数 是 否 为 素数 时 , 李 善 兰 证 明了 著 
名 的 费 马 素数 定理 ,并 指出 了 其 道 
定理 不 真 。 

tk Si Æ (Hua Hengfang, 
1833— 1902) 中 国清 代数 学 家 、 


翻译 家 和 教育 家 。 字 若 汀 。 江 苏 金 “ 


ERRA. TERREN 
学 , 遍 览 当时 的 各 种 数学 书籍 .研究 
了 中 西数 学 的 不 同 风格 和 各 自 的 长 
处 。 青 年 时 他 到 上 海 向 李 善 兰 请 教 ， 
李 氏 向 他 推荐 西方 的 代数 学 和 微 积 
分 ,对 他 走 上 数学 道路 有 很 大 影响 。 
1861 年 他 与 同乡 好 友 徐 寿 受聘 到 
曾国藩 的 安庆 军械 所 ,绘制 机 械 图 
并 造 出 中 国 最 早 的 轮船 * 黄 角 ” 号 。 
1865 年 , 华 某 芳 参与 筹划 创设 江南 
制造 总 局 。1868 年 局 内 增设 翻译 
馆 , 华 某 芳 与 徐 寿 积极 从 事 , 专 门 介 
绍 西方 先进 的 科学 技术 ,分 门 别 类 
地 进行 系统 译 述 。 华 薪 芳 同 外 国学 
者 合作 翻译 的 书籍 一 类 略 于 矿物 、 
地 质 、 气 象 和 和 军事 工程 等 ,一 类 是 数 
学 。 他 同 英国 人 傅 兰 雅 共 译 出 《代数 
术 》 一 十 五 卷 ,《 微 积 溯源 》 八 卷 ,《 三 
角 数 理 ? 十 二 卷 《 代 数 难题 解法 ) 十 
六 卷 ,人 ( 决 疑 数学 } 十 卷 《 合 数 术 } 十 
一 卷 ,算式 解法 )} 十 四 卷 等 。 华 荷 芳 
的 译 书 在 概率 论 、 微 积分 学 ,代数 
学 ,三 角 学 等 方面 都 有 许多 新 的 内 
容 , 其 译文 流畅 易 懂 ,他 是 李 善 兰 之 
后 引进 西 算 影 响 最 大 的 人 。 华 蓟 芳 
的 数学 著作 有 《 开 方 别 术 》《 数 根 求 
解 》《 开 方 古 义 》《 积 较 术 》《 学 算 
笔谈 ).《 算 草 从 书 ) 以 及 《 算 学 须 
知 》《 西 学 初 阶 》、《 平 面 三 角 测 量 
法 》《 抛 物 线 说 ) 等 。 前 六 种 收入 文 
集 《 行 素 轩 算 稿 } 中 , 重 刻 过 多 次 。 华 
薪 芳 长 期 从 事 教 学 ,1880 年 在 上 海 


公 书 院 教书 ,1887 年 在 天 津 武备 学 
堂 任 算 学 教习 ,1892 年 在 武昌 两 湖 
书院 主讲 算 学 。 他 与 李 善 兰 、 徐 寿 齐 
名 ,成 为 有 声望 的 一 代 学 者 。 

3 Yr (Jiang Lifu 1890. 7. 
4 一 1978. 2.3) 中国 数学 家 、 数 
学 教育 家 。 原 名 姜 将 佐 。 生 于 浙江 
平阳 , 卒 于 广州 。1911 年 留学 美国 ， 
1915 年 在 加 州 大 学 获 学 士 学 位 ， 
1919 年 在 哈佛 大 学 获 博士 学 位 。 
1920 年 到 南开 大 学 任教 授 .1934 年 
后 到 德国 格 丁 根 大 学 进修 两 年 。 抗 
日 战争 期 间 在 西南 联 大 任教 ,主持 
数学 所 的 工作 。1946 年 到 美国 普 林 
斯 顿 高 等 研究 院 进修 。 解 放 后 在 广 
州 岭南 大 学 和 中 山大 学 任教 。 姜 立 
夫 是 中 国 现代 数学 教育 的 先驱 。 他 
在 南开 大 学 时 基本 上 是 一 个 人 办 起 
数学 系 , 培 养 了 包括 江 泽 涵 、 陈 省 身 
在 内 的 一 批 杰出 数学 家 。 他 十 分 注 
意 数 学 文献 的 收集 和 保管 ,使 南开 
大 学 的 数学 图 书馆 一 度 在 全 国 领 
先 。 他 还 倾注 大 量 精力 从 事 数学 名 
词 的 审定 工作 ,出 版 了 《 算 学 名 词汇 
编 X1938) 和 《数学 名 词 》(1945) 等 。 
姜 立 夫 的 数学 研究 在 几何 学 方面 ， 
著 有 《 圆 和 球 的 方 阵 理论 》, 还 翻译 
过 黎 曼 几何 学 方面 的 著作 。 

钱 Sz XX (Qian Baochung, 
1892. 5. 29—1974. 1. 5) ”中国 
数学 史家 、 数 学 教育 家 . FAM, Hi 
江 嘉 兴 人 。 座 于 江苏 苏州 。 早 年 津 
业 于 嘉兴 秀水 县 学 堂 ,1907 年 考 入 
苏州 江苏 铁路 学 党 学 习 ,1908 年 考 
取 浙 江 省 官 费 留学 欧美 学 生 , 同 年 
10 月 就 读 于 英国 伯明翰 大 学 木工 
工程 系 。1912 年 毕业 回国 ,先后 在 
苏州 中 等 工业 学 校 (1912) .南开 大 
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学 (1925) .中央 大 学 (1927) ,浙江 大 
学 (1928) 任 数学 教师 、 副 教授 、 教 
授 。1928 年 首 任 浙 江 大 学 数学 系 主 
任 。1956 年 调 到 中 国 科学 院 自 然 科 
EXu pL E ME ES 
国 数学 史学 科 葛 基 人 之 一 。 他 从 
1919 年 开始 从 事 中 算 史 研究 ,1921 
年 发 表 论文 ,后 出 版 论文 集 ( 古 算 考 
源 》1933) 和 专著 《中 国 算 学 史 》( 上 
册 ,1932) 。 他 在 南开 大 学 首次 开 中 
国 数学 史 课 ,并 在 数学 教学 的 同时 
悉心 钻研 数学 史 , 发 表 论文 数 十 篇 。 
解放 后 出 版 了 《中 国 数学 史话 》 
(1957) (RATB 2 E 3,1963) 88 
著作 ,并 主持 编写 了 《中 国 数学 史 》 
(1964)《 宋 元 数学 史 论 文集 ?等 专 
著 。 他 是 《科学 史 集 刊 》(1958 年 创 
刊 ?的 主编 .他 的 主要 著作 被 整理 成 
《 钱 宝 琼 科 学 史 论 文选 集 》(1983)。 
钱 宝 琼 治学 严谨 ,讲求 实际 ,侧重 数 
学 史实 的 考证 分 析 , 其 论著 许多 成 
为 后 人 引证 的 依据 。 他 还 在 教学 中 
做 出 突出 的 成 绩 , 培养 了 一 批 数学 
家 和 数学 史家 。 

李 伍 (Li Yan,1892. 8. 22— 
1963. 1.14) 中 国 数学 史家 、 铁 
RLE., RARR, FRA, ME 
BRA. HECTAR AN SET HUC. 1912 
年 入 唐山 路 矿 学 堂 ,1913 4875 ALB 
海 铁路 局 ,历任 实习 生 、 测 量 员 、 动 
理工 程 师 , 总 段 长 .工务 处 长 . 副 总 
工程 师 等 职 ,为 建设 陀 海 铁路 ,工作 
40 余年 。 对 工程 学 颇 有 研究 , 著 《 铁 
道 定 线 法 》(1938) 等 书 。 李 但 于 
1955 年 调 入 中 国 科 学 院 , 任 历 史 研 
究 所 研究 员 。1957 年 出 任 自然 科学 
史 研 究 室 主任 直至 去 世 。 1955 年 当 
选 为 中 科 院 哲学 社会 科学 部 学 部 委 


员 。1959 年 当选 为 全 国人 大 代表 。 
李 仇 是 中 国 数学 史 研 究 的 英 基 人 。 
他 从 1911 年 开始 从 事 中 国 数学 史 
资料 的 整理 和 研究 ,1917 年 开始 发 
表 论 著 , 一 生 共 发 表 中 国 数学 史 研 
究 方面 的 论著 百 余 种 .代表 作 有 《中 
算 史 论 从 》(1 一 5 集 ,1954 一 1955)、 
《中 国 算 学 史 》C1937) 《中 国 数学 大 
纲 》( 上 、 下 册 ,1958)《 中 国 古 代数 
学 史料 》(1954) 等 .其 论著 十 分 注意 
史料 的 考证 和 整理 ,为 后 人 的 研究 
提供 了 宝贵 的 资料 。 

Ek 建功 (Chen Jiangong, 
1893. 9. 8 一 1971. 4.11) ”中国 
数学 家 。 生 于 浙江 绍兴 , 卒 于 杭州 。 
1910 年 入 杭州 两 级 师范 学 校 读 书 ， 
1913, 1918 和 1926 年 三 次 东 渡 日 
本 留学 ,1929 年 获 日 本 东北 帝国 大 
学 理学 博士 学 位 。 留 学 期 间 曾 发 表 
10 余 篇 学 术 论 文 ,引起 日 本 科学 界 
的 重视 ,回国 后 ,历任 浙江 大 学 数学 
系 教授 、 系 主任 ,中 央 研 究 院 数学 研 
究 所 研究 员 。1947 年 应 邀 去 美国 普 
林 斯 顿 高 等 研究 所 任 访 问 研 究 员 一 
年 。 解 放 后 ,历任 浙江 大 学 和 复旦 大 
学 教授 .杭州 大 学 副 校长 .中国 科学 
院 学 部 委员 历届 中 国 数学 会 副 理 
事 长 等 职 。 还 当选 为 第 一 二、 三 届 
全 国人 民 代 表 大 会 代表 。 主 要 贡献 
在 分 析 数 学 方面 ,他 是 我 国 函数 论 
方向 的 学 科 带 头 人 。 共 发 表 60 多 篇 - 
论文 和 近 10 种 专著 和 译 著 , 内 容 涉 
及 三 角 级 数 、 直 交 函 数 级 数 、 单 叶 函 
数 、 实 变 函 数论 .函数 逼近 论 、 广 义 
解析 函数 及 偏 微 分 方程 等 分 支 。 
1928 年 ,他 和 英国 数学 家 哈代 , 李 
特 尔 伍德 几乎 同时 解决 了 函数 用 绝 
对 收敛 的 三 角 级 数 表示 的 问题 , 获 
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得 国际 数学 界 的 赞誉 。 他 从 1931 年 
起 与 苏 步 青 合作 在 浙江 大 学 举办 数 
学 讨论 班 ,后 又 在 复旦 大 学 .杭州 大 
学 举办 数学 讨论 班 , 培 养 了 大 批 数 
学 人 才 。 

HBK (Xiong Qinglai, 1893. 
10. 20—1969. 2.3) ”中 国 数 学 
家 。 生 于 云南 省 弥勒 县 , 卒 于 北京 。 
1913 年 派 往 比利时 学 习 , 翌年 , 转 
赴 法 国 ,先后 就 读 于 格 伦 诺 布尔 大 
学 .巴黎 大 学 、 蒙 彼 里 埃 大 学 及 马赛 
大 学 .回国 后 曾 任 东南 大 学 、 清 华 大 
学 教授 。1931 一 1933 年 重 赴 巴 黎 深 
造 , 获 理学 博士 学 位 .回国 后 继续 在 
清华 大 学 任教 . 1937 一 1949 年 任 云 
南大 学 校长 。1949 年 第 三 次 赴 法 ， 
继续 攻 研 亚 纯 函 数 。1957 年 回国 ， 
任 中 国 科学 院 数 学 研究 所 研究 员 。 
1964 年 当选 为 中 国人 民政 治 协商 
会 议 全 国 委员 会 常务 委员 会 委员 。 
能 庆 来 多 年 从 事 亚 纯 函 数 的 研究 ， 
共 发 表 创 造 性 论文 50 多 篇 。 在 博士 
PF, WELT EY RE A A 
的 一 个 一 般 性 理论 , 它 是 波 莱 尔 的 
关于 有 穷 级 数 与 有 穷 级 亚 纯 函 数理 
论 的 自然 推广 。 关 于 奈 望 林 纳 的 第 
二 基本 定理 的 推广 ,他 得 到 了 一 些 
深入 的 结果 。 他 的 重要 论文 多 次 为 
国内 外 学 者 引用 。 他 综合 他 人 的 和 
自己 的 一 些 研究 成 果 , 著 有 《关于 亚 
纯 函 数 及 代数 体 函 数 , 奈 望 林 纳 的 
一 个 定理 的 推广 ) 一 书 ,这 本 书 出 版 
在 国际 著名 的 丛书 《数学 科学 纪念 
文集 ?中 。 还 有 各 种 专著 及 教材 十 余 
种 。 他 一 生 中 对 中 国 数学 人 才 的 培 
养 及 科学 研究 的 开展 都 作出 了 重大 
贡献 ,他 的 许多 学 生 , 已 成 为 中 国 及 
世界 上 知名 的 科学 家 。 


i 


苏 步 青 (Su Buging, 1902. 9. 
23—) 中国 数学 家 。 生 于 浙江 省 
平阳 县 。 中 学 毕业 后 去 日 本 求学 。 
1927 年 毕业 于 日 本 东北 帝国 大 学 ， 
随后 进入 该 校 研究 院 ,1931 年 获 理 
学 博士 ,同年 回国 .历任 浙江 大 学 教 
授 、 数 学 系 主任 ,中 华人 民 共 和 国 成 
立 后 任 该 校 教 务 长 。1952 年 后 , 历 
任 复旦 大 学 教授 .教务 长 ,数学 研究 
所 所 长 .研究 生 部 主任 . 副 校长 . 校 
长 和 名 誉 校长 等 职 。1955 年 当选 为 
中 国 科学 院 学 部 委员 。 他 还 是 第 五 、 
六 届 全 国人 民 代 表 大 会 常务 委员 会 
委员 和 第 六 届 人 大 常委 会 科学 、 教 
育 . 文 化 卫生 委员 会 副 主 任 . 他 的 主 
要 研究 领域 为 微分 几何 学 。 早 期 对 
仿 射 微分 几何 学 和 射影 微分 几何 学 
作出 了 突出 的 贡献 。 他 建立 了 独到 
的 方法 ,用 几何 构图 来 表现 曲线 和 
曲面 的 不 变量 和 协 变 图 形 , 取 得 了 
丰富 的 成 果 , 得 到 了 国际 上 的 高 度 
评价 。 40 一 50 年 代 开始 研究 一 般 空 
间 微 分 几何 学 。60 年 代 又 研究 高 维 
TERRAE., 70 年 代 以 来 ,又 
注意 把 微分 几何 运用 于 工程 中 的 几 
何 外 型 设计 ,在 中 国 开创 了 新 的 研 
究 方 向 计算 几何 。 苏 步 青 是 中 
国 数学 会 的 发 起 人 之 一 ,担任 过 中 
国 数学 会 学 报 的 主编 .解放 后 ,参与 
筹建 中 国 科 学 院 数 学 研究 所 ,创办 
《数学 年 刊 ) 杂 志 并 任 主编 。 曾 任 中 
国 数学 会 副 理事 长 ,名誉 理事 长 ,他 
为 国家 培养 出 许多 优秀 数学 人 才 。 
他 非常 关心 中 学 数学 教育 ,为 提高 
中 学 师资 质量 ,改革 中 学 教材 做 了 
不 少 工作 。 苏 步 青 一 共 发 表 论 文 
168 篇 ,1983 年 出 版 了 《 苏 步 青 论文 
选集 》。 还 出 版 了 《射影 曲线 概论 》、 
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《射影 曲面 论 》、《 一 般 空间 微分 几 
何 》《 计 算 几 何 } 等 专著 。 

江 泽 涵 (Jiang Zehan, 1902. 
10.6— >` 中 国 数学 家 。 ETE 
ROERE. 1926 年 毕业 于 南开 大 学 
数学 系 。1927 年 赴 美 留学 ,在 哈佛 
大 学 数学 系 攻读 研究 生 ,1930 年 获 
博士 学 位 。 在 普林斯顿 大 学 工作 一 
年 。1931 年 回国 任 北 京 大 学 数学 系 
教授 ,1934 年 后 任 系 主任 。1935 年 
数学 会 成 立 后 任 副 理事 长 。1955 年 
当选 为 中 国 科 学 院 学 部 委员 。 任 北 
京 大 学 理学 院 代 院 长 .北京 市 数学 
会 理事 长 等 职 。 江 泽 涵 主要 从 事 拓 
扑 学 的 教学 与 研究 。 他 是 我 国 拓扑 
学 研究 的 先导 ,他 的 《格林 函数 临界 
点 的 存在 》(1932)《 能 定向 的 二 维 
闭 流 形 群 (1936) 是 我 国 最 早 的 拓 
扑 学 论文 。 后 来 他 又 研究 履 肥 空间 
和 纤维 从 理论 ,不 动 点 理论 等 ,指导 
研究 生 取 得 了 突破 性 的 成 果 。 主 要 
专著 有 《不 动 点 类 理论 》(1979) 和 
《拓扑 学 引 论 》(1964) ,还 先后 发 表 
十 余 篇 研究 论文 。 江 泽 涵 在 近 50 年 
的 教学 和 科研 工作 中 培养 了 一 批 优 
秀 的 数学 工作 者 ,为 我 国 的 数学 教 
育 作出 重要 贡献 。 

YF © IÈ (Xu Baolu, 1910. 9. 
1—1970. 12.18) 中 国 数学 家 、 
统计 学 家 。 生 于 北京 , 卒 于 同 地 。 
1928 年 入 燕 京 大 学 学 习 化 学 ,1930 
年 转 入 清华 大 学 攻 数 学 1936 年 赴 
英 留学 ,在 伦敦 大 学 当 研 究 生 ,同时 
又 在 剑桥 大 学 学 习 ,1938 年 获 哲学 
博士 学 位 ,1940 年 又 获 科 学 博士 学 
位 ,同年 回国 , 任 北 京 大 学 教授 , 执 
教 于 昆明 西南 联合 大 学 。1945 年 再 
次 出 国 ,应 邀 先后 在 美国 伯克利 加 


州 大 学 .哥伦比亚 大 学 和 北 卡 罗 来 
纳 大 学 任 访问 教授 。1947 年 回国 ， 
以 后 一 直 在 北京 大 学 任教 授 。 他 是 
中 国 科学 院 学 部 委员 。 许 宝 又 早期 
从 事 数 理 统 计 学 和 概率 论 研 究 , 一 
些 成 果 达 到 世界 先进 水 平 。1938 一 
1945 年 间 , 他 在 多 元 统计 分 析 与 统 
计 推 断 方 面 发 表 了 一 系列 的 论文 ， 
并 对 极限 分 布 论 .线性 模型 .试验 设 
计 与 代数 编码 等 方面 的 问题 进行 深 
入 而 有 成 效 的 探讨 。 他 为 中 国 的 科 
学 事业 和 培养 中 国 年 轻 一 代 的 数理 
统计 工作 者 作出 了 很 大 贡献 。 为 了 
纪念 他 ,1980 年 北京 大 学 举行 了 许 
宝 又 七 十 诞辰 纪念 会 ,1979 年 美国 
《统计 年 刊 ) 发 表 了 国外 几 位 著名 学 
者 纪念 他 的 文章 ,介绍 了 他 的 生平 
和 工作 。 他 的 著作 有 《 许 宝 又 文集 》 
(1981)《 抽 样 论 )(1982)《 许 宝 又 
论文 选集 》(1983, 英文 版 ,美国 纽 
约 ) 等 。 

华罗庚 (Hua Luogeng,1910. 
11. 12 一 1985. 6. 12) ”中 国 数学 
家 。 生 于 江苏 省 金 坛 县 , 卒 于 日 本 东 
京 。 因 家 境 贫寒 早年 没有 接受 系统 
的 高 等 教育 。1930 年 在 (科学) 杂志 
上 发 表 关 于 五 次 方程 的 文章 而 受到 
驴 庆 来 的 重视 ,被 邀请 到 清华 大 学 
教 , 第 三 年 升 为 讲师 。1934 年 成 为 
文化 基金 会 研究 员 。1936 年 作为 访 
问 学 者 到 英国 剑桥 大 学 进修 。1938 
年 回国 受聘 为 西南 联 大 教授 。1946 
年 后 到 苏联 、 美 国 等 地 访问 讲学 ,其 
间 曾 任 普林斯顿 高 等 研究 所 研究 员 
和 普林斯顿 大 学 教授 。1950 年 回 
国 , 先 后 任 清华 大 学 教授 ,中 国 科 学 
院 数 学 研究 所 所 长 ,中 国 数学 会 理 
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事 长 ,中 国 科学 院 数理 化 学 部 委员 、 
中 国 科技 大 学 数学 系 主 任 、 副 校长 ， 
中 国 科 学 院 应 用 数学 研究 所 所 长 、 
中 国 科学 院 副 院 长 等 职 。 还 先后 当 
选 为 美国 科学 院外 籍 院士 .第 三 世 
界 科 学 院 院 士 等 .又 被 授予 法 国 、 香 
港 及 美国 等 地 大 学 的 荣誉 博士 学 
位 。1979 年 后 到 英法 、 德 、 荷 .美和 
日 本 等 地 讲学 和 访问 。1985 年 6 月 
12 日 在 日 本 东京 大 学 作 学 术 报 告 
时 , 因 心 脏 病 发 作 去 世 。 华 罗 庚 对 数 
学 的 贡献 是 多 方面 的 ,他 一 生 共 发 
RER 200 多 种 ,在 数论 中 ,他 解决 
了 高 斯 完整 三 角 和 的 估计 ,对 华 林 
问题 . 塔 里 问 题 的 结果 作出 了 重大 
推进 。 他 在 图 法 与 三 角 和 估计 法 方 
面 的 结果 长 期 居 世 界 领先 地 位 。 他 
的 著作 《 堆 刍 素数 论 》(1953) 《数论 
导 引 》(1957)《 数 论 在 近似 分 析 中 
的 应 用 》(1978 ,与 王 元 合 著 ) 都 已 成 
为 经 典 著作 。 华 罗 庚 在 复 分 析 和 典 
型 群 方面 也 有 许多 工作 .特别 地 ,他 
对 我 国 应 用 数学 方法 的 普及 也 作出 
了 重大 贡献 .这 方面 的 代表 作 有 《 统 
筹 方法 平话 }(1964)《 优 选 法 平话 》 
(1971) 等 。 华 罗 庚 还 是 一 位 杰出 的 
数学 教育 家 ,他 治学 严谨 ,教学 有 
方 ,为 国家 培养 了 一 大 批 优秀 人 才 。 

陈省身 (Chen Xingshen/ 
Chern Shiing-Shen, 1911. 10. 
26— 0 现代 数学 家 。 生 于 浙江 
嘉兴 。1926 年 入 南开 大 学 数学 系 ， 
受 教 于 姜 立 夫 。1931 年 考 入 清华 研 
究 院 , 是 孙 贸 的 研究 生 。1934 年 获 
硕士 学 位 。 以 后 游学 德国 ,法国 , 跟 
随 布 拉 施 克 和 : 厂 嘉 当 从 事 数 学 研 
究 。1936 年 获 博 士 学 位 ,1937 年 回 
国 , 任 西南 联 大 教授 ,并 协助 姜 立 夫 


主持 数学 研究 所 的 工作 。1943 年 应 
邀 往 美国 普林斯顿 高 等 研究 所 工 
作 , 抗 日 战争 胜利 后 返回 祖国 ,领导 
中 央 研 究 院 数 学 研究 所 。1949 年 以 
后 定居 美国 ,先后 任 芝加哥 大 学 和 
加 利 福 尼 亚 大 学 教授 ,1984 年 退 
休 。 自 1972 年 以 来 多 次 回国 讲学 ， 
并 主持 每 年 一 度 的 国际 “ 双 微 ”会 
议 。1984 年 应 邀 任 南开 大 学 数学 研 
究 所 所 长 。 陈 省 身 的 数学 工作 范围 
极 广 ,包括 微分 几何 、 拓 扑 学 .微分 
方程 .代数 .几何 、. 李 群 和 几何 学 等 
多 方面 。 他 是 创立 现代 微分 几何 学 
的 大 师 。 早 在 40 年 代 , 他 结合 微分 
几何 与 拓扑 学 的 方法 ,完成 了 黎 曼 
流 形 的 高 斯 - 博 内 一 般 形式 和 埃 尔 
米 特 流 形 的 示 性 类 论 。 他 首次 应 用 
纤维 从 概念 于 微分 几何 的 研究 , 引 
进 了 后 来 通称 的 陈 氏 示 性 类 , 为 大 
范围 微分 几何 提供 了 不 可 缺少 的 工 
具 。 他 引进 的 一 些 概念 ,方法 和 工 
具 , 已 远 远 超 过 微分 几何 与 拓扑 学 
的 范围 ,成 为 整个 现代 数学 中 的 重 
要 组 成 部 分 。 陈 省 身 还 是 一 位 杰出 
的 教育 家 ,他 培养 了 大 批 优秀 的 博 
士 生 。 他 本 人 也 获得 了 许多 荣誉 和 
奖励 ,例如 1975 年 获 美 国 总 统 颁发 
的 美国 国家 科学 奖 ,1983 年 获 美 国 
数学 会 “全 体 成 就 ”斯 蒂 尔 奖 , 1984 
年 获 沃 尔 夫 奖 。 中国 数 学 会 在 1985 
年 通过 决议 ,设立 陈省身 数学 奖 ( 见 
陈省身 数学 奖 )。 

林家 痢 (Lin Jiaqiao/Lin Chi- 
a-Chiao,1916— ) 现代 数学 
家 、 物 理学 家 、 天 文学 家 . 生 于 北京 。 
1937 年 毕业 于 清华 大 学 物理 系 。 后 
到 加 拿 大 多 伦 多 大 学 就 读 ,1941 年 
获 硕士 学 位 ,1944 年 在 美国 加 州 理 
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工学 院 获 航空 学 博士 学 位 。 先 后 在 
清华 大 学 .美国 加 州 理工 学 院 和 布 
朗 大 学 任教 。 1953 年 成 为 麻 省 理工 
学 院 教授 。1966 年 当选 为 全 学 院 教 
授 。 他 是 美国 科学 院 和 美国 文理 学 
院 院 士 ,北京 大 学 名 誉 教授 ,历任 美 
国 工 业 和 应 用 数学 学 会 主席 、 美 国 
数学 会 应 用 数学 委员 会 主席 。 曾 获 
美国 数学 会 应 用 数学 奖 和 美国 物理 
学 会 流体 力学 奖 等 。 主 要 贡献 在 应 
用 数学 .流体 力学 和 天 体 物理 学 等 
方面 。1944 年 他 解决 了 流体 运动 稳 
定性 中 两 个 平行 板 间 的 流动 稳定 性 
问题 ,推进 了 微分 方程 渐 近 理论 的 
研究 。 1964 年 完成 星系 旋涡 结构 的 
密度 波 理论 .成 功 地 解释 了 许多 天 
文 观测 现象 ,专著 有 《流体 动力 学 稳 
定性 理论 》(1955)《 应 用 到 自然 科 
学 中 的 确定 性 问题 的 数学 》(1974， 
合 著 ) 等 。 

XM f Wu Wenjun, 1919. 
5.12— ) 中 国 数学 家 。 生 于 
上 海 。1940 年 毕业 于 上 海 交 通 大 
学 ,1949 年 在 法 国 斯 特 拉 斯 堡 大 学 
获 法 国 国家 科学 博士 学 位 。1957 年 
任 中 国 科学 院 学 部 委员 ,1983 年 任 
中 国 科 学 院 系统 科学 研究 所 名 誉 所 
长 ,1984 年 当选 为 中 国 数学 会 理事 
长 ,他 的 主要 贡献 在 拓扑 学 方面 ,并 
从 事 对 策 论 和 奇 点 理论 的 研究 ,他 
用 在 拓扑 学 方面 取得 的 成 果 , 出 色 
地 解决 了 电子 器 件 中 的 布线 问题 。 
吴 文俊 早年 从 事 拓扑 学 研究 ,在 示 
性 类 、 示 嵌 类 等 方面 获得 一 系列 成 
果 , 被 国际 拓扑 学 杂志 广泛 引用 。 他 
还 在 拓扑 不 变量 .代数 流 形 等 问题 
上 有 创造 性 工作 ,其 中 一 些 工作 至 
今 仍 居 领 先 地 位 。1956 年 因 在 拓扑 


学 中 的 示 性 类 与 示 嵌 类 方面 的 卓越 
成 就 获 中 国 自然 科学 奖 一 等 奖 。70 
年 代 初 ,他 开始 研究 中 国 古 代数 学 
史 , 阐 述 了 中 国 古 代数 学 思想 ,有 很 
多 新 的 见解 。70 年 代 后 期 ,他 致力 
于 数学 机 械 化 与 机 械 化 的 数学 的 研 
究 , 从 初等 几何 着 手 ,在 计算 机 上 证 
明了 一 类 高 难度 的 定理 ,同时 也 发 
现 了 一 些 新 定理 ,进一步 探讨 了 微 
分 几何 的 定理 证 明 。 提 出 了 利用 机 
器 证 明 与 发 现 几何 定理 的 新 方法 。 
这 项 工作 为 数学 研究 开辟 了 一 个 新 
的 领域 ,将 对 数学 的 革命 产生 深远 
的 影响 。1978 年 获 全 国 科 学 大 会 重 
大 科技 成 果 奖 , 亦 获 中 国 科学 院 科 
技 成 果 一 等 奖 。 

B3 d (Chen Jingrun, 1933. 
5.22— 0 ”中国 数 学 家 。 生 于 福 
建 福州 。1953 年 毕业 于 厦门 大 学 数 
学 系 ,分 配 到 北京 当中 学 教师 .1954 
年 回 厦门 大 学 任 图 书 资料 员 。 在 此 
期 间 , 写 出 数论 方面 的 论文 ,受到 华 
罗 庚 的 赏识 ,不 久 调 入 中 国 科 学 院 
数学 研究 所 工作 。 主 要 贡献 在 解析 
数论 方面 。50 年 代 他 就 对 圆 内 格 点 
问题 、 球 内 格 点 问题 . 华 林 问题 等 已 
有 的 结果 作出 了 重要 推进 。60 年 代 
又 对 筛 法 及 有 关 问 题 进行 了 深入 研 
究 。1966 年 证 明了 “每 一 个 充分 大 
的 偶数 都 能 够 表示 为 一 个 素数 及 一 
个 不 超过 二 个 素数 的 乘积 之 和 ”, 使 
他 在 哥 德 巴赫 猜想 的 研究 上 处 于 世 
界 领先 地 位 。 这 个 结果 受到 世界 数 
学 界 的 瞩目 ,被 誉 为 < 陈 氏 定 理 ”。 他 
的 工作 为 推进 我 国学 术 繁荣 起 了 重 
要 作用 。 这 项 工作 还 使 他 与 王 元 、 潘 
承 润 在 1978 年 共同 获 中 国 自 然 科 
学 奖 一 等 奖 。1980 年 当选 为 中 国 科 
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学 院 学 部 委员 。 陈 景 润 共 发 表 学 术 
论文 70 余 篇 。 l 
丘成桐 (Qiu Chengtong/Yau 
Shing-Tung,1949. 4. 9— ) 
"PESE LEGS KRR ET 
东 汕 头 。 后 全 家 移居 香港 。 在 香港 
培 正中 学 就 读 时 勤奋 钻研 数学 ,成 
绩优 蜡 。1966 年 入 香港 中 文大 学 数 
学 系 ,1969 年 提前 修 完 四 年 课程 ， 
为 美国 伯克利 加 州 大 学 陈省身 教授 
所 器 重 ,破格 录取 为 研究 生 。 在 陈 省 
身 指导 下 ,1971 年 获 博士 学 位 。 后 
在 斯 托尼 布鲁克 的 纽约 州立 大 学 、 
斯 坦 福 大 学 等 校 任教 ,并 为 普 林 斯 
顿 高 等 研究 所 终身 教授 。1976 年 ， 
丘成桐 解决 微分 几何 中 的 “卡拉 比 
猜想 ”。 这 是 给 定 里 奇 曲 率 求 黎 曼 度 
量 的 问题 ,其 中 需要 求解 一 个 很 难 
的 偏 微分 方程 ,丘成桐 解决 了 这 个 
难题 。 他 的 成 功 , 促 使 一 大 批 同 类 方 
程 得 到 解决 ,成 果 黑 累 , 取 得 了 代数 
几何 学 、 复 解析 几何 学 微分 几何 学 
甚至 广义 相对 论 等 领域 的 一 系列 重 
要 定理 。1978、1979 年 丘成桐 与 会 
恩 应 用 微分 多 何方 法 , 造 极 小 曲面 ， 
运用 非 线 性 方程 的 技巧 ,证 明了 广 
义 相对 论 中 的 正 质量 猜想 ,此 外 ,在 
高 维 闵 科 夫 斯 基 问 题 塞 焚 利 猜想 、 
弗兰克 尔 猜想 、 三 维 流 形 的 拓扑 学 
与 极 小 曲面 等 方面 均 有 成 就 。1981 
年 获 美国 数学 会 颁发 的 维 布 伦 奖 ， 
1982 年 又 获 菲 尔 兹 奖 。 
泰勒 斯 (Thales, 约 公元 前 
625 一 一 约 公元 前 547 希腊 
哲学 家 ,自然 科学 家 。 生 于 伊 奥 尼 亚 
的 米利 都 。 早 年 经 商 , 曾 游历 巴 比 
伦 , 埃 及 等 地 ,掌握 了 那里 的 数学 和 
天 文学 知识 。 以 后 从 事 政治 和 工程 
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活动 ,并 专心 研究 数学 .天文 ,晚年 
转向 哲学 ,创立 了 伊 奥 尼 亚 哲学 学 
派 ,企图 摆脱 宗教 ,通过 自然 现象 去 
寻求 真理 。 他 的 研究 几乎 涉及 全 部 
人 类 的 思想 和 行动 领域 ,获得 崇高 
声望 ,被 尊 为 “希腊 七 贤 之 首 ”, 在 哲 
学 上 他 认为 处 处 有 生命 和 运动 ,并 
以 水 为 万 物 的 本 原 ;在 天 文学 中 他 
曾 精 确 地 预测 了 公元 前 585 年 5 月 
28 日 发 生 的 日 食 , 还 可 能 写 过 《 航 
海天 文学 ) 一 书 , 并 已 知 按 春分 、 夏 
至 、 秋 分 .冬至 划分 四 季 是 不 等 长 
的 ;在 数学 中 流传 最 广 的 是 他 曾 利 
用 日 影 及 比例 关系 算出 金字 塔 的 
高 ,说 明 对 相似 形 已 有 初步 认识 .而 
他 最 重要 的 贡献 是 开始 引入 命题 证 
明 的 思想 ,成 为 希腊 几何 学 的 先驱 。 
他 得 到 的 命题 有 : 圆 的 直径 将 圆 平 
分 :等 腰 三 角形 两 底 角 相 等 ;两 直线 
相交 ,对 顶 角 相等 ;有 两 角 夹 一 边 分 
别 相 等 的 两 个 三 角形 全 等 ;对 半圆 
的 圆周 角 是 直角 ;还 有 测量 金字 塔 
中 使 用 的 相似 三 角形 对 应 边 成 比例 
等 命题 。 历 史学 家 强调 他 证 明了 或 
企图 证 明 这 些 命题 ,使 数学 从 具体 
的 实验 的 阶段 开始 向 抽象 的 、 理 论 
的 阶段 过 渡 , 这 在 数学 史上 具有 重 

HE iA H Hr Wi Pythagoras, 约 
公元 前 580 一 一 约 公 元 前 
500) 希腊 哲学 家 、 数 学 家 、 天 文 
学 家 。 生 于 希腊 东部 萨摩 斯 岛 , 卒 于 
他 林 敦 ( 今 意大利 南部 塔 兰 托 ) 。 早 
年 曾 受 教 于 伊 奥 尼 亚 学 派 的 安 纳西 
曼 德 ,以 后 游历 埃及 .巴比伦 等 地 ， 
学 习 古 代 流 传 下 来 的 天 文 .数学 知 
识 。 回 乡 后 一 度 讲学 ,后 为 摆脱 暴 
政 ,移居 西西 里 岛 , 最 后 定居 克 罗 托 
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内 ,在 那里 广 收 门 徒 ,建立 一 个 宗 
教 .政治 .学 术 合 一 的 秘密 团体 ,后 
人 称 之 为 毕 达 哥 拉 斯 学 派 。 该 团体 
后 来 在 政治 斗争 中 遭 到 破坏 , 毕 达 
哥 拉 斯 本 人 和 逃 到 塔 兰 托 后 被 杀害 。 
他 的 主要 贡献 在 数学 ,以 数 的 理论 
而 著称 。 他 研究 数 的 目的 不 是 为 了 
实际 应 用 ,而 是 想 通过 揭露 数 的 奥 
秘 来 探索 字 宙 的 永恒 真理 。 主 要 成 
就 有 :将 学 问 分 为 四 类 , 即 算术 、 音 
乐 ( 数 的 应 用 ) .几何 (静止 的 量 )、 天 
， 文 (运动 的 量 ); 根 据 “ 简 单 整数 比 ” 
原理 创造 一 套 音 乐理 论 ; 将 自然 数 
进行 分 类 ,如 奇数 、 偶 数 se 
和 数 .三 角 数 (1,3,6,10,…)、 平 方 
数 (1,4,9,16,…)、 五 角 数 (1,5,12， 
22,…) .六角 数 (1,6,15,28,…) 等 
等 ;发 现 勾 股 定理 (西方 称 为 毕 达 哥 
拉 斯 定理 ) 和 勾 股 数 (西方 称 为 毕 达 
哥 拉 斯 数 ); 发 现 五 种 正 多 面体 ;发 
现 不 可 通 约 量 。 由 于 该 学 派 将 一 切 
发 明 归 于 首领 , 且 秘 而 不 宣 , 因 此 后 
人 不 知 这 些 成 就 具体 是 由 何人 何 时 
发 明 的 。 此 外 ,在 天 文学 方面 首创 地 
圆 说 ,认为 日 .月 .五 星 都 是 球体 , 浮 
用 在 太空 中 。 天 体 的 运行 都 沿 着 贺 
形 轨道 。 毕 达 哥 拉 斯 学 派 是 古 希 腊 
第 二 个 重要 学 派 ,其 思想 学 说 对 希 
肛 文 化 有 巨大 影响 。 

Z ih ik -E br Ep Anaxagoras, 
约 公 元 前 500 一 一 约 公元 前 
428) 希腊 数学 家 ,哲学 家 。 生 于 
昌 底 亚 克 拉 左 美 尼 ( 小 亚细亚 古代 
城市 ), 卒 于 密 细 亚 兰 普 萨 库 斯 。 其 
出 生地 附近 的 士 麦 那 是 希腊 最 早 的 
哲学 学 派 伊 奥 尼 亚 学 派 的 活动 区 
域 .他 出 身 名 门 望 族 , 却 立志 于 科学 
研究 , 曾 学 习 伊 奥 尼 亚 学 派 的 安 纳 


西门 尼斯 的 著作 ,继承 了 该 学 派 的 
思想 。 约 公元 前 480 年 来 到 雅典 ,从 
事 教学 和 科学 研究 ,将 伊 奥 尼 亚 学 
派 的 自然 观 和 思辨 方法 带 到 那里 ， 
影响 到 希腊 科学 和 哲学 的 发 展 ,被 
认为 是 该 学 派 晚期 的 代表 人 物 2 
公元 前 : 450 年 受 政事 牵连 遭 监 禁 ， 
后 到 兰 普 萨 库 斯 度 过 余生 。 他 在 数 
学 史上 售 受 称赞 的 事 是 在 监狱 里 仍 
进行 科学 研究 ,专心 钻研 了 化 圆 为 
方 问题 ,并 有 一 定 收获 .可 惜 他 的 结 
果 没 有 流传 下 来 。 尽 管 如 此 他 仍 被 
认为 是 在 理论 上 进行 化 圆 为 方 问题 
研究 的 第 一 位 数学 家 。 他 还 阐述 过 
舞台 布景 的 绘制 问题 , 论 及 透视 画 
法 的 基本 原理 。 他 在 4 论 自然 中 对 
世界 的 本 源 问题 提出 “种 子 ” 学 说 ， 
标志 人 们 对 世间 万 物 的 认识 已 不 满 
足 停留 在 感觉 器 官 所 能 接触 到 的 事 
物 表面 ,而 是 力图 深入 事物 内 部 结 
构 去 探索 世界 ,为 原子 论 的 产生 作 
了 准备 。 他 还 提出 “ 奴 斯 ?说 。 另 外 
在 天 文学 中 第 一 个 清晰 地 认识 到 月 
球 自身 不 发 光 , 而 是 接受 太阳 光 这 
一 事实 。 

RE (Antiphon, £J4X 3r By 
480 一 一 约 公 元 前 410 年 ) 3 
腊 数 学 家 、 哲 学 家 . 曾 在 雅典 从 事 学 
术 活 动 , 是 古 希腊 本 土 第 一 位 智 人 
学 派 的 成 员 。 他 在 数学 上 的 主要 贡 
献 是 创 用 穷竭 法 讨论 化 圆 为 方 问 
题 ,记载 于 亚 里 士 多 德 的 《物理 学 》 
中 。 化 圆 为 方 是 希腊 智 人 学 派 提出 
的 三 大 几何 作 图 问题 之 一 ,相当 于 
用 尺 规 作出 一 个 长 度 为 二 的 线段 。 
安 蒂 丰 首先 做 一 个 内 接 于 圆 的 正四 
边 形 ,然后 在 它 的 每 一 条 边 的 上 方 
做 两 条 改 与 该 段 圆 弧 的 中 点 相交 ， 
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形成 一 个 正八 边 形 。 再 在 这 个 正八 
边 形 的 每 一 条 边 上 继续 这 一 过 程 ， 
得 到 正 十 六 边 形 。 再 继续 下 去 ,得 到 
正三 十 二 边 形 ,正六 十 四 边 形 等 等 。 
直至 正 多 边 形 的 边 长 小 到 恰 与 它们 
各 自 所 在 的 圆周 部 分 重合 ,就 可 以 
完成 化 圆 为 方 间 题 .结论 虽然 不 对 ， 
方法 却 有 价值 ,后 人 认为 这 是 穷竭 
法 原理 的 最 早 形式 。 当 正 多 边 形 的 
边 数 不 断 增加 时 , 正 多 边 形 与 圆周 
之 间 的 空 阶 逐 渐 被 “穷竭 "了 。 他 的 
这 种 思想 启发 了 欧 多 克 索 斯 穷竭 法 
原理 的 建立 ,是 近代 极限 论 思想 的 
铁 形 。 他 还 论述 过 宇宙 中 的 物质 运 
动 和 天 体 的 性 质 , 认 为 基本 物质 元 
素 具 有 相对 性 。 著 作 有 《 论 真理 》、 
《 论 和 谐 》《 政 治 家 》《 梦 的 解释 》 
等 ,其 中 大 部 分 在 公元 1 世纪 后 失 
fT. 

希 波 克拉 底 (Hippocrates of 
Chios, 公 元 前 5 世纪 下 半 叶 ) 

希腊 数学 家 、 天 文学 家 。 生 于 希 俄 
斯 ,公元 前 5 世纪 下 半 时 活动 于 雅 
典 。 早 年 经 商 ,不 幸 落 入 海盗 之 手 ， 
财产 丧失 至 尽 。 为 诉讼 和 查访 ,在 雅 
典 住 了 很 长 时 间 , 其 间 常 到 学 校 听 
课 。 后 从 事 几 何 学 研究 ,做 出 很 大 贡 
献 。 他 在 研究 化 圆 为 方 时 提出 一 种 
化 月 牙 形 为 方 的 方法 ,并 将 一 个 月 
牙 形 和 一 个 圆 一 起 化 为 正方 形 , 认 
为 这 样 就 可 以 化 圆 为 方 。 结 论 曼 然 
有 误 , 但 在 解决 这 一 问题 的 过 程 中 
使 用 的 方法 和 显示 出 的 几何 技巧 长 
期 为 人 称道 。 他 还 深入 探讨 了 倍 立 
方 问题 ,第 一 个 将 它 简 化 为 求 两 个 
已 知 线段 中 的 两 个 比例 中 项 问题 。 
E ab 是 两 已 知 线段 ,x.y 是 其 间 的 
两 个 比例 中 项 , 则 有 a: nz: y—y 


de KY Ree AMD ODORE eU sagem: 


: b, 可 推出 a: x? 一 a : b. Æ b—2a, 
则 3$ — 225 ,表示 以 z 为 边 的 立方 体 
的 体积 是 以 a 为 边 长 的 立方 体 体积 
的 两 倍 。 此 后 倍 立 方 问 题 的 研究 都 
沿 着 求 比例 中 项 这 一 途径 进行 。 从 
他 的 工作 可 以 看 出 , 欧 几 里 得 (几何 
原本 》 中 的 许多 定理 已 为 希 波 克 拉 
底 所 知 ,事实 上 他 是 第 一 个 汇编 有 
关 几 何 原理 著作 的 希腊 学 者 , 可惜 
原 书 已 失传 了 。 后 人 认为 欧 几 里 得 
可 能 在 内 容 上 和 体例 上 都 借鉴 了 他 
的 著作 。 此 外 ,他 在 天 文学 中 阐述 了 
一 种 在 星 理 论 , 还 提出 一 种 银河 星 
系 形 成 的 学 说 。 

欧 多 克 索 斯 (Eudoxus, 约 公 
元 前 400 一 一 约 公 元 前 347) 
希腊 天 文学 家 .数学 家 。 生 于 小 亚 细 
亚 的 尼 多 斯 ( 今 土耳其 西南 角 ), 卒 
于 同 地 。 年 幼 家 贫 , 曾 跟 随 古 希腊 学 
者 阿尔 希 塔 斯 学 习 几 何 , 还 学 习 过 
数论 .音乐 和 医学 。 后 到 雅典 , 受 教 
于 柏拉图 ,开始 研究 哲学 .他 在 埃及 
和 小 亚细亚 等 地 生活 过 ,学 习 天 文 
理论 。 此 后 在 基 齐 库 斯 建立 一 个 学 
派 , 人 称 欧 多 克 索 斯 学 派 .晚年 定居 
故里 ,从 事 讲 学 和 著述 ,他 是 古 希腊 
数学 的 先驱 之 一 ,最 大 的 功绩 是 创 
立 了 比例 论 , 其 成 果 成 为 欧 几 里 得 
《几何 康 本 》, 特 别 是 其 中 5.6、12 卷 
的 主要 内 容 。 他 打破 毕 达 哥 拉 斯 学 
派 只 适用 于 可 通 约 量 的 比例 论 的 限 
制 ,用 公理 法 建立 体系 ,可 能 是 第 一 
个 对 公理 和 命题 作出 系统 阐述 的 
人 。 阿 基 米 德 将 下 述 公理 归于 欧 多 
克 索 斯 , 即 对 任意 二 正 数 a、5, 必 在 
在 自然 数 4, 使 得 m5( 现 称 “ 阿 基 
米 德 公理 ”)。 欧 多 克 索 斯 还 证 明 另 
一 个 重要 命题 :取出 一 量 之 半 , 再 取 
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去 所 余 之 半 ,这 样 继续 下 去 ,可 使 所 
余 的 量 小 于 另 一 任 给 的 小 量 , 这 是 
近代 极限 论 的 前 驱 . 他 还 研究 了 “中 
未 比 ” 和 “ 倍 立方 ”问题 ,做 出 一 种 作 
图 工具 得 到 倍 立方 的 解答 。 在 应 用 
穷竭 法 时 他 获得 极 大 成 功 ,借用 归 
次 法 证 明了 两 圆 面 积 之 比 , 等 于 其 
半径 平方 之 比 ,两 球体 积 之 比 等 于 
其 半径 立方 之 比 ,棱锥 与 圆锥 的 体 
积分 别 是 等 底 等 高 的 棱柱 ,圆柱 体 
积 的 1/3 等 命题 。 他 还 用 同心 球 理 
论 解 释 日 月 星辰 的 运动 , 著 有 天 文 、 
地 理 等 多 种 论述 ,可惜 都 已 失传 。 
阿尔 希 塔 期 (Archytas of 
Tarentum, 公元 前 375 左右 ) 
希腊 数学 家 ,哲学 家 、 物 理学 家 。 生 
平 不 详 。 约 公元 前 375 年 活动 于 他 
林 敦 ( 今 意大利 塔 兰 托 ) 。 是 毕 达 哥 
拉 斯 学 派 成 员 , 曾 师 事 该 学 派 的 非 
洛 劳 斯 。 当 时 毕 达 哥 拉 斯 学 派 已 解 
体 , 一 部 分 人 流落 到 他 林 敦 定居 ,将 
那里 发 展 成 为 该 学 派 晚期 的 活动 中 
心 ,阿尔 希 塔 斯 是 其 中 的 组 织 者 和 
代表 人 物 。 他 除了 在 政治 上 颇 有 作 
为 外 ,在 学 术 上 亦 多 有 著述 .他 区 分 
了 《4 种 数学 科学 :几何 算术、 天文 
和 音乐 ,认为 这 都 是 使 用 数学 的 学 
科 。 这 种 学 科 分 类 思想 由 公元 6 世 
纪 的 罗马 学 者 博 伊 西 斯 继承 发 扬 ， 
影响 到 中 世纪 大 学 中 的 课程 设置 。 
他 对 平均 值 理论 和 比例 论 作 过 深入 
研究 ,提出 三 种 平均 值 :算术 平均 ， 
几何 平均 和 调和 平均 。 指 出 “ 差 数 为 
1 的 两 数 之 间 没 有 (有 理 ) 几 何平 均 
值 ,? 欧 几 里 得 (几何 原本 ; 卷 娠 中 的 
大 多 数 性 质 及 证 明 是 由 阿尔 希 塔 斯 
及 其 合作 者 发 现 的 。 他 还 利用 三 维 
立体 模型 解决 了 倍 立方 问题 ,成 为 


Wo 


这 一 问题 研究 较 早 取得 成 功 的 数学 
家 .他 发 现 一 种 表示 勾 股 数 的 方法 ， 
设 m 为 偶数 , 则 Cyn CY 
十 1 构成 一 组 勾 股 数 。 他 还 将 平均 
值 理 论 应 用 于 音乐 理论 取得 很 多 成 
果 , 被 托 勒 密 誉 为 毕 达 哥 拉 斯 学 派 
最 重要 的 音乐 理论 家 .此 外 ,他 详细 
叙述 过 声音 的 物理 原理 ,制造 了 会 
飞 的 木 蚤 ,提出 宇宙 无 限 论 ,还 写 了 
至 少 三 部 哲学 专著 。 

EX JL 8B $8 (Euclid, 约 公 元 前 
330 一 一 约 公元 前 275) 希腊 
数学 家 。 生 平 不 详 。 早 年 大 概 学 于 
雅典 , 深 知 柏拉图 学 说 ,很 可 能 也 是 
这 个 学 派 的 成 员 。 约 公元 前 300 年 
到 公元 前 295 年 期 间 来 到 亚历山大 
工作 。 他 在 教学 上 循循善诱 ,但 反对 
投机 取 巧 的 学 风 。 他 的 名 言 “在 几何 
里 ,没有 专门 为 国王 铺设 的 大 路 "成 
Aer. ffl loe (XS A 
谦逊 ,从 不 掠 人 之 美 , 也 不 过 份 强调 
自己 的 独创 工作 ,一 生 著述 类 多 ,其 
中 最 著名 的 是 《几何 原本 》。 他 将 公 
元 前 7 世纪 以 来 希腊 几何 积累 起 来 
的 丰富 成 果 整 理 在 严密 的 逻辑 体系 
之 中 ,其 中 包括 伊 奥 尼 亚 学 派 的 命 
题 证 明 思 想 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 数 
理论 , 智 人 学 派 的 尺 规 作 图 和 穷 竟 
法 , 埃 利 亚 学 派 的 无 穷 思 想 ,柏拉图 
学 派 的 逻辑 思想 和 欧 多 克 索 斯 的 比 
例 论 等 等 ,使 几何 学 成 为 一 门 独立 
的 演绎 的 科学 .原本 共 13 MN 
增补 两 卷 。 因 其 内 容 循序 渐进 , 且 博 
大 精深 ,两 千 多 年 来 一 直 是 几何 学 
的 经 典 教 本 ,也 是 流传 最 广 和 影响 
最 大 的 一 本 数学 书 。 此 外 他 还 有 保 
存 下 来 的 《已 知 条件 》 和 《图 形 的 分 
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割 ) 两 部 著作 , 另 有 {推论 集 ).《 现 
象 》《 光 学 ?和 音乐 ,力学 方面 失传 
的 著作 。 其 中 的 《光学 ?是 希腊 文 的 
第 一 本 透视 学 著作 ,得 到 一 些 几何 
光学 的 基本 命题 。 

阿 基 米 德 CArchimedes ,公元 
前 287 一 一 公元 前 212) 希腊 
数学 家 ,力学 家 . 生 于 西西 里 岛 的 叙 
拉 古 , 卒 于 同 地 ,早年 曾 在 亚历山大 
跟随 欧 几 里 得 的 门徒 学 习 ,对 欧 几 
里 得 数学 的 进一步 发 展 做 出 一 定 贡 
献 。 以 后 又 与 亚历山大 的 学 者 保持 
密切 联系 ,因此 算是 该 学 派 的 成 员 。 
他 的 许多 学 术 成 果 就 是 通过 和 亚 历 
山大 学 者 的 通信 往来 保存 下 来 的 。 
在 数学 中 后 人 对 他 的 评价 极 高 , 称 
之 为 “数学 之 神 " 或 有 史 以 来 三 个 最 
伟大 的 数学 家 之 一 。 仅 留 下 的 专著 
就 有 10 种 之 多 。 其 中 《 论 球 与 贺 
柱 》 从 6 个 定义 和 5 个 公理 出 发 , 推 
出 关于 球 与 圆柱 面积 体积 的 50 多 
个 命题 。 下 卷 命题 4 实质 上 是 用 几 
何方 法 解决 相当 于 三 次 方程 2?(a 一 
z) 二 Wc 的 问题 .《 圆 的 度量 ) 只 有 三 
个 命题 ,计算 圆 内 接 正 96 边 形 的 周 
长 , 求 得 圆周 率 在 3705 8-2 
间 。《 论 劈 锥 曲面 体 与 椭圆 体 》 共 32 
个 命题 ,研究 几 种 圆锥 曲线 的 旋转 
体 ,以 及 这 些 立 体 被 平面 截取 部 分 
的 体积 。 开 篇 的 两 个 引 理 分 别 是 等 
差 数 列 求 和 公式 和 自然 数 平方 和 公 
式 。《 论 螺 线 ) 共 28 个 命题 ,论述 “ 阿 
基 米 德 螺 线 ” 引 出 的 面积 和 切线 问 
题 .《 数 沙 者 》 是 唯一 一 部 算术 论著 ， 
设计 了 一 种 可 以 表示 任意 大 数目 的 
方法 。《 抛 物 弓 形 求 积 》 共 24 个 全 
题 ,可 确定 抛物 线 与 任 一 弦 所 围 弓 


形 的 面积 .他 还 设计 了 一 个 “和 群 牛 问 
题 ”导致 二 次 不 定 方程 。 此 外 他 还 
发 现 13 种 半 正 多 面体 ,用 边 表示 三 
角形 面积 的 “海伦 公式 ”和 正七 边 形 
作 图 法 。 在 其 他 学 科 中 ,他 以 “ 阿 基 
米 德 浮 力 原 理 ”, 杠 杆 定 律 ,平面 图 
形 重 心 求法 ,天 文 仪器 和 螺旋 水 泵 
的 制作 等 成 就 彪炳 史册 ,被 称 为 是 
将 熟练 的 计算 技巧 和 严格 证 明 融 为 
一 体 ,将 抽象 理论 和 工程 技术 的 具 
体 应 用 紧密 结合 的 典范 。 
埃 拉 托 塞 尼 (Eratosthenes, £7 
公元 前 276 约 公 元 前 
195) 希腊 数学 家 、 地 理学 家 。 生 
于 苷 兰 尼 ( 现 北非 利比亚 舍 险 特 )， 
率 于 亚历山大 。 早 年 在 雅典 受过 教 
育 ,先后 师 事 道 遥 学 派 的 阿里 斯 顿 ， 
柏拉图 学 派 的 阿 凯 西 劳 斯 和 犬 儒学 
RHEA. ME Z ,博学 多 才 。 
后 到 亚历山大 ,又 跟随 诗人 卡 利 马 
科斯 学 习 诗 词 。 约 公元 前 235 年 起 
担任 亚历山大 附设 于 博物 馆 的 图 书 
馆 馆 长 ,直至 去 世 。 他 是 阿 基 米 德 的 
挚友 , 曾 受 到 阿 基 米 德 的 高 度 评价 。 
著作 有 (地理 学》《 地 球 的 测量 》、 
《 倍 立 方 问 题 }《 论 平均 值 ?《 柏 拉 
图 ;等 ,可 惜 只 有 很 少 的 片断 流传 下 
来 。 他 在 数学 上 以 发 明 “ 素 数 筛 子 ” 
而 著称 ,记载 于 尼 科 马 霍 斯 《算术 入 
[1538 13 章 中 , 即 要 在 自然 数列 中 
从 小 到 大 找 出 素数 , 先 从 3 开始 ,将 
奇数 列 写 出 ,3 是 第 一 个 素数 ,将 3 
后 面 所 有 3 的 倍数 都 划 去 ;3 后 面 
第 一 个 未 被 划 去 的 数 是 5, 将 5 后 
面 所 有 5 的 倍数 都 划 去 ;5 后 面 第 . 
一 个 未 被 划 去 的 数 是 7, 将 7 后面 
所 有 7 的 倍数 都 划 去 ,重复 这 一 步 
取 , 直 到 所 写 出 的 数列 最 后 一 个 数 。 
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未 被 划 去 的 就 是 素数 。 他 还 叙述 了 
倍 立方 问题 的 起 源 及 求解 历史 ,发 
明 一 种 器 械 解 决 了 这 一 问题 .在 《 论 
平均 值 》 中 讨论 了 各 种 轨迹 和 平均 
值 。 他 在 地 理学 上 脸 旬 人 口 的 业绩 
是 测量 地 球 的 大 小 ,原理 简单 ,方法 
易 行 ,最 早 将 地 理 置 于 合理 的 数学 
基础 之 上 。 此 外 他 还 在 天 文学 中 估 
计 过 月 ,地 距离 ,日 .地 距离 , 测 出 黄 
赤 交 角 的 数值 等 。 

Bar ji D JE SR Hi (Apollonius of 
Perga, 约 公 元 前 262 一 一 约 公 
元 前 1900 希腊 数学 家 、 天 文学 
家 。 生 于 小 亚细亚 南岸 的 佩 尔 格 .年 
青 时 求学 于 亚历山大 ,跟随 欧 几 里 
得 的 后 继 者 学 习 。 后 来 在 那里 教学 
并 在 天 文学 研究 中 渐 有 名 气 。 一 度 
到 过 小 亚细亚 西岸 的 帕 加 马 ,在 那 
里 的 学 校 和 图 书馆 工作 过 ,结识 欧 
德 莫 斯 等 人 。 主 要 成 就 是 建立 了 完 
美的 圆锥 曲线 论 , 总 结 前 人 在 这 方 
面 的 工作 ,加 上 自己 的 研究 成 果 , 扎 
成 (圆锥 曲线 论 》8 卷 ,将 圆锥 曲线 
的 性 质 网 罗列 尽 。 该 书 在 阿拉 伯 和 和 
西欧 曾 长 期 被 视 为 经 典 之 作 , 其 地 
位 堪 与 欧 几 里 得 《几何 原本 》 在 欧 氏 
几何 中 的 地 位 相 比 ,他 也 因此 常 与 
欧 几 里 得 、 阿 基 米 德 合 称 为 亚 历 山 
大 前 期 三 大 数学 家 。《 圆 锥 曲线 论 》 
现存 前 4 卷 希腊 文本 和 其 次 3 卷 的 
阿拉 伯 文 本 。 书 中 首先 证 明了 三 种 
圆锥 曲线 都 可 以 由 同一 圆锥 体 截取 
而 得 ,改变 了 过 去 要 用 三 种 不 同 的 
锥 体 截取 的 方法 ,继而 给 出 抛物 线 、 
椭圆 、 双 曲线 , 正 交 发 等 名 称 , 取 代 
了 过 去 的 直角 圆锥 曲线 . 钝 角 圆 锥 
曲线 和 锐角 圆锥 曲线 的 叫 法 。 书 中 
还 已 见 坐 标 制 的 欧式 ,为 后 世 坐 标 


几何 的 建立 以 很 大 启发 。 他 的 其 他 
著作 有 《截取 线段 成 比例 》《 截 取 面 
积 等 于 已 知 面积 》《 论 切 触 》《 平 面 
轨迹 》《 倾 斜 )《 十 二 面体 和 二 十 面 
体 对 比 》《 无 序 无 理 量 》 和 《4 取 火 镜 》 
等 ,其 中 ¢ 论 切 触 ) 中 给 出 “阿波 罗 尼 
奥 斯 间 题 ”, 即 作 一 个 圆 与 三 已 知 贺 
相 切 。《 取 火 镜 》 证 明了 抛物 面 镜 的 
聚焦 性 质 。 他 还 在 天 文学 中 有 建树 ， 
证 明了 求 行星 留 点 的 方法 ,将 也 何 
学 应 用 子 天 文 研究 。 

海伦 (Heron of Alexandria, 
公元 62 年 左右 ) 希腊 数学 家 、 
力学 家 .机械 学 家 . 生平 不 详 。 约 公 
元 62 年 活跃 于 亚历山大 ,在 那里 教 
过 数学 、 物 理学 等 课程 。 他 多 才 多 
艺 , 善 于 博采众长 .在 论证 中 大 胆 使 
用 某 些 经 验 性 的 近似 公式 ,注重 数 
学 的 实际 应 用 。 主 要 贡献 是 (度量 
论 ) 一 书 。 该 书 共 3 卷 ,分 别论 述 平 
面 图 形 的 面积 ,立体 图 形 的 体积 和 
将 图 形 分 成 比例 的 问题 。 其 中 卷 
第 8 题 给 出 著名 的 海伦 公式 的 证 
明 , 设 三 角形 边 长 分 别 是 a.b.c,s 是 
半 周 长 ,人 是 三 角形 的 面积 , 则 有 人 C 
二 s(s—a)(s—b)(s—o, 。 海 伦 用 
文字 叙述 了 这 一 公式 的 证 明 , 并 举 
例 加 以 说 明 。 当 最 后 开 方 出 现 无 理 
根 时 ,海伦 使 用 了 近似 公式 4 ~ 
Fhe) p a ans A 
平方 数 ,。 L-e ei) 


代 换 ,逐步 求 出 w A 更 精确 的 值 。 
现 已 公认 海伦 公式 是 阿 基 米 德 发 现 
的 ,但 这 个 名 称 已 成 为 习惯 用 法 .他 
的 成 就 还 有 : 正 3 到 正 12 边 形 面积 
计算 法 ;长 方 台 体 积 公式 ; 求 立 方 根 


ee 
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的 近似 公式 等 .他 在 另 一 著作 《测量 
仪器 } 中 撒 述 了 一 种 类 似 现代 经 续 
仪 的 仪器 ,并 介绍 如 何 使 用 它 去 解 
决 各 种 测量 问题 。 他 发 明 的 各 种 精 
TRR. 比 理论 上 的 成 就 更 为 人 们 
所 推崇 ,主要 有 气 转 球 ( 被 称 为 世界 
火器 ,水 风琴 ,水 钟 等 等 。 其 他 著作 
还 有 (气体 力学 》、《 武 器 制造 法 》、 
《几何 》《 测 体积 学 ) 等 。 

fe B3 TE Nr (Nicomachus of 
Gerasa ,公元 100 f£ Eh e 
腊 数 学 家 .哲学 家 。 生平 不 详 . 杰 拉 
萨 ( 现 约旦 安曼 以 北 ) 人 。 约 公元 
100 年 前 后 来 到 亚历山大 ,学 习 和 
整理 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 学 说 ,企图 
恢复 该 学 派 的 精神 ,属于 新 毕 达 哥 
拉 斯 学 派 成 员 。 他 写 的 《算术 神学 》 
阐述 了 数 的 神秘 性 质 , 从 中 可 以 看 
到 毕 达 哥 拉 斯 学 派 哲 学 思想 的 进 一 
步 发 展 .他 的 主要 贡献 是 写 了 《算术 
入 门 ) 一 书 ,这 是 一 本 真正 摆脱 几何 
形式 的 算术 ,影响 后 世 达 一 千 多 年 ， 
全 书 分 两 卷 , 共 52 章 。 首 先 阐述 算 
术 的 重要 性 , 称 之 为 一 切 学 术 之 母 。 
然后 对 数 进行 分 类 ,并 逐 类 进行 讨 
论 .其 中 叙述 了 埃 拉 托 塞 尼 的 “素数 
筛子 ”, 欧 几 里 得 的 “ 驾 转 相 除 ?法 ， 
讨论 了 完全 数 、 多 角 数 、 立 体 数 、 立 
方 数 求 和 余 式 以 及 算术 级 数 . 几 何 
级 数 和 调和 级 数 和 中 项 的 种 种 性 
质 ,补充 “ 反 调 和 比例 ”等 7 种 新 比 
例 , 对 每 一 种 比例 都 给 出 具体 例子 。 
他 给 出 496 和 8128 两 个 完全 数 , 指 
出 立方 数 等 于 相继 几 个 奇数 之 和 。 
书 中 还 有 大 量 哲 学 和 神学 内 容 , 因 
此 受到 神学 院 的 欢迎 。 公 元 6 世纪 
初 ,罗马 数学 家 博 伊西 斯 将 该 书 意 


和 


译 后 传 入 欧洲 ,在 西欧 修道 院 学 校 
用 作 权 威 教 本 一 千年 以 上 。 他 的 另 
一 本 传世 之 作 是 4 和 声 手册 》, 匀 发 
毕 达 哥 拉 斯 等 学 派 的 音乐 理论 。 其 
他 论著 涉及 几何 学 .人 物 传 记 等 , 仅 
残存 某 些 摘要 。 
4 Æ Ed] (Diophantus of 
Alexandria , 250—275 年 左右 ) 
希腊 数学 家 。 生 平 不 详 。 主 要 活 
动 年 代 大 约 是 250 一 275 年 前 后 ,一 
则 收入 《希腊 诗 文选 3 的 墓志 铭 道 出 
他 的 经 历 : 丢 番 图 的 一 生 , 幼 年 占 
1/6, 青 少年 占 1/12, 又 过 了 1/77 
结婚 ,5 年 后 生子 , 子 先 父 4 年 面 
卒 , 寿 为 其 父 之 半 . 因 此 推 知 他 终年 
为 84 岁 。 主 要 贡献 是 撰写 了 《 算 
术 》) 一 书 , 共 13 卷 , 现 存 6 卷 希腊 文 
本 和 4 卷 阿拉 伯 文 本 。 它 在 历史 上 
的 影响 可 以 与 殉 几 里 得 (几何 原本 》 
相 媲 美 。《 算 术 》 主 要 讲 数 的 理论 , 讨 
论 了 一 次 .二 次 以 及 个 别 的 三 次 方 
程 和 大 量 的 不 定 方程 ,从 另 一 角度 
看 也 可 以 归 入 代数 学 的 范围 。 其 特 
点 是 完全 脱离 几何 的 模式 ,在 希腊 
数学 中 独树一帜 .现存 的 10 卷 共 有 
290 个 题目 及 解法 ,突出 成 就 有 :从 
具体 问题 出 发 ,导出 多 种 类 型 的 不 
定 方程 ,然后 详细 列举 了 它们 的 解 
法 ,其 中 包括 多 达 6 阶 和 多 达 10 个 
未 知 数 的 不 定 方程 ,并 给 出 二 元 一 
次 不 定 方程 的 一 般 解 法 ,被 认为 是 
不 定 分 析 的 创始 人 ; 创 用 一 些 代数 
符号 ,并 使 用 了 一 些 运算 符号 ,虽然 
很 不 完善 ,但 为 代数 学 的 发 展 指出 
方向 ;得 到 部 分 数论 的 结果 ,如 指出 
824-7 (n 为 非 负 整数 》 不 能 表示 成 
三 个 平方 数 的 和 ,指出 当 不 是 奇 
数 时 , 2" 十 1 可 以 表示 为 两 个 数 的 
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平方 和 BU An 3 或 dn— 1 不 能 
表示 为 两 个 数 的 平方 和 等 等 。 他 还 
有 一 部 残存 的 《多 角 数 》, 应 用 并 推 
广 了 有 关 形 数 的 几 个 公式 。 此 外 失 
传 的 著作 有 《推论 集 》, 载 有 若干 数 
论 的 引 理 及 推论 ;人 (分数 算 法》 记载 
了 分 数 计算 的 法 则 。 

thik Hi (Pappus of Alexandri- 
a, 300—350 年 左右 ) 希腊 数 
学 家 。 生 于 亚历山大 ,经 历 不 详 。 约 
公元 300 年 至 350 年 活跃 于 亚 历 山 
大 ,是 亚历山大 晚期 的 几何 学 家 。 著 
述 很 多 ,唯一 流传 下 来 的 正 是 最 有 
价值 的 一 种 :《 数 学 汇编 》。 原 书 共 8 
卷 , 赛 括 希 腊 自 古 以 来 各 名 家 的 著 
作 评 注 ,也 包括 他 本 人 的 创作 ,是 研 
究 希 腊 数 学 史 重 要 的 原始 资料 。 卷 
I 和 卷 工 的 前 13 个 命题 已 失传 ,从 
留 下 的 部 分 得 知 是 论述 算术 的 。 卷 
开讲 述 几 和 何 ,其 中 已 暗 指 倍 立方 问 
题 不 可 能 用 尺 规 作 图 来 解决 ,还 讨 
论 了 各 种 中 项 (等 差 中 项 ,调和 中 项 
等 ) ,论述 了 如 何 作 球 的 内 接 五 种 正 
多 面体 。 卷 K 讲述 勾 股 定理 的 推广 ， 
圆 的 相 切 ,特殊 曲线 的 性 质 以 及 三 
等 分 任意 角 的 方法 。 卷 Y 讲述 平面 
和 立体 图 形 的 等 周 问题 ,记述 了 阿 
基 米 德 发 现 的 13 种 半 正 多 面体 和 
其 他 若干 命题 . 卷 VI 讲述 天 文学 , 指 
出 许多 书 中 的 遗漏 和 错误 ,还 列举 
了 一 些 天 文学 名 著 。 卷 收集 了 12 
种 几何 学 经 典 著作 ,其 中 10 种 已 失 
传 , 仅 通 过 帕 波 斯 的 汇编 才 为 人 所 
知 。 他 在 综述 阿波 罗 尼 奥 斯 的 著作 
时 提出 新 见解 ,启发 了 17 世纪 笛 卡 
儿 解 析 几 何 的 建立 ,还 得 到 “十 尔 丁 
定理 ?,” 帕 波斯 定理 ?等 结果 ,记载 
了 射影 几何 的 一 些 概念 。 最 后 一 卷 


讲述 力学 ,主张 力学 是 数学 的 一 部 
分 ,研究 了 斜面 的 作用 ,指出 通过 5 
个 已 知 点 作 圆 锥 曲线 的 方法 等 等 。 
他 的 另 一 数学 著作 是 《分析 蕉 萃 》， 
已 失传 。 他 还 写 过 关于 地 理 、 音 乐 、 
流体 静 力 学 等 方面 的 书 ,注释 过 托 
勒 密 的 《天 文学 大 成 和 欧 几 里 得 的 
《几何 原本 》。 

许 帕 提 娅 (Hypatia, 约 370— 
415) 希腊 女 数 学 家 ,哲学 家 。 亚 
历 山 大 人 ,父亲 赛 癸 是 著名 学 者 , 精 
通 数 学 和 天 文学 ,从 事 古典 数理 天 
文 文献 的 整理 工作 。 许 帕 提 娅 早年 
受 父亲 影响 ,专心 学 习 , 在 艺术 . 文 
学 .自然 科学 和 哲学 方面 受到 很 好 
的 正规 教育 。 后 来 致力 于 数学 和 天 
文学 研究 , 曾 协助 父亲 校订 欧 几 里 
得 和 托 勤 密 的 许多 著作 ,后 人 都 以 
这 些 校订 本 为 这 些 经 典 著作 的 范 
本 。 她 本 人 还 论 释 过 丢 番 图 的 《 算 
术 》 和 阿波 罗 尼 奥 斯 的 《圆锥 曲线 
论 》, 可 惜 均 已 失传 . 据 史料 记载 ,她 
还 写 过 许多 数学 和 天 文学 方面 的 论 
文 ,但 大 多 随 着 亚历山大 图 书馆 被 
焚 而 损失 掉 , 仅 留 下 少量 一 ,二 次 方 
程 解法 和 天 文 推测 方面 的 文章 。 她 
不 信奉 基督 教 ,是 亚历山大 新 柏 拉 
图 主义 学 派 的 领袖 。 她 以 自己 雄辩 
的 才能 ,丰富 的 知识 和 端庄 秀丽 的 
外 貌 赢 得 人 们 的 敬爱 。 据 说 也 有 不 
少 王子 或 学 者 向 她 求婚 ,但 她 总 是 
回答 “我 已 献身 真理 ”。 她 的 这 种 精 
神 和 崇高 声望 使 基督 教会 感到 是 一 
种 威胁 ,于 是 指控 她 研究 的 学 问 是 
异端 邪说 ,对 她 百般 打击 诉 毁 。 公 元 
415 年 ,在 亚历山大 基督 教 长 西里 
尔 的 指使 下 ,她 被 一 群 暴徒 残酷 杀 
害 。 许 帕 提 娅 作为 为 科学 献身 的 学 
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者 和 世界 上 第 一 个 著名 女 数学 家 载 
入 史册 .她 被 害 后 ,许多 学 者 离开 亚 
历 山大 ,从 此 十 希腊 光辉 类 烂 的 文 
明 开始 衰退 。 

阿 耶 波多 (Aryabhata I, £5 
476—550) ”印度 数学 家 、 天 文学 
家 。 生 于 印度 东北 部 恒 河 南岸 巴特 
那 城 附近 。 亦 称 阿 耶 波多 第 一 ,以 区 
别 于 公元 10 世纪 的 另 一 位 叫 阿 耶 
波多 的 数学 家 和 天 文学 家 。 他 受 教 
育 于 柯 苏 布 罗 城 ,499 年 著 《 阿 耶 波 
多 历数 书 》, 该 书 共 4 篇 ,由 121 行 
诗 构 成 ,其 中 论 及 数学 的 有 两 篇 , 共 
33 行 许 ,内 容 包 括 算术 .代数 . 几 
何 、 三 角 等 知识 ,主要 成 就 有 :整数 
的 记 法 及 运算 法 则 ;分 数 的 约 分 和 
通 分 法 则 ;三 率 法 ;自然 数 平方 、 立 
方 等 求 和 公式 ;特殊 线性 方程 和 一 
次 不 定 方程 (组 ) 的 解法 ;二 次 方程 
求 根 公 式 ; 直 线形 面积 公式 ; 勾 股 定 
理 ; 贺 面积 求法 ;圆周 长 的 求法 等 
等 。 其 中 用 同一 单位 度量 半径 和 圆 
周 是 绝 度 制 的 先 声 ;计算 正弦 值 时 
RERE, EFE REKE 
近 于 现在 的 正弦 概念 ;圆周率 取 
62832/20000—3. 1416 ,是 当时 印度 
PA AA a A E H JL EH EE 
表 , 间 隔 3"45' ,在 三 角 学 史上 有 重 
要 意义 。 书 中 还 计算 了 日 月 五 星 与 
黄道 .白道 的 升 交点 和 降 交点 的 运 
动 和 推算 日 .月 食 的 方法 。 阿 耶 波多 
的 著作 还 记载 了 测量 日 月 星辰 的 天 
文 观测 仪器 .为 了 纪念 他 的 功绩 , 印 
度 第 一 颗 人 造 地 球 卫星 就 是 以 阿 耶 
波多 第 一 命名 的 。 

博 伊 西 斯 (Boethius, Anicius 
Manlius Severinus, 约 480 
$9924) 罗马 数学 家 、 哲 学 家 、 政 
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治 家 。 生 于 意大利 罗马 , 卒 于 意大利 
帕 维 亚 。 出 身 古 罗马 贵族 世家 ,早年 
可 能 到 过 亚历山大 学 习 , 也 可 能 去 
过 雅典 ,受到 正统 的 希腊 文化 教育 。 
约 510 年 担任 东 哥 特 王 国 执政 官 ， 
约 520 年 任 首 席 执 政 官 。522 年 被 
指控 谋反 遭 监禁 ,两 年 后 被 处 决 。 他 
学 识 渊博 ,著述 颇 丰 。 其 中 数学 著作 
有 《算术 入 门 ) 和 《几何 学 》, 前 者 包 
括 算术 的 基本 概念 和 术语 .乘法 表 、 
比例 .素数 与 合 数 等 知识 ,基本 取材 
于 希腊 数学 家 尼 科 马 霍 斯 的 同名 著 
作 , 但 删 掉 了 许多 当时 较 新 颖 的 命 
题 和 证 明 ; 后 者 主要 取材 于 欧 几 里 
得 《几何 原本 前 几 卷 的 内 容 ,同样 
删 掉 许多 必要 的 证 明 , 成 为 一 本 非 
常 浅显 易 读 的 课本 。 他 的 目的 是 为 
教会 学 校 学 习 算 术 和 几何 提供 初级 
手册 。 这 两 本 书 在 中 世纪 被 定 为 经 
典 教 本 ,流传 达 近 千年 。 这 种 情形 反 
映 出 中 世纪 数学 相对 于 希腊 数学 繁 
荣 时 的 萧条 。 希 腊 文 化 通过 罗马 人 
传 到 中 世纪 的 很 少 ,其 中 大 部 分 体 
现在 他 的 著述 中 。 他 在 书 中 也 有 自 
己 的 贡献 ,例如 现 传 本 (几何 学 中 
记载 了 一 种 罗马 算盘 的 构造 及 用 
法 ,其 中 算盘 子 上 标 写 的 数字 被 认 
为 是 西 阿拉 伯 数 字 。 他 还 论述 过 数 
系 分 类 , 较 早 地 使 用 了 大 量 拉 于 文 
数学 词汇 ,并 提出 划分 数理 科学 的 
“四 道 ? 说 。 此 外 他 翻译 的 亚 里 士 多 
德 著作 和 在 狱 中 写 就 的 《哲学 的 安 
奈 ;) 都 是 哲学 史上 的 名 著 。 他 还 留 下 
许多 音乐 .逻辑 学 和 神学 方面 的 论 
著 


x 拉 哈 - 米 希 拉 (Varahami- 
hira, 约 505—587) 印度 数学 
家 、 天 文学 家 。 又 译 “ 葛 日 ”。 IIBER 
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人 。 生 于 乌 贾 因 ,那里 是 印度 文化 中 
心 之 一 。 后 游学 四 方 ,以 撰写 (五 大 
历 算 全 书 汇编 ) 而 著称 ,该 书 共 分 5 
部 分 ,开篇 是 印度 古代 天 文学 ,其 他 
分 别论 述 希 腊 , 挨 及 、 罗 马 等 地 的 天 
文学 成 就 ,是 一 部 重要 的 天 文学 史 
书 。 他 精通 西方 天 文学 ,将 印度 和 西 
方 的 天 文成 就 注释 后 汇编 ,成 为 当 
时 数学 和 天 文学 水 平 最 高 的 一 部 著 
作 。 其 中 的 算法 是 以 希腊 算法 和 亚 
历 山大 算法 为 基础 进行 的 ,并 引用 
了 希腊 计算 图 表 , 因 此 也 是 一 部 数 
学 史书 。 在 数学 上 最 重要 的 是 其 中 
《太阳 的 知识 ?一 篇 , 除 简单 的 三 角 
关系 外 ,还 包括 半角 的 正弦 公式 ,出 
现 “ 零 ”的 概念 等 等 。 书 的 主要 内 容 
是 天 文学 和 占星 术 , 提 出 “地 球 是 一 
球状 物体 ”的 论断 ,也 包括 大 量 为 确 
定 星 位 所 必要 的 计算 。 他 很 欣赏 西 
方 的 天 文学 成 就 ,鼓励 印度 人 学 习 
西方 著作 。 

iE B WE Z (Brahmagupta, 
约 598—665 以 后 ) 印度 天 文 
学 家 、 数 学 家 。 经 历 不 详 ,是 印度 中 
部 乌 页 因 地 方 的 数学 家 。 那 里 当时 
是 印度 数学 活动 的 三 个 主要 集中 地 
之 一 ,因此 他 被 称 为 乌 贾 因 学 派 的 
成 员 。 主 要 工作 是 于 628 年 完成 的 
《婆罗 摩 历 算 书 》 一 书 , 共 24 35, C 
中 第 12 章 和 第 18 章 专 论 数学 ， 题 
为 “算术 讲义 ”和 “不 定 方程 讲 
X", 内 容 包 括 三 角形 、 VIDE, € 
和 负数 的 算术 运算 规则 ,二 次 方程 、 
一 阶 和 二 阶 不 定 方程 等 。 主 要 成 就 
有 : 圆 内 接 四 边 形 的 面积 公式 和 对 
角 线 公式 ,他 给 出 近似 面积 和 精确 
面积 两 个 公式 , 设 贺 内 接 四 边 形 的 
边 长 分 别 为 a.8、c.d, 则 近似 面积 公 
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RAE HT ,精确 面积 公式 为 


M/ sCs—a) (s—b) (s—c) , HP s= (a 
十 5 十 c 十 及 /2 ,两 条 对 角 线 的 长 分 
别 是 V (ie 十 oz) Cac-- bd) / Cab-- o1) 
PIa (bF d) Cac-bd) / Coad); 给 
出 求 * 有 理 ? 圆 内 接 四 边 形 的 方法 ， 
设 a.b.c.4.8.C 都 是 正 整 数 , 且 
a? J- b? — c? . A? -- E? — C? , Wil PA aC, cB, 
bC, cA 依次 构成 的 圆 内 接 四 边 形 具 
有 有 理 面积 和 有 理 对 角 线 , 且 对 角 
线 互 相 垂直 ;在 印度 最 早 使 用 负数 ， 
提出 负数 的 四 则 运算 ;研究 形 如 
六 三 i: 土 c 的 不 定 方程 ,得 到 一 些 
结果 ; 求 出 oz 十 妇 二 c(a、5、c 为 整数 》 
的 整数 解 等 等 ,他 还 在 专业 术语 、 各 
种 符号 .代数 式 运 算 等 方面 做 出 一 
定 贡献 , 书 中 其 他 各 章节 也 涉及 许 
多 数学 知识 .此 外 ,他 还 于 665 年 著 
有 天 文学 专著 ,这 两 本 书 中 的 天 文 
知识 同样 令 人 瞩目 。 

1E bi F Æ (al-Khowárizmi, 
Mohammedibn — Musà, 约 
783 约 850) 阿拉 伯 数 学 
家 、 天 文学 家 。 生 于 波斯 北部 城市 花 
拉 子 模 ( 现 属 苏联 ), 卒 于 巴格达 。 早 
年 在 家 乡 读书 ,后 到 中 亚细亚 古城 
默 夫 继续 深造 ,不 久 成 为 科学 名 家 。 
约 813 年 到 巴格达 ,在 阿 拔 斯 王朝 
哈里 发 马 蒙 的 朝廷 任职 NH SEHE 
馆 ” 的 学 术 工 作 。. 后 一 直 在 巴格达 工 
作 , 直 至 去 世 。 他 在 数学 上 有 两 部 著 
作 传世 :一 部 是 写 于 820 年 左右 的 
《代数 学 》, 书 名 直译 为 还原 与 对 消 
的 科学 》, 指 方程 两 端的 移 项 与 合并 
同类 项 .后 来 还原 ”一 词 演 变 为 “ 代 
数学 ”一 词 。 全 书 为 三 部 分 ,第 一 部 
分 是 用 十 分 简单 的 例题 系统 讲述 了 
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解 一 次 ,二 次 方程 的 一 般 原理 ,首次 
给 出 二 次 方程 的 一 般 解法 ,强调 了 
判别 式 非 负 方 程 才 有 和解 的 条 件 ,并 
给 出 每 一 种 方程 的 几何 证 明 ; 第 二 
部 分 讲 实用 测量 术 ;第 三 部 分 是 得 
产 计算 问题 。 该 书 在 欧洲 作为 标准 
数学 课本 使 用 了 几 个 世纪 ,对 欧洲 
数学 的 发 展 产生 巨大 影响 。 他 的 另 
一 部 著作 是 (印度 的 计算 术 》, 首 先 
介绍 印度 的 10 进位 值 制 记 数 法 , 然 
后 讲述 如 何 使 用 印度 数码 进行 算术 
运算 ,包括 整数 的 四 则 运算 、 们 乘法 
和 们 除法 60 进位 分 数 和 普通 分 数 
的 四 则 运算 ,整数 和 分 数 的 开平 方 
等 。 这 是 第 一 部 介绍 印度 数码 和 记 
数 法 的 阿拉 伯 语 著作 ,为 该 记 数 抽 
度 在 阿拉 伯 国 家 的 普及 和 引进 欧洲 
起 了 重要 作用 。 此 外 他 在 天 文学 上 
写 了 一 部 叫 ( 积 尺 ) 的 天 文 表 , 论 述 
过 星 盘 .日 必 和 历 法 ,还 写 过 历史 和 
地 理 方面 的 著作 ,绘制 了 阿拉 伯 世 
界 的 地 图 。 

马 哈 维 拉 (Mahavira ,9 世纪 ) 

印度 数学 家 。 生 活 于 和 迈 索 尔 、 者 那 
教 中 的 数学 家 。 约 850 写 下 了 《计算 
纲要 } 一 书 , 共 有 9 章 ,包括 算术 , 几 
何 和 代数 等 内 容 , 几 乎 是 以 前 印度 
数学 的 汇编 , 较 全 面 地 反映 了 当时 
印度 数学 各 方面 的 成 就 和 水 平 。 其 
中 的 成 就 有 :分 数 算法 ,两 个 分 数 相 
除 可 以 转化 为 乘法 运算 ;级 数 求 和 ， 
既 有 算术 级 数 也 有 几何 级 数 ;组 合 
问题 ,给 出 从 几 个 不 同 物理 中 取 > 
个 的 一 般 公式 ; 解 不 同类 型 的 二 次 
方程 ,例如 地 z 十 2 Mz 15-25 
解 具 有 有 理 边 的 直角 三 角形 ;发 现 
零 的 性 质 ,“ 一 个 数 乘 以 零 得 零 , 一 


个 数 减 去 零 不 改变 它 的 值 ”; 负 数 性 
质 ,“ 一 个 负数 不 是 某 一 数 的 平方 
数 ”; 以 10 代 蔡 圆 周 率 的 值 ,还 
曾 以 匣 尼 表示 球 的 体积 ,由 此 推 得 
zx 一 3.036。 他 还 对 算术 运算 进行 分 
类 ,并 对 每 一 类 法 则 都 给 出 具体 数 
值 的 例子 。 作 为 印度 传统 数学 的 继 
承 者 ,他 也 论述 了 不 定 方程 的 问题 。 

艾 布 . 卡 米 勒 (CAbu kàmil, 
£g 850—— £g 9305 阿拉 伯 数 
学 家 。 经 历 不 详 。 据 载 他 是 伊斯兰 
文化 全 盛 时 期 的 著名 数学 家 ,还 是 
花 拉 子 米 之 后 第 一 个 留 下 代数 专著 
的 人 。 他 的 著作 有 《代数 学 《计算 
技巧 珍本 》《 论 五 边 形 和 十 边 形 》 
等 。 其 中 《代数 学 》 讨 论 二 次 方程 问 
题 ,首先 给 出 几 种 类 型 方程 的 解法 ， 
再 给 出 若干 代数 运算 法 则 ,最 后 是 
习题 求解 。 该 书 比 花 拉 子 米 的 同类 
书 有 明显 进步 , 它 对 各 类 方程 的 解 
法 都 指出 其 任意 性 ,并 强调 代数 恒 
等 式 的 普遍 意义 ,其 中 有 关 二 次 根 
式 深入 研究 的 结果 多 次 为 后 世 数 学 
家 所 引用 . 书 中 还 放弃 几何 证 明 , 引 
入 大 量 繁琐 的 代数 运算 ,有 算术 化 
的 趋势 。《 计 算 技 巧 珍本 } 论 述 了 某 
些 不 定 方程 的 整数 解 ,但 事实 上 大 
多 数 解 不 是 整数 形式 ,而 是 有 理 数 
形式 ,该 书 被 称 为 不 定 方程 中 最 先 
进 的 著作 。《 论 五 边 形 和 十 边 形 ) 包 
合 代 数 和 几何 两 个 方面 的 内 容 , 讨 
论 了 4 次 方程 和 带 无 理 系数 的 混合 
型 二 次 方程 ,并 把 方程 同 几何 图 形 
结合 起 来 进行 研究 。 他 的 工作 承 前 
启 后 ,其 著作 被 译 为 多 种 文字 ,广泛 
流传 。 

巴 塔 尼 Cal-Battani, £j 858— 
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929) 阿拉 伯 天 文学 家 、 数 学 家 。 
生 于 美 索 波 达 米 亚 西 北部 哈 兰 附 
近 , 卒 于 今 巴勒斯坦 境内 的 基 斯 集 。 
家 族 信 奉 萨 比 教 ,熟知 天 文学 和 占 
星 术 。 他 本 人 从 877 年 在 拉 卡 城 作 
过 长 达 41 年 的 天 文 观测 工作 ,并 据 
此 改进 了 古 希 腊 托 勒 密 《 天 文集 ) 中 
的 若干 数据 。 主 要 贡献 在 三 角 学 ,用 
三 角 学 取代 几何 方法 ,改进 了 托 瓯 
密 的 天 文 计 算 。 他 引入 正切 和 余 切 
概念 .将 一 根 杆 子 立 在 地 上 ,日 影 长 
度 叫 “ 直 阴 影 ” 将 杆子 水 平 播 在 墙 
上 , 则 杆 在 墙 上 的 阴影 叫 “ 反 阴影 ” 
这 两 个 词 演 成 余 切 和 正切 。 他 用 半 
弦 代 蔡 古 希腊 人 的 整 弦 , 制 作 了 
30" 一 90* 相 隔 EP EZ SCR Ue 
C 920 年 ), 其 中 大 量 应 用 代数 方 
法 处 理 三 角 学 问题 ,例如 由 sino/ 
cosb 一 也 式 推出 sin — D/4/ 1-- D? , 
继而 求 出 9 的 值 。 他 还 发 现 球面 三 
角 余 弦 定 理 cosA = cosBcosC + sinB 
sinCcosA ,这 些 成 果 汇 总 在 他 的 著 
作 《 天 文 论著 ) 一 书 中 ,该 书 被 译 为 
多 种 文字 在 欧洲 广泛 流传 ,对 三 角 
学 的 发 展 有 一 定 影响 。 书 中 的 天 文 
成 就 包括 较 精密 的 年 长 度 、 季 长 度 、 
黄 赤 交角 及 岁差 的 值 ,地 球 远 日 点 
的 运动 等 ,指出 发 生日 环 食 的 可 能 
性 ,这 些 成 果 被 哥 白 尼 大 量 吸 收 到 
《天 体 运行 论 } 中 。 

艾 布 . 瓦 法 (Abul wefa 或 
Abū al-wafa,940 一 -一 约 998) 
阿拉 伯 数 学 家 、 天 文学 家 。 生 于 今 伊 
亢 东 北部 霍 腊 散 省 的 布 山 , 卒 于 巴 
格 达 。959 年 后 定居 巴格达 ,参加 那 
里 天 文 台 的 观测 和 研究 工作 ,并 在 
该 地 建立 第 一 座 观 测 星球 的 象限 仪 
台 .。 在 数学 中 他 翻译 并 注释 了 希腊 
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数学 家 欧 几 里 得 和 丢 番 图 的 著作 ， 
还 注释 并 评介 了 阿拉 伯 数 学 家 花 拉 
子 米 的 著作 ,可惜 已 失传 。 两 本 传世 
的 数学 著作 为 《文书 和 商业 用 算术 》 
和 《和 手艺 人 的 几何 作 图 法 ), 总 结 了 
各 种 计算 和 几何 作 图 法 ,其 中 较 早 
地 提出 用 直 尺 和 开口 固定 的 圆规 进 
行 几何 作 图 问题 ,并 依 此 作 了 大 量 
的 图 .他 的 主要 贡献 记载 于 他 的 天 
文 著作 《天 文 全 书 》 中 ,包括 正弦 的 
半角 公式 、 倍 角 公 式 ; 正 弦 加 法 定理 
的 一 种 新 证 明 ; 稍 后 于 巴 塔 尼 引 入 
正切 和 余 切 概念 ;发 明正 审 和 余 割 
郴 数 ;证 明了 球面 三 角 学 中 正弦 定 
理 的 普遍 性 ;设计 了 一 种 计算 正弦 
函数 的 新 方法 ,可 以 求 出 sin30' 精 
确 到 9 位 小 数 的 近似 值 ; 运 用 正切 定 
理解 球面 直角 三 角形 ; 造 出 间隔 10/ 
WERKA EZKARA 
造 表 过 程 中 应 用 了 开平 方 及 根 式 的 
有 理 运算 。 在 天 文学 方面 , 据 载 发现 
了 月 球 的 “二 均 差 ”, 但 有 疑问 ;对 黄 
赤 交 角 和 分 至 点 进行 过 测定 ,还 为 
托 勒 密 的 《天 文学 大 成 ) 写 过 简 编 
本 .他 是 阿拉 伯 中 世纪 数理 天 文学 
派 ( 亦 称 巴格达 学 派 ) 的 最 后 一 个 著 
名 学 者 ,此 后 该 学 派 再 无 重大 发 展 。 

热 尔 贝 (Gerbert ,945— 1003) 

法 国 数学 家 、 罗 马 教皇 (999 一 
1003)。 生 于 法 国 阿 基 坦 ,1003 年 5 月 
12 日 卒 于 意大利 罗马 。 家 境 贫 寒 , 受 
过 寺院 教育 ,学 习 文 法 , 算 本 和 音 
乐 .967 年 到 西班牙 继续 求学 ,后 研 
究 音 乐 ,算术 、 几 何 和 天 文学 .970 年 
到 罗马 ,数学 才能 受到 教皇 约翰 十 
三 所 的 赏识 ,皇室 聘请 他 给 奥 托 二 
世 当 教师 ,后 又 当 过 隐 修 院 院 长 和 
地 方 大 主 教 .999 年 当选 为 罗马 教 
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皇 , 改称 西 尔 维 斯 特 二 世 (Pope 
Sylvester I ), 直 至 去 世 。 主 要 贡献 是 
大 力 提 倡 数 学 学 习 , 在 他 任教 皇 期 
间 , 算 术 、 几 何 和 占星 术 等 学 科 受 到 
普遍 重视 ,对 罗马 乃至 整个 欧洲 的 
学 术 发 展 起 到 重要 作用 。 他 被 认为 
是 一 位 杰出 的 学 者 和 优秀 的 教师 ， 
曾 发 明 多 种 实用 教具 ,并 编写 教材 ， 
其 中 包括 一 本 专门 论述 算盘 的 教材 
和 一 个 具有 27 档 的 算盘 ;一 部 辑录 
罗马 土地 测量 员 计算 成 果 的 几何 学 
教 本 ;半球 仪 . 圆 球 仪 . 星 盘 等 各 式 
天 体 仪 等 等 ,他 较 早 地 在 欧洲 引入 
印度 -阿拉 伯 数 码 , 但 没有 使 用 零 
号 ;还 大 力 扩 建 教会 与 寺院 学 校 , 进 
行 四 艺 (音乐 .几何 .算术 .天文 ) 训 
练 。 在 音乐 方面 大 概 制 作 过 几 种 风 
琴 和 一 架 单 孩 琴 ,还 写 过 一 本 《关于 
理性 和 理性 的 应 用 》 的 书 。 

BL Br (al-Karaji 或 al- 
karkhi ,10 世 纪 末 ,11 世纪 初 ) 
阿拉 伯 数 学 家 。 生 平 不详 , 一 说 卒 于 
约 1029 年 10 世纪 末 到 11 世 纪 初 活 
路 于 巴格达 等 地 , 曾 在 巴格达 著 书 
立 说 ,后 来 到 外 地 从 事 工程 管理 工 
作 。 著 有 代数 著作 ,被 认为 是 唯一 给 
出 代数 运算 理论 的 阿拉 伯 数 学 家 ， 
为 代数 学 建立 一 种 新 开端 ,是 继 花 
拉 子 米 、 交 布 卡 米 勒 等 人 之 后 在 代 
数学 方面 做 出 重要 贡献 的 学 者 。 他 
第 一 个 论述 了 代数 多 项 式 理论 ; 研 
究 了 单项 式 和 多 项 式 的 四 则 运算 和 
开 方 等 运算 ;证 明了 关于 单项 式 乘 
法 的 运算 法 则 ;给 出 正 系数 多 项 式 
开 方 及 根 式 运算 的 方法 ,并 考虑 了 
无 理 数 开 方 的 情况 ;得 到 (a 土 )?, (a 
十 3)* 等 二 项 式 的 展开 式 等 等 ,此 
外 ,他 在 方程 研究 中 对 许多 具体 问 


题 同 时 给 出 算术 解答 和 几何 证 明 ， 
并 概括 出 6 种 典型 的 一 元 二 次 方程 
在 高 次 方程 研究 中 提出 见 种 可 能 的 
类 型 ;在 三 次 不 定 方程 的 研究 中 探 
讨 了 几 种 方程 的 整数 解 和 另外 几 种 
方程 的 分 数 解 ,他 还 在 级 数理 论 方 
面 有 贡献 ,证 明了 自然 数列 .自然 数 
平方 数列 .自然 数 立方 数列 的 求 和 
公式 等 。 

HE Ub. dE Hj (Omar Kha- 
yyam, £^ 1048— — 21131) 
阿拉 伯 数 学 家 天 文学 家 。 约 1048 年 
5 月 15 日 生 于 波斯 堆 拉 桑 的 内 沙 布 
尔 , 约 1131 年 12 月 4 日 卒 于 同 地 。 他 
的 名 字 海 亚 姆 意思 是 “ 帐 药 匠 ”, 可 
能 来 自 父 亲 的 职业 。 早 年 在 内 沙 布 
尔 和 巴尔 赫 受 教育 , 约 1070 年 去 撤 
马尔 罕 , 在 那里 完成 他 的 重要 数学 
论著 ,取得 声望 .后 受聘 到 伊 斯 法 
罕 , 主 持 天 文 台 工作 达 18 年 之 久 。 
1118 年 以 后 定居 梅 尔 夫 ( 现 为 苏联 
马 雷 ), 晚 年 还 乡 ,他 是 一 位 全 能 学 
者 ,在 数学 ,天 文学 .哲学 、 文 学、 法 
学 .历史 、 药 学 和 音乐 方面 此 有 著 
述 。 数 学 著作 有 《代数 问题 的 论证 》、 
《算术 问题 }《 智 慧 的 天 平 } 等 ,主要 
贡献 是 :定义 代数 学 为 “ 解 方程 的 科 
学 ”, 这 一 定义 一 直 保 持 到 19 世 纪 
末 ; 依 据 正 系数 原则 将 方程 进行 分 
类 , 列 出 25 个 具有 正 根 的 典型 方程 ， 


其 中 包括 13 个 不 能 用 变换 降 阶 的 3 


次 方程 ,又 区 分 出 一 批 能 够 用 几何 
方法 求解 的 3 次 方程 ,借助 圆锥 曲 
线 ,给 出 这 些 方 程 的 解法 ,并 证 明了 
三 次 方程 可 以 有 两 个 根 ,成 为 代数 
与 几何 相 结合 的 前 驱 ; 讨论 二 项 式 
的 展开 ,给 出 (a 十 6)* 的 展开 式 ;给 
出 开 方 法 则 、 比 和 比例 等 问题 ,等 
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等 .他 还 评注 过 欧 几 里 得 的 著作 ,分 
析 了 平行 公设 .在 天 文学 方面 他 曾 
负责 改革 历法 , 约 1079 年 提出 哲 拉 
里 历 ,以 365. 2424 天 为 一 年 ,每 5000 
年 才 有 一 天 的 误差 , 比 现行 公历 ( 格 
里 历 ) 还 要 精确 ,在 哲学 上 论述 过 宇 
宕 本质, 时间 推 移 等 问题 ,在 文学 上 
写 过 《四 行 诗集 》, 曾 被 译 为 多 种 文 
字 流 传 。 

婆 什 迦 罗 (Bhaskara I , £j 
1114 一 一 约 1185) 印度 数学 
家 、 天 文学 家 。 约 于 1114 年 生 于 印度 
南部 出 杜 尔 , 卒 于 约 1185 年 REGE 
什 迎 罗 第 二 ,以 区 别 于 公元 600 年 前 
后 印度 的 另 一 位 同名 数学 家 。 他 长 
期 在 古 印度 文化 中 心 乌 贾 因 工 作 ， 
是 乌 机 因 天 文 台 的 领导 人 ,还 被 认 
为 是 印度 7 世纪 该 地 著名 数学 家 婆 
TEX A AMOR A LETT 1150 
年 写 了 《天 文系 统 至 极 ) 一 书 , 由 4 篇 
散文 体 构成 ,其 中 的 《4 丽 罗 娃 提 》 和 
《 根 的 计算 ?是 两 部 重要 的 数学 著 
作 .《 丽 罗 娃 提 》 共 13 章 ,包括 计算 表 
格 ,整数 和 分 数 运 算 , 算 术 的 反 演 
法 , 试 位 法 ,算术 级 数 求 和 法 ,面积 
体积 计算 ,不定 方程 和 组 合 问题 , 偏 
重 于 解决 应 用 问题 .《 根 的 计算 ) 共 8 
章 ,包括 正 负数 法 则 ,一 ,二 次 不 定 
方程 解法 ,一 元 或 多 元 线性 方程 组 ， 
二 次 方程 ,线性 或 二 次 不 定 方程 等 ， 
侧重 数学 理论 的 探讨 ,这 两 部 著作 
比较 全 面 系统 地 介绍 了 算术 ,代数 
和 几何 知识 ,突出 成 就 是 :采用 缩写 
文字 和 一 些 记 号 表示 未 知 数 和 运算 
符号 ,包括 “ 正 负 得 负 , 负 负 得 正 ” 的 
法 则 ;最 旱 对 除 以 零 的 意义 有 所 认 
识 , 特 别 指出 3/0 的 值 是 一 个 无 限 
量 ; 认 识 到 二 次 方程 有 两 个 根 ;指出 


正 数 开平 方 有 -- 正 一 负 两 个 值 , 负 
数 不 能 开平 方 ; 求 出 佩 尔 方程 r= 
1 十 zy? 的 多 组 解 ; 计 算 圆 内 接 正 384 
边 形 的 边 长 ,得 到 的 近似 值 是 3. 
141666; 给 出 sin18*— i AS 


DB TE TASA LCXGUR LE 
极 》 另 外 两 篇 论 及 天 文学 ,在 印度 古 
代 天 文理 论 中 亦 占 重要 位 置 。 

阿 德 拉 德 CAdelard of Bath, 
约 1116 一 1142 前 后 ) 英国 数 
学 家 、 天 文学 家 .哲学 家 、 翻 译 家 .。 生 
于 巴 斯 ,后 成 为 修道 士 ,游历 四 方 。 
曾 在 法 国 图 尔 和 拉 昂 学 习 和 教书 ， 
又 到 过 意大利 的 萨 莱 诺 和 西西 里 、 
叙利亚 .巴勒斯坦 ,西班牙 的 托 莱 多 
等 地 。 当 时 这 些 地 方 都 曾 为 阿拉 伯 
人 统治 ,他 游历 的 目的 就 是 学 习 阿 
拉 伯 文化 和 获取 各 种 图 书 资料 ,他 
是 最 早 将 阿拉 伯 文 献 译 为 拉丁 文 的 
翻译 家 之 一 , 曾 将 欧 几 里 得 (几何 原 
本 ;的 阿拉 伯 语 本 译 为 拉丁 文本 ,由 
于 翻译 质量 高 ,发 行 又 早 , 在 西欧 受 
到 普遍 欢迎 ,一 直 使 用 到 16 基 纪 , 作 
为 主要 几何 学 教 本 达 数 百年 。 他 还 
翻译 了 花 拉 子 米 的 天 文 表 和 阿布 玛 
夏 、 塔 比 伊 本 库 拉 等 阿拉 伯 天 文学 
家 的 星 占 学 著作 ,还 自己 写 了 数学 
和 芹 学 方面 的 书 。 其 中 数学 著作 论 
XE OR 几何. 音乐 和 天 文 当时 被 称 
为 “四 道 ? 的 学 科 内 容 , 对 印度 一 阿 
拉 伯 数码 及 算法 .算盘 的 使 用 . 星 盘 
的 制作 等 有 所 介绍 ;哲学 论著 仿照 
柏拉图 式 的 对 话 体 ,试图 调和 一 般 
事物 和 个 别 事物 的 现实 性 .此 外 他 
还 著 有 以 阿拉 伯 科 学 为 基础 的 《 自 
然 问 题 ? 共 76 篇 ,论述 人 的 本 质 . 气 
象 学 .植物 学 和 动物 学 等 等 。 


APIA ee 


80 


简明 数学 史 辞 典 


3E iE IR$ (Fibonacci, Leonar- 
do,£3g1170—1250) 意大利 数 
学 家 。 生 于 比萨 , 座 于 同 地 。 早 年 随 
父 经 商 ,到 北非 布 日 伊 受 教育 ,从 一 
阿拉 伯 教 师 学 习 计算 ,掌握 了 印度 
数码 这 一 新 的 记 数 体系 ,后 到 埃及 、 
叙利亚 .希腊 、 西 西里 .法 国 等 地 游 
历 , 熟 习 了 不 同 国家 地 区 在 商业 上 
的 算术 体系 ,经 过 比较 发 现 ,印度 一 
阿拉 伯 数 码 最 方便 。1200 年 左右 回 
比萨 ,潜心 写作 ,于 1202 年 完成 名 作 
《算盘 书 》。 此 处 “算盘 ?并 不 单 指 罗 
马 算盘 或 某 一 种 计算 工具 ,而 是 指 
一 般 的 计算 ,全 书 共 15 章 ,开篇 就 介 
绍 说 :9 个 印度 数码 是 9、8、7、6、5、4、 
3.2、1 以 及 用 这 9 个 数码 和 记号 0 就 
可 以 写 出 任何 数目 .1 一 7 章 解 释 了 
位 值 制 原理 ,整数 和 分 数 的 各 种 计 
算 方法 ,以 及 科 法 表 、 素 数 表 和 因子 
表 等 若干 数 表 ;8 一 12 章 将 算术 应 用 
于 商业 问题 ,如 物价 .利润 .利息 、 货 
币 换算 等 ;13 章 论述 比例 和 试 位 法 ; 
14 章 讲 开 方法 则 ;15 章 有 几何 和 代 
数 问题 ,该 书 问世 后 广 为 流 传 ,为 印 
度 一 阿拉 伯 数 码 和 阿拉 伯 数 学 在 欧 
洲 的 流传 起 了 重要 作用 .算盘 书 》 
在 1228 年 的 修订 本 中 增加 了 脸 家 人 
口 的 “兔子 问题 >, 导致 著名 的 “ 斐 波 
那 契 数列 :1,1,2,3,5,8,13,21， 
其 规律 是 从 第 3 项 起 每 一 项 是 
前 两 项 的 和 ,有 许多 有 趣 的 性 质 。 他 
的 其 他 著作 有 《几何 实用 》(1220); 
《平方 数 书 》(1225), 专 论 二 次 丢 番 
图 方程 ,也 包括 个 别 三 次 方程 的 求 
解 , 是 当时 数论 的 名 作 ;《 精 华 》 
(1225) 和 《通信 录 》。 他 被 誉 为 西方 
中 世纪 第 一 个 伟大 的 数学 家 ,使 西 
方 数学 开始 一 个 新 的 时 期 。 
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纳西 尔 丁 (Nasir al — Din al 
Tusi, 1201— 12745 阿拉 伯 数 
学 家 、 天 文学 家 .哲学 家 。1201 年 2 月 
18 日 生 于 波斯 的 图 斯 ( 今 伊朗 东部 
霍 腊 散 省 ) ,1274 年 6 月 26 日 卒 于 巴 
格 达 附近 的 卡 济 迈 因 。 早 年 从 其 父 
辈 在 图 斯 学 习 , 后 到 内 沙 布尔 深造 ， 
逐渐 成 名 。 约 1232 年 以 前 ,应 召 到 纳 
赛 尔 王朝 伊 斯 梅 利 服务 。1256 年 该 
地 为 蒙古 人 占领 ,他 仍 留 下 受到 重 
用 , 当 了 马 腊 格 城 新 建 的 迈 拉 盖 天 
文 台 负 责 人 ,不 久 那 里 成 为 阿拉 伯 
世界 的 又 一 科学 中 心 ,在 数学 中 他 
对 古 希 腊 数 学 家 欧 几 里 得 《几何 原 
本 阿波 罗 尼 奥 斯 《 圆 锥 曲线 论 》、 
阿 基 米 德 4 圆 的 度量 》《 论 球 与 贺 
柱 》, 以 及 门 纳 劳 斯 、 托 勒 密 等 许多 
人 的 著作 进行 了 翻译 和 评注 ,对 可 
公 度 量 、 不 可 公 度 量 、 比 和 比例 、 数 
的 理论 、 欧 几 里 得 平行 公设 都 做 了 
研究 ,并 试图 证 明 平行 公设 .他 第 一 
次 将 三 角 学 作为 独立 的 学 科 进 行 盖 
述 ,首次 清楚 地 证 明了 正弦 定理 ,对 
后 来 欧洲 德国 数学 家 雷 格 蒙 塔 努 斯 
的 三 角 学 理论 有 较 大 影响 。 主 要 蓝 
作 是 4 论 完全 四 边 形 》, 书 中 系统 论 
述 了 平面 三 角 学 和 球面 三 角 学 , 包 
括 解 球面 直角 三 角形 的 6 个 基本 公 
式 , 指 出 由 球面 三 角形 的 三 个 角 , 可 
求 得 三 边 , 反 之 亦 然 ,这 一 事实 可 作 
为 平面 三 角 与 球面 三 角 差异 的 重要 
标志 ,他 在 天 文学 中 使 用 先进 仪器 ， 
积 十 余年 观测 结果 ,于 1271 年 编 成 
《 伊 儿 汗 历 )。 另 著 有 《天 文学 宝藏 》 
等 书 ,此 外 他 在 伦理 学 、 逻 辑 学 、 哲 
学 等 方面 此 有 著述 ,其 中 《纳西 尔 伦 
理学 ?在 阿拉 伯 和 印度 流行 了 几 个 
世纪 。 
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布雷 德 沃 本 (Bradwardine， 
Thomas, 约 1290 一 1349) 英国 
数学 家 、 自 然 哲 学 家 ,神学 家 。 约 
1290 年 生 于 英国 ,1349 年 8 月 26 日 卒 
于 伦敦 兰 贝 斯 .早年 就 学 于 牛津 大 
学 默 顿 学 院 , 获 神学 博士 学 位 ,后 在 
该 校 教授 哲学 .神学 和 数学 .1333 年 
起 担任 教会 职务 ,历任 司法 官 、 牧 
师 、 直 至 病逝 前 担任 基督 教会 中 心 
坎特伯雷 的 大 主教 .他 在 数学 上 的 
突出 贡献 是 研究 三 角 学 , 称 正切 为 
“RRX” RWY ERK”, HHE 
们 引 到 三 角 计算 中 ,是 欧洲 最 早 研 
究 三 角 学 的 数学 家 之 一 ,数学 著作 
有 《理论 算术 》(1495) ,讨论 数论 问 
题 ;《 理 论 几 何 )(1511) 论 述 有 规则 
的 立体 、 等 周 图 形 及 多 角 星 等 ,流传 
甚 广 。 这 两 本 书 都 是 后 人 整理 出 版 
的 .另外 还 有 两 本 数学 论著 是 《 圆 求 
积 》 和 《 论 运动 中 的 速度 比 》(1328)， 
后 者 用 算术 和 几何 方法 讨论 运动 物 
体 的 速度 和 受 力 情况 ,此 外 他 在 哲 
学 著作 中 讨论 了 无 穷 大 和 无 穷 小 ， 
在 神学 论著 中 论 及 自然 哲学 的 若干 
问题 。 他 的 著述 在 中 世纪 科学 停滞 
不 前 的 形势 下 格外 珍贵 ,也 较 有 影 
响 ,因此 他 被 誉 为 是 14 世 纪 英 国 最 
杰出 的 数学 家 。 

B SE BE (Oresme, Nicole, £5 
1320—1382) 法 国 数学 家 。 原 
籍 为 诺 曼 , 约 1320 年 生 于 卡 昂 附近 ， 
1382 年 7 月 11 日 卒 于 利 雪 .早年 就 学 
于 巴黎 大 学 ,主要 学 神学 ,1348 年 成 
为 该 大 学 纳 瓦尔 学 院 神学 教师 ,后 
任 院 长 ,1362 年 辞职 后 任 鲁 昂 的 牧 
师 , 两 年 后 成 为 教 长 .1377 年 任 利 雪 
的 主教 .在 数学 方面 有 许多 贡献 ; 
1360 年 在 《比例 算法 ) 中 最 早 引 入 分 
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指数 概念 ,规定 了 它 的 记 法 及 使 用 
规则 ;在 《 论 质量 与 运动 的 结构 》( 约 
1350) 等 书 中 为 研究 变化 和 变化 率 
萌发 了 坐标 几何 的 思想 ,学 试用 两 
个 坐标 来 确定 点 的 位 置 , 并 用 图 象 
表示 变化 中 的 量 ,对 17 志 纪 笛 卡 儿 
解析 几何 的 创立 有 一 定 影 响 ; 在 《 欧 
几 里 得 几何 问题 》( 约 1360) 等 著作 
中 给 出 若 千 无 穷 级 数 求 和 的 例子 ， 
证 明了 调和 级 数 的 值 为 无 穷 ,还 区 
别 了 收敛 级 数 与 发 散 级 数 ,给 出 级 
数 伍 散 的 某 些 判别 法 则 ,大 大 发 展 
了 上 古 希 腊 学 者 有 关 的 极限 思想 ,他 
的 论著 还 涉及 热 的 强度 概念 ,运动 
原理 ,宇宙 论 , 地 动 说 等 等 科学 的 基 
本 原理 .此 外 他 还 曾 受 法 王 之 命 从 
拉丁 文中 将 亚 里 士 多 德 的 《伦理 
学 》《 政 治学 》《 经 济 学 )》 等 著作 译 
为 法 文 , 他 的 译文 及 评注 为 法 国语 
言 的 发 展 做 出 重要 贡献 .他 还 写 过 
后 来 多 次 重 版 的 《货币 论 》 一 书 , 并 
因此 被 认为 是 中 世纪 最 大 的 经 济 学 
家 


+ P8 (al — Kashi , Ghiythal 一 
Din Jamshid Masüd ,?— 1429) 

阿拉 伯 数 学 家 、 天 文学 家 。 生 于 
今 伊朗 境内 ,德黑兰 与 伊 斯 法 罕 之 
间 的 卡 尚 ,1429 年 6 月 22 日 卒 于 今 苏 
联 乌兹别克 境内 的 撤 马尔 罕 。 早 年 
经 历 贫困 和 流浪 生活 ,后 成 为 名 家 ， 
受 帖 木 儿 帝国 统治 者 无 鲁 伯 格 聘 
请 ,到 撤 马 尔 军 主持 天 文 台 工 作 , 在 
那里 成 为 元 鲁 伯 格 天 文学 派 的 主要 
成 员 之 一 ,他 协助 元 鲁 伯 格 编制 的 
《无 鲁 伯 格 星 表 ) 是 继 托 勒 密 星 表 之 
后 在 中 世纪 最 精密 的 星 表 ,对 后 世 
星 表 制作 影响 很 大 .他 编著 了 大 量 
数学 和 天 文学 著作 ,主要 有 《算术 之 
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5830420 (ARED Z5 
ERBE ARZA 
章 , 分 别论 述 了 10 进 位 制 下 的 整数 
和 分 数 的 四 则 运算 ,开平 方 开 立 方 
万 至 开 高 次 方 的 方法 ,60 进 位 制 下 
的 整数 和 分 数 的 四 则 运算 ,开平 方 
开 立 方 等 算法 ,各 种 面积 的 计算 , 解 
方程 及 一 些 代 数 问题 。 书 中 出 现 一 
个 二 项 式 展开 的 系数 表 , 与 11 世 纪 
中 国 贾 宕 用 过 的 “ 开 方 作法 本 源 
图 ”一 致 ,而 表 中 各 个 数 的 计算 方法 
也 相同 。 书 中 还 给 出 开 x 次 方 根 
的 近似 公式 ear Ad-a/ [C4 十 
IARBA AR EEEH 
严谨 而 被 列 为 中 世纪 初等 数学 的 代 
表 作 .他 在 《 贺 周 论 》 中 引入 小 数 (10 
进 分 数 ) 概 念 ,建立 小 数 运算 法 则 和 
与 60 进 制 分 数 进行 换算 的 方法 ,是 
除 中 国之 外 第 一 个 使 用 小 数 运算 的 
学 者 。 书 中 同时 采用 60 进 制 和 10 进 
制 两 种 分 数 记 法 给 出 圆周 率 的 值 ， 
其 中 10 进 分 数 (小 数 ) 值 有 17 位 准确 
数字 ,打破 祖冲之 保持 近 千 年 的 圆 
AFER. GSE PA HE 
隔 1", 准确 到 10 位 数字 的 正 艾 表 。 他 
的 其 他 贡献 包括 指数 运算 法 则 ,高 
次 方程 近似 解法 ,改进 三 角 解 法 ,发 
明 测 量 天 体 仪器 等 。 

E A dE S Nr (Regiomon- 
tanus, Johannes, 1436— 1478) 

德国 数学 家 ,天 文学 家 。1436 年 6 
月 6 日 生 于 德国 东 普鲁士 柯 尼 斯 保 
( 今 苏 联 吉 里 宁 格 勒 ),1476 年 7 月 6 
日 卒 于 罗马 ,原名 约翰 . 缪 勒 (Jo- 
hannes Müiler) , 雷 格 蒙 塔 努 斯 是 他 
的 笔名 ,从 “加 尼斯 堡 ”一 词 拉 丁 化 
而 来 . 哥 尼斯 堡 的 德语 意 为 国王 之 
山 , 故 他 的 名 字 旧 译 为 “玉山 若干 ”。 


11 岁 到 莱比锡 求学 , 包 年 后 又 到 维 
也 纳 ,从 师 于 奥地利 数学 家 、 天 文学 
家 波 伐 巴赫 ,学 习 天 文学 和 数学 .后 
协助 老师 校订 希腊 学 者 托 勒 密 的 天 
文学 著作 。1461 年 老师 去 世 后 他 继 
续 这 一 未 竞 事业 ,并 为 此 学 习 和 希腊 
文 ,还 搜集 和 研究 希腊 数学 手稿 ， 
1463 年 完成 校订 ,改正 了 原 阿 拉 伯 
一 拉 于 译本 的 许多 错误 .1671 年 定 
居 纽 伦 堡 , 翻 译 、 注 释 并 出 版 了 大 量 
希腊 数学 家 的 著作 。 主 要 贡献 在 三 
角 学 方面 。 他 撰写 的 《 论 各 种 三 角 
形 》(1464) 是 欧洲 第 一 本 独立 于 天 
文学 的 三 角 学 著作 。 全 书 共 5 卷 ,前 
两 卷 论述 平面 三 角 学 ,后 3 卷 讨 论 球 
面 三 角 学 ,是 欧洲 三 角 学 的 渊源 .在 
《方位 表 )1464 一 1467 年 写 ,1475 年 
发 表 ) 中 给 出 5 位 正切 表 并 采用 10 等 
分 的 角度 。 他 还 编制 了 很 精密 的 正 
弦 表 ,应 用 代数 技巧 化 简 三 角 问 题 
的 解法 。 在 天 文学 方面 他 于 1472 年 
十 分 精确 地 完成 一 颗 顽 星 的 观测 ， 
200 年 后 被 确认 为 哈雷 过 星 .他 还 编 
写 了 一 些 天 文学 小 册子 和 航海 历 
书 , 为 哥伦布 1492 年 发 现 新 大 陆 提 
供 了 条 件 。1475 年 教皇 召 他 到 罗马 
参加 历法 改革 ,并 任命 他 为 雷 根 斯 
堡 大 主教 ,但 未 及 到 任 便 早 逝 , 年 仅 
402, 

iF EL CChuquet, Nicolas, £j 
1445—— £j15005 法 国 数学 
家 。 生 于 巴黎 .早年 得 过 医学 学 位 ， 
并 行医 于 里 昂 , 还 当 过 教师 ,讲授 算 
术 。 仅 存 一 本 数学 手稿 , 写 于 1484 
年 , 共 四 部 分 ,前 两 部 分 发 表 于 
1880 一 1881 年 ,后 两 部 分 直到 20 世 
纪 70 年 代 才 陆续 发 表 。 手 稿 内 容 涉 
及 数 的 理论 .实用 几何 .商业 算术 和 
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代数 学 , 共 156 个 问题 及 解答 。 主 要 
贡献 是 :给 出 序数 的 名 称 ; 引 入 10 
的 写法 ,使 用 了 宕 指数 ,并 使 用 了 震 
的 负 指 数 符号 和 十 进 分 数 ( 小 数 ) 的 
符号 法 则 ;解释 了 “ 零 ” 的 意义 和 作 
用 ;讨论 了 有 理 数 无理 数 以 及 方程 
的 理论 ,提出 负数 和 分 数 的 若干 性 
质 ;创设 方 根 的 符号 ,给 出 开平 方 开 
立方 的 方法 等 .其 中 许多 问题 出 现 
于 10 年 后 意大利 数学 家 帕 乔 利和 17 
世纪 法 国 数学 家 巴 软 的 著作 中 。 他 
不 止 一 次 使 用 了 未 知 数 ,甚至 两 个 
未 知 数 , 解 类 问题 的 方式 也 是 “ 纯 代 
数 式 ”的 ,因此 被 认为 是 较 之 帕 乔 利 
1494 年 算术 著作 更 为 先进 的 一 部 著 
作 。 他 还 在 著作 中 将 等 比 数列 与 等 
差 数 列 进 行 比较 ,指出 它们 项 与 项 
之 间 有 对 应 关系 ,而 这 种 关系 是 17 
世纪 对 数 发 明 的 基石 。 书 中 还 有 不 
定 方程 和 数论 问题 ,论述 了 完全 数 
等 特殊 数 的 某 些 性 质 。 

hh Jf 利 (Pacioli, Luca, £j 
1445—1517) 意大利 数学 家 。 生 
于 托 斯 卡 纳 区 圣 塞 波 尔 克 罗 , 卒 于 
同 地 。 旱 年 自学 ,从 他 的 同乡 .画家 
和 数学 家 弗 兰 切 斯 卡 的 透视 学 著作 
中 学 到 了 许多 知识 . 约 20 岁 (1465) 
时 到 威尼斯 一 富商 家 任 家 庭 教师 ， 
其 间 常 到 附近 学 校 听 数 学 课 。1471 
年 到 罗马 ,加 入 圣 方 济 会 做 修道 士 。 
先后 在 罗马 、 佩 鲁 贾 (1476), 扎 拉 
(1481)、 屠 不 勒 斯 (1494)、 米 兰 
(1496) 佛罗伦萨 (1500)、 威 尼斯 
(1508) 等 地 讲授 和 研究 数学 , 曾 与 
( 达 ) 芬 奇 讨论 过 数学 问题 ,主要 著 
作 有 两 种 ,一 是 (算术 .几何 、 比 马 比 
例 全 书 》(1494), 是 继 斐 波 那 契 之 后 
第 一 本 内 容 全 面 的 算术 书 , 也 是 最 


早 印 刷 的 数学 书 之 一 。 它 几乎 罗列 
了 当时 所 有 的 数学 知识 ,取材 于 欧 
几 里 得 , 托 勤 密 、 博 伊西 斯 . 斐 波 那 
契 等 人 的 著作 ,包括 算术 、 代 数 . 几 
何 的 基础 知识 和 各 种 币值 .重量 . 度 
量 等 表格 。 其 中 使 用 的 印度 一 阿拉 
伯 数 码 、 采 用 的 大 量 数学 符号 、 以 及 
有 关 三 次 方程 的 论述 对 16 世 纪 欧 洲 
数学 产生 重要 影响 。1505 ~ 1545 年 
三 次 方程 求 根 公式 的 发 现 就 源 于 求 
解 该 书 列 出 的 方程 .他 的 另 一 名 著 
是 《神圣 比例 》(1509) ,讨论 把 已 知 
线段 分 成 中 末 比 (黄金 分 割 ) 及 正 多 
面体 性 质 等 问题 .他 还 于 1509 年 翻 
译 出 版 了 欧 几 里 得 4 几何 原本 ;拉丁 
文本 , 附 有 他 本 人 的 校勘 与 注释 ,此 
外 著 有 发 表 的 建筑 学 论文 和 未 发 表 
的 数学 游戏 问题 汇集 。 

费 罗 (Ferro , Scipione , 1465— 
1526) 意大利 数学 家 。1465 年 2 
月 6 日 生 于 波 伦 亚 ,1526 年 10 月 29 日 
至 11 月 26 日 之 间 卒 于 同 地 ,早年 就 
学 于 波 伦 亚 大 学 ,1496 年 起 任 该 校 
教师 ,讲授 算术 和 几何 学 ,是 当时 五 
位 联合 主讲 人 之 一 .同时 从 事 商 业 
活动 ,主要 贡献 是 发 现 一 类 三 次 方 
程 #3 十 pz 二 qa(p、9 为 正 数 ) 的 解法 。 
此 类 问题 时 在 古 希 腊 时 代 就 有 人 提 
出 ,但 除了 个 别 情形 外 没有 一 般 解 
法 , 费 罗 是 第 一 个 取得 实质 性 进展 
的 人 , 据 推断 时 间 在 1505 一 1515 年 
之 间 。 他 的 结果 记载 于 卡尔 达 诺 的 
《大 术 》(1545) 中 ,在 那里 以 x 十 6z 
一 20 为 例 进 行 前 述 , 给 出 求解 公式 
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扬 , 称 之 为 人 类 智慧 的 高 超 成 就 .此 
外 他 还 对 分 母 有 理化 和 固定 开口 的 
圆规 几何 有 过 论述 ,但 结果 均 已 失 
传 。 

塔 尔 塔 利 亚 (Tartaglia， 
Nicolò, 1499—1557) 意大利 
数学 家 、 军 事 科 学 家 。 约 1499 年 生 于 
布雷 西亚 ,1557 年 12 月 13 日 卒 于 威 
尼斯 ,原名 丰 坦 那 ,13 岁 章 战 火 骚 
乱 , 头 部 负伤 ,后 留 下 口吃 病根 ,得 
绰号 塔 尔 塔 利 亚 ( 口 吃 者 ), 他 本 人 
也 以 此 姓 发 表 文 章 , 滑 用 至 今 。 他 自 
学 成 才 , 约 17 岁 时 当 上 数学 教师 , 先 
后 在 维 罗 那 .威尼斯 .布雷 西亚 等 地 
教学 ,课余 进行 数学 研究 。 主 要 贡献 
是 发 现 三 次 方程 的 代数 解法 ,1530 
FR 25 d- pa? — a Cp. 为 正 数 )( 缺 
少 一 次 项 ) 类 方程 的 一 般 解 法 ,1535 
年 又 得 到 于 十 一 9( 缺 少 二 次 项 ) 
类 方程 的 解法 ,并 在 一 次 数学 竞赛 
中 获胜 , 引起 帮 动 ,他 继续 销 研 , 约 
于 1541 年 得 到 zi E ga? — 3, 23 E pr 
二 士 g(p、4 为 正 数 ) 等 几 类 三 次 方程 
的 解法 。 他 准备 以 后 写 一 本 有 关 的 
数学 专著 公布 这 些 解 法 ,后 因 另 一 
数学 家 卡尔 达 诺 在 1545 年 出 版 的 书 
中 引用 了 他 最 初 的 成 果 而 未 能 如 
愿 ,但 由 此 引起 的 一 场 论战 却 延 续 
数 年 ,成 为 数学 史上 的 轶 闻 。 主 要 著 
作 有 《各 种 问题 和 发 明 》(1546), 详 
述 三 次 方程 解法 的 发 现 过 程 ;《 数 量 
概论 》(1556 一 1560), 包括 商业 算 
术 、 数 值 计算 和 圆规 几何 ,被 称 为 数 
学 百科 全 书 和 16 世 纪 最 好 的 数学 著 
作 。 其 中 给 出 的 二 项 式 展开 系数 排 


成 的 三 角形 比 法 国 数学 家 帕斯卡 首 
次 发 表 它 还 早 100 多 年 .他 还 翻译 注 
FE 了 欧 几 里 得 (几何 原本 》(1543)， 
是 该 书 第 一 种 意大利 文本 ,及 其 他 
希腊 数学 家 的 著作 。 在 《新 科学 》 
〈1537) 中 提出 射击 的 数学 理论 和 般 
测 装置 。 

卡尔 达 诺 (Cardano, Girola- 
mo, 1501—1576) 意大利 医 
生 、 数 学 家 、 占 星 术 家 ,一 般 称 其 英 
文 拼 法 名 字 卡 当 (Cardan) 。1501 年 9 
月 24 日 生 于 帕 维 亚 ,1576 年 9 月 21 日 
卒 于 罗马 ,早年 学 习 古 典 文学 、 数 学 
和 星 占 学 ,后 入 帕 维 亚 大 学 读 医学 ， 
1526 年 获 医 学 博士 学 位 .1534 年 成 
为 数学 教师 。1539 年 到 米兰 医学 院 
任教 ,1543 年 成 为 幅 维 亚 大 学 医学 
教授 .他 在 医学 上 曾 是 闻名 全 欧 的 
医生 ,也 是 第 一 个 记载 斑 疹 伤寒 病 
医疗 方法 的 人 ,在 数学 上 以 记载 三 
次 和 四 次 代数 方程 的 一 般 解法 而 著 
称 ,发 表 在 1545 年 出 版 的 《大 术 》 一 
书 中 ,他 说 明 解 法 取 自 另 一 数学 家 
塔 尔 塔 利 亚 , 并 且 一 名 叫 费 罗 的 人 
在 30 年 前 已 得 知 ,但 都 没有 证 明 , 他 
本 人 用 几何 方法 对 三 次 方程 求解 公 
式 进行 了 证 明 。 实 际 上 塔 尔 塔 利 亚 
只 告知 了 两 种 特例 情形 ,而 卡尔 达 
诺 叙 述 的 公式 具有 一 般 性 ,因此 后 
人 称 这 一 公式 为 “卡尔 达 诺 公式 ”或 
“ 卡 当 公式 ”。 书 中 还 记载 了 他 的 学 
生 费 拉 里 发 现 的 四 次 代数 方程 的 一 
般 解 法 ,还 有 代数 基本 定理 和 韦 达 
定理 的 初级 形式 , 解 方程 中 虚 根 的 
使 用 等 许多 方程 的 基本 理论 ,其 他 
数学 著作 有 《算术 实践 与 个 体 测量 》 
(1539) ,用 数值 计算 解决 实际 问题 ; 
《游戏 机 过 的 学 说 X1663 年 发 表 )， 
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给 出 概率 论 的 “ 短 定 理 ” 和 大 数 定律 
等 基本 理论 等 .他 被 誉 为 16 世 纪 文 
艺 复兴 时 期 人 文 主义 的 代表 人 物 和 
百科 全 书 式 的 学 者 ,一 生 共 写 了 各 
种 类 型 论著 200 多 种 ,内 容 涉及 力 
学 、 机 械 学 、 天 文学 .化 学 .生物 学 、 
密码 术 、 及 占星 术 等 等 。 

$t h; E (Ferrari, Ludovico, 
1522—1565) 意大利 数学 家 。 
1522 年 2 月 2 日 生 于 波 伦 亚 ,1565 年 
10 月 5 日 率 于 同 地 ,父亲 早 逝 , 自 幼 
BUBUR Æ 8.153647 14 2 BEAK 
兰 充 当 医 生 和 数学 家 卡尔 达 诺 的 家 
仆 。 因 聪明 伶 利 受 主人 喜爱 ,开始 跟 
随 卡 尔 达 诺 学 习 拉 丁 文 .希腊 文 和 
数学 ,后 成 为 助手 ,做 抄写 工作 。 
1540 年 18 岁 时 接替 卡尔 达 诺 开设 数 
学 讲座 。1548 年 以 后 任 过 税务 监督 ， 
1564 年 成 为 波 伦 亚 大 学 数学 讲座 主 
持 人 ,次 年 病逝 。 主 要 贡献 是 得 到 四 
次 代数 方程 的 一 般 解法 ,记载 于 卡 
尔 达 诺 的 《大 术 》(1545) 中 ,该 方法 
以 “将 10 分 为 三 个 成 比例 的 部 分 ,使 
前 两 部 分 的 乘积 等 于 6” 为 例 进 行 六 
述 , 它 导致 四 次 方程 z* 十 6z? 十 36 二 
60z。 费 拉 里 将 它 转 化 为 求 降 阶 的 三 
次 方程 解 的 问题 ,被 称 为 “ 费 拉 里 解 
法 ”。 该 方法 在 同 代数 学 家 郑 贝 利 的 
《代数 学 }》 中 得 到 全 面 应 用 。 他 还 参 
与 三 次 方程 的 求解 工作 ,发 现 + 
az =br +c TRI zat -b(a b.c 为 正 
数 ) 两 类 三 次 方程 解法 的 几何 证 明 。 
当 卡 尔 达 诺 因 违 背 暂 约 受 到 塔 尔 塔 
利 亚 指责 和 挑战 时 , 他 代替 老师 出 
面 论争 ,与 塔 尔 塔 利 亚 相 互通 信 共 
12 封 ,最 后 于 1548 年 8 月 在 米兰 公开 
辩论 .他 占 地 利 人 和 而 获 优势 ,从 此 
红 极 一 时 。 他 没有 任何 著作 流传 ,只 
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有 在 论争 中 的 几 封 通信 ,已 成 为 数 
学 史上 的 珍贵 文献 。 

$T: Di fj (Bombelli, Rafael, 
1526—1572) 意大利 数学 家 。 
1526 年 1 月 生 于 波 伦 亚 ,经 历 不 详 。 
中 学 毕业 后 因 客 观 原因 未 能 上 学 ， 
约 1551 年 前 开始 从 事 水 利 设 计 工 
作 , 主 要 任务 是 参与 基 亚 纳 河谷 沼 
泽 地 的 开垦 ,其 出 色 工 作 使 他 赢得 
与 工程 师 齐 名 的 声望 ,他 利用 工作 
间 吹 研究 数学 ,写成 唯一 的 数学 论 
著 《 代 数学 》。 该 书 共 5 卷 ,初稿 写 于 
1557 一 1560 年 间 ,1570 年 做 了 补充 
修订 ,1572 年 出 版 了 前 3 卷 , 后 2 卷 直 
到 1929 年 才 出 版 .其 中 卷 1 给 出 基 
本 概念 和 运算 ; 卷 1 引入 代数 乘 方 
及 记 法 ,然后 讨论 了 1 一 4 次 代数 方 
程 的 求解 ; 卷 下 是 卷 工 方法 的 应 用 ， 
FN 和 卷 Y 分 别论 述 几 何方 法 在 代 
数 中 的 应 用 和 用 代数 方法 解决 几何 
问题 ,主要 成 就 有 ;系统 总 结 了 代数 
方程 理论 ,解决 了 三 次 方程 不 可 约 
的 情况 ;建立 起 虚数 的 运算 法 则 , 指 
出 复 根 的 共 轿 性 ;指出 三 等 分 角 的 
问题 可 转化 为 解 不 可 约 情 形 的 三 次 
方程 问题 ,是 理论 上 证 明了 该 问题 
尺 规 作 图 的 不 可 能 的 基础 。 他 在 著 
作 中 采用 了 一 些 较 先 进 的 数学 符 
号 ,还 首次 用 连 分 数 来 通 近 平方 根 
的 值 ,他 的 著作 以 全 面 性 和 深刻 性 
成 为 文艺 复兴 时 期 意大利 最 有 系统 
的 代数 著作 ,他 本 人 则 被 称 为 该 时 
期 最 后 一 位 代数 学 家 , 曾 受 到 莱 布 
尼 芯 的 高 度 先 扬 。 

韦 达 (Viete ， Francois , 1540— 
1603) 法 国 数学 家 .。 亦 译 维 埃 
特 。 因 其 著作 均 用 拉丁 文 发 表 , 故 名 
字 常 用 拉丁 文 拼 法 , 译 为 韦 达 
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(Vieta) 。1540 年 生 于 普 瓦 图 地 区 丰 
特 奈 一 勒 孔 特 ,1603 年 12 月 13 日 这 
于 巴黎 。 早 年 在 普 瓦 捷 大 学 学 习 法 
律 ,1560 年 毕业 后 成 为 律师 ,后 任 过 
巴黎 行政 法 院 审查 官 , 皇 室 私 人 律 
师 和 最 高 法 院 律师 .1595 一 1598 年 
对 西班牙 战争 期 间 破译 截获 的 西 班 
牙 密码 ,卓有成效 ,他 业余 研究 数 
学 ,并 自 筹资 金 印刷 和 发 行 自 己 的 
著作 。 主 要 著作 有 :《 应 用 三 角形 的 
数学 定律 (1579) ,给 出 精确 到 5 位 
和 10 位 小 数 的 6 种 三 角 函 数 表 及 造 
表 方法 ,发 现 正 切 定 律 、 和 差 化 积 等 
三 角 公 式 , 给 出 球面 三 角形 的 完整 
公式 及 记忆 法 则 区 截 角 术 》(1615 年 
出 版 ), 给 出 sinnz 和 cosnz 的 展开 
式 ;《 分 析 术 入 门 X1591) ,创设 大 量 
代数 符号 ,引入 未 知 量 的 运算 ,是 最 
星 的 符号 代数 专著 ;《 论 方程 的 识别 
与 订正 》1615 年 出 版 ) ,改进 了 三 、 
四 次 方程 的 解法 ,给 出 三 次 方程 不 
可 约 情 形 的 三 角 解 法 ,记载 了 著名 
的 韦 达 定理 (方程 根 与 系数 的 关系 
式 );《 各 种 数学 解答 》(1593) 中 给 出 
圆周 率 x 值 的 第 一 个 解析 表达 式 ， 
还 得 到 的 10 位 精确 值 ,等 等 ,此 外 
他 在 1600 年 发 表 一 篇 关于 古 希 腊 数 
学 家 阿波 罗 尼 奥 斯 几何 作 图 相 切 问 
题 的 专著 ,给 出 一 圆 切 于 三 个 已 知 
圆 的 尺 规 作 图 法 .他 的 论著 因 内 容 
深奥 和 言辞 艰 汐 在 当时 影响 不 大 ， 
1646 年 荷兰 出 版 了 他 的 全 集 后 , 才 
使 他 的 理论 渐渐 流传 开 来 ,得 到 后 
人 的 承认 和 装 赏 。 

斯 3E 文 (Stevin, Simon, 
1548—1620) 和 荷兰 数学 家 , 工 
程 师 .1548 年 生 于 荷兰 布 鲁 日 ( 今 属 
比利时 ), 约 1620 年 3 月 卒 于 海牙 , 早 


年 经 历 不 详 ,1571 年 时 任国 家 金融 
机 构 职 员 ,1583 年 注册 于 莱 顿 大 学 ， 
1604 年 任 陆 军 军需 司令 。 晚 期 在 莱 
顿 组 建 一 所 技师 学 校 ,他 学 识 广 博 ， 
论著 丰富 。 在 数学 上 的 代表 作 是 《 论 
十 进 》(1585) 。 该 书 首次 明确 阐述 了 
小 数 ( 十 进 分 数 ) 理 论 ,论述 了 十 进 
制 的 优点 及 其 运算 ,并 主张 一 切 度 
量 衡 和 币制 均 应 改 为 十 进 制 ,还 给 
出 小 数 的 表示 方法 。 该 书 当 时 并 没 
引起 很 大 反响 ,但 不 久 便 被 译 为 多 
种 文字 流传 ,为 小 数理 论 的 传播 和 
在 日 常生 活 中 的 应 用 起 了 重要 作 
用 。 他 在 另 一 著作 4 算术 》(1585) 中 
给 出 算术 和 代数 的 一 般 论 述 , 引进 
新 的 记号 表示 多 项 式 , 并 给 出 几 种 
方程 的 简捷 统一 解法 。 在 后 来 的 一 
个 附录 中 他 曾 说 明 , 对 任意 阶 的 一 
个 方程 怎样 近似 得 到 它 的 一 个 实 
根 。 他 重视 数学 在 解决 问题 中 的 作 
用 ,其 著作 既 注 重 理论 ,又 联系 实 
际 .1586 年 发 表 一 篇 实验 报告 ,指出 
两 个 重量 相差 10 税 的 铅球 ,从 30 英 
斥 高 度 自由 落下 ,同时 到 地 , 早 于 仰 
利 略 的 同类 文章 。 他 还 著 有 力学 .天 
文学 .航海 学 .地 理学 .建筑 学 .工程 
学 ,军事 科学 和 音乐 理论 等 多 种 学 
科 的 论著 ,得 到 力 的 三 角形 定理 
(1586) 和 液体 下 压力 等 许多 命题 。 
在 工程 学 中 有 设计 水 阅 和 发 明 挂 帆 
马车 等 成 果 。 

纳 皮 尔 (Napier ‚John, 1550— 
1617) ”英国 数学 家 。1550 年 生 于 
苏格兰 爱丁堡 附近 的 小 镇 梅 奇 斯 
顿 ,1617 年 4 月 4 日 卒 于 同 地 。 早 年 就 
学 于 圣 安 德 鲁 斯 大 学 ,1566 年 出 国 
游历 求学 ,1571 年 回 乡 .1608 年 继承 
父亲 产业 ,后 定居 梅 奇 斯 顿 , 直至 去 


PE 


数 学 家 


87 


世 .。 他 业余 研究 数学 ,以 发 明 对 数 运 
算 而 著称 。 最 初 的 研究 始 于 1594 年 ， 
“动机 是 寻求 一 种 球面 三 角 计 算 的 简 
便 方法 。 经 过 20 年 努力 ,终于 出 版 了 
第 一 本 对 数 专著 《奇妙 的 对 数 表 的 
描述 X1614) 。 他 借助 运动 学 阐述 对 
数理 论 : 假 设 有 两 个 质点 P 和 8,P 
沿 一 有 限 长 的 直线 AZ 运动 ,8 沿 一 
无 限 长 的 直线 4Z' 运 动 ,两 个 质点 
的 初始 速度 相同 ,8 保持 匀速 运动 ， 
而 P 在 任 一 点 (如 B 点) 的 速度 与 
它 尚未 经 过 的 距离 (82) 成 正比 ,如 
R P AMF B AIT, 点 位 于 B 点 ， 
则 称 A BJ BZ 的 对 数 ,这 样 当 PZ 
间 的 距离 数 按 几 何 数列 递减 时 , 它 
的 对 数 按 算术 级 数 递 增 ,这 种 对 数 
被 称 为 “ 纳 皮 尔 对 数 ”。 书 中 还 附 有 
一 张 以 1 分 为 间隔 的 正弦 对 数 表 。 他 
的 另 一 著作 《奇妙 对 数 规则 的 结构 》 
发 表 于 1619 年 , 书 中 详细 阐述 了 对 
数 计算 和 造 对 数 表 的 方法 。 对 数 被 
誉 为 用 缩短 计算 时 间 而 使 天 文学 家 
延长 寿命 ,对 整个 科学 的 发 展 起 了 
重要 作用 。 他 的 其 他 贡献 包括 用 于 
乘除 运算 的 纳 皮 和 尔 算 筹 (1617) , 球 
面 三 角 学 中 的 纳 皮 尔 比 拟 式 和 纳 皮 
尔 圆 部 法 则 (1614) 等 。 他 还 发 明了 
燃烧 镜 、. 大 炮 和 金属 战 车 等 用 于 战 
争 的 武器 。 

布 里 格 斯 (Briggs，Henry， 
1561—1630) 英国 数学 家 .1561 
年 2 月 生 于 约克 郡 沃 利 伍德 ,1630 年 
1 月 26 日 卒 于 牛津 。 早 年 在 当地 语法 
学 校 学 习 希 腊 文 和 拉丁 文 ,1577 年 
入 剑桥 大 学 圣 约 坦 学院, 分别 于 
1581 年 和 1585 年 获 学 士 学 位 和 硕士 
学 位 .1596 年 成 为 新 建 伦敦 格雷 沙 
姆 学 院 首 任 几 何 学 教授 ,1619 年 任 


牛津 大 学 萨 维 尔 学 院 数学 教授 . 主 
要 贡献 是 改进 了 纳 皮 尔 发 明 的 对 数 
运算 ,是 最 早 认识 对 数 重要 价值 的 
科学 家 。 纳 皮尔 对 数 发 表 于 1614 年 ， 
1615 年 布 里 格 斯 就 全 力 投入 对 数 研 
究 ,第 二 年 专程 到 苏格兰 拜访 纳 皮 
尔 ,建议 改 良 对 数 ,以 利于 计算 , 纳 
皮尔 本 人 也 考虑 过 这 个 问题 ,但 不 
久 (〈1617) 年 便 去 让 了 。 布 里 格 斯 以 
毕生 精力 继承 纳 皮 尔 未 竟 的 事业 。 
他 在 1617 年 就 提出 10 作 为 对 数 的 
底 , 并 给 出 1000 个 数 的 常用 对 数 表 。 
1624 年 出 版 了 第 一 本 常用 对 数 专著 
《对 数 算术 》, 其 中 论述 了 对 数 的 应 
用 和 计算 方法 ,给 出 1 一 20000 和 
90000~-100000 的 常用 对 数 表 ,精确 
到 14 位 有 效 数字 ,还 给 出 20000 到 
90000 间 常用 对 数 的 计算 方案 。 该 书 
1628 年 的 第 二 版 由 荷兰 数学 家 弗 拉 
克 完 成 ,填补 了 这 一 空缺 ,给 出 1~ 
10 万 的 完整 的 常用 对 数 表 .此 外 布 
里 格 斯 编制 了 15 位 数字 的 正弦 函数 
表 和 10 位 的 正切 和 正 割 函数 表 , 这 
些 数 表 1633 年 刊行 后 延 用 200 多 年 。 
他 还 编辑 出 版 了 欧 几 里 得 《几何 原 
本 的 前 6 卷 , 时 间 是 1620 年 。 

JF $$ $j (Kepler, Johannes, 
1571—1630) 德国 天 文学 家 、 
物理 学 家 、 数 学 家 。1571 年 12 月 27 日 
生 于 施 塔 特 的 魏 尔 ,1630 年 11 月 15 
日 卒 于 雷 根 斯 堡 。 自 幼体 弱 多 病 , 但 
智力 超群 ,上 过 修道 院 学 校 ,1587 年 
由 一 公 细 资 助 入 莫 宾 根 大 学 学 习 ， 
第 二 年 就 获 学 士 学 位 ,1591 年 获 硕 
士 学 位 ,1594 年 到 奥地利 格拉 获 任 
数学 教师 ,业余 研究 天 文学 .后 到 布 
拉 格 结识 天 文学 家 第 谷 ,1601 年 第 
谷 去 世 后 他 继承 了 第 谷 的 未 竟 事 
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业 。 在 天 文学 中 他 以 发 现行 星 运 动 
三 大 定律 而 著称 ,而 这 些 定律 都 是 
用 数学 语言 表述 的 .(1) 行 星 的 运行 
轨道 是 椭圆 ,太阳 居 其 焦点 之 一 ,将 
哥 白 尼 学 说 向 前 推进 了 一 大 步 ; (2) 
在 相等 的 时 间 内 ,行星 与 太阳 之 间 
的 连 线 扫 过 的 面积 相等 ;(3) 行 星 公 
转 周 期 的 平方 与 轨道 半 长 轴 的 立方 
成 正比 ,前 两 条 定律 发 表 于 1609 年 
的 《新 天 文学 ) 中 ,后 一 条 发 表 于 
1619 年 的 《宇宙 的 和 谐 》 中 ,在 数学 
上 他 是 早期 微 积 分 的 先驱 者 之 一 ， 
在 《 酒 桶 新 立体 几何 (1615) 中 引入 
无 穷 大 和 无 穷 小 概念 ,指出 “ 贺 是 由 
无 数 个 顶点 在 圆心 的 三 角形 构成 
的 ,圆周 是 由 这 些 三 角形 的 无 穷 小 
的 底 边 构成 ,并 用 同样 道理 前 明了 
立体 构成 说 ,讨论 了 90 多 种 各 类 体 
积 问题 。 他 还 研究 了 等 周 问题 ,并 在 
《天 文学 的 光学 部 门 X1604) 中 提出 
平行 线 的 无 穷 远 点 概念 ,另外 引入 
“轨迹 ”术语 ,讨论 过 蜂 房 结构 和 黄 
金 分 割 , 并 创立 一 套 特有 的 表示 符 
号 。 
梅 森 (C Mersenne, Marin, 
1588- 一 1648) 法 国 数学 家 、 科 
学 家 。1588 年 9 月 8 日 生 于 缅 因 省 奥 
泽 ,1648 年 9 月 1 日 卒 于 巴黎 。 早 年 在 
新 耶稣 会 学 院 读书 ,1609 年 转学 于 
索 邦 学 院 学 神学 ,1611 年 起 在 修道 
院 讲 哲学 .1619 年 定居 巴黎 ,以 神甫 
为 职 度 过 大 半生 。1625 年 以 后 致力 
于 创办 “梅森 学 院 ”(1666 年 创建 的 
法 国 科 学 院 前 身 ) ,对 法 国 乃 至 整个 
欧洲 的 科学 文化 事业 做 出 重要 贡 
献 。 他 与 若 利 略 、. 费 马 、 笛 卡 儿 、 帕 斯 
卡 等 学 者 保持 长 期 书信 交往 ,为 这 
些 学 者 科学 发 现 的 传播 起 了 重要 作 


用 。 在 数学 上 他 以 提出 一 类 素数 猜 
想 而 闻名 ,记载 于 《物理 一 数学 探 
索 》(1644) 中 .在 该 书 序言 中 说 : 当 
P—2,3,5,7,13,17,19, 31, 67, 
127,2573X 14 EI] M»—2^ —1 
为 素数 .梅森 本 人 证 明了 前 7 个 数 
Mz 是 素数 ,后 面 的 4 个 数 因 计算 量 
太 大 而 未 能 验证 ,他 的 猜想 引起 数 
学 界 的 极 大 兴趣 。 欧 拉 于 1772 年 证 
明了 第 8 个 数 Ms 也 是 素数 ,而 第 9 
个 数 Mer 直 到 1903 年 才 由 美国 数学 
家 科 尔 给 出 否定 解答 .由 于 这 种 类 
型 的 素数 有 许多 有 趣 的 性 质 ,为 了 
纪念 最 先 提出 者 , 形 如 2 一 1(CP 是 
素数 ) 的 素数 现 称 为 “梅森 素数 ”, 而 
27 — 1 CP 是 素数 ) 的 数 称 为 “梅森 
数 ”, 长 期 以 来 不 断 发 现 的 最 大 素数 
都 是 梅森 素数 他 还 在 与 费 马 和 笛 
卡 儿 的 通信 中 讨论 过 亲 和 数 .素数 、 
和 二 阶 方 程 等 数论 问题 ,在 《数学 概 
要 》(1626) 中 收入 欧 几 里 得 .阿波 罗 
尼 奥 斯 和 阿 基 米 德 等 希腊 数学 家 的 
著作 或 结果 。 此 外 最 先 发 现 钟 摆 频 
率 与 摆 长 的 平方 根 成 反比 的 性 质 
〈1634), 写 过 光学 .声学 .力学 .航海 
学 .音乐 .哲学 及 数学 游戏 等 诸多 方 
面 的 论著 。 

18 FL 格 (Desargues, Girard, 
1591—1661) 法 国 数学 家 。1591 
年 2 月 21 日 生 于 里 昂 ( 另 一 说 1593 年 
3 月 20 日 生 ),1661 年 10 月 卒 于 同 地 
〈 另 一 说 1662 年 10 月 卒 )。 早 年 经 历 
不 详 , 曾 任 军事 工程 师 和 建筑 师 。 
1626 年 在 巴黎 ,后 结识 “梅森 学 院 ” 
《1666 年 改 为 科学 院 ) 的 数学 家 , 色 
括 梅 森 本 人 和 笛 卡 尔 等 人 ,主要 贡 
献 是 创立 射影 几何 .1636 年 出 版 《 论 
透视 截 线 》, 对 透视 问题 开始 有 所 论 
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述 , 提 出 两 个 三 角形 透视 的 定理 。 
1639 年 出 版 射影 几何 理论 的 葛 基 作 
《试图 处 理 圆 锥 与 平面 相交 情形 的 
文稿 ), 引 用 德国 天 文学 家 、 数 学 家 
开 普 勒 有 关 无 穷 远 点 的 说 法 ,导入 
无 穷 远 点 .无穷 远 线 概念 ,将 直线 看 
作 具 有 无 穷 大 半径 的 圆 ,而 切线 是 
割 线 的 极限 。 书 中 给 出 著名 的 德 扎 
格 定理 :如 果 两 个 三 角形 对 应 顶点 
的 联 线 共 点 , 则 对 应 边 的 交点 共 线 ， 
反之 亦 然 .他 还 引入 调和 点 组 概念 ， 
讨论 了 极点 , 极 线 、 透 射 、 透 视 等 有 
关 问 题 ,统一 处 理 了 几 种 不 同类 型 
的 圆锥 曲线 ,从 而 莫 定 了 射影 几何 
的 坚实 基础 ,对 后 来 帕斯卡 等 人 有 
关 工 作 有 直接 影响 ,但 由 于 该 书 借 
用 了 许多 植物 学 术语 ,使 人 不 易 理 
解 ,加 之 两 年 前 兴起 的 解析 几何 更 
具 吸 引力 ,以 致 于 他 的 工作 受到 冷 
落 。 直 到 1845 年 由 数学 史家 沙 勒 侦 
然 发 现 该 书 的 手 抄本 后 才 引 起 人 们 
的 普遍 重视 。 该 书 被 列 为 纯粹 几何 
的 经 典 著作 之 一 。 

t8 -K JL (Descartes, René du 
Perron, 1596—1650) % E di 
学 家 ,数学 家 、 自 然 科 学 家 。1596 年 3 
月 31 日 生 于 图 赖 讷 地 区 拉克 城 ， 
1650 年 2 月 11 日 卒 于 瑞典 斯 德 哥 尔 
摩 。 早 年 就 读 于 拉 弗 菜 什 教会 学 校 ， 
在 那里 与 梅森 结 为 密友 。1612 年 到 
巴黎 普 瓦 捷 大 学 读 法 学 , 毕业 时 获 
博士 学 位 ,成 为 律师 ,1617 年 到 荷兰 
从 军 , 后 到 丹麦 瑞士 .意大利 等 地 
游历 .1625 年 回 巴 黎 ,与 梅森 等 人 一 
起 讨论 数学 。1628 年 移居 荷兰 ,次 心 
著述 20 多 年 ,为 科学 文库 留 下 丰富 
宝藏 .他 在 数学 中 以 创立 解析 几何 
而 著称 ,代表作 是 《几何 学 》, 作 为 他 


的 哲学 名 著 《 方 法 论 ) 的 附录 之 一 ， 
于 163?7 年 在 莱 顿 出 版 ,这 也 是 他 唯 
一 的 数学 论著 。 全 书 分 三 卷 。 卷 1 将 
几何 问题 化 为 代数 问题 ,提出 几何 
问题 的 统一 作 图 法 ,将 线段 与 数量 
联系 起 来 ,设立 方程 ,根据 方程 的 解 
所 表示 的 线段 间 的 关系 进行 作 图 。 
卷 工 给 出 解析 几何 的 基本 思想 ,将 
平面 上 的 点 与 一 种 斜 坐标 确定 的 数 
对 (cc, 力 联系 起 来 ,进一步 考虑 含 两 
个 未 知 数 的 二 次 不 定 方程 ,再 依据 
方程 的 次 数 将 曲线 分 类 ,从 此 人 类 
进入 变量 数学 阶段 , 卷 讨论 代数 
方程 理论 ,给 出 第 卡 儿 符号 法 则 :多 
项 式 方程 的 正 根 个 数 不 超 过 其 系数 
的 变 号 次 数 ,而 负 根 个 数 不 超 过 同 
号 系数 连续 出 规 的 次 数 ;还 改进 了 
符号 系统 ,用 a b.e 等 表示 已 知 量 ， 
用 zy、z 等 表示 未 知 量 等 ,他 反对 
经 院 哲 学 ,开创 重视 科学 认识 的 方 
法 论 和 认识 论 , 成 为 西方 近代 哲学 
的 创始 人 之 一 .此 外 ,他 对 天 文学 、 
物理 学 .化 学 和 生理 学 等 领域 公有 
研究 。 

Æ A Jj HB (Cavalieri, 
Francesco Bonaventura , 1598— 
1647) ”意大利 数学 家 。1598 年 生 
于 米兰 ,1647 年 11 月 30 日 卒 于 波 伦 
亚 。 幼 年 时 入 宗教 团体 .1616 年 到 比 
萨 修道 院 , 受 教 于 数学 家 卡 斯 泰利 ， 
开始 学 习 几 何 学 。 读 过 欧 几 里 得 . 阿 
基 米 德 .阿波 罗 尼 奥 斯 、 帕 普 斯 等 希 
腊 数 学 家 的 著作 ,并 通过 老师 结识 
LE EA E TEX dub E 
益 .1620 年 回 米兰 修道 院 教 神学 ,后 
任 过 修道 院 院 长 .1629 年 在 伽利略 
推荐 下 任 波 伦 亚 大 学 数学 教授 , 直 
至 去 世 。 主 要 贡献 是 建立 “不 可 分 原 
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理 ”, 代 表 作 是 4 用 新 方法 促进 的 连 
续 不 可 分 几何 学 》(1629,1635 年 出 
版 ) ,该 原理 以 下 述 假设 为 基础 : 线 
是 由 无 穷 多 个 点 组 成 , 面 是 由 无 穷 
多 条 线 组 成 , 体 是 由 无 穷 多 个 面 组 
成 。 书 中 还 给 出 “ 卡 瓦 列 里 原理 ”: 二 
同 高 的 立体 ,如 果 在 等 高 处 的 截面 
积 恒 相 等 , 则 体积 相等 ;如 果 截 面积 
成 定 比 , 则 体积 之 比 等 于 截面 积 之 
比 , "与 公元 6 世纪 我 国 数学 家 祖 距 
ERU RAAE, WETTRE” Z 
质 相 同 KA ERE , f B JLH 
法 求 得 若干 曲 边 图 形 的 面积 ,还 证 
明了 旋转 体 表 面积 和 体积 等 公式 。 
他 在 《六 个 几何 问题 (1647) 中 进 一 
步 发 展 了 他 的 理论 .在 以 后 几 十 年 
中 不 可 分 原理 是 数学 家 研究 几何 中 
无 穷 小 问题 引用 最 多 的 理论 ,被 莱 
布 尼 兹 誉 为 当时 几何 学 的 顶峰 ,对 
微 积分 的 创立 有 重要 影响 。 他 还 得 
到 微分 中 值 定理 的 几何 形式 , 较 早 
认识 对 数 的 巨大 价值 ,著作 亦 涉 及 
三 角 学 和 天 体 测量 学 。 

$% D, (Fermat, Pierre de, 
1601—1665) 法 国 数学 家 。1601 
年 8 月 17 日 生 二 法 国 南部 图 卢 效 附 
近 波 蒙 一 德 洛 马 涅 ,1665 年 1 月 12 日 
卒 于 卡 斯 特 尔 。 早 年 在 家 乡 受 教育 ， 
后 入 图 卢 兹 大 学 学 习 法 律 ,毕业 后 
任 律师 .1631 年 起 一 直 任 图 卢 效 议 
会 议员 ,他 博 闻 饱学 ,精通 数 种 文 
字 , 掌 握 多 门 自然 科学 知识 ,任职 期 
间 业 余 研 究 数学 ,结交 向 卡 儿 .、 梅 
森 、 惠 更 斯 等 著名 学 者 ,经 常 书信 往 
来 ,讨论 数学 问题 .生前 较 少 发 表 论 
著 , 多 数 成 果 留 在 手稿 .通信 或 书页 
空白 处 .1679 年 他 的 儿子 将 这 些 遗 
作 整 理 汇集 成 书 , 在 图 卢 效 出 版 。 主 


要 贡献 有 :在 数论 中 证 明 或 提出 许 
多 命题 ,如 形 如 4 十 1 的 素数 均 能 唯 
一 地 表示 为 两 个 平方 数 之 和 ，, 费 马 
小 定理 , 即 如 果 p 是 素数 ,a 是 正 整 
数 , 则 p| (a 一 a) 等 ,其 中 影响 最 大 
的 是 费 马 大 定理 , 即 方程 2* 十 六 一 zz 
(Ca>2)? 没 有 正 整数 解 , 记 于 丢 鼻 图 
《算术 》1621 年 版 第 2 卷 的 空白 处 ;在 
《平面 与 立体 轨迹 引 论 》(1629 一 
1636) 中 明确 指出 方程 可 以 描述 曲 
线 , 并 可 通过 方程 研究 推断 曲线 性 
质 , 得 到 解析 几何 要 旨 ,与 笛 卡 儿 分 
享 这 一 学 科 创 立 的 荣誉 ;给 出 现代 
微 积 分 中 函数 取 极 值 的 必要 条 件 ， 
提出 求 极 大 、 极 小 和 拐点 的 步骤 和 
通过 求 和 过 程 得 到 求 曲线 所 围 面 积 
的 公式 ,是 早期 微 积分 学 的 先驱 之 
一 ;通过 与 帕斯卡 的 通信 讨论 赌 金 
分 配 问 题 ,得 出 正确 解答 ,成 为 概率 
论 的 共同 创立 者 之 一 ,他 还 在 光学 
研究 中 提出 “ 费 马 原 理 ”, 是 变 分 法 
的 前 期 工作 。 由 于 他 的 诸多 成 就 ,他 
被 誉 为 “业余 数学 家 之 王 ”。 

托 里 切 利 (Torricelli , Evange- 
lista, 1608—1647) ”意大利 数学 
家 、 物 理学 家 。1608 年 10 月 15 日 生 于 
法 恩 扎 ,1647 年 10 月 25 日 卒 于 佛 罗 
伦 萨 ,1625 年 起 在 法 恩 扎 的 教会 学 
校 学 习 数学 和 哲学 ,后 又 到 罗马 的 
学 校 继续 深造 。 受 仰 利 略 工作 的 局 
发 写 了 一 篇 4 论 运 动 》 的 力学 论文 ， 
引起 佑 利 略 的 注意 ,1641 年 被 邀请 
到 佛罗伦萨 ,担任 茹 利 略 的 秘书 和 
助手 ,成 为 伽利略 晚年 的 学 生 。1642 
年 初 佑 利 略 去 世 后 他 作为 数学 家 和 
哲学 家 ,接替 多 利 略 生 前 的 职位 , 直 
至 逝世 。 生 前 唯一 发 表 的 论著 是 《 几 
何 学 )(1644) , 书 中 发 展 了 卡 瓦 列 里 
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的 不 可 分 原理 ,将 它 应 用 于 求 立 体 
图 形 , 即 用 圆柱 坐标 下 的 积分 取代 
笛 卡 儿 坐 标 下 的 积分 ,并 提出 求 图 
形 重心 的 “通用 定理 ?。 书 中 还 讨论 
了 求 曲 线 的 弧 长 问题 ,发 现 了 微分 
学 中 的 一 些 关 系 式 , 确 定 了 三 角形 
距 三 顶点 距离 之 和 为 最 小 的 点 ,被 
称 为 “ 托 里 切 利 点 ”。 书 中 对 做 利 略 
的 抛射 体 运 动 也 做 了 研究 ,引入 托 
里 切 利 原 理 , 证 明了 对 应 于 给 定 初 
速度 和 不 同 倾角 的 抛物 线 切 于 同一 
个 抛物 线 , 后 者 被 称 为 “ 托 里 切 利 抛 
物 线 ”, 这 是 第 一 个 包 络 曲线 的 例 
子 .他 的 其 它 贡 献 有 :发 现 气 压 计 
原理 (1644), 得 到 液体 流 射 的 托 
里 切 利 公式 (1643)， 以 及 研制 液 
体温 度 计 与 望远镜 的 透镜 
等 。 

沃 利 斯 (Wallis , John, 1616— 
1703) 英国 数学 家 。1616 年 12 月 
3 日 生 于 肯特 郡 阿 什 福 德 ,1703 年 11 
月 8 日 卒 于 牛津 .1632 年 入 剑桥 大 学 
学 习 神 学 、 医 学 、 天 文 和 数学 ,先后 
取得 学 士 (1637) 和 硕士 (1640) 学 
位 ,毕业 后 任 牧 师 , 业余 钻研 数学 ， 
颇 有 成 效 .1649 年 任 牛 津 大 学 萨 维 
尔 教授 ,讲授 几何 学 .他 是 伦敦 皇家 
学 会 的 创始 人 之 一 ,被 称 为 17 世 纪 
最 富有 创造 性 的 数学 家 之 一 代表 
作 是 4 论 圆锥 曲线 》(1655) 和 《无 穷 
算术 》(1655) .他 在 研究 意大利 数学 
家 ,物理 学 家 托 里 切 利 的 (几何 学 》 
(1644) 基 础 上 ,进一步 发 展 了 卡 瓦 
列 里 的 不 可 分 原理 , 创 用 符号 co 表 
示 无 穷 大 (1655), 导 入 无 穷 级 数 .无 
穷 连 乘积 ,用 笛 卡 儿 创 立 的 代数 坐 
标 描述 圆锥 曲线 ,大 胆 使 用 了 虚数 、 
分 指数 和 负 指 数 及 其 符号 表示 法 ， 


实质 上 已 完成 相当 于 Í Tdr 


的 积分 ,并 得 到 圆周 率 x 的 无 穷 乘 
积 表达 式 (1656) 
A C3 

m 2.4.4.6.6.8... 
他 的 工作 给 牛顿 以 极 大 影响 ,促使 
微 积 分 学 的 诞生 。 他 还 著 有 《普遍 数 
学 或 算术 大 全 》(1657)《 人 代数、 历史 
与 实践 》(1685) ,前 者 系统 论述 数学 
符号 及 历史 概要 ;后 者 共 100 章 ,对 
代数 学 的 历史 及 其 应 用 做 了 详尽 疼 
述 .此 外 ,他 还 著 有 《力学 .或 论 几 何 
运动 X1669 一 1671), 较 严格 地 给 出 
力 和 动量 等 概念 的 意义 ,在 力学 发 
展 史上 亦 有 地 位 。 

fà 斯 卡 〈Pascal，Blaise ， 
1623—1662) 法国 数 学 家 、 物 
理学 家 .思想 家 。1623 年 6 月 19 日 生 
于 克 莱 蒙 费 朗 ,1662 年 8 月 19 日 早 逝 
于 巴黎 ,父亲 是 数学 家 , “梅森 学 会 ” 
成 员 , 对 他 早期 教育 影响 很 大 .他 自 
幼 聪 颖 ,求知 欲 极 强 ,12 岁 始 学 几 
何 , 即 通读 欧 几 里 得 (几何 原本 》 并 
掌握 了 它 。16 岁 发 现 著 名 的 帕斯卡 
六 边 形 定理 :内 接 于 一 个 二 次 曲线 
的 六 边 形 的 三 双 对 边 的 交点 共 线 。 
据说 他 后 来 由 此 推出 400 多 条 推论 。 
17 岁 写 成 4 圆锥 曲线 论 》(1640) ,是 
研究 德 扎 格 射影 几何 工作 (1636， 
1639) 心 得 的 论文 ,包括 上 述 定 理 。 
这 些 工 作 是 自 希腊 阿波 罗 尼 奥 斯 以 
来 圆锥 曲线 论 的 最 大 进步 。1642 年 
他 设计 并 制作 了 一 台 能 自动 进位 的 
加 减法 计算 装置 ,被 称 为 是 世界 上 
第 一 台数 字 计算 器 ,为 以 后 的 计算 
机 设计 提供 了 基本 原理 .1654 年 他 
开始 研究 几 个 方面 的 数学 问题 ,在 
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无 穷 小 分 析 上 深入 探讨 了 不 可 分 原 
理 , 得 出 求 不 同 曲线 所 围 面积 和 重 
心 的 一 般 方 法 ,并 以 积分 学 的 原理 
解决 了 摆 线 问题 ,于 1658 年 完成 《 论 
摆 线 》。 他 的 论文 手稿 对 莱 布 尼 效 建 
立 微 积分 有 很 大 启发 ;在 研究 二 项 
式 系 数 性 质 时 , 写成 《4 论 算术 三 角 
形 》 向 巴黎 科学 院 提交 ,后 收入 他 的 
全 集 , 于 1665 年 发 表 。 其 中 给 出 的 二 
项 式 系数 展开 后 人 称 为 “帕斯卡 三 
角形 ”, 实 际 它 已 在 约 1100 年 由 我 国 
贾 宪 所 知 ;在 与 费 马 的 通信 中 讨论 
赌 金 分 配 问题 ,对 早期 概率 论 的 发 
展 颇 有 影响 .他 还 制作 了 水 银 气 于 
计 (1646), 写 了 液体 平衡 、 空 气 的 重 
量 和 密度 等 论文 (1651 一 1654) 。 自 
1655 年 隐居 修道 院 , 写 下 《思想 录 》 
(1658) 等 经 典 著 作 。， 

惠 更 斯 (Huygens , Christiaan, 
1629—1695) 荷兰 数学 家 、 物 
理学 家 、 天 文学 家 。1629 年 4 月 14 晶 
生 于 海牙 ,1695 年 ?月 8 日 卒 于 同 地 。 
1745 年 到 莱 顿 大 学 攻读 法 律 和 数 
学 ,两 年 后 转学 于 布雷 达 大 学 ,1655 
年 获 法 学 博士 学 位 .1663 年 当选 英 
国 皇家 学 会 会 员 ,1666 年 成 为 法 国 
科学 院 首 批 院士 。 在 数学 上 的 主要 
RRA: KE SHRIKE: FAE 
链 线 弧 长 的 求法 和 作 图 方法 ;开创 
息 物 线 研究 ;指出 渐 届 线 的 切线 是 
浙 促 线 的 法 线 ,并 以 此 证 明了 旋 轮 
线 的 渐 屈 线 仍 为 旋 轮 线 ; 发 现 旋 轮 
线 是 等 时 曲线 ,此 外 他 的 ( 论 赌博 中 
的 计算 》(1657) 是 概率 论 的 最 早 发 
表 的 论著 ,《 钟 表 的 摆动 )(1673) 给 
出 许多 动力 问题 的 完整 解答 ,《 论 
光 》(1690) 给 出 研究 各 种 光学 现象 
有 效 的 “ 惠 更 斯 原理 ”, 成 为 光 的 波 


动 理论 的 创始 人 ,他 还 在 天 文学 上 
发 现 了 土 卫 六 和 土星 光环 .1672 年 
在 巴黎 与 来 访 的 菜 布 尼 欧 结 为 挚 
友 。 并 在 交往 中 激发 起 莱 布 尼 茨 研 
究 数学 的 兴趣 。1689 年 访问 伦敦 时 
会 见 过 牛顿 ,他 第 二 年 发 表 的 光学 
理论 受到 牛顿 的 赞赏 。 

E F (Barrow , Isaac, 1630— 
1677) 英国 数学 家 ,物理 学 家 。 
1630 年 10 月 生 于 伦敦 ,1677 年 5 月 4 
日 卒 于 同 地 。 从 小 受到 良好 教育 。 
1644 年 在 剑桥 大 学 三 一 学 院 学 习 ， 
毕业 后 成 为 学 院 研究 员 。1652 年 获 
硕士 学 位 ,1660 年 升 为 希腊 文教 授 ， 
两 年 后 兼任 伦敦 格雷 沙 姆 几何 学 教 
授 .1663 年 成 为 剑桥 大 学 第 一 个 “路 
卡 斯 数学 教授 ”。 他 是 牛顿 的 老师 ， 
在 微 积 分 学 方面 对 牛顿 有 较 大 影 
响 , 并 最 先 发 现 牛顿 的 天 才 。1669 年 
巴 罗 宣 称 牛 顿 的 学 识 已 超过 自己 ， 
当年 10 月 主动 辞去 路 卡 斯 数学 教授 
职位 ,举荐 牛顿 担任 .“ 巴 罗 让 贤 ” 成 
为 数学 史上 的 佳话 。1673 年 担任 三 
一 学 院 院 长 ,1675 年 被 任命 为 剑桥 
大 学 副 校 长 ,他 还 是 英国 皇家 学 会 
(1660 年 成 立 ) 的 首 批 会 员 之 一 ,在 
微 积 分 学 前 史 中 巴 罗 是 主要 人 物 之 
一 ,他 提出 求 切线 的 方法 和 著名 的 
“微分 三 角形 ”的 概念 .他 的 三 个 系 
列 讲座 讲义 ,数学 (1664 一 1666) . 光 
学 (1669) 和 几何 学 (1670) 包 含 了 他 
在 数学 和 其 它 科学 领域 的 主要 贡 
献 ,其 中 《几何 学 讲义 》 记 载 了 他 的 
微 积分 成 果 与 思想 。 此 外 他 于 1655 
年 从 希腊 文 翻译 出 版 的 欧 几 里 得 
《几何 原本 》15 卷 的 拉丁 文本 ,1660 
年 又 将 它 翻 译 为 英文 出 版 .该 译本 
仅 在 18 世 纪 就 再 版 6 次 ,流传 甚 广 。 
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1857 年 由 伟 烈 亚 力 和 李 善 兰 合 译 的 
《几何 原本 》 后 9 卷 中 文 版 据 考 证 很 
可 能 就 是 以 巴 罗 的 英 译本 为 底 本 
的 。 
格雷 长 里 (Gregory, James, 
1638—1675) 英国 数学 家 、 光 
学 家 、 天 文学 家 .1638 年 11 月 生 于 苏 


格 兰 阿 伯 丁 附近 的 德 鲁 莫 克 ,1675 


年 10 月 卒 于 爱丁堡 .早年 跟 母 亲 学 
习 几 何 学 ,1651 年 到 阿 伯 于 上 大 学 。 
毕业 后 继续 自学 .1663 年 赴 意 大 利 
进修 ,学 习 几 何 .力学 和 天 文学 ,在 
帕 多 瓦 (1664 一 1667) 发 表 过 数学 论 
著 .1668 年 回 英国 伦敦 后 当选 为 皇 
家 学 会 会 员 , 同 年 成 为 圣 安 德 鲁 斯 
大 学 数学 教授 ,1674 年 转 任 爱 丁 堡 
大 学 数学 教授 .主要 贡献 有 :在 《 论 
圆 和 双 曲 线 的 实际 求 积 》X1667) 中 
给 出 函数 概念 的 新 定义 , 即 函 数 是 
从 一 些 其 他 的 量 经 过 一 系列 加 、 减 、 
乘 、 除 . 开 方 以 及 极限 运算 而 得 到 的 
量 ,在 数学 史 中 占 有 一 定 地 位 。 文 中 
还 用 无 穷 级 数 来 求 圆 与 双 曲线 所 围 
的 面积 ;最 早 使 用 级 数 收 敛 和 发 散 
的 概念 ,得 到 tanz,arctanz 和 arcsecz 
的 无 穷 级 数 展开 式 , 其 中 arctanz—z 


ERE 
里 展开 式 ”。1674 年 莱 布 尼 效 用 它 得 
到 于 一 1 一 可 十 土 一 子 十 … 许 多 
人 还 用 它 得 到 圆周 率 的 其 他 表达 
式 ; 在 《几何 的 通用 部 分 》%1668) 中 
得 到 计算 曲线 长 度 的 具体 方法 ,给 
出 求 曲 线 所 围 面积 及 其 旋转 体 体 积 
的 一 系列 规则 ;1670 年 在 与 科林斯 
的 通信 中 指出 “格雷 成 里 一 牛顿 插 
值 公 式 ; 讨 论 过 特殊 超越 数 、 对 数 、 
三 角 函 数 的 求 值 等 ,他 还 在 《光学 的 


进展 (1663) 中 阐明 反射 镜 原 理 , 给 
出 第 一 架 反 射 望远镜 的 草图 ,并 提 
出 用 光度 测定 法 估计 恒星 的 距离 。 

X Æ 和 (Seki, Takakazu, 
1642—1708) 日 本 数学 家 。 
16424E ^: -T- HE Z3 EL Ri p], 17084510 
H24H S-FILP! CR REO BERT 
武士 家 庭 , 据 载 曾 随 数 学 名 家 高 原 
吉 种 学 过 数学 ,人 称 数 学 神童 。 后 长 
BHEIL P ESURAUN A ES ,掌管 财 
赋 , 直 到 1706 年 退职 .他 是 日 本 传统 
数学 一 和 算 的 葛 基 人 ,也 是 关 氏 学 
派 ( 或 称 关 流 ) 的 创始 人 ,在 日 本 被 
尊称 为 算 圣 。 生 前 仅 有 一 部 《发 微 算 
法 》(1674) 出 版 , 逝 后 又 由 学 生 荒 木 
村 英 整 理 出 版 了 一 部 遗 稿 《 括 要 算 
法 》(1709)。 另 有 多 种 学 派 内 部 秘 传 
的 抄本 著作 ,如 《三 部 抄 》( 解 见 题 之 
法 、 解 隐 题 之 法 、 解 伏 题 之 法 ) 《七 
部 书 兴 开 方 翻 变 、 病 题 明 臻 . 题 术 辩 
议 等 ) 。 主 要 成 就 有 :改进 了 朱 世 杰 
《 算 学 启蒙 》(1299) 中 的 天 元 术 算 
法 ,开创 了 和 算 独 有 的 笔算 代数 ; 建 
立 了 行列 式 概念 及 其 初步 理论 ; 完 
善 了 中 国 传 入 的 数字 方程 的 近似 解 
法 ;发 现 方程 正 负 根 存 在 的 条 件 ; 勾 
RES MEDRAR MAKER 
线 、 圆 周 率 的 研究 ;开创 “ 圆 理 ”( 径 、 
弧 、 矢 韶关 系 的 无 穷 级 数 表达 式 ) 研 
究 ; 幻 方 理论 ; 连 分 数理 论 等 等 .他 
还 写 过 数 种 天 文 历法 方面 的 著作 ， 
其 思想 由 弟子 建部 贤 弘 .松永 良 弦 
等 人 继承 和 应 用 ,对 日 本 数学 的 发 
展 产 生 重 要 影响 。 他 的 许多 发 现 独 
立 于 西方 而 存在 ,有 些 在 理论 上 更 
广泛 ,时 间 上 也 早 些 。 

4 d (Newton , Isaac, 1643— 
1727) 英国 数学 家 、 物 理学 家 、 天 
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文学 家 、 自 然 哲 学 家 .1643 年 1 月 4 日 
生 于 林肯 郡 伍 尔 索 普 ,1727 年 3 月 31 
日 卒 于 伦敦 。 早 年 在 格 兰 瑟 姆 读书 ， 
1661 年 以 优异 成 绩 考 入 剑桥 大 学 三 
一 学 院 ,数学 上 受 教 于 巴 罗 。1664 年 
毕业 后 曾 为 躲避 鼠疫 回 乡 ,1665 一 
1666 年 间 做 出 流 数 术 .万 有 引力 和 
光 的 分 析 三 大 发 明 ,年 仅 23 岁 .1667 
年 回 剑桥 在 三 一 学 院 执教 .1669 年 
继 巴 罗 之 后 任 卢 卡 斯 数学 教授 职 
位 。 晚 年 致力 于 哲学 和 公务 ,1696 年 
任 造 币 厂 监 督 ,3 年 后 任 厂 长 .1703 
年 当选 为 皇家 学 会 主席 ,他 在 数学 
上 以 创建 微 积分 而 著称 ,其 流 数 法 
始 于 1665 年 ,系统 叙述 于 ( 流 数 法 和 
无 穷 级 数 }(1671 年 完成 ,1736 年 出 
版 ) ,首先 发 表 在 《自然 哲学 之 数学 
原理 X1687) 中 。 其 中 借助 运动 学 中 
描述 的 连续 量 及 其 变化 率 曾 述 他 的 
流 数 理论 ,并 创 用 字母 上 加 一 点 的 
符号 表示 流动 变化 率 。 讨 论 的 基本 
问题 是 :已 知 流量 间 的 关系 , 求 它们 
的 流 数 的 关系 以 及 道 运算 ,确立 了 
微分 与 积分 这 两 类 运算 的 互 道 关 
系 , 即 微 积 分 基本 定理 。 此 外 他 还 论 
述 了 有 理 指 数 的 二 项 定理 (1664),a 
次 代数 方程 根 的 m 次 竹 和 的 公式 
(707)、 数 论 、 解 析 几 何 、 曲 线 分 类 、 
变 分 法 等 问题 ,在 物理 学 上 发 现 了 
万 有 引力 定律 (1666 一 1684) ,并 据 
此 指出 行星 运行 成 椭圆 轨道 的 原 
因 。1666 年 用 三 棱镜 实验 光 的 色散 
现象 ,1668 年 发 明 并 亲手 制作 了 第 
一 具 反 射 望远镜 ,在 哲学 上 深信 物 
质 、 运 动 、 空 间 和 时 间 的 客观 存在 
性 ,坚持 用 观察 和 实验 方法 发 现 自 
然 界 的 规律 ,力求 用 数学 定量 方法 
表述 的 定律 说 明 自然 现象 ,其 科学 


研究 方法 支配 后 世 近 300 年 的 物理 
学 研究 。 

3€ 45 JE Z (Leibniz , Gottfried 
Wilhelm, 1646—1716) 德国 数 
学 家 、 自 然 科 学 家 、 哲 学 家 .1646 年 7 
月 1 日 生 于 莱比锡 ,1716 年 11 月 14 日 
卒 于 汉诺威 。 父 亲 是 莱比锡 大 学 教 
授 , 去 世 后 留 下 丰富 藏书 ,为 他 早年 
学 习 创 造 和 良好 条 件 .1661 年 入 莱 比 
锡 大 学 ,学 习 哲 学 、 修 辞 学 ,数学 及 
多 种 语言 ,后 选择 法 学 .1666 年 转学 
于 阿尔 特 多 夫 大 学 ,次 年 获 博士 学 
位 .1672 年 到 过 巴黎 ,结识 许多 著名 
FE ,16764E 1 ENER A ES BRI 
及 图 书馆 馆 长 ,后 一 直 在 那里 任 过 
多 种 官职 ,直至 逝去 。 他 的 研究 涉及 
逻辑 学 .数学 .力学 .地 质 学 .法 学 、 
历史 、 语 言及 神学 等 多 种 领域 ,其 目 
的 是 寻求 一 种 可 以 获得 知识 和 创造 
发 明 的 普遍 方法 。 在 数学 中 以 独立 
创立 微 积分 学 而 著称 , 始 于 1675 年 ， 
发 表 于 1684 年 , 即 ( 一 种 求 极 大 、 极 
小 值 和 切线 的 新 方法 ……》。 文 章 从 
几何 学 的 角度 论述 微分 法 则 ,得 到 
微分 学 的 一 系列 基本 结果 ,是 较 早 
的 微 积分 文献 .1686 年 他 又 发 表 第 
一 篇 积分 学 论文 ,可 以 求 出 原 函 数 。 
这 两 篇 文献 均 早 于 和 牛顿 首次 发 表 的 
微 积分 结果 (1687) ,但 他 开始 从 事 
研究 的 时 间 要 晚近 10 年 ,因此 数学 
史上 将 他 二 人 并 列 做 为 微 积分 的 创 
立 者 。 菜 布 尼 蒋 于 1694 年 进一步 补 
充 了 积分 结果 。 他 创设 的 数学 符号 
非常 优良 ,对 微 积分 的 发 展 有 极 大 
影响 ,直到 现在 仍 在 使 用 。 他 的 其 他 
贡献 有 :在 1673 年 制作 了 能 进行 四 
则 运算 的 计算 机 , 比 帕 斯 卡 的 只 能 
做 加 减 运算 的 计算 机 (1642) 进 了 一 
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大 步 ;系统 阐述 了 二 进 制 记 数 法 ,并 
把 它 与 中 国 的 八卦 联系 起 来 ;利用 
格雷 龙 里 展开 式 于 1674 年 得 到 
于 二 1 一 可 十 二 一 于 十 … 等 等 .此 
外 ,他 在 哲学 上 倡导 客观 唯心 主义 
的 单子 论 ,在 逻辑 学 上 提出 数理 逮 
辑 的 许多 基本 概念 和 命题 。 

洛 必 达 (CLYEospital 3 L- Ho- 
pital, Guillaume Francois An- 
toine de, 1661—1704) 法 国 数 
学 家 。1661 年 生 于 巴黎 ,17044E2 H2 
日 卒 于 同 地 .出 身 于 贵族 家 庭 , 受 袭 
侯爵 衔 。 曾 在 军 中 任 骑兵 军官 , 因 视 
力 不 佳 退出 ,转向 学 术 研 究 。 他 聪颖 
旱 慧 ,15 岁 就 解 出 数学 家 柏 斯 卡 提 
出 的 摆 线 难题 .1691 年 前 后 向 约翰 
伯 努 利 学 习 过 微 积分 .后 来 又 结交 
其 他 数学 家 ,在 长 期 通信 中 萌发 了 
许多 新 思想 ,解决 了 约翰 伯 努 利 提 
出 的 “最 速 降 线 ?等 问题 ,并 导致 微 
积分 学 说 的 创立 与 发 展 .主要 著作 
Ak (B8 BH dii 2X O9 76 35 / 2r T 
(1696) ,由 一 组 定义 和 公理 出 发 ,对 
变量 .无 穷 小 量 、 切 线 、 微 分 等 概念 
做 了 全 面 盖 述 ,是 世界 上 第 一 本 系 
统 的 微分 学 教科 书 , 对 传播 新 创建 
的 微 积 分 理论 起 了 重要 作用 ,由 于 
该 书 的 影响 , “无穷 小 分 析 ” 或 “分 
析 ” 成 了 微 积 分 的 同义词 . 书 中 第 9 
章 记 载 了 约翰 伯 努 利 两 年 前 写 信 
告诉 他 的 一 个 著名 定理 : 即 求 一 个 
分 数 当 分 子 和 分 母 都 趋 于 零 时 的 极 
限 法 则 ,后 人 误 认 为 是 他 的 发 明 , 称 
之 为 “ 洛 必 达 法 则 ”, 沿 用 至 今 .他 还 
扎 有 几何 .代数 和 力学 方面 的 文章 ， 
据说 还 发 表 了 伯 努 利 的 讲义 .他 也 
计划 写 一 部 积分 学 教科 书 , 但 因 过 


早 去 世 未 能 如 愿 ,遗留 的 手稿 于 
1720 年 在 巴黎 出 版 ,题名 为 4 圆锥 曲 
线 分 析 论 》。 

TAI F R A (Bernoulli fami- 
ly, 17 一 18 世 纪 ) 瑞士 数学 家 
族 , 祖 孙 三 代 出 过 十 余 位 数学 家 和 
物理 学 家 。 原 籍 比利时 安特卫普 。 
1583 年 迁居 德国 法 兰 克 福 ,最 后 定 
居 瑞 士 巴 塞 尔 . 其 中 有 三 个 人 成 就 
EX: 

雅 各 布 ' 伯 努 利 (Jacob Bern- 
oulli) , 1654 年 12 月 27 日 生 于 巴塞 
尔 ,1705 年 8 月 16 日 卒 于 同 地 。 分 别 
于 1671 和 1676 年 获得 哲学 和 神学 学 
位 , 受 策 卡 儿 、 沃 利 斯 等 人 的 著作 影 
响 ,转向 数学 研究 .1687 年 起 任 巴塞 
尔 大 学 数学 教授 .主要 贡献 有 :1690 
年 首先 使 用 数学 意义 下 的 “积分 ”一 
词 ; 同 年 提出 县 链 线 问题 ,后 又 改变 
条 件 ,解决 了 更 复杂 的 悬 链 问题 并 
应 用 于 设计 吊桥 ;1694 年 首先 给 出 
直角 坐标 和 极 坐 标 下 的 曲率 半径 公 
式 , 讨 论 了 “ 伯 努 利 双 纽 线 ?的 性 质 ; 
1695 年 提出 “ 伯 努 利 方程 ww/wx 一 
2(2)gy- 923 17134E HH JR OR E 
术 》, 给 出 “ 伯 努 利 数 ”“ 伯 努 利 大 数 
定律 ”等 结果 ,他 还 研究 了 对 数 螺 
线 ,发 现 该 线 经 过 变换 仍 为 对 数 螺 
线 的 奇妙 性 质 。 

约翰 。 伯 努 利 (Johann Bern- 
oulli), 1667 年 8 月 6 日 生 于 巴塞 尔 ， 
1748 年 1 月 1 日 卒 于 同 地 。 雅 各 布 之 
弟 . 早 年 学 医 ,同时 随 兄 研习 数学 。 
1690 年 获 医学 学 位 ,1696 年 得 博士 
学 位 .1691 年 时 在 巴黎 当 过 洛 必 达 
的 私人 教师 , 解 出 悬 链 线 问题 , 1694 
年 最 先 提出 “ 洛 必 塔 法 则 ”1695 年 
到 格 罗 宁 根 大 学 教 数 学 ,第 二 年 提 
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出 “最 速 降 线 问题 ”, 后 得 到 正确 解 
答 ,引发 变 分 学 的 研究 .1705 年 继 雅 
各 布 之 后 任 巴 塞 尔 大 学 数学 教授 。 
曾 当 过 欧 拉 的 教师 ,给 他 以 特别 指 
导 。 

丹尼尔 * 伯 努 利 (Daniel Be- 
rnoulli) ,1700 年 2 月 9 日 生 于 荷兰 格 
罗 宁 根 ,1782 年 3 月 17 日 座 于 巴塞 
尔 ,约翰 之 子 .1716 年 获 哲 学 硕士 学 
位 ,1721 年 获 巴 塞 尔 大 学 医学 博士 
学 位 .1725 年 任 俄国 彼得 堡 科 学 院 
数学 教授 .1732 年 回 巴塞 尔 , 教 授 解 
SE .植物 学 和 自然 哲学 .他 于 1724 
年 解决 了 微分 方程 中 的 “里 卡 蒂 ” 方 
程 .1728 年 与 欧 拉 一 起 研究 弹性 力 


学 ,1738 年 出 版 (流体 动力 学 》, 给 出 


“ 伯 努 利 定理 ”等 流体 动力 学 的 基础 
理论 .他 曾 10 次 获得 法 国 科 学 院 颁 
发 的 奖金 ,贡献 涉及 天 文 . 重 力 、 潮 
汐 、 磁 学 等 多 个 方面 。 

3k 3X 3E (De Moivre, Abra- 
ham,1667—1754) 法 国 一 英国 
数学 家 。1667 年 5 月 26 日 生 于 法 国 维 
TELE BEAR IC 17544611 H27 H 
卒 于 英国 伦敦 .早年 为 法 国 加 尔 文 
派 教徒 ,在 新 旧 教 派 斗争 中 遭 监禁 。 
释放 所 于 1685 年 移居 英国 , 任 家 庭 
教师 和 保险 事业 顾问 等 职 .与 牛顿 、 
哈雷 等 人 为 友 ,专心 科学 研究 .1697 
年 当选 皇家 学 会 会 员 , 后 又 成 为 柏 
林 科 学 院 和 巴黎 科学 院 院 士 . 主 要 
贡献 在 概率 论 ,1711 年 写成 《抽签 的 
计量 ;一 文 ,1718 年 修改 扩充 为 《机 
会 论 》. 这 是 概率 论 较 早 的 专著 之 
一 ,第 一 次 定义 了 独立 事件 的 乘法 
定理 ,给 出 二 项 分 布 公式 ,讨论 了 掷 
颁 和 其 他 赌博 的 许多 问题 .他 在 另 
一 概率 专著 (分 析 杂 论 》X1730) 中 最 


简明 数学 史 辞 典 


早 使 用 概率 积分 f ea V n / 
2, 得 到 阶乘 的 级 数 表达 式 ,指出 
对 于 很 大 的 wa 一 (二 ) V/2m. 


后 人 误 称 为 斯 特 灵 公式 。1733 年 他 
又 用 阶乘 的 近似 公式 导出 正 态 分 布 
的 频率 曲线 ,作为 二 项 分 布 的 近似 。 
此 外 ,他 于 1695 年 写 过 有 关 牛 顿 流 
数 术 研 究 的 论文 ;1707 年 在 研究 三 
角 学 时 实质 上 已 得 到 “ 棣 莫 弗 ”公式 
(cosg t ising)” = cosng + isinnp , 1722 
年 正式 发 表 ; 用 复数 证 明了 求解 方 
程 w* 一 1=0, 相 当 于 把 圆周 分 成 。 
等 分 ;将 概率 论 用 于 保险 事业 ,出 版 
过 专门 论著 (1725) 。 

X $) (Taylor, Brook , 1685— 
1731) 英国 数学 家 。1685 年 8 月 18 
日 生 于 米 德 尔 塞 克 斯 的 埃 德 蒙 顿 ， 
1731 年 12 月 29 日 卒 于 伦敦 .1701 年 
考 入 剑桥 大 学 圣 约翰 学 院 学 习 ， 
1709 年 获 法 学 硕士 学 位 ,移居 伦敦 。 
1712 年 当选 为 皇家 学 会 会 员 ,1714 
年 又 获 法 学 博士 学 位 .同年 任 皇 家 
学 会 秘书 ,四 年 后 因 健 康 原因 退职 。 
主要 著作 是 1715 年 发 表 的 4 正 的 和 
反 的 增 量 方 法 》, 其 中 包含 他 于 1712 
年 给 数学 家 天 文学 家 梅 饮 的 信 中 首 
先 提出 的 泰勒 定理 ,用 现代 形式 表 
示 为 
fo) o) ht 


f" o 


Moe Nm "e, 


ni 
它 由 客 雷 总 里 一 牛顿 插 信 公式 发 展 
而 来 , 当 z 二 0 时 称 为 马克 劳 林 定 
理 。 到 1772 年 拉 格 朗 日 强调 了 这 一 
公式 的 重要 性 , 称 之 为 微分 学 基本 


数 学 家 97 


定理 ,但 泰勒 对 定理 的 证 明 未 考虑 
级 数 的 收敛 性 ,因而 不 太 严格 ,这 一 
工作 直到 19 世 纪 20 年 代 才 由 柯 西 完 
成 。 泰 勤 定 理 开 创 有 限 差 分 理论 ,使 
[3-553 4 E DE: ^E T EIE 
在 研究 弦 振 动 等 物理 问题 时 有 广泛 
应 用 .1717 年 他 还 应 用 这 一 定理 求 
解 了 数值 方程 .他 的 其 他 贡献 有 : 论 
述 微分 的 奇异 解 ; 曲 率 问 题 的 研究 ; 
发 表 《 线 性 透视 学 》(1715) 和 再 版 的 
《线性 透视 原理 (1719) 等 权威 性 透 
视 法 著作 ,提出 和 使 用 “ 没 影 点 ” 概 
念 ,对 摄影 测量 制图 学 的 发 展 有 一 
定 影响 此 外 , 扎 有 哲学 遗 作 ,发 表 
于 1793 年 。 

哥 德 巴 $f (Goldbach Chris- 
tian,16980— 1764) 德国 一 俄国 
数学 家 。1690 年 3 月 18 日 生 于 普鲁士 
柯 尼 斯 堡 ( 今 苏联 加 里 宁 格 勒 )， 
1764 年 11 月 20 日 卒 于 莫斯科 。 早 年 
就 读 于 柯 尼斯 堡 大 学 , 初 读 法 学 ,后 
学 医学 和 数学 ,1710 年 游历 欧洲 , 结 
识 莱 布 尼 获 、 伯 努 利家 族 等 数学 名 
家 。1725 年 移居 俄国 彼得 堡 , 任 帝国 
科学 院 会 议 秘书 兼 数学 和 历史 学 教 
授 ,与 欧 拉 共事 。1727 年 赴 莫 斯 科 ， 
当 上 沙皇 彼得 二 世 的 家 庭 教 师 。 
1742 年 担任 外 交 部 公使 .他 的 影响 
主要 在 数论 ,以 提出 “ 哥 德 巴赫 猜 
想 ” 而 闻名 。 他 曾 与 欧 拉 进行 了 长 期 


的 书信 交往 ,在 1742 年 6 月 7 日 给 欧 . 


拉 的 信 中 提出 了 这 一 猜想 :不 小 于 6 
的 偶数 能 表示 成 两 个 奇 素数 之 和 ， 
不 小 于 9 的 奇数 能 表示 成 三 个 奇 素 
数 之 和 。 欧 拉 在 6 月 30 日 的 回信 中 
说 :虽然 我 还 不 能 证 明 它 ,但 确信 它 
的 成 立 . 欧 拉 同时 化 简 了 猜想 的 表 
述 :任何 一 个 偶数 a(x 之 4) 是 两 个 


素数 之 和 。 该 猜想 虽然 对 于 不 太 大 
的 数 用 实际 检验 得 到 证 实 ,但 至 今 
没有 严格 的 证 明 。200 多 年 来 许多 数 
学 家 为 此 做 过 努力 ,相继 得 到 一 批 
近似 结果 ,其 中 以 我 国 数学 家 陈 景 
润 于 1973 年 发 表 的 结果 为 最 好 ,他 
证 明了 “每 一 个 充分 大 的 偶数 都 可 
以 表示 为 一 个 素数 及 一 个 不 超过 两 
个 素数 乘积 的 数 之 和 ”通俗 表示 为 
(1I 十 2)。 他 的 其 他 论述 有 :里 卡 蒂 微 
分 方程 积分 法 (1728)、P 函数 的 插 
T [8] E (17290, f. 3E S n] T 
(1742), PR A B] 76 93 2L RE OT X 
(1745) 等 ,许多 成 果 体 现在 与 数学 
家 们 的 通信 中 。 

Xp 特 灵 (Stirling, James, 
1692—1770) 英国 数学 家 .1692 
年 生 于 苏格兰 斯 特 灵 那加 登 镇 ， 
1770 年 12 月 5 日 卒 于 爱丁堡 ,早年 在 
格拉 斯 哥 大 学 就 读 。1711 年 入 牛津 
大 学 贝 利 奥 尔 学 院 学 习 。1716 年 因 
同情 詹姆斯 党 人 ,拒绝 继续 学 习 必 
要 的 效忠 宜 暂 而 级 学 ,第 二 年 发 表 
成 名 作 《 牛 顿 的 三 次 曲线 》(1717)， 
证 明了 牛顿 关于 三 次 曲线 分 类 研究 
的 若干 命题 , 共 包 括 牛顿 提 到 的 72 
种 三 次 曲线 和 他 本 人 增加 的 4 种 ,并 
把 * 和 ?的 一 般 二 次 方程 化 为 几 种 
标准 型 ,赢得 声誉 ,特别 是 得 到 牛顿 
的 赞许 ,后 在 威尼斯 ,伦敦 等 地 任 
职 .1726 年 由 牛顿 保荐 成 为 英国 皇 
家 学 会 会 员 .1748 年 当选 为 柏林 科 
学 院 院士 ,主要 著作 是 《微分 法 》 
(1730) , 书 中 讨论 了 logr! 展 成 无 穷 
级 数 的 式 子 , 等 价 于 mn! 的 无 穷 级 数 
式 , 给 出 前 5 个 系数 以 及 计算 后 面 系 
数 的 递 推 公式 ,后 人 将 由 阶乘 到 正 
数 或 负数 等 的 转换 系数 称 为 第 一 类 
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或 第 二 类 斯 特 灵 系 数 。 在 4! 的 级 数 
式 中 , 当 很 大 时 略 去 后 面 的 高 阶 
项 ,可 以 得 到 近似 等 价 式 nt 一 


(二 ) 2m, 这 是 由 另 一 数学 家 


棣 莫 弗 在 同一 年 发 表 的 著作 中 明确 
指出 的 ,但 后 人 将 它 称 为 “斯 特 林 公 
式 ”。 他 还 引入 以 他 的 名 字 命 名 的 级 
数 ,阐述 了 使 级 数 快 速 收敛 的 求 和 
方法 ,研究 了 级 数 的 插值 ,并 得 到 
(六)=V 7 等 许多 结果 .1735 年 
发 表 《 论 地 球形 状 和 地 表 重 力 变 
化 》, 同 年 任 苏格兰 采矿 公司 经 理 ， 
后 来 因 事 务 所 缠 , 虽 继续 进行 数学 
活动 ,但 成 果 较 少 。 

马克 劳 林 (Maclaurin , Colin, 
1698—1746) 英国 数学 家 .1698 
年 2 月 生 于 苏格兰 基 尔 莫 丹 ,1746 年 
1HI4H AT XT 4. El A S S n 
奋 ,11 岁 入 格拉 斯 哥 大 学 上 学 ,17 岁 
以 有 关 引 力 研究 的 论文 获 硕士 学 
位 ,19 岁 受聘 为 阿 伯 丁 马 里沙 尔 学 
院 数 学 教授 ,21 岁 (1719) 当 选 为 皇 
家 学 会 会 员 。1722 年 赴 法 国 巴 黎 从 
事 研究 工作 ,1724 年 以 《物体 碰撞 》 
论文 获 巴 黎 科学 院 奖 金 .次 年 回国 ， 
任 爱 丁 堡 大 学 数学 教授 ,主要 贡献 


是 继承 和 发 展 了 牛顿 的 流 数 理论 。 


1719 年 他 曾 在 访问 伦敦 时 拜见 过 牛 
顿 ,第 二 年 在 牛顿 许可 下 出 版 结构 
几何 学 》(1720) 一 书 , 证 明了 和 牛顿 著 
作 中 许多 未 曾 解释 的 定理 ,并 引入 
“ 亏 数 "等 概念 .1742 年 为 了 推 护 牛 
顿 的 学 说 ,又 出 版 了 《 流 数 通 论 》, 最 
时 为 牛顿 方法 做 出 逻辑 阐述 ,用 几 
何 法 和 穷竭 法 论证 流 数 学 说 ,成 为 
分 析 形 式 化 的 前 驱 。 他 还 把 级 数 用 
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做 求 积分 的 方法 ,以 几何 形式 给 出 
无 穷 级 数 收 敛 的 积分 判别 法 ,得 到 
马克 劳 林 定理 或 马克 劳 林 级 数 展开 
式 


f(z) 一 了 (0) 十 zP Co +Ž pro) 
BAUR E oye 
并 用 待定 系数 法 给 予 证 明 。 他 还 约 
在 1729 年 创立 用 行列 式 方 法 求解 多 
个 未 知 数 的 联 立 线性 方程 ,收入 逝 
后 1748 年 发 表 的 《代数 论著 ) 中 ,该 
方法 由 克 莱 姆 于 1750 年 重新 发 现 ， 
或 许 由 于 符号 优 劣 的 关系 ,后 人 误 
称 为 “ 克 莱 姆 法 则 ”。 他 于 1740 年 以 
潮汐 研究 的 成 果 与 欧 拉 和 和 丹尼尔， 
伯 努 利 一 起 荣获 巴黎 科学 院 奖金 。 
其 他 论著 涉及 天 文学 .地 图 测绘 学 
及 保险 统计 等 。 

克 3E ME (Cramer, Gabriel, 
1704—1752) 瑞士 数学 家 .1704 
年 7 月 31 日 生 于 日 内 瓦 .1752 年 1 月 4 
日 率 于 法 国 塞 效 河畔 巴 尼 奥 勒 . 早 
年 在 日 内 瓦 读书 ,1724 年 起 在 日 内 
瓦 加 尔 文学 院 任 教 ,1734 年 成 为 几 
何 学 教授 ,1750 年 任 哲 学 教授 .他 自 
1727 年 进行 为 期 两 年 的 旅行 访 学 。 
在 巴塞 尔 与 约 葵 * 伯 努 利 、. 欧 拉 等 人 
学 习 交 流 , 结 为 执 友 .后 又 到 英国 、 
荷兰 ,法国 等 地 拜见 许多 数学 名 家 ， 
回国 后 在 与 他 们 的 长 期 通信 中 ,加 
强 了 数学 家 之 间 的 联系 ,为 数学 宝 
库 也 留 下 大 量 有 价值 的 文献 .他 一 
生 未 婚 , 专 心 治学 ,平易 近 人 上 且 德 高 
望 重 ,先后 当选 为 伦敦 皇家 学 会 . 柏 
林 研 究 院 和 法 国 、 意 大 利 等 学 会 的 
成 员 . 主 要 著作 是 《代数 曲线 的 分 析 
3H&3 (0750), 8$ Zo sg XL T EM, dE 
正则 ,超越 曲线 和 无 理 曲线 等 概念 ， 
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第 一 次 正式 引入 坐标 系 的 纵 轴 (7 
轴 ), 然 后 讨论 曲线 变换 ,并 依据 曲 
线 方程 的 阶 数 将 曲线 进行 分 类 ,为 
了 确定 经 过 5 个 点 的 一 般 二 次 曲线 
的 系数 ,应 用 了 著名 的 “ 克 莱 姆 法 
则 ”, 即 由 线性 方程 组 的 系数 确定 方 
程 组 解 的 表达 式 。 该 法 则 于 1729 年 
由 英国 数学 家 马克 劳 林 得 到 ,1748 
年 发 表 , 但 克 莱 姆 的 优越 符号 使 之 
流传 。 书 中 还 讨论 了 马克 劳 林 注意 
到 的 一 个 曲线 相交 的 悖 论 ,给 出 与 
欧 拉 (1748) 相 同 的 解释 ,后 人 称 之 
为 “ 克 莱 姆 悖 论 ”。 此 外 他 还 留 下 若 
干 数 学 史 笔 记 , 提 出 应 用 于 数理 经 
济 和 概率 论 的 “数学 效益 ”概念 。 

EX far (Euler , Léonard , 1707— 
1783) ”瑞士 数学 家 。1707 年 4 月 15 
日 生 于 巴塞 尔 ,1783 年 9 月 18 日 卒 于 
俄国 圣彼得堡 ,出 身 牧 师 家 庭 , 自 幼 
受 父亲 教育 .13 岁 入 巴塞 尔 大 学 ,15 
岁 得 学 士 学 位 ,16 岁 获 硕士 学 位 。 他 
上 大 学 时 就 受到 约翰 . 伯 努 利 的 特 
别 指导 ,后 专心 数学 研究 , 19 9 
〈1726 年 ) 开 始 创作 文章 , 一举 获 巴 
黎 科学 院 奖 金 .1727 年 ,由 丹尼尔 。 
伯 努 利 举荐 ,到 彼得 堡 科学 院 工 作 。 
1731 年 成 为 物理 学 教授 ,1733 年 接 
替 丹 尼 尔 ' 伯 努 利 任 数学 教授 .1741 
Kan mu ird EE 
柏林 科学 院 任 物理 数学 所 所 长 。 
1766 年 应 俄国 沙皇 喀 德 林 二 世 敦 聘 
重 回 彼 得 堡 ,直至 去 世 。 他 是 数学 史 
上 最 多 产 的 数学 家 ,论著 几乎 涉及 
当时 所 有 的 数学 分 支 。 主 要 贡献 有 : 
出 版 {无穷 分 析 引 论 》X(1748)《 微 分 
学 原理 》(1755) 和 《积分 学 原理 》 
(1768 一 1770) 三 部 数学 经 典 著作 ， 
扩展 了 微 积分 领域 ,为 无 穷 级 数 、 微 


分 方程 ,微分 几何 等 分 支 和 学 科 的 
产生 与 发 展 葛 定 了 基础 ;开创 现代 
三 角 学 和 现代 数论 ;还 由 解决 哥 尼 
斯 堡 七 桥 问题 而 引发 图 论 分 支 的 研 
究 等 等 .他 创 用 或 提倡 使 用 了 大 量 
先进 的 数学 符号 ,得 到 许多 重要 的 
公式 .定理 和 常数 值 。 除 创建 纯粹 数 
学 理论 外 ,他 还 应 用 这 些 数 学 工具 
去 解决 天 文 ,物理 .力学 等 方面 的 实 
际 问题 ,取得 巨大 成 果 。 他 在 1735 年 
因 过 度 工 作 右 眼 失 明 ,1771 年 又 因 
病 左 眼 失 明 , 他 以 惊人 的 记忆 力 和 
心算 技巧 继续 进行 科学 创作 ,以 口 
授 方式 又 完成 几 百 篇 科学 论文 .此 
外 ,他 扶植 后 学 ,关心 教育 ,其 高 尚 
品德 赢得 后 人 的 广泛 尊敬 。 

kk Œ (Buffon , Georges Louis 
Leclerc, 1707—1788) 法 国 数 
学 家 、 自 然 科学 家 。1707 年 9 月 7 日 生 
TER, 1788464 H16 H SF E 
黎 .10 岁 在 第 戎 耶稣 会 学 院 读书 ,16 
岁 主 修法 学 ,21 岁 (1728) 到 昂 热 转 
向 数学 学 习 , 并 开始 研究 自然 科学 ， 
特别 是 植物 学 .1733 年 当选 为 法 国 
科学 院 院 士 ,1739 年 任 巴黎 植物 园 
园 长 ,1753 年 进入 法 兰 西 学 院 。 他 在 
数学 上 以 设计 “ 比 丰 投 针 间 题 ” 而 著 
称 ,发 表 于 《能 辩 是 非 的 算术 试验 》 
(1777) 中 。 其 中 首先 提出 并 解决 下 
列 间 题 ; 把 一 个 小 薄 贺 片 投入 被 外 
为 若干 个 小 正方 形 的 矩形 域 中 , 求 
使 小 贺 片 完全 落 入 某 一 小 正方 形 内 
部 的 概率 是 多 少 ?接着 讨论 投掷 正 
方形 薄片 和 针 形 物 时 的 概率 问题 ， 
这 些 问题 都 称 为 < 比 丰 问题 ”。 由 于 
投 针 间 题 的 结果 可 以 用 来 计算 圆周 
EX 的 近似 值 , 故 特别 受到 重视 ,成 
为 几何 概率 的 典型 例子 ,他 还 于 
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1740 年 翻译 牛顿 的 《 流 数 法 》, 同 时 
探讨 牛顿 和 莱 布 尼 获 发 现 微 积分 的 
历史 。 他 集 多 年 研究 成 果 编 成 巨著 
《自然 史 》(44 卷 1749 一 1808) , 原 书 
计划 50 卷 ,生前 仅 出 版 36 卷 ,后 8 卷 
由 他 的 学 生 完成 ,其 中 包含 物种 进 
化 的 思想 ,推动 了 古生物 学 的 发 展 。 
他 是 第 一 个 对 地 质 史 划 分 时 期 的 科 
学 家 ,还 首次 提出 太阳 与 茜 星 碰撞 
产生 行星 的 理论 。 

33 3E B (Clairaut, Alexis- 
Claude, 1713—1765) 法 国 数 
学 家 、 科 学 家 。1713 年 5 月 7 日生 于 巴 
黎 ,1765 年 5 月 17 日 卒 于 同 地 。 父 亲 
是 柏林 科学 院 通讯 院士 .数学 教师 ， 
对 他 进行 启蒙 教育 。 克 莱 罗 童年 就 
学 习 解 析 几 何 和 微 积分 知识 ,12 岁 
开始 写作 论文 ,18 岁 (1731) 进 入 法 
国 科 学 院 ,成 为 该 院 有 史 以 来 最 年 
轻 的 院士 ,后 成 为 英国 皇家 学 会 会 
员 和 德 、 俄 . 意 等 国 研究 院 成 员 , 并 
与 欧 拉 ,约翰 . 伯 努 利 等 数学 家 有 长 
期 联系 ,主要 论著 有 :《 关 于 双重 曲 
率 曲线 的 研究 》(1731) ,论述 曲面 和 
空间 曲线 的 解析 理论 ;《 极 大 极 小 若 
干 问题 )(1733) ,前述 变量 计算 的 历 
中 六 积分 学 的 一 般 研究 (1739) , 创 
立 解 Pis + Qdy + Rdz 二 0 一 类 方程 的 
积分 因子 学 说 ;《 几 何 原 理 》(1741)， 
讨论 欧 几 里 得 第 5 公设 问题 《地 球 
外 形 理论 》(1743) ,论述 旋转 体 的 构 
成 及 地 球 各 部 分 在 万 有 引力 作用 下 
的 形状 ,是 最 早 将 纯粹 分 析 理 论 应 
用 于 天 体力 学 的 数学 家 ;《 月 球 理 
16530752) ,通过 微分 方程 的 级 数理 
论 首次 给 出 “三 体 问题 ”的 近似 解 ， 
并 依 此 预报 了 1759 年 哈雷 正 星 的 近 
地 点 日 期 ,他 还 于 1734 年 提出 “ 克 莱 


罗 微 分 方程 ”==zy 十 f(y ) ,并 发 现 
奇 解 :撰写 了 《和 牛顿 哲学 原理 》 
(7390 ,讨论 牛顿 的 光 粒 子 理论 ;出 
版 (代数 原理 》(1746) 等 等 ,在 力学 
中 他 证 明了 单 摆 振 动 的 等 时 性 , 研 
究 了 运动 中 物体 的 动力 学 .此 外 写 
过 若干 科学 史 方 面 的 文章 。 

3k BH UI ôR CD'Alembert , Jean 
le Rond, 1717—1783) XE% 
学 家 ,物理 学 家 。1717 年 11 月 16 日 生 
于 巴黎 ,1783 年 10 月 29 日 卒 于 同 地 。 
出 生 时 被 母亲 遗弃 ,由 一 玻璃 匠 收 
养 , 早 年 学 习 法 学 和 医学 ,后 改 学 数 
学 。1741 年 成 为 法 国 科学 院 院士 ， 
1754 年 当选 为 法 兰 西学 院 院 士 ， 
1772 年 任 该 院 终 身 秘书 .他 在 数学 、 
力学 、 天 文学 等 许多 领域 都 作出 贡 
献 。 主 要 成 就 有 :在 《4 论 动力 学 》 
《1743) 中 提出 “ 达 朗 贝尔 原理 ”, 建 
立 起 把 动力 学 问题 化 为 静 力 学 问题 
的 一 般 方法 ,并 以 此 研究 了 天 体力 
学 中 的 三 体 问题 ,还 将 它 推 广 到 流 
体 动 力学 中 ;在 《4 弦 振动 研究 》 


(1747) 中 得 到 偏 微分 方程 末 一 玫 


Tu 的 通 解 表达 式 ,以 后 被 称 为 达 


朗 贝 尔 解 ,在 (关于 流体 阻力 的 新 理 
论 》(1752) 中 导出 复 变 函数 f(z) — 


P(z,y) HOG DRAR 7 — 


X ZX RU ERE 


函数 论 的 先驱 之 一 .他 于 1746 年 任 
《百科 全 书 》(1751 一 1772) 副 主编 ， 
撰写 了 “微分 ” “方程 “几何 学 ”、 
“动力 学 ”“ 维 数 ”“ 哲 学 原理 ”以 及 


音乐 等 方面 的 许多 重要 条 目 , 提 出 


时 间作 为 第 4 维 空间 等 新 的 观点 ,该 


数 学 家 101 


书 被 称 为 现代 百科 全 书 之 莫 基 之 
作 。1760 年 以 后 陆续 出 版 了 8 卷 本 的 
《数学 论 从 》(1761 一 1780) ,给 出 许 
多 早年 论述 过 的 问题 的 新 解法 。 他 
还 于 1749 年 讨论 了 地 球 岁 差 的 原 
因 ,1752 年 发 表 了 音乐 方面 的 论著 ， 
还 致力 于 哲学 研究 (1753) ,是 18 世 
纪 法 国 启蒙 运动 的 一 位 杰出 代表 ， 
MES hr (Montucla , Jean E- 
tienne, 1725—1799) 法 国 数学 
家 ,数学 史家 。1725 年 9 月 5 日 生 于 里 
昂 ,1799 年 12 月 19 日 卒 于 凡尔赛 , 早 
年 在 里 兄 教 会 学 院 学 习 数 学 和 古代 
语言 学 ,1745 年 到 图 卢 效 攻读 法 律 ， 
后 转 至 巴黎 进修 数学 。1761 年 起 担 
任 多 种 政府 职务 ,业余 研究 数学 和 
数学 史 。 曾 当选 为 柏林 研究 院 通讯 
院士 .主要 著作 是 《 圆 求 积 的 历史 探 
索 》(1754) 和 《数学 史 》(1758) ,前 者 
是 最 早 系统 研究 圆周 率 历 史 的 著 
作 , 后 者 则 为 第 一 部 全 面 阐述 数学 
历史 的 专著 ,包含 有 许多 他 本 人 的 
论述 和 见解 ,例如 他 将 数学 分 为 纯 
粹 抽象 的 部 分 ( 即 数学 本 身 ) 和 其 它 
各 科 混 合 的 部 分 ( 即 数 学 应 用 ) ,对 
一 切 能 用 数学 方法 进行 研究 的 领域 
(如 天 文 .地 理光 学 .音乐 .航海 .机 
械 、 力 学 等 ) 都 做 了 介绍 。 数 学 史 》 
初版 时 为 2 卷 , 后 不 断 修订 充实 ,在 
法 国 大 革命 后 丧失 财产 和 职业 后 仍 
继续 努力 ,将 该 书 扩充 为 4 卷 ,1799 
年 开始 出 版 ,但 未 及 完成 便 去 世 了 。 
第 三 .四 卷 由 他 的 童年 好 友 拉 朗 德 
于 1802 年 出 版 .在 此 后 100 多 年 里 它 
一 直 被 奉 为 数学 史 和 科学 史上 的 经 
典 著 作 ,影响 极为 深远 。 德 国 数学 史 
家 M: 康 托 尔 的 4 卷 4 数 学 史 演 讲 》 
(1880 一 1908) 从 中 吸取 了 大 量 极 有 


价值 的 参考 资料 。 

兰 伯 特 (Lambert, Johann 
Heinrich, 1728—1777) 德国 数 
学 家 、 天 文学 家 ,物理 学 家 、 哲 学 家 。 
1728 年 8 月 26 日 生 于 阿尔 萨 斯 的 米 
户 效 ( 原 属 瑞 士 . 今 属 法 国 ),1777 年 
9 月 25 日 卒 于 柏林 。 裁 矣 世家 出 身 ， 
12 岁 因 家 贫 级 学 做 工 , 业 余 刻 车 自 
学 , 干 过 小 职员 等 工作 ,1748 年 做 家 
庭 教师 .他 利用 东家 的 丰富 藏书 继 
续 钻 研 , 还 结识 许多 学 者 ,声望 渐 
增 。1755 年 当选 为 瑞士 科学 协会 会 
员 ,1759 年 移居 奥 格 斯 堡 ,1764 年 定 
居 柏 林 , 成 为 科学 院 院士 ,一 生 共 出 
版 150 多 种 论著 ,涉及 数学 天文 . 物 
理 和 哲学 等 多 个 领域 .在 数学 中 , 他 
于 1768 年 在 自传 中 运用 连 分 数 首次 
证 明了 圆周 率 x 和 常数 。e 是 无 理 
数 ,这 两 个 连 分 数 仍 以 他 的 名 字 命 
名 ;1766 年 完成 4 平行 线 理 论 》(1786 
发 表 ), 试 图 证 明 欧 几 里 得 第 五 公 
设 , 对 非 欧 几何 学 诞生 起 了 一 定 作 
用 ;首次 系统 研究 了 双 曲 函数 
(1770), 引入 sinhz ,coshz 等 符号 ; 
发 表 关 于 透视 和 画 法 几何 的 文章 
(1759,1773) ,成 为 此 日 同类 工作 的 
先导 ;为 了 简化 顽 星 轨道 的 计算 ,得 
到 一 系列 关于 圆锥 曲线 的 定理 :将 
方程 "十 pz 二 9 的 解 展 成 无 穷 级 数 ， 
受到 欧 拉 和 拉 格 朗 日 的 重视 ,他 还 
提出 求 素 因子 的 方法 ,编制 出 版 了 1 
~~100 的 7 位 数字 的 自然 对 数 表 ,出 
版 了 《数学 的 应 用 》(1765 一 1772)。 
在 其 他 领域 提出 测 光 法 (亮度 的 单 
位 以 他 的 名 字 命名 》\ 测 湿 法 和 高 漫 
测定 法 ,提出 星系 假说 ,出 版 (新 工 
具 论 》(1764) 等 哲学 论著 。 

贝 3H 〈 Bezout， Étienne, 
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1730—1783) 法 国 数学 家 .1730 
年 3 月 31 日 生 于 内 穆 尔 ,1783 年 9 月 
27 日 卒 于 枫 丹 白露 附近 的 巴塞 一 洛 
格 ,少年 时 酷爱 数学 ,后 在 海军 舰 船 
学 校 和 皇家 炮兵 学 校 任 数学 教师 和 
主考 官 BERN ARE EER 
献 是 代数 中 的 方程 理论 .代表 作 有 : 
《 几 种 类 型 的 方程 )(1762), 用 消 元 
法 将 只 含 一 个 未 知 数 的 4 次 方程 与 
解 联 立方 程 组 问题 联系 起 来 ,提供 
THE n 次 方程 的 解法 ;4 数 学 教 
程 》(6 卷 ,1764 一 1769) ,提出 用 联 立 
方程 组 的 系数 构成 行列 式 ,以 此 来 
求解 方程 组 或 判断 该 方程 组 是 否 有 
解 . 该 书 作 为 教材 在 法 国 流行 70 多 
年 ,还 被 译 为 英文 ,在 19 世 纪 对 美国 
数学 教育 的 形式 和 内 容 都 有 影响 ; 
《代数 方程 的 一 般 理论 (1799) ,用 消 
元 法 解 次 数 高 于 1 的 两 个 二 元 方程 ， 
并 证 明了 关于 方程 次 数 的 贝 祖 定 
理 ,还 证 明了 一 个 m 价 曲线 和 一 个 
% 阶 曲线 相交 至 多 有 ma 个 交点 ( 重 
数 计算 在 内 ) 的 定理 ,该 定理 由 英国 
数学 家 马克 劳 林 于 1720 年 提出 , 引 
起 许多 数学 家 的 兴趣 ,而 贝 祖 的 证 
明 是 比较 好 的 。 他 还 证 明了 代数 学 
中 的 余数 定理 , 即 次 多 项 式 f(z) 
除 以 (z 一 a) ,所 得 余数 为 f(a) ,也 称 
为 “ 贝 祖 定理 ”。 

| SÉ hk (Waring, Edward, £j 
1736—1798) 英国 数学 家 。 约 
1736 年 生 于 什 鲁 斯 伯 里 ,1798 年 8 月 
15 日 卒 于 该 城 附近 的 普 利 莱 。1753 
年 到 剑桥 大 学 马 格 达 伦 学 院 读书 ， 
1757 年 获 学 士 学 位 ,1760 年 获 硕士 
学 位 ,同年 被 任命 为 该 校 第 六 任 卢 
卡 斯 数学 教授 。1763 年 当选 为 伦敦 
皇家 学 会 会 员 。 主 要 贡献 是 在 1770 


年 出 版 的 (代数 沉思 录 ) 中 首次 记载 
和 提出 了 许多 数论 中 的 重要 定理 ， 
例如 他 的 学 生 和 朋友 威 尔 避 得 到 的 
威尔逊 定理 :(? 一 1D)! 十 1 被 > 整除 
的 充 要 条 件 是 ? 为 素数 ; 哥 德 巴赫 
于 1742 年 提出 的 猜想 :任何 一 个 不 
小 于 6 的 偶数 是 两 个 素数 之 和 ;以 及 
他 本 人 提出 的 华 林 定理 :对 任意 给 
定 的 整数 zt 之 2, 必 有 一 正 整数 s0) 
存在 ,使 得 每 个 正 整 数 必 为 sOOR 
非 负 的 次 方 数 之 和 ,例如 不 多 于 4 
个 的 平方 数 之 和 或 不 多 于 9 个 的 立 
方 数 之 和 ,或 不 多 于 19 个 的 4 次 方 数 
之 和 等 等 .他 没有 给 出 该 定理 的 证 
明 , 只 是 猜测 sx) 的 最 小 值 00 = 


2# 十 [( 子 ) ] 一 2. 直 到 1909 年 , 德 


国 数学 家 希 尔 伯 特 才 证 明了 sOOBJ 
存在 性 。 他 的 其 他 贡献 有 :首次 得 到 
由 方程 系数 表示 z 次 代数 方程 根 等 
连续 和 的 递 推 公式 ;建立 三 ,四 ,五 
次 方程 虚 根 存在 准则 ;提出 插值 公 
式 ; 得 到 某 些 级 数 敛 散 的 条 件 及 判 
别 法 则 ;将 二 次 曲线 进行 详细 分 类 ， 
等 等 .有 关 著 作 还 有 《分 析 杂 论 》 
(17627《 代 数 曲线 的 特征 》(1772)、 
《分 析 沉 思 录 》(1776) 等 。 

拉 格 朗 日 (Lagrange, Joseph 
Louis, 1736—1813) 法 国 数 学 
家 、 力 学 家 、 天 文学 家 。1736 年 1 月 25 
日 生 于 意大利 都 灵 ,1813 年 4 月 10 日 
卒 于 巴黎 .少年 时 读 到 哈雷 介绍 牛 
顿 有 关 微 积分 的 短文 ,对 分 析 学 产 
生 兴 趣 . 后 上 了 都 灵 大 学 .18 岁 时 研 
究 “ 等 周 问题 ”, 用 纯 分 析 的 方法 发 
展 了 欧 拉 开 创 的 变 分 法 .19 岁 
(1755) 时 当 上 都 灵 炮 兵 学 校 的 数学 
教授 ,不 久 成 为 柏林 科学 院 通 讯 院 
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士 。1757 年 参与 创建 都 灵 科学 协会 ， 
在 协会 出 版 的 科技 会 刊 上 发 表 大 量 
论文 ,内 容 涉 及 变 分 法 、 概 率 论 、 微 
分 方程 . 弦 振 动 .最 小 作用 原理 等 。 
1764 年 用 万 有 引力 解释 月 球 天 平 动 
问题 获 巴黎 科学 院 奖金 ,1766 年 又 
用 微分 方程 理论 和 近似 解法 研究 6 
体 问 题 再 度 获 奖 , 成 为 欧洲 极 有 声 
望 的 数学 家 。1766 年 接受 普鲁士 王 
腓 特 烈 邀 请 到 柏林 科学 院 工 作 。 
1787 年 定居 巴黎 ,历任 法 国米 制 委 
员 会 主任 .巴黎 高 等 师范 学 校 和 巴 
黎 综 合 工科 学 校 数 学 教授 .主要 贡 
献 有 :在 《关于 方程 的 代数 解法 的 研 
究 》(1771) 等 论文 中 ,发 现 置换 对 解 
的 影响 ,指出 五 次 方程 不 可 能 有 根 
Ew N^ Ce PESE EF E 
桥 力 学 》(1788) 中 用 分 析 学 理论 建 
立 起 完整 和 谐 的 力学 体系 ,使 力学 
分 析 化 ,是 自 牛顿 之 后 最 重要 的 经 
典 力学 著作 ;在 (4 解析 函数 论 》 
(1797) 和 《函数 计算 讲义 》(1801) 两 
大 分 析 巨 著 中 尝试 重建 微 积分 的 基 
础 ,采用 新 的 微分 符号 ,成 为 函数 论 
的 起 点 。 他 还 在 数论 中 得 到 一 系列 
重要 结果 ,在 微分 方程 理论 中 作出 
奇 解 是 积分 曲线 族 的 包 络 的 几何 解 
FE ,提出 线性 代 换 的 特征 值 概念 等 。 

蒙 日 (Monge, Gaspard, 
1746—1818) 法 国 数学 家 、 化 学 
家 。1746 年 5 月 10 日 生 于 第 戎 之 南 的 
小 镇 博 讷 ,181g 年 7 月 28 日 栓 于 巴 
黎 。 早 年 在 家 乡 读书 ,勤奋 好 学 聪敏 
出 众 .16 岁 成 为 里 晶 奥 拉 托 学 校 物 
理 教师 ,19 岁 (1765 年 ) 又 到 阿 登 省 
梅 济 耶 尔 军事 学 院 深造 ,1769 年 任 
该 校 数学 教师 ,1775 年 成 为 数学 和 
物理 教授 ,1780 年 定居 巴黎 ,1792 年 


ee 


任 海军 与 殖民 部 长 ,1794 年 参与 筹 
建 巴 黎 综合 工科 学 校 ,第 二 年 任 巴 
黎 师 范 学 校 教授 ,讲授 画 法 几何 学 。 
是 年 兼任 新 成 立 的 综合 工科 学 校 数 
学 教授 ,并 任 该 校 负责 人 。1798 年 随 
拿破仑 远征 埃及 等 地 , 曾 任 埃及 研 
究 院 院 长 。1799 年 回国 后 任 过 参议 
员 和 受 封 伯 爵 。. 晚 年 随 拿 破 仑 倒台 
而 落难 , 凌 寂 病逝 ,他 是 画 法 几何 学 
的 创始 人 ,1764 年 就 用 自制 的 测量 
工具 画 出 家 乡 城 镇 的 大 比例 平面 
图 ,1765 年 用 画 法 几何 原理 绘制 防 
御 工 程 设计 图 , 因 涉 及 国防 机 密 , 他 
的 研究 成 果 30 年 以 后 才 宰 允许 出 
版 , 题 为 《 画 法 几何 学 》(1798 一 
1799) ,该 书 出 版 后 很 快 流传 各 国 ， 
成 为 画 法 几何 的 葛 基 作 和 经 典 教 
本 。 他 的 其 他 贡献 有 :在 《关于 把 分 
析 应 用 于 几何 的 活 时 论文 }?(1795) 
中 建立 起 三 维 几 何 的 代数 方法 , 引 
入 特征 曲线 和 特征 锥 面 等 概念 ;在 
《关于 曲率 半径 及 重 曲率 曲线 的 各 
种 拐点 》(1771) 中 将 曲线 和 曲面 的 
各 种 性 质 表 达 为 偏 微分 方程 ;在 ( 代 
数 在 几何 中 的 应 用 》(1802) 中 对 解 
析 几 何 做 了 发 展 ; 在 《分 析 在 几何 中 
的 应 用 ?中 又 总 结论 述 了 微分 几何 
的 许多 结果 .此 外 做 为 优秀 教师 还 
培养 和 影响 了 一 大 批 几何 学 家 。 

拉 普 拉 斯 (Laplace , Pierre-Si- 
mon, 1749— 1827) 法 国 数学 
家 .天 文学 家 .1749 年 3 月 23 日 生 于 
诺曼底 的 博 蒙 昂 诺 日 ,1827 年 3 月 5 
HETER KHAR, EIA 
上 学 ,显露 数学 才华 ,在 博 蒙 军事 学 
校 读书 不 久 就 成 为 该 校 数 学 教员 。 
1767 年 由 达 朗 贝尔 介绍 获得 巴黎 陆 
军 学 校 数学 教授 职位 .1785 年 当选 
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为 法 国 科学 院 院 士 .1795 年 任 综合 
工科 学 校 教授 ,后 又 在 高 等 师范 学 
校 任教 授 .1816 年 成 为 法 兰 西学 院 
院士 ,次 年 任 该 院 院 长 .主要 研究 天 
体力 学 和 物理 学 , 认为 数学 只 是 一 
种 解决 问题 的 工具 ,但 在 运用 数学 
时 创造 和 发 展 了 许多 新 的 数学 方 
法 。 主 要 成 就 是 :在 《宇宙 体系 论 》 
(1796) 中 探讨 了 太阳 系 的 起 源 , 提 
出 星云 假说 ,该 假说 在 1755 年 由 康 
德 从 哲学 角度 阐述 过 , 拉 普 拉 斯 则 
是 从 数学 和 力学 角度 来 论证 ,后 人 
称 之 为 “康德 一 拉 普 拉 斯 星云 假说 ; 
在 《天 体力 学 》(5 卷 1799 一 1825) 中 
汇聚 了 他 在 天 文学 中 的 几乎 全 部 发 
现 , 试 图 给 出 由 太阳 系 引 起 的 力学 
问题 的 完整 分 析 解 答 , 阐述 了 天 体 
运行 .地 球形 状 ,行星 摄 动 . 月 离 理 
论 和 三 体 问 题 等 等 ,引入 著名 的 拉 
LE PEE TES 
《概率 的 分 析 理论 》(1812) 中 总 结 了 
当时 整个 概率 论 的 研究 ,论述 了 概 
率 在 选举 .审判 调查 .气象 等 方面 的 
应 用 ,导入 “ 拉 普 拉 斯 变换 ”。 他 还 给 
出 展开 行列 式 的 “ 拉 普 拉 斯 定理 ”， 
发 展 了 解 非 齐 次 微分 线性 方程 组 的 
常数 变量 法 ,研究 了 复 变 函数 的 积 
分 和 有 限 差分 ;并 对 物理 中 的 毛细 
管 作 用 、 热 学 理论 .粒子 论 光学 和 声 
音 的 速度 等 问题 做 过 论述 。 

ib ib (T (Legendre, Adrien- 
Marie, 1752—1833) 法 国 数学 
家 。1752 年 9 月 18 日 生 于 巴黎 ,1833 
4£1H9 H AT [8] 86.25 17704£ Hs Mr 
于 马扎 兰 学 院 .1775 年 任 巴黎 军事 
学 院 数 学 教授 .1782 年 以 (关于 阻尼 
介质 中 的 弹道 研究 》 获 柏林 科学 院 


奖金 ,次 年 当选 为 科学 院 院士 .1787 
年 成 为 伦敦 皇家 学 会 会 员 。 主 要 从 
事 数 学 分 析 .几何 ,数论 以 及 天 体力 
学 研究 ,代表 作为 《行星 外 形 的 研 


- 究 》(1784), 给 出 处 理 特殊 函数 的 


“ 勒 让 德 多 项 式 ”, 论 述 了 该 多 项 式 
的 性 质 ;《《 几 何 学 基础 X1794) ,将 几 
何 理论 算术 化 ,代数 化 ,详细 讨论 了 
平行 公设 问题 ,证 明了 圆周 率 z 和 
开 的 无 理性 。 该 书 在 欧洲 用 作 权 威 
教科 书 达 一 个 世纪 之 久 ;《 数 论 》 
(1798 一 1830) ,论述 了 二 次 互 反 律 
及 其 应 用 ,给 出 连 分 数理 论 及 素数 
个 数 的 经 验 公 式 等 ,使 他 成 为 解析 
数论 的 先驱 者 之 一 交 椭 圆 函数 论 》， 
提出 三 类 基本 椭 贺 积分 ,证 明 每 个 
椭圆 积分 可 以 表示 为 这 三 类 积分 的 
组 合 ,并 编制 了 详尽 的 椭圆 积分 数 
值 表 , 还 引用 若干 新 符号 ,使 他 成 为 
椭圆 积分 理论 的 莫 基 人 之 一 ,其 他 
贡献 有 :确定 极 值 函数 存在 的 “ 勒 让 
德 条 件 ”, 创 立 并 发 展 了 大 地 测量 理 
论 (1787), 提 出 球面 三 角形 的 有 关 
定理 ,1805 年 独立 发 现 高 斯 不 久 前 
使 用 过 的 最 小 二 乘法 原理 等 等 .他 
常 与 拉 格 朗 日 . 拉 普 拉 斯 并 列 为 法 
国 数学 界 的 “三 L”, 为 18 世 纪 末 19 
世纪 初 法 国 数学 的 复兴 做 出 重要 贡 
献 。 
侍 立 叶 CFourier ,Jean Baptiste 
Joseph, 1768 一 1830) 法 国 数 
学 家 .物理 学 家 。1768 年 3 月 21 日 生 
于 欧 塞 尔 ,1830 年 5 月 16 日 卒 于 巴 
黎 。9 岁 父母 双 亡 ,被 当地 教堂 收养 。 
12 岁 由 一 主教 送 入 地 方 军事 学 校 读 
书 。17 岁 (1785) 回 乡 教 数学 ,1794 到 
巴黎 ,成 为 高 等 师范 学 校 的 首 批 学 
员 ,次 年 到 巴黎 综合 工科 学 校 执教 。 
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1798 年 随 拿破仑 远征 埃及 时 任 军 中 
文书 和 埃及 研究 院 秘书 ,1801 年 回 
国 后 任 伊 泽 尔 省 地 方 长 官 。1817 年 
当选 为 科学 院 院士 ,1822 年 任 该 院 
终身 秘书 ,后 又 任 法 兰 西 学 院 终 身 
秘书 和 理工 科大 学 校 务 委员 会 主 
席 。 主 要 贡献 是 在 研究 热 的 传播 时 
创立 了 一 套数 学 理论 .1807 年 向 巴 
黎 科 学 院 呈 交 ( 热 的 传播 论文 , 推 


导出 著名 的 热传导 方程 ”加 + 
Gi pic R 党 ,并 在 求解 该 方程 时 
发 现 解 函数 可 以 由 三 角 函 数 构成 的 
级 数 形式 表示 ,从 而 提出 任 一 函数 
都 可 以 展 成 三 角 函 数 的 无 穷 级 数 。 
1811 年 在 修改 后 的 论文 { 热 在 固体 
中 的 运动 理论 ?中 讨论 了 各 种 给 定 
初始 条 件 的 情形 ,得 到 “ 传 立 叶 积 分 
公式 ”等 结果 ,一举 赢得 巴黎 科学 院 
的 奖金 (1812)、1822 年 又 在 代表 作 
《 热 的 分 析 理 论 ? 中 解决 了 热 在 非 均 
匀 加 热 的 固体 中 分 布 传播 问题 ,成 
为 分 析 学 在 物理 学 中 应 用 的 最 早 例 
证 之 一 ,对 19 世 纪 数 学 和 理论 物理 
学 的 发 展 产 生 深远 影响 。 傅 立时 级 
数 ( 妈 三角 级 数 )、 健 立 叶 分 析 等 理 
论 均 由 此 创始 .其 他 贡献 有 :最 早 使 
用 定 积分 符号 ,改进 了 代数 方程 符 
号 法 则 的 证 法 和 实 根 个 数 的 判别 法 
等 。 

热 尔 岗 CGergonne, Joseph- 
Diez,1771. 6. 19—1859. 5. 4) 

X EUEA SET BA ATRE 
利 埃 。 早 年 参加 法 国 大 革命 活动 , 先 
后 在 国民 自卫 军 . 反 普鲁士 志愿 军 
中 服务 ,1794 年 入 沙 隆 炮兵 学 校 。 
1795 年 任 尼 姆 中 央 学 校 数 学 教授 ， 


1819 年 去 蒙 彼 利 埃 大 学 , 任 数 学 和 
天 文学 教授 ,1830 年 任 蒙 彼 利 埃 大 
学 校长 。 热 尔 岗 的 数学 研究 深 受 蒙 
日 的 影响 ,他 是 近代 射影 几何 学 的 
创始 人 之 一 。 热 尔 岗 发 现 了 射影 几 
何 的 基本 原理 对 偶 原 理 , 他 首 
先 使 用 了 “对 偶 " 一 词 , 并 于 1825 一 
1826 年 间 开 始 以 平行 的 两 栏 形式 发 
表 一 系列 对 偶 的 定理 ,突出 了 互 为 
对 偶 的 定理 间 的 联系 ,另外 , 热 尔 岗 
在 几何 定理 证 明 中 强调 了 解析 方 
法 ,这 种 解析 观点 开辟 了 几何 学 的 
新 的 发 展 方向 .1810 年 , 热 尔 岗 创 办 
了 世界 上 最 早 的 专业 期 刊 (纯粹 与 
应 用 数学 年 刊 ), 从 创刊 起 陆续 出 版 
了 约 21 卷 。 热 尔 岗 在 该 刊 上 发 表 了 
论著 共 200 多 篇 。 

& Xr (Gauss, Carl Friedrich , 
1717.4. 30—1855. 2. 23) 德 
国 数学 家 、 物 理学 家 、 天 文学 家 . 生 
于 不 伦 瑞 克 , 卒 于 格 丁 根 。 高 斯 是 近 
代数 学 黄 基 者 之 一 ,在 历史 上 影响 
之 大 ,可 以 和 阿 基 米 德 .牛顿 . 欧 拉 
并 列 。 他 幼年 时 就 表现 出 超人 的 数 
学 天 才 。1795 年 进入 格 杆 根 大 学 学 
习 。 第 二 年 他 就 发 现 正 十 七 边 形 的 
尺 规 作 图 法 .并 给 出 可 用 尺 规 作出 
的 正 多 边 形 的 条 件 , 解 决 了 欧 几 里 
德 以 来 悬而未决 的 问题 .1798 年 转 
入 黑 尔 姆 施 泰 特大 学 ,1799 年 获 博 
士 学 位 ,1807 年 以 后 一 直 在 格 丁 根 
大 学 任教 授 .高 斯 的 数学 研究 几乎 
遍及 所 有 领域 ,在 数论 .代数 学 LE 
欧 几 何 ` 复 变 函 数 和 微分 几何 等 方 
面 都 做 出 了 开创 性 的 贡献 ,他 还 把 
数学 应 用 于 天 文学 .大 地 测量 学 和 
磁 学 的 研究 ,发 明了 最 小 二 乘法 原 
理 。 高 斯 的 数论 研究 总 结 在 (算术 研 
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究 》(1801) 中 ,这 本 书 葛 定 了 近代 数 
论 的 基础 , 它 不 仅 是 数论 方面 的 划 
时 代 之 作 , 也 是 数学 史上 不 可 多 得 
的 经 典 著 作 之 一 ,高 斯 对 代数 学 的 
重要 贡献 是 证 明了 代数 基本 定理 ， 
他 的 存在 性 证 明 开创 了 数学 研究 的 
新 途 各 。 高 斯 在 1816 年 左右 就 得 到 
非 欧 几何 的 原理 。 他 还 深入 研究 复 
变 函 数 ,建立 了 一 些 基 本 概念 并 发 
现 了 著名 的 柯 西 积分 定理 。 他 还 发 
现 椭圆 函数 的 双 周 期 性 ,但 这 些 工 
作 在 他 生前 都 没 发 表 出 来 .1828 年 
高 斯 出 版 了 《关于 曲面 的 一 般 研 
究 》, 全 面 系统 地 阅 述 了 空间 曲面 的 
微分 几何 学 ,并 提出 内 蕴 曲 面 理论 。 
高 斯 的 曲面 理论 后 来 由 黎 曼 发 展 ， 
高 斯 一 生 共 发 表 155 篇 论文 ,他 对 待 
学 问 十 分 严谨 ,只 是 把 他 自己 认为 
是 十 分 成 熟 的 作品 发 表 出 来 ,其 著 
作 还 有 《地 磁 概 论 》 和 《 论 与 距离 平 
方 成 反比 的 引力 和 斥 力 的 普遍 定 
fR»(1840 28, 

泊 松 (Poisson , Siméon-Denis , 
1781. 6. 21—1840. 4. 28) 法 
国 数学 家 ,力学 家 、 物 理学 家 。 生 于 
PiRGTE 49 BONS HERD , 卒 于 巴黎 .1798 
年 进入 巴黎 综合 工科 学 校 ,得 到 拉 
格 朗 日 和 拉 普 拉 斯 等 人 的 赏识 。 
1800 年 毕业 留 校 工作 。1806 年 成 为 
教授 ,主要 贡献 是 研究 数学 在 力学 
和 物理 学 中 的 应 用 .他 所 著 《 力 学 专 
论 ;) 在 很 长 时 间 内 是 标准 教科 书 。 在 
天 体力 学 方面 ,他 研究 了 月 亮 和 行 
星 理论 的 有 关 问 题 ,探讨 了 太阳 系 
的 稳定 性 并 导出 被 干扰 运动 的 微分 
方程 ,他 的 工作 推广 了 拉 格 朗 日 和 
拉 普 拉 斯 的 有 关 研 究 ,在 研究 球体 
引力 和 引力 方程 的 论文 中 ,他 导出 


著名 的 泊 松 方程 .在 数学 物理 中 ,他 
研究 了 各 种 热传导 问题 ,他 的 专著 
《热学 的 数学 理论 》(1835) 是 这 一 领 
域 研究 成 果 的 总 结 . 他 还 解决 了 电 
学 和 磁 学 中 的 许多 问题 .是 最 早 把 
位 势 理 论 移植 到 电磁 学 的 学 者 之 
一 。 还 研究 了 内 弹道 学 和 流体 力学 
中 的 应 用 问题 , 莫 定 了 偏差 理论 的 
基础 .在 弹性 理论 中 ,他 利用 分 子 间 
相互 作用 的 理论 导出 弹性 体 的 运动 
方程 ,给 出 了 该 方程 的 一 般 积 分 法 ， 
引入 了 所 谓 的 “ 泊 松 常数 ”。 泊 松 对 
概率 论 也 有 重要 贡献 .在 1837 年 的 
论文 4 关于 判断 的 概率 之 研究 》 中 ， 
提出 了 描述 随机 变量 的 泊 松 分 布 。 
泊 松 在 纯粹 数学 方面 也 作出 了 许多 
贡献 .在 一 般 方程 论 中 ,他 使 用 了 自 
己 独 创 的 消 元 法 ;在 级 数论 中 ,提出 
了 发 散 级 数 的 可 和 性 理论 ;他 在 定 
积分 和 傅立叶 级 数 方面 的 研究 成 果 
为 狄 利克 雷 和 黎 曼 对 该 课题 的 研究 
开辟 了 方向 。 

iE ^R AE jÉ (Bolzano, Bernard , 
1781. 10. 5—1848. 12. 18) 3€ 
克 数 学 家 、 哲 学 家 。 生 于 布拉格 , 卒 
于 同 地 。1796 年 入 布拉格 大 学 哲学 
院 .1800 年 又 进 神 学 院 , 以 后 任 该 校 
宗教 哲学 教授 .对 数学 和 逻辑 学 其 
感 兴趣 。 他 是 19 世 纪 将 严格 论证 导 
入 分 析 学 的 主要 学 者 之 一 ,对 分 析 
基础 的 建立 做 出 了 不 可 磨灭 的 贡 
献 .1816 年 他 建立 了 序列 和 级 数 收 
敛 的 正确 概念 ,对 极限 、 变 量 有 较 深 
入 的 理解 .他 在 《纯粹 分 析 的 证 明 》 
《1817) 一 书 中 给 出 了 函数 连续 性 的 
恰当 定义 ,后 来 他 又 正确 地 区 别 了 
连续 性 与 可 微 性 的 差异 ,并 在 数学 
史上 首次 给 出 了 无 处 可 导 的 连续 函 
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数 的 例子 。 波 尔 查 诺 对 无 穷 理 论 的 
研究 是 康 托 尔 集合 论 的 前 驱 , 其 哲 
学 意义 比 数学 意义 更 大 ,可惜 的 是 ， 
波 尔 查 诺 的 工作 在 当时 并 没有 引起 
人 们 注意 ,他 的 著作 《无 穷 的 悖 论 》 
在 他 死 后 两 年 (1850) 才 发 表 出 来 。 

贝 塞 尔 (Bessel , Friedrich Wil- 
helm, 1784. 7. 22—1846. 3. 
17) 德国 天 文学 家 、 数 学 家 。 生 于 
明 登 , 卒 于 柯 尼斯 堡 .15 岁 辍学 到 不 
来 梅 一 家 商行 学 徒 ,业余 钻研 天 文 、 
地 理 和 数学 。20 岁 时 发 表 了 顽 星 轨 
道 测量 的 论文 .1810 年 任 新 建 的 柯 
尼斯 堡 天 文 台 台 长 ,1812 年 当选 为 
柏林 科学 院 院 士 。 主 要 贡献 在 天 文 
学 方面 ,以 出 版 (天 文学 基础 》 
(1818) 为 标志 发 展 了 实验 天 文学 ， 
还 编制 基本 星 表 ,测定 恒星 视差 , 预 
言 伴星 的 存在 ,并 导出 了 用 于 天 文 
计算 的 贝 塞 尔 公式 。 他 的 数学 研究 
在 常 微 分 方程 方面 ,由 分 离 变量 所 
得 到 的 一 类 常 微分 方程 叫 作 贝 塞 尔 
方程 . 贝 塞 尔 对 这 类 方程 的 解 进行 
了 系统 研究 ,并 由 此 引进 了 第 一 类 
和 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 , 讨 论 了 该 函 
数 的 一 系列 性 质 及 其 求 值 方法 ,为 
解决 有 关 的 物理 和 天 文 问题 提供 了 
重要 工具 。 贝 塞 尔 在 大 地 测量 学 方 
面 也 做 出 一 定 贡献 ,提出 贝 塞 尔 地 
球 椭 球 体 等 观点 。 

庞 斯 列 (Poncelet, Jean-Vic- 
tor, 1788. 7. 1 一 1867. 12. 22) 

法 国 数学 家 。 生 于 法 国 梅 斯 , 卒 于 
巴黎 .1810 年 毕业 于 巴黎 综合 工科 
学 校 ,是 著名 几何 学 家 蒙 日 的 学 生 。 
1912 年 随 拿破仑 远征 俄国 ,战败 被 
保 , 在 监狱 里 ,回忆 ,思考 所 学 过 的 
数学 ,创立 了 射影 几何 学 。1814 年 获 


释 ,1822 年 整理 出 版 了 他 在 监狱 里 
完成 的 ( 论 图 形 的 射影 性 质 》 一 书 。 
曾 担任 过 梅 斯 炮兵 工程 兵 学 院 和 巴 
黎 理 学 院 教授 ,并 任 过 巴黎 综合 工 
科学 校 校长 . 庞 斯 列 首先 提出 研究 
图 形 经 过 任意 中 心 射 影 保 持 不 变 的 
性 质 , 其 中 最 重要 的 概念 是 交 比 。 为 
了 使 所 得 结果 具有 完全 的 普遍 性 ， 
他 引进 “无 穷 远 ”元 素 ,他 研究 了 二 
次 曲线 和 曲面 的 配 极 理论 ,并 由 此 
导致 一 般 的 对 侦 原 理 , 此 外 ,他 还 直 
观 地 讨论 了 一 类 图 形 在 一 定 范围 内 
连续 变动 时 所 保持 的 性 质 ,并 应 用 
于 霜 元 素 。 他 的 工作 对 19 世 纪 数 学 
的 发 展 有 重大 的 影响 。 

柯 PH (Cauchy, Augustin 一 
Louis, 1789. 8. 21—1857. 5. 
23» 法 国 数学 家 力学 家 。 生 于 巴 
黎 , 卒 于 索 镇 .1805 年 入 巴黎 综合 工 
科学 校 学 习 , 两 年 后 转 到 桥梁 工程 
学 校 ,1809 年 成 为 工程 师 .1813 年 放 
弃 工程 师 的 职业 ,从 事理 论 科学 研 
究 .1816 年 成 为 巴黎 综合 工科 学 校 
教授 ,并 当选 为 法 国 科 学 院 院 士 。 
1830 年 ,查理 十 世 被 逐 , 柯 西 拒绝 效 
忠 新 的 国王 ,因此 失去 所 有 职务 ,并 
流亡 国外 .在 此 期 间 , 曾 任 原 国王 查 
理 十 世 的 家 庭 教 师 .1848 年 恢复 综 
合 工科 学 校 教授 职务 ,并 任 巴黎 大 
学 教授 . 柯 西 在 大 学 期 间 ,就 开始 研 
读 拉 格 朗 日 和 拉 普 拉 斯 的 著作 。 
1811 年 解决 了 拉 格 朗 日 向 他 提出 的 
问题 : 凸 多 面体 的 角 是 否 由 其 面 数 
所 决定 ?第 二 年 又 给 出 了 费 马 多 和 角 
数 问题 的 解答 。 柯 西 最 重要 的 数学 
贡献 在 微 积 分 学 、 复 变 函 数 和 微分 
方程 等 方面 ,他 发 现 并 阐明 了 级 数 
收敛 准则 和 一 些 判 别 法 ,提出 关于 
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极限 理论 的 :一 方法 ,把 整个 极限 
过 程 用 不 等 式 描述 ,后 来 经 改进 形 
成 e 一 6(e 一 入 ) 方 法 沿用 至 今 。 他 还 
给 出 了 如 今 通用 的 函数 连续 性 的 概 
念 ,给 出 定 积分 的 第 一 个 确切 定义 ， 
以 及 广义 积分 的 定义 等 .在 复 变 函 
数论 方面 ,他 系统 地 总 结 了 复数 理 
论 , 探 讨 了 柯 西 - 黎 曼 条 件 , 建 立 了 
柯 西 积分 定理 和 公式 ,还 研究 了 留 
数 定理 。 在 微分 方程 方面 , 柯 西 深 入 
考察 了 解 的 存在 唯一 性 定理 。 偏 微 
分 方程 中 的 柯 西 问题 也 是 很 出 名 
的 ,他 还 利用 傅立叶 变换 来 研究 线 
性 偏 微分 方程 , 柯 西 在 代数 学 方面 
也 做 了 许多 工作 ,他 发 现 了 行列 式 
和 和 抢 阵 的 许多 性 质 ,以 及 二 次 型 的 
正 交 变换 方法 ,推广 了 和 鲁 菲 尼 定 理 
等 .此 外 , 柯 西 对 力学 和 天 文学 也 有 
许多 贡献 .著作 甚 丰 , 共 出 版 了 七 部 
著作 和 800 多 篇 论文 ,以 《分析 教程 》 
《1821) 和 《关于 定 积分 理论 的 报告 》 
(1827) 最 为 著名 。1882 年 开始 出 版 
他 的 全 集 ,至 1970 年 已 达 27 着 之 多 。 

Æ it B Xjj (Mobius, August 
Ferdinand, 1790. 11. 17— 
1868. 9. 26) 德国 数学 家 、 天 文 
学 家 。 生 于 瑞 姆 倚 附 近 的 休 普 福特 。 
ATEB ZSEE NAi 
养 成 人 。 自 幼 偏爱 数学 .1809 年 和 人 莱 
比 锡 大 学 学 习 法 律 , 后 改 为 理科 , 专 
修 数学 ,物理 学 和 天 文学 .1913 年 曾 
跟随 高 斯 和 普法 夫 学 习 天 文 和 数 
学 。.1816 年 成 为 教授 .1829 年 当选 为 
柏林 科学 院 通 讯 院士 .1848 年 任 莱 
比 锡 大 学 天 文 台 台 长 .在 天 文学 和 
数学 方面 都 做 出 贡献 .在 数学 方面 ， 
其 代表 作为 4 重心 的 计算 》(1827)， 
该 书 引入 了 射影 几何 和 仿 射 几 何 的 


若 于 基本 概念 和 原理 ,讨论 射影 变 
换 的 一 些 性 质 , 还 为 高 维 几何 理论 
的 创立 作出 大 胆 尝 试 .闻名 数 坛 的 
“ 麦 比 乌 斯 带 ” 是 他 最 为 奇妙 的 发 现 
之 一 ,是 他 在 1858 年 应 答 巴 黎 科学 
院 悬 赏 征 答 多 面体 几何 理论 时 发 现 
的 。 麦 比 乌 斯 奇妙 的 单 侧 性 引起 许 
多 数学 家 的 兴趣 , 它 引 导 无 数学 者 
步 入 拓扑 学 的 山 堂 ,对 拓扑 学 的 产 
生 和 发 展 起 到 重要 作用 。 

皮 科 克 (Peacock, George, 
1791. 4. 9 一 1858. 11. 8) 英国 
数学 家 。 生 于 英格兰 达 林 顿 附近 的 
登 顿 , 卒 于 伊利 .1809 年 入 剑桥 大 学 
三 一 党 院 ,1816 年 获 硕士 学 位 ,1818 
年 当选 为 英国 皇家 学 会 会 员 ,1837 
年 任 剑桥 朗 廷 几何 与 天 文学 教授 ， 
1939 年 获 神 学 博士 学 位 ,并 任 伊 利 
教 长 。 皮 科 克 的 数学 贡献 主要 在 代 
数 方面 .1830 年 出 版 的 《代数 通论 》 
一 书 试图 概括 算术 的 基本 定律 ,并 
由 此 出 发 而 赋予 代数 学 类 似 于 欧 几 
里 得 几何 那样 的 演绎 结构 首先 认 
识 到 代数 学 的 纯粹 符号 特性 , 提出 
了 “等 价 型 的 不 变性 原理 ,推动 了 
抽象 代数 的 发 展 。 他 又 是 一 位 科学 
活动 家 。 学 生 时 代 , 就 与 巴 贝 奇 等 人 
共同 创立 剑桥 分 析 学 会 ,后 来 又 是 
剑桥 暂 学 会 和 不 列 直 科学 促进 协会 
的 重要 成 员 。 他 对 19 世 纪 英 国 数学 
的 复兴 起 了 积极 作用 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 (JIo6auen- 
ckuğ , Hukonañ Haganosuu, 1792. 
12. 1 一 1856. 12. 24) 俄国 数学 
家 。 生 于 下 诺 夫 哥 罗 德 ( 今 高 尔 基 
城 ), 卒 于 咯 山 .1807 年 入 路 山大 学 
学 习 ,1811 年 获 博士 学 位 并 留 校 工 
作 。1816 人 年 任 副教授 ,1822 年 任教 
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授 .还 曾 任 物理 数学 系 主任 .图 书馆 
馆 长 和 咯 山 大 学 校长 等 职 , 罗 巴 切 
夫 斯 基 是 非 欧 几何 学 的 创始 人 之 
一 。 他 从 1816 年 开始 试 作 平行 公设 
《了 欧 风 里 得 4 几何 原本 ?中 的 第 五 公 
设 ) 的 证 明 。 他 把 全 部 几何 命题 按 是 
否 依赖 于 平行 公设 而 分 为 两 部 分 ， 
不 靠 平 行 公设 的 那 部 分 现 通称 为 


“绝对 几何 学 ”。 他 从 绝对 几何 中 的 


命题 “在 一 个 平面 上 ,过 直线 4B 外 
一 点 至 少 可 作 一 条 直线 与 AB 不 相 
交 ? 出 发 ,在 严密 的 推导 下 得 到 一 系 
列 前 后 一 贯 的 命题 , 由 此 构成 了 逻 
辑 上 无 矛盾 且 与 绝对 几何 不 相 冲 
帘 , 但 又 与 欧 几 里 得 几何 不 同 的 新 
几何 体系 。 罗 巴 切 夫 斯 称 之 为 “ 虚 几 
何 学 ”, 后 人 则 称 之 为 “ 罗 巴 切 夫 斯 
基 几 何 学 ”1826 年 他 在 喀 出 大 学 公 
开发 表 自 己 的 新 学 说 ,但 没有 得 到 
承认 ,以 后 他 陆续 用 俄 文 、 法 文 、 德 
文 发 表 自 己 的 工作 。 他 去 世 后 ,高 斯 
对 他 的 学 说 予以 肯定 ,他 的 思想 才 
逐渐 被 普遍 接受 。. 罗 巴 切 夫 斯 基 在 
无 穷 级 数论 ,积分 学 和 概率 论 等 方 
面 ,也 有 出 色 的 工作 .他 还 是 一 位 杰 
出 的 教育 家 和 管理 者 ,创立 了 喀 山 
数学 学 派 和 喀 山 数学 教育 学 派 . 代 
表 作 有 《几何 学 基础 》(1829 一 
18300, 《平行 线 理论 的 几何 研究 》 
(1840. 德 文 ) 等 。 

格林 (Green, George , 1793. 
7. 14—1841. 3. 31) ， 英 国 数学 
家 。 生 于 英格兰 诺丁汉 都, 卒 于 剑 
桥 。 他 长 期 在 父亲 经 营 的 磨坊 里 工 
作 , 坚 持 自学 数学 .1833 年 他 40 岁 时 
被 推荐 入 剑桥 大 学 。1837 年 获 学 士 
学 位 。 格 林 的 第 一 篇 论文 4 数学 分 析 
在 电磁 理论 中 的 应 用 ;完成 于 1828 


年 ,但 直到 他 去 世 后 (1850) 才 由 于 
W. 汤 姆 森 的 努力 而 发 表 。 文 中 给 出 
了 著名 的 “格林 应 数 ” 与 “格林 定 
理 ”, 对 位 势 论 的 发 展 起 了 奠基 的 作 
用 ,此 外 ,格林 的 其 他 著作 致力 于 用 
分 析 方 法 解 闫 引力、 水 波 、 声 音 和 光 
的 传播 以 及 弹性 理论 等 问题 ,其 中 
包含 了 许多 宝贵 的 数学 思想 。 格 林 
的 工作 孕育 了 剑桥 数学 物理 学 派 。 
yb € (Chasles, Michel, 1793. 
11. 15—1880. 12. 18). 法 国 数 
学 家 。 生 于 埃 佩 尔 农 , 卒 于 巴黎 。 
1812 年 入 巴黎 综合 工科 学 校 学 习 ， 
1813 年 发 表 了 关于 单 叶 双 曲面 射影 
作 图 的 文章 .1837 年 他 写 了 重要 的 
数学 史 著 作 《 几 何方 法 的 起 源 和 发 
展 的 历史 概述 》.1841 年 ,他 任 巴黎 
综合 工科 学 校 教授 。1846 年 主持 巴 
黎 高 等 几何 学 讲座 ,不久 便 成 为 法 
国 几 何 学 派 的 代表 人 物 , 直 到 去 世 。 
沙 勒 利用 几何 方法 研究 确定 代数 问 
题 的 解 的 个 数 (1846), 开 创 了 枚 举 
几何 学 ,他 的 重要 著作 4 高 等 几何 教 
程 交 1852), 对 法 国 、 德 国 、 和 英国 的 
教学 有 较 大 影响 ,以 沙 勒 为 中 心 的 
一 批 几何 学 家 ,用 射影 几何 的 方法 ， 
特别 是 利用 “ 迷 向 ”这 个 概念 ,论证 
了 有 关 度 量 的 一 些 几何 问题 ,在 数 
学 史上 他 还 考证 出 欧 几 里 得 被 丢失 
的 著作 的 内 容 与 射影 有 关 , 引入 了 
交 比 的 概念 ,他 一 贯 强调 要 以 历史 
发 展 的 眼光 来 观察 数学 上 的 创造 二 
CBE HS (Laine, Gabriel , 1795. 
7. 22—1870. 5. 1) ”法 国 数学 
家 : 生 于 图 尔 , 卒 于 巴黎 .1817 年 毕 
业 于 巴黎 综合 工科 学 校 . 后 又 入 巴 
黎 矿 业 学 院 就 读 。 曾 派 往 俄 国 修筑 
工 路 .桥梁 .1832 年 回国 ,在 综合 工 
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科学 校 .巴黎 大 学 任教 .1851 年 成 为 
教授 。 主 要 贡献 在 微分 方程 .微分 几 
何 . 数 论 和 函数 论 等 方面 。 他 特别 把 
许多 成 果 应 用 于 数学 物理 领域 . 拉 
梅 探讨 偏 微分 方程 的 变换 和 求解 ， 
引入 了 新 的 曲线 坐标 系 , 把 拉 普 拉 
斯 方程 变换 成 可 解 的 常 微 分 方程 ， 
该 方程 也 称 拉 梅 方程 ,其 解 称 为 拉 
梅 函 数 或 椭 贺 调和 函数 ,他 还 首先 
考虑 微分 不 变量 问题 .1839 年 证 明 
了 费 马 大 定理 当 # 一 7 时 成 立 。 他 还 
对 热力 学 ,应 用 力学 有 研究 ,并 应 用 
于 公路 桥梁 的 建筑 上 。 

TE 3E SA (Steiner , Jakob, 1798. 
3. 18— 1863. 4.1) 瑞士 一 德国 
BER. E TEK IUE M BS 5,3 
斯 多 夫 , 卒 于 伯尔尼 。 出 身 于 小 农家 
庭 ,14 岁 前 没有 受过 教育 .18 岁 时 就 
学 于 瑞士 著名 教育 家 佩斯 特 劳 兹 的 
学 校 。 后 来 ,学 校 因 经 济 困难 停办 ， 
施 泰 纳 于 1818 年 到 德国 海德 堡 靠 当 
家 庭 教师 为 生 自 修 几 何 学 .1822 年 
入 柏林 大 学 学 习 .1832 年 获 柯 尼 斯 
堡 大 学 荣誉 博士 学 位 .1834 年 任 柏 
林 大 学 特 任教 授 并 进入 柏林 科学 
院 , 施 泰 纳 是 近代 射影 几何 的 葛 基 
人 .他 的 主要 著作 (几何 图 形 相互 依 
赖 性 的 系统 发 展 (1832) 深 刻 地 讨 
论 了 对 偶 原 理 ; 他 建立 射影 几何 的 
严密 系统 ,推广 卡 诺 完 全 四 边 形 的 
工作 到 空间 多 进 形 上 去 ,完成 了 点 
列 , 线 东 、 二 次 曲线 及 曲面 的 理论 ， 
讨论 圆锥 曲线 和 “帕斯卡 六 角形 ?的 
性 质 。 由 于 他 在 几何 方面 的 重要 中 
献 ,被 誉 为 自 阿波 罗 尼 奥 斯 以 来 最 
大 的 凡人 和 何 学 家 。 旅 泰 纳 推崇 纯粹 综 
合 几 何方 法 ,强调 几何 直观 ,反对 解 
析 方 法 .这 种 几何 中 的 “综合 ”与 “ 解 


析 ” 之 争 反 映 了 当时 几何 学 发 展 的 
水 平 及 其 局 限 性 ,同时 也 促进 了 几 
何 学 进一步 的 发 展 。 

施 陶 特 (Staudt, Karl Georg 
Christian von, 1798. 1. 24— 
1867.6. 1) 德国 数学 家 .。 生 于 德 
国 罗 滕 堡 , 卒 于 埃 尔 朗 根 。1818 一 
1822 年 在 格 丁 根 大 学 学 习 ,1821 年 
因 计算 达 星 轨道 受到 高 斯 的 赏识 ， 
并 因此 而 获得 埃 尔 朗 根 大 学 博士 学 
位 .1835 年 成 为 该 校 的 教授 ,直到 去 
世 。 他 的 重要 著作 《位 置 的 几何 学 》 
(1847) 以 非常 严密 的 方式 解决 了 不 
依赖 任何 度量 ,完全 独立 地 建立 射 
影 几 何 的 体系 问题 ,在 《 续 论 位 置 的 
几何 学 》C1857) 中 ,他 以 精巧 的 方法 
给 出 虚 元 素 的 几何 解释 ,并 用 尺 规 
作出 圆 内 接 正 十 七 边 形 。 

i$ S Æ (Plicker, Julius, 
1801. 6. 16—1868. 5. 22) 4# 
国 数学 家 、 物 理学 家 . 生 于 埃 尔 伯 费 
DX EXE EGRE TN 
柏林 和 巴黎 学 习 。1824 年 获 马 尔 堡 
大 学 博士 学 位 .1828 年 成 为 波恩 大 
学 特 任 教授 .1834 年 为 哈雷 大 学 教 
授 .1836 年 以 后 任 波 恩 大 学 数学 和 
物理 学 教授 .1867 年 当选 为 法 国 科 
学 院 院 士 , 他 在 几何 学 方面 有 重大 
贡献 .他 发 展 了 解析 几何 的 方法 和 
技巧 ,追求 几何 作 图 与 解析 算式 的 
完美 结合 , 尽 可 能 避免 不 必要 的 方 
程 和 计算 .他 运用 了 射影 几何 的 代 
数 方法 ,引进 了 最 一 般 的 齐 次 坐标 ; 
解析 地 阐述 了 对 偶 原 理 。 他 还 引进 
了 直线 的 坐标 ;讨论 了 平面 上 的 一 
般 的 代数 曲线 ,证 明了 著名 的 普 昌 
克 公 式 。 他 的 主要 著作 有 《解析 几何 
的 发 展 》、(1828,1831)、《 解 析 几 何 


数 学 家 111 


系统 》(1835) 和 《代数 曲线 理论 》 
(1839) 等 。 普 昌 克 对 物理 实验 很 有 
兴趣 ,1847 年 发 现 了 电气 石 晶 体 的 
磁 现 象 ;1857 年 ,他 探讨 了 稀薄 气体 
中 的 放电 过 程 ;观察 到 气体 放电 的 
光谱 。 

奥 斯 特 罗 格拉 茨 基 (Ooc- 
Tporpaickun, Muxaun Bacus- 
enuu, 1801. 9. 24—1862. 1. 1) 

俄国 数学 家 \ 力 学 家 。 生 于 帕 先 纳 
亚 , 座 于 波 尔 塔 瓦 。 旱 年 在 险 尔 科 夫 
大 学 学 习 。1822 年 留学 法 国 ,1828 年 
回国 .1830 年 当选 为 彼得 堡 科 学 院 
院士 . 曾 在 彼得 堡 科学 院 和 许多 高 
等 学 校 任教 .他 是 俄国 理论 力学 学 
派 的 创始 人 和 彼得 堡 数学 学 派 的 疯 
基 者 之 一 .其 科学 研究 领域 有 分 析 
学 ,理论 力学 .数学 物理 ,概率 论 、 数 
论 和 代数 学 等 .他 最 重要 的 数学 工 
作 是 在 1828 年 研究 热传导 理论 的 过 
程 中 ,证 明了 关于 三 重 积分 和 曲面 
积分 之 间 关 系 的 公式 ( 现 称 奥 斯 特 
罗 格 拉 茨 基 一 高 斯 公式 ) 18344, 
他 又 把 这 一 公式 推广 到 重 积分 的 
情形 .还 得 到 了 二 重 积分 与 三 重 积 
分 的 变换 公式 ;建立 了 有 理 函 数 的 
积分 法 一 一 奥 斯 特 罗 格 拉 获 基 方 
法 ;给 出 了 非 保 守 系 统 的 一 般 变 分 
原理 的 某 些 结果 ,并 推广 到 变 分 学 
的 一 般 等 周 问题 ;引进 了 共 罗 算 子 
的 概念 ;证 明了 某 些 算 子 特征 函数 
系 的 正 交 性 。 在 力学 方面 ,他 对 球形 
射 弹 的 飞行 进行 了 大 量 的 理论 研究 
和 实验 ,提出 了 偏心 射 弹 在 空中 运 
动 的 微分 方程 .还 研究 了 天 体力 学 
和 分 析 力 学 ,首次 证 明了 关于 可 能 
位 移 原理 和 最 小 作用 原理 的 广义 定 
理 。 


阿 贝 尔 C(Abel,Niels Hanrik , 
1802.8. 5—1829. 4. 6) 挪威 
数学 家 。 生 于 芬 岛 , 卒 于 弗 鲁 兰 。15 
岁 时 优秀 的 数学 教师 卦 尔 姆 博 发 现 
了 阿 贝尔 的 数学 天 才 , 对 他 给 予 指 
导 。1821 年 阿 贝 尔 进入 克里斯蒂 安 
尼 亚 大 学 。1824 年 ,他 解决 了 用 根 式 
求解 五 次 方程 的 不 可 能 性 问题 .这 
一 论文 也 寄 给 了 格 丁 根 的 高 斯 ,并 
未 引起 重视 ,1825 年 ,他 去 柏林 , 结 
识 了 克 雷 尔 。 他 与 施 泰 纳 建议 克 雷 
尔 创办 了 著名 数学 刊物 《纯粹 与 应 
用 数学 杂志 )。 这 个 杂志 头 三 卷发 表 
了 阿 贝 尔 22 篇 包括 方程 论 .无 穷 级 
数 , 椭 圆 函 数论 等 方面 的 论文 . 阿 员 
尔 在 欧州 大 陆 没 有 谋 到 合适 的 职 
位 ,1827 年 他 贫困 交迫 地 回 到 了 挪 
威 . 一 年 以 后 ,不 到 27 岁 的 阿 贝尔 就 
病逝 .他 去 世 的 第 二 天 , 克 雷 尔 来 信 
通知 他 被 柏林 大 学 任命 为 教授 . 阿 
贝尔 和 雅 可 比 是 公认 的 椭圆 晤 数论 
的 创始 人 。 阿 贝尔 发 现 了 椭 罗 函数 
的 加 法 定理 、 双 周期 性 .并 引进 了 椭 
圆 积分 的 反 演 .此 外 ,在 交换 群 、 二 
项 级 数 的 严格 理论 .级 数 求 和 等 方 
面 都 有 巨大 的 贡献 .这 些 工作 使 他 
成 为 分 析 学 严格 化 的 推动 者 。 

波 尔 约 (Bolyai , János, 1802. 
12. 15—1860. 1.27) 匈牙利 数 
学 家 。 生 于 克 劳 森 堡 , 卒 于 毛 罗 什 一 
瓦 萨 尔 海 伊 .其 父 F. 波 尔 约 是 一 位 
保守 的 数学 教授 ,在 格 丁 根 大 学 学 
习 时 ,与 高 斯 是 同学 ,后 结 为 密友 。 
波 尔 约 少年 时 期 在 他 父亲 指导 下 学 
习 高 等 数学 .1818 一 1822 年 在 维 也 
纳 皇 家 工程 学 院 学 习 , 毕 业 后 曾 到 
部 队 任 职 ,1933 年 退伍 。 波 尔 约 是 非 
欧 几 何 的 创始 人 之 一 。. 早 在 大 学 期 
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间 , 他 就 醉心 于 平行 线 理 论 的 研究 ， 
很 快 就 发 现 证 明 欧 几 里 得 平行 公设 
是 不 可 能 的 .因而 决心 创立 新 的 几 
何 学 。 他 父亲 得 知 后 , 曾 以 自己 失败 
的 教训 劝阻 他 ,他 不 顾 父 亲 的 劝阻 ， 
坚持 研究 ,终于 在 1823 年 得 到 了 非 
欧 几 何 的 基本 原理 。 他 把 自己 的 发 
现 写成 论文 , 附 在 其 父 写 的 一 部 初 
等 数学 之 后 发 表 , 该 论文 标题 很 长 ， 
简称 《附录 》, 共 26 页 ,内容 十 分 简洁 
和 概括 ,是 一 个 完整 的 ,无 蔬 盾 的 非 
欧 几 和 何 体系 .1832 年 ,他 把 (附录 ) 稼 
给 高 斯 ,没有 引起 高 斯 的 重视 ,这 对 
波 尔 约 无 疑 是 一 个 重大 打击 。 波 尔 
约 生前 并 没有 享受 到 应 有 的 荣誉 。 
他 还 曾 致力 于 复数 理论 的 研究 , 预 
言 了 哈密 顿 的 虚数 表示 法 .1894 年 ， 
匈牙利 数学 会 在 波 尔 约 的 幕 前 竖立 
了 他 的 石像 .1960 年 ,世界 和 平 理事 
会 举行 了 波 尔 约 逝世 一 百 周年 纪念 
仪式 ,并 建议 设立 一 种 波 尔 约 数学 
奖 。 他 的 《附录 ) 一 文 已 被 列 入 世界 
第 一 流 的 科学 经 典 与 世 长 存 。 

斯 姆 〈Sturm Charles — 
Francois, 1803. 9. 23— 1855. 
12. 18) ”瑞士 一 法 国 数学 家 。 生 
于 日 内 瓦 , 卒 于 巴黎 。 曾 在 日 内 瓦 学 
院 学 习 。 毕 业 后 任 家 庭 教 师 。 不 久 
投身 于 巴黎 科学 界 。1827 年 他 同 科 
拉 东 因 研 究 不 可 压缩 流体 的 论文 而 
获 巴 黎 科学 院 大 奖 。1829 年 ,解决 
了 自 笛 卡尔 时 代 以 来 数学 家 们 关心 
的 一 个 问题 一 一 在 变量 的 给 定 范围 
内 确定 实 系数 代数 方程 的 实 根 数 。 
1833 年 入 法 国籍 。 同 年 ,首次 考虑 
了 数学 物理 中 出 现 的 二 阶 常 微分 方 
程 的 特征 值 与 特征 函数 问题 ,后 与 
法 国 数学 家 工 刘 维尔 合作 得 到 车 


干 重要 结果 。1840 年 成 为 巴黎 综合 
工科 学 校 分 析 与 力学 教授 。 先 后 被 
选 为 柏林 科学 院 、 彼 得 堡 科学 院 、 巴 
黎 科学 院 院 士 ,英国 皇家 学 会 会 员 。 
斯 图 姆 在 射影 几何 .曲线 和 曲面 的 
微分 几何 以 及 几何 光学 方面 也 有 重 
要 工作 。 

雅 可 比 (Jacobi , Carl Gustav 
Jacob, 1804. 12. 10— 1851. 2. 
18) 德国 数学 家 。 生 于 波茨坦 , 卒 
于 柏林 。 他 自 幼 聪慧 ,12 岁入 大 学 
预科 学 习 , 1825 年 获 柏林 大 学 哲学 
博士 学 位 ,1832 年 成 为 柯 尼斯 堡 大 
学 教授 ,他 向 天 文学 家 、 数 学 家 贝 塞 
尔 、 物 理学 家 诺 伊 曼 三 人 成 为 复兴 
德国 数学 的 核心 。 他 在 数学 方面 突 
出 成 就 是 和 挪威 数学 家 阿 贝尔 相互 
独立 地 奠定 了 椭圆 函数 论 的 基础 ， 
代表 作为 《椭圆 函数 论 新 基础 》 
(1829) 。 他 对 行列 式 理论 也 作 了 葛 
基 性 的 工作 ,给 出 了 函数 行列 式 求 
导 公式 。 他 引进 了 “ 雅 可 比 行列 式 ”， 
提出 这 些 行列 式 在 多 重 积分 的 变量 
变换 和 解 偏 微分 方程 中 的 作用 。 他 
的 工作 还 包括 代数 学 、 变 分 法 、 复 变 
函数 论 .微分 方程 和 数学 史 等 方面 。 


他 善于 把 不 同 的 数学 分 支 连 通 起 来 c 
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论 研究 中 ,得 到 了 同 余 论 和 型 的 理 
论 的 一 些 结果 ,还 引进 到 积分 理论 
中 。 而 积分 理论 的 研究 又 同 微分 方 
程 的 研究 相关 联 。 

1842 年 雅 可 比 移居 柏林 ,被 选 
为 柏林 科学 院 院 士 . 伦 敦 皇家 学 会 
会 员 。 

布 尼 亚 科 夫 斯 基 
CByunakoBcKkHü, Bukrop SIkonB/te- 
BHu, 1804. 12. 16——1889. 12. 
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12) 俄国 数学 家 .。 生 于 巴尔 。 早年 
受到 良好 的 家 庭 教育 。1820 一 1825 
年 到 欧洲 留学 , 1825 年 获 博士 学 
位 。 先 后 在 第 一 武备 中 学 .海军 学 
校 、. 交 通道 路 学 院 和 彼得 堡 大 学 任 
教 。1830 年 当选 为 彼得 堡 科学 院 院 
:E.1864-—1889 年 任 该 科学 院 副 院 
长 。1858 年 以 后 还 兼任 沙俄 政府 统 
计 和 保险 问题 的 总 监 。 布 尼 亚 科 夫 
斯 基 的 科学 活动 范围 广泛 并 且 成 效 
显著 .他 共 发 表 科学 论文 168 篇 .内 
容 涉 及 数论 .概率 论 及 其 应 用 ,数学 
分 析 、 几 何 学 和 代数 学 等 领域 ,在 数 
32r 8i , f] Br .相关 性 二 次 定律 
的 研究 在 俄国 科学 界 发 生 过 较 大 影 
响 。 对 概率 论 的 贡献 是 他 最 重要 的 
科学 成 就 .他 的 专著 《概率 论 的 数学 
基础 有 力 地 促进 了 概率 论 在 俄国 
的 发 展 和 应 用 .在 数学 分 析 中 ,他 独 
立地 发 现 了 后 来 以 施 瓦 效 命名 的 著 
名 不 等 式 。 他 还 为 俄国 数学 教育 作 
出 了 重要 贡献 ,编著 了 一 系列 高 等 
和 初等 数学 教科 书 。 他 还 改进 过 俄 
国 算 盘 的 式样 。 他 是 当时 俄国 所 有 
大 学 和 许多 科学 学 会 的 荣誉 成 员 。 
布 尼 亚 科 夫 斯 基 去 世 后 ,彼得 堡 科 
学 院 设立 了 以 他 的 名 字 命 名 的 优秀 
数学 著作 奖 。 

3k F 4 Œ (Dirichlet, Peter 
Gustav Lejeune, 1805. 2. 13— 
1859. 5. 5) 德国 数学 家 。 生 于 迪 
伦 , 率 于 格 丁 根 ,早年 在 法 兰 西 学 院 
和 巴黎 理学 院 学 习 , 并 担任 法 国 著 
名 将 领 费 伊 的 家 庭 教师 。1826 年 回 
国 ,先后 任教 于 布雷 斯 劳 大 学 和 柏 
林 军 事 学 院 。1828 年 以 后 一 直 在 柏 
林 大 学 任教 ,1839 年 升任 教授 。 
1855 年 受聘 为 格 丁 根 大 学 教授 . 接 


蔡 高 斯 的 职位 。 他 是 普鲁士 科学 院 
院士 和 伦敦 皇家 学 会 会 员 。 狄 利克 
TOU 19 世纪 数学 发 展 有 重要 贡献 。 
他 是 解析 数论 的 创始 人 之 一 ,同时 
在 数学 分 析 和 数学 物理 等 方面 也 做 
了 大 量 卓有成效 的 工作 。 他 是 最 早 
倡导 分 析 严 格 化 方法 的 数学 家 之 
一 。1829 年 得 到 给 定 函 数 f(z)? 的 傅 
立 叶 级 数 收敛 的 第 一 个 充分 条 件 。 
后 来 他 提出 函数 关系 y 一 f(z) 是 z 
与 y 之 间 的 一 种 对 应 的 现代 观念 。 
在 数论 方面 ,他 著 有 (数论 讲义 》 
(1863) ,对 高 斯 的 《算术 研究 》 作 出 
清楚 的 解释 并 有 自己 的 独创 。 在 他 
1837 年 的 论文 中 ， 首次 使 用 了 现 称 


为 狄 利克 雷 级 数 的 5» “az 为 


ERO. 证 明了 在 任何 算术 序列 {a 十 

nb) (其 中 a 与 5 互 素 ) 中 ,必定 存在 
无 穷 多 个 素数 。 这 就 是 著名 的 狄 利 
克 雷 定理 。 在 数学 物理 方面 ,他 修改 
了 高 斯 关于 位 势 理论 的 一 个 原理 ， 
引入 所 谓 狭 利克 雷 原 理 ,还 论述 了 
著名 的 第 一 边 值 问题 ( 现 称 狄 利克 
雷 间 题 ) 及 其 应 用 ,他 的 主要 论文 收 
在 《 狄 利 克 雷 论文 集 》(1889 一 1897) 
中 。 l 

哈 YE Wi (Hamilton, William 
Rowan,1805. 8. 3 一 -1865. 9. 2) 

英国 数学 家 、 物 理学 家 。 生 于 爱 尔 
兰 都 柏林 , 卒 于 都 柏林 附近 的 敦 辛 
充 天 文 台 。 早 年 受到 良好 的 家 庭 教 
育 。5 岁 开 始 学 习 外 语 ,到 14 岁 时 
学 会 了 多 种 欧洲 语言 。13 岁 对 数学 
发 生 兴趣 ， HATERS., 牛顿 和 拉 
普 拉 斯 等 人 的 著作 。1823 年 入 都 柏 
林 三 一 学 院 学 习 。1827 年 应 聘 为 三 
一 学 院 天 文学 教授 ,同时 获得 爱 尔 
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兰 皇家 天 文学 家 的 称号 。1827 年 定 
居 都 柏林 附近 的 敦 辛 克 天 文 台 , 从 
此 潜心 钻研 数理 科学 。1835 年 获得 
Bir. 1837 年 当选 为 爱尔兰 皇家 科 
学 院 院 长 。 他 还 是 英国 皇家 学 会 会 


员 和 其 他 国家 科学 院 成 员 。 哈 密 顿 ， 


对 分 析 力 学 的 发 展 作 出 了 重要 贡 
献 .他 首先 建立 了 光学 的 数学 理论 ， 
然后 把 这 种 理论 移植 到 动力 学 中 
去 。 他 在 1834 年 的 论文 中 ,提出 了 
著名 的 “哈密 顿 原 理 ”, 即 用 一 个 变 
分 式 推出 各 种 动力 学 定律 。 他 把 广 
义 坐 标 和 广义 动量 作为 典型 变量 来 
建立 动力 学 方程 一 一 哈密 顿 典型 方 
程 。 他 还 建立 了 与 系统 的 总 能 量 有 
关 的 哈密 顿 函 数 , 这 些 工作 推动 了 
变 分 法 和 微分 方程 理论 的 进一步 研 
究 , 在 现代 物理 中 得 到 广泛 应 用 。 哈 
密 顿 在 数学 上 的 主要 贡献 是 发 现 了 
“由 元 数 ”。 他 在 研究 复数 > 十 多 的 基 
础 上 试图 建立 三 维 “ 复 数 ”, 未 获 成 
功 ,最 终 导致 (1843) 他 考虑 具有 四 
个 分 量 的 新 数 CP si yj ze ERR 
之 为 四 元 数 ,建立 了 它 的 运算 法 则 。 
四 元 数 的 发 现 为 向 量 代数 和 向 量 分 
析 的 建立 黄 定 了 基础 ,而 四 元 数 系 
又 构成 了 以 实数 域 为 系数 域 的 有 限 
维 可 除 代数 ,因此 对 代数 学 的 发 展 
具有 重要 意义 。 他 最 重要 的 数学 著 
作 是 《四 元 数 讲义 》(1853)。 

18 - 摩根 (De Morgan, Au- 
gustus, 1806. 6. 27—1871. 3. 
18) 英国 数学 家 、 逻 辑 学 家 。 生 于 
印度 马 都 拉 , 卒 于 伦敦 .早年 在 剑桥 
大 学 三 一 学 院 求学 ,1828 年 由 他 的 
老师 皮 科 克 等 人 推荐 任 伦 敦 大 学 学 
院 数 学 教授 , 1831 年 辞职 ,1836 一 
1866 年 继任 该 职 。 他 积极 参加 伦敦 


数学 会 的 工作 ,并 于 1835 年 任 第 一 
任 会 长 。 主 要 贡献 在 分 析 学 、 代 孝 
学 .逻辑 学 和 数学 史 等 方面 ,他 的 工 
作对 19 世纪 数学 产生 了 相当 的 影 
响 。 在 分 析 学 中 , 他 给 出 了 一 种 确定 
无 穷 级 数 收 伍 性 的 法 则 ;在 代数 学 
方面 ,他 提出 的 “双重 代数 ”有 助 于 
建立 复数 性 质 的 几何 表示 。 他 的 最 
大 贡献 在 逻辑 学 方面 ,他 发 展 了 一 
套 适 合 推理 的 符号 ,并 提出 关系 田 
辑 , 他 建立 的 德 。 摩 根 定 律 尤为 著 
名 ,成 为 后 来 布尔 代数 的 先 声 ,代表 
作为 {形式 逻辑 )(1847)。 他 还 精通 
数学 史 , 写 过 牛顿 和 哈雷 的 传记 , 刊 
HT 世纪 科学 家 的 通讯 录 索 引 。 
还 最 早 试图 解决 四 色 问题 ,并 作 了 
某 些 推进 。 德 .摩根 1835 年 所 著 的 
代数 学 教科 书 1859 年 由 中 国 数学 
家 李 善 兰 和 英 人 伟 烈 亚 力 译 成 中 
文 , 定 名 为 棣 么 甘 《 代 数学 》, 这 是 我 
国 第 一 本 代数 学 书 。 另 有 应 用 概率 
论 方面 的 著述 。 

刘 维 尔 (Liouville Joseph, 
1809. 3. 24—1882. 9. 8) 法国 
数学 家 。 生 于 圣 奥 梅 尔 , 卒 于 巴黎 。 
1830 年 毕业 于 法 国道 路 与 桥梁 工 
程 学 院 。1836 年 获 博士 学 位 。 先 后 
在 巴黎 综合 工科 学 校 ,法兰西 学 院 、 
巴黎 大 学 等 校 任 数学 分 析 和 理论 力 
学 教授 。1839 年 当选 为 巴黎 科学 院 
院士 。 他 还 是 伦敦 皇家 学 会 和 彼得 
堡 科 学 院 的 成 员 。 刘 维尔 的 首要 贡 
献 是 在 1836 年 创办 了 著名 的 法 文 
杂志 《纯粹 与 应 用 数学 杂志 》, 并 轿 
f£ 40 年 主编 。 该 杂志 刊登 过 许多 著 
名 数学 家 的 优秀 论文 ,例如 在 1846 
年 首次 刊 出 当时 鲜 为 人 知 的 甸 罗 瓦 
关于 群 论 的 不 朽 论文 。 因 此 该 杂志 
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常 被 誉 为 ( 刘 维 尔 杂志 》, 它 为 19 世 
纪 法 国 数学 的 发 展 起 了 重要 作用 。 
刘 维 尔 本 人 的 科学 研究 兴趣 十 分 广 
泛 , 他 发 表 了 近 400 篇 论著 涉及 数 
学 和 物理 学 的 十 几 个 分 支 。 在 函数 
论 方面 ,他 把 椭圆 函数 视 为 复 变数 
的 双 周 期 函数 ,建立 起 枯 贺 函数 的 
一 套 理论 。 他 建立 了 解析 函数 一 般 
理论 中 的 “ 刘 维 尔 定理 ”: 平 面 上 任 
何 有 界 的 整 函数 恒 等 于 常数 。 在 微 
分 方程 方面 ,他 与 斯 图 姆 合作 开创 
了 微分 方程 边 值 问题 的 研究 方向 ， 
指出 某 些 微分 方程 的 解 可 以 通过 求 
解 相应 的 积分 方程 得 到 ,利用 发 散 
级 数 求解 的 近似 值 等 。 他 还 第 一 次 
证 明了 超越 数 的 存在 ,并 对 超越 数 
进行 了 分 类 。 

# Er jp SS (Grassmann , Her- 
mann Günther, 1809. 4. 15— 
1877.9. 26) ”德国 数学 家 。 生 于 
斯 德 丁 ( 今 属 波兰 ), 卒 于 同 地 。1831 
年 在 柏林 学 习 神 学 ,后 来 自学 物理 、 
数学 和 拉丁 语 ,还 熟练 掌握 了 印度 
X. 1836 年 后 回 乡 任 中 学 教师 ， 
业余 时 间 进 行 科学 研究 。 他 的 代表 
作 《 线 性 扩张 论 》(1844) 首 次 提出 关 
于 多 维 欧 氏 空间 理论 的 系统 学 说 ， 
引入 矢量 的 一 般 运算 ,建立 了 格拉 
斯 曼 代数 和 格拉 斯 螺 流 形 的 结构 。 
此 外 ,他 与 哈密 顿 同 时 分 别 建立 超 
复数 理论 ,开创 了 张 量 分 析 研 究 。 他 
的 另 一 著作 《算术 教 本 》 对 算术 的 基 
础 作 了 科学 论述 ,并 讨论 无 理 数 的 
基本 理论 .此 外 格拉 斯 曼 兴趣 广泛 ， 
对 电学 .声学 .植物 学 和 语言 学 等 都 
有 论述 .特别 地 , 当 他 的 数学 成 就 长 
期 不 得 承认 时 ,于 19 世纪 50 年 代 
开始 研究 语言 学 ,在 比较 语言 学 上 


有 重要 成 就 。 他 编 算 的 《 哎 陀 经 词 
典 》(1873 一 1875) 至 今 仍 广泛 使 用 。 
Eg Ek iR (Kummer, Ernst Ed- 
uard , 1810. 1. 29— 1893. 5. 14) 
德国 数学 家 。 生 于 索 拉 马 , 卒 于 柏 
林 。1828 年 入 哈雷 大 学 学 习 ,1831 
年 获 博士 学 位 ,后 在 中 学 教书 .1842 
年 受聘 为 布雷 斯 劳 大 学 教授 。1855 
年 任 柏 林 大 学 教授 ,同年 转 柏 林 科 
学 院 院 士 。1863 一 1878 年 担任 柏林 
科学 院 物 理 数学 部 的 终生 秘书 。 
1868— 1869 年 任 柏林 大 学 校长 .在 
数论 .几何 学 :函数 论 .数学 分 析 和 
方程 论 等 方面 都 有 较 大 贡献 。 他 研 
究 费 马 大 定理 ,创立 了 比 定理 本 身 
更 重要 的 理想 数理 论 。 这 不 但 使 他 
证 明了 当 p<100( 除 37、59、67) 外 
费 马 大 定理 成 立 ,而 且 为 代数 学 , 函 
数论 和 方程 论 等 学 科 提 供 了 一 个 新 
的 有 效 工具 。 库 默 尔 还 探讨 半 直 线 
系 理论 ,发 现 了 所 谓 库 默 尔 曲面 ; 研 
究 了 超 几 何 级 数 ,第 一 个 计算 单 值 
群 。 他 发 明 的 级 数 变换 法 在 级 数 计 
算 中 有 广泛 应 用 。 
fu A (Galois, Évariste , 
1811. 10. 25— 1832. 5. 31) 法 
国 数学 家 。 生 于 布 拉 伦 , 卒 于 巴黎 。 
幼 时 受到 良好 的 家 庭 教育 。 1827 年 
开始 自学 勒 让 德 、 拉 格 朗 日 .高 斯 和 
柯 西 等 人 的 论著 ,不 久 遇 到 数学 教 
MERR ERRER T US TH 
数学 才能 TE fi T RF WFF 
始 了 数学 研究 。1828 一 1830 年 ,得 
到 许多 后 来 称 为 “人 徊 罗 瓦 理论 ”的 重 
要 结果 。1830 年 进入 高 等 师范 学 校 
学 习 , 由 于 参加 政治 斗争 被 学 校 除 
名 ,并 两 次 入 狱 。1832 年 5 月 ,由 于 
政治 和 爱情 的 纠葛 在 一 次 决斗 中 被 
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打 死 。 佩 罗 瓦 是 近世 代数 的 创始 大 
之 一 。 他 深入 研究 了 一 个 方程 能 用 
根 式 求解 所 必须 满足 的 本 质 条 件 ， 
建立 了 方程 的 根 的 “容许 ”置换 。 这 
些 置 换 通过 添加 方程 的 根 的 域 构 成 
了 自 间 构 群 。 他 得 到 了 代数 方程 能 
用 根 式 求解 的 充分 必要 条 件 是 自 同 
DUE MEE dT MEER A 
“WFLA OI EGRE "HR E 
世代 数 所 研究 的 最 重要 的 课题 。 他 
的 工作 是 19 世纪 数学 中 最 杰出 的 
成 就 之 一 。 但 是 外 罗 瓦 生前 并 未 获 
得 应 有 的 荣誉 。 他 在 1829 一 1831 年 
三 次 投 到 巴黎 科学 院 的 论文 均 被 遗 
失 或 退回 ,在 决斗 前 夕 ,他 给 朋友 夏 
瓦 利 叶 写 了 一 封 信 , 请 求 他 把 论文 
公 诸 于 世 , 但 没 引 起 人 们 注意 。 直 到 
1846 年 , 伽 罗 瓦 的 附 有 刘 维 尔 注释 
的 手稿 才 公 开发 表 。1870 年 , 若 尔 
当 在 其 著作 《置换 与 代数 方程 论 ) 中 
对 伽 罗 瓦 理论 作 了 长 篇 论述 .从 此 ， 
nz RS DfeZ MER EM. 

part $E Nr (Sylvester , James 
Joseph, 1814.9. 3— 1897. 3. 
15) 英国 数学 家 。 生 于 伦敦 , 卒 于 
同 地 。 曾 就 读 于 剑桥 约翰 学 院 .1838 
年 任 伦敦 的 大 学 学 院 教授 . 1841 年 
受聘 任 美国 弗吉尼亚 大 学 数学 教 
授 , 几 个 月 后 辞职 。1845 年 返回 伦 
3X. 1846 年 进入 内 殿 法 学 会 ,1850 
年 成 为 律师 。t855 一 1870 年 任 伍 利 
芝 皇 家 陆军 军官 学 校 数 学 教授 。 
1859 年 被 选 为 皇家 学 会 会 员 。1876 
年 任 美国 巴尔 的 摩 、 约 输 。 夫 普 金 
斯 大 学 数学 教授 。1883 年 返回 英 
国 , 任 牛津 大 学 几何 学 的 萨 维 尔 教 
授 。 西 尔 维 斯 特 的 贡献 主要 在 代数 
学 方面 。 wE A. IEE RET 


行列 式 理论 ,创立 了 代数 型 的 理论 ， 
共同 奠定 了 关于 代数 不 变量 的 理论 
基础 ,他 在 数论 方面 也 作出 了 突出 
的 工作 ,特别 是 在 分 析 学 和 丢 番 图 
分 析 方 面 。 他 一 生发 表 了 几 百 篇 论 
X, 著 有 《椭圆 函数 专 论 》(1876) 一 
书 。 西 尔 维 斯 特 是 (美国 数学 杂志 》 
的 创始 人 ,为 发 展 美国 数学 研究 作 
出 了 贡献 。 

外 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass , 
Karl Theodor Wilhelm, 1815. - 
10. 31 一 1897. 2.19) 德国 数学 
家 。 生 于 德国 威 斯 特 伐 利 亚 的 小 村 
落 奥 斯 腾 费 尔 德 , 卒 于 柏林 。 曾 在 波 
恩 大 学 学 习 法律 和 财政 ,1938 年 转 
学 数学 。1854 年 ,根据 他 的 学 术 成 


就 , 柯 尼斯 堡 大 学 授予 他 名 誉 博士 


学 位 。1856 年 由 库 默 尔 推荐 成 为 柏 
林 大 学 助理 教授 ,1865 年 升 为 教 
授 。 生 前 ,他 的 研究 结果 大 都 是 向 学 
生 讲 授 传播 的 。19 世纪 90 年 代 , 他 
出 版 了 《著作 集 》。 外 和 尔 斯 特 拉 斯 的 
主要 贡献 在 数学 分 析 、 解 析 函 数论 、 
变 分 学 、 微 分 几何 和 线性 代数 等 方 
面 。 他 是 把 严格 的 论证 引进 分 析 学 
的 一 位 大 师 ,他 的 批判 精神 对 19 世 
纪 数 学 产生 很 大 影响 。 他 在 严格 的 
逻辑 基础 上 ,建立 了 实数 理论 ,用 递 
增 有 界 序列 来 定义 无 理 数 , 给 出 了 
数 集 的 上 .下 极限 .极限 点 和 连续 郑 
数 等 严格 定义 。 还 构造 了 一 个 著名 
的 处 处 不 可 微 的 连续 范 数 


f(x) 一 > yocos(yz z) 


= 0 
(0<a<1,b>1 +Z r,b 为 奇数 )， 


为 分 析 学 的 算术 化 作出 重要 贡献 。 
完成 了 由 柯 西 引进 的 用 不 等 式 描述 


数 学 家 117 


的 极限 定义 (所 谓 :一 6 定义 )。 TERE 
析 函 数论 中 ,外 尔 斯 特 拉 斯 也 有 重 
要 贡献 。 他 建立 了 解析 函数 的 等 级 
数 展开 定理 和 多 元 解析 函数 基本 理 
论 ,得 到 代数 函数 论 及 阿 贝 尔 积分 
中 的 某 些 结果 .在 变 分 法 中 ,他 给 出 
了 带 有 参数 的 函数 的 变 分 结构 , 研 
究 了 变 分 问题 的 间断 解 。 在 微分 几 
何 中 ,他 研究 了 测 地 线 和 最 小 曲面 。 
在 线性 代数 中 ,建立 了 初等 因子 理 
论 并 用 来 化 简 和 矩阵 。 他 还 是 一 位 杰 
出 的 教育 家 ,一 生 培 养 了 大 批 有 成 
.就 的 数学 人 才 , 其 中 著名 的 有 柯 瓦 
列 夫 斯 卡 娅 、 施 瓦 效 、 米 塔 - 列 夫 勒 、 
朔 特 基 、 富 克 斯 等 。 

布尔 (Boole, George, 1815. 
11. 2 一 1864. 12.8) 英国 数学 
家 、 逻 辑 学 家 。 生 于 英国 林肯 , 卒 于 
科 克 。 早 年 接受 父亲 的 教育 ,学 习 数 
学 和 拉丁 文 ,又 自学 希腊 文 等 . 因 家 
境 窒 人 迫 ,1831 年 16. 岁 时 就 开始 从 
教 ,同时 利用 业余 时 间 钻 研 数 学 。 
1841 年 开始 发 表 论文 。 布 尔 最 大 的 
贡献 是 创立 了 逻辑 代数 ,他 的 工作 
给 19 世纪 数学 带 来 新 的 转机 ,并 成 
为 后 来 计算 机 理论 的 基础 。 为 纪念 
他 的 功绩 ,人 们 称 这 一 新 学 科 为 “ 布 
尔 代数 ”。1847 年 他 发 表 第 一 本 有 
关 论 著 《 逻 辑 的 数学 分 析 》 阐明 了 
语言 符号 化 的 基本 思想 。 经 过 几 年 
的 实践 修改 ,又 于 1854 FH TE 
辑 代 数 的 代表 作 《 思 维 规律 的 研 
究 》, 系 统 地 归纳 了 这 一 新 兴 理 论 。 
布尔 利用 代数 语言 使 迎 辑 推理 更 简 
洁 清晰 ,从 而 建立 起 一 种 所 谓 逻 辑 
科学 ,其 方法 不 仅 使 数学 家 耳目 一 
新 ,也 使 哲学 家 大 为 叹服 .他 为 逻辑 
代数 化 作出 了 决定 性 的 贡献 ,他 所 


建立 的 理论 随 着 电子 计算 机 的 问世 
而 得 到 迅速 发 展 。 他 还 把 多 年 的 教 
学 经 验 汇编 成 教科 书 《 微 分 方程 》 
(1859) 和 《差分 演算 》(1860) 等 。 
1857 年 布尔 当选 为 伦敦 皇家 学 会 
会 员 , 不 久 荣 唐 该 会 皇家 奖章 。 

斯 托 克 斯 (Stokes，George 
Gabriel, 1819. 8. 13— 1903. 2. 
1» 英国 物理 学 家 、 数 学 家 。 生 于 
爱尔兰 的 斯 莱 戈 郡 , 卒 于 剑桥 .1831 
一 1841 年 在 剑桥 大 学 彭 布 罗 克 学 
E552]. 1849—1903 年 任 剑桥 大 学 
卢 卡 斯 数学 教授 . 1851 年 当选 为 皇 
家 学 会 会 员 。 1854 一 1885 年 任 皇家 
学 会 秘书 。1885~1890 年 任 皇 家 学 
会 会 长 。 

斯 托 克 斯 是 19 世纪 英国 剑桥 
数学 物理 学 派 的 重要 代表 人 物 之 
一 。 他 系统 地 探讨 了 求解 重要 物理 
问题 的 有 效 的 和 一 般 的 数学 新 方 
法 .他 在 1845 年 独立 于 法 国力 学 家 
纳 维 导出 了 著名 的 粘性 流体 运动 方 
程 , 现 被 称 为 “ 纳 维 -斯 托 克 斯 方 
程 ”。 他 计算 过 光学 中 出 现 的 广义 积 
分 的 值 . 1857 年 他 在 复 平面 Z 中 解 
方程 

Ëw 

三 一 0 
而 引出 了 有 名 的 斯 托 克 斯 现象 与 斯 
托 克 斯 直线 。 斯 托 克 斯 的 科学 论文 
基本 上 都 收录 在 (数学 物理 学 论文 
集 ) 五 卷 中 。 

. 切 比 雪夫 (de6pmues，IIa- 
duyrui JibBsosnu, 1821. 5. 28— 
1894.12. 8) 俄国 数学 家 力学 
家 。 生 于 奥 卡 多 沃 , 卒 于 彼得 堡 。 
1841 年 毕业 于 莫斯科 大 学 并 获 银 
质 奖章 。1849 年 获 博士 学 位 。1850 


mh 
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年 任 彼得 堡 大 学 教授 . 1859 年 被 选 
为 彼得 堡 科学 院 院士 。 他 还 是 许多 
国家 科学 院 的 外 籍 院士 和 学 术 团体 
成 员 。1890 4 o X 1 E] 2 EE A Bh 
章 。 

切 比 雪夫 是 彼得 堡 数学 学 派 的 
创始 人 ,他 在 许多 数学 领域 及 其 邻 
近 学 科 都 作出 重要 贡献 ,并 注重 理 
论 联 系 实际 ,在 数论 方面 ,从 本 质 上 
推进 了 索 数 分 布 问题 的 研究 。 证 明 
了 不 超过 zx 的 素数 个 数 函 数 rz) 
满足 不 等 式 


z 
0. 92129 in^ "OS 


1. 10555 -二 
lnz 


WEHT XE B AR na>), 
在 "与 24 一 2 之 间 至 少 有 一 素数 。 
此 外 ,他 研究 了 用 有 理 数 逼近 实数 
的 问题 ,发 展 了 丢 番 图 逼近 理论 .他 
的 工作 为 数论 研究 开辟 了 新 方向 。 
在 概率 论 方面 , 切 比 雪夫 建立 了 证 
明 极 限定 理 的 新 方法 一 一 矩 法 ,用 
初等 的 方法 证 明了 一 般 形 式 的 大 数 
定律 ,研究 了 独立 随机 变量 的 和 函 
数 的 收敛 条 件 , 证 明了 这 种 和 函数 
可 以 按 z 冯 的 方 赛 渐 近 展开 (* 为 变 
量 的 个 数 ) 。 他 的 贡献 使 概率 论 的 发 
展 进入 新 阶段 。 他 在 数学 分 析 方 面 
也 作 了 大 量 的 工作 ,研究 了 无 理 函 
数 的 可 积 性 ,解决 了 有 限 形式 下 椭 
圆 积 分 问题 ,证 明了 著名 的 微分 二 
项 式 可 积 性 条 件 定理 ,对 正 交 多 项 
式 理论 和 内 播 法 理论 也 作出 了 贡 
献 , 他 还 研究 了 用 多 项 式 、 三 角 函 数 
和 有 理 函 数 逼 近 连 续 函 数 的 问题 。 
切 比 雪夫 去 世 后 ,先后 出 版 了 他 的 
36 3:58 (1899— 1907) , 4e 58 (1944— 


1951) 8358 (1955), 

BI 3E (Cayley , Arthur, 1821. 
8.16—1895.1. 26) 英国 数学 
家 。 生 于 里 士 满 , 卒 于 剑桥 。17 岁 考 
入 剑桥 大 学 三 一 学 院 ,毕业 后 留 校 
讲授 数学 , 几 年 内 发 表 论 文 数 十 篇 。 
1846 年 转 攻 法 律 学 ,三 年 后 成 为 律 
师 , 工 作 卓 有 成 效 。 任 职 期 间 仍 利用 
业余 研究 数学 ,并 结识 数学 家 西 尔 
威 斯 特 。1863 年 应 邀 返回 剑桥 任 数 
学 教授 ,他 得 到 牛津 大 学 、 都 柏林 大 
学 和 莱 顿 大 学 的 名 誉 学 位 。1859 年 
当选 为 伦敦 皇家 学 会 会 员 。 凯 菜 和 - 
西 尔 威 斯 特 同 是 不 变量 理论 的 葛 基 
人 。 他 首创 代数 不 变 式 的 符号 表示 
法 ,给 代数 形式 以 几何 解释 ,然后 再 
用 代数 观点 去 研究 几何 学 。 他 第 一 
次 引入 % 维 空间 概念 ,详细 讨论 了 
四 维 空间 的 性 质 ,为 复数 理论 提供 
佐证 ,并 为 射影 几何 开辟 了 道路 。 他 
还 首先 引入 矩阵 概念 以 化 简 记 号 ， 
规定 了 矩阵 的 符号 及 名 称 ,讨论 矩 
阵 性 质 , 得 到 凯 莱 -哈密 顿 定理 , 因 
而 成 为 矩阵 理论 的 先驱 。 他 的 矩阵 
理论 和 不 变量 思想 产生 很 大 影响 ， 
特别 对 现代 物理 的 量子 力学 和 相对 
论 的 创立 起 到 推动 作用 。 凯 菜 一 生 
仅 出 版 一 本 专著 《椭圆 函数 初 论 》 
(1876) ,但 发 表 了 近 一 干 篇 论文 ,其 
中 一 些 影响 极为 深远 。 

埃 尔 米 特 (Hermite , Charles, 
1822. 12. 24 一 1901. 1.14) 法 
国 数学 家 。 生 于 洛 林 , 认 于 巴黎 。 
1842 年 入 巴黎 综合 工科 学 校 学 习 。 
1848 年 任 该 校 辅 导 教师 .1856 年 被 
选 为 法 国 科学 院 院士 。1869 年 成 为 
巴黎 综合 工科 学 校 和 巴黎 理学 院 教 
授 。 他 还 是 彼得 堡 科学院 的 名 誉 院 


ee 
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士 。 他 的 主要 工作 是 :证 明了 edu 
越 性 及 用 椭圆 函数 解 一 般 五 次 方 
程 。 他 对 特殊 函数 论 .数论 .高 等 代 
数 、 数 学 分 析 等 都 有 重要 贡献 .有 许 
多 以 他 名 字 命名 的 成 果 , 如 埃 尔 米 
特 型 . 埃 尔 米 特 多 项 式 、 埃 和 尔 米 特 矩 
阵 。 他 的 主要 著作 收集 在 4 卷 本 的 
《 埃 尔 米 特 著作 集 》(1905 一 1917) 
中 。 
AE gg HT IB (Eisenstein , Ferdi- 
nand Gotthold Max, 1823. 4. 
16—1852. 10. 1) 德国 数学 
家 。 生 于 柏林 , 卒 于 同 地 , 中 学 时 就 
独立 进行 数学 研究 。1843 年 入 柏林 
大 学 ,受到 洪 堡 、 克 雷 尔 等 人 的 重 
视 ,1844 年 一 年 之 内 在 克 雷 尔 杂 志 
上 发 表 25 篇 论文 。1845 年 布雷 斯 
劳 大 学 授予 他 染 誉 博士 称号 。1851 
年 由 高 斯 推荐 ,当选 为 格 丁 根 学 会 
的 通讯 会 员 。 艾 森 斯 坦 主 要 贡献 是 
在 数论 及 顶 圆 函数 论 方面 。 早 期 工 
作 涉 及 三 次 .四 次 及 高 次 互 反 律 、 三 
元 二 次 型 .后 来 研究 椭圆 消 数论 . 艾 
森 斯 坦 级 数 是 研究 模 形 式 和 模 函 数 
的 重要 工具 。 他 的 多 项 式 不 可 约 判 
别 法 是 这 方面 的 重要 成 果 。 晚 年 他 
研究 三 次 型 .他 的 著作 收集 在 (数学 
著作 集 》(1975) 中 。 

贝蒂 (Betti, Enrico, 1823. 
10. 21 一 1892. 8.11) 意大利 数 
学 家 。 ETERNEL KTERE. g 
EER ,在 母亲 的 教育 下 长 大 ,早年 
在 比萨 大 学 求学 ,获得 物理 学 和 数 
学 学 位 .参加 过 意大利 独立 战争 ,以 
后 任 比萨 大 学 教授 兼 校长 。 曾 任 下 
院 议员 和 参议 员 。 贝 蒂 把 其 罗 瓦 理 
论 与 鲁 菲 尼 及 阿 贝 尔 的 工作 联系 起 
来 ,得 到 了 若干 代数 方程 可 解 福 的 
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重要 结果 ,为 古典 代数 学 向 抽象 代 
数学 发 展 做 出 了 贡献 。 他 在 拓扑 学 
方面 也 有 重要 工作 ,法 国 数学 家 庞 
加 菜 引 进 “ 贝 蒂 数 ”( 一 种 重要 的 拓 
扑 不 变量 ) 这 一 概念 来 纪念 他 。 贝 蒂 
在 数学 物理 方面 也 取得 一 定 成 就 ， 
弹性 理论 中 的 互 反 定 理 称 为 贝蒂 定 
理 ( 或 麦克 斯 书 -贝蒂 定理 )。 贝 带 对 
函数 论 特别 是 椭圆 孙 数 也 颇 有 研 
究 。 
E € 内 x (Kronecker, 
Leopold, 1823. 12. 7— 18891. 
12.29) 德国 数学 家 。 生 于 利 格 
尼 欧 , 卒 于 柏林 。1841 年 入 柏林 大 
学 ,1845 年 获 博士 学 位 。 曾 一 度 在 
家 乡 经 营 农场 , 1853 年 重 返 数 学 
界 。1861 年 被 选 为 柏林 科学 院 院 
士 。1883 年 受聘 为 柏林 大 学 教授 。 
1884 年 当选 为 英国 皇家 学 会 会 长 。 
他 还 是 法 国 科 学 院 和 彼得 堡 科学 院 
外 籍 院士 。 主 要 贡献 在 数论 .代数 
学 、 函 数论 .拓扑 学 等 方面 。 他 努力 
统一 数论 ,代数 学 和 分 析 学 的 研究 。 
他 发 展 了 库 默 尔 的 “理想 数 ” 理 论 ， 
讨论 了 扩张 域 的 数学 结构 ,引入 了 
未 定量 和 模 系 的 概念 。 他 发 现 有 理 
数 域 的 任 一 阿 贝尔 扩张 一 定 是 一 分 
圆 域 的 子 域 , 并 提出 著名 猜想 ( 即 克 
罗 内 克 的 青春 之 梦 ) :椭圆 函数 具有 
复数 乘法 的 模 方程 与 虚 二 次 域 的 阿 
贝尔 扩张 有 类 似 性 。 他 深入 探讨 炳 
圆 模 函 数理 论 , 并 用 它 解 出 了 一 般 
的 5 次 方程 。 他 还 提出 研究 代数 曲 
线 的 重要 方法 。 在 数学 基础 的 大 论 
战 中 ,他 是 直觉 主义 数学 流派 的 代 
表 人 物 之 一 ,他 曾 激 烈 反 对 过 外 尔 
斯 特 拉 斯 和 康 托 等 人 的 观点 ,主张 
数学 的 算术 化 。 他 的 数学 观 对 后 世 
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有 极 大 影响 。 他 的 一 名 名言 是 :上 
帝 创 造 了 整数 ,其 他 一 切 都 是 人 为 
8." 

3e "B (Riemann, Georg Frie- 
drich Bernhard, 1826. 9. 17— 
1866. 7.205 德国 数学 家 。 生 于 
TH VUES , 卒 于 意大利 马 焦 雷 湖畔 。 
1846 年 入 格 丁 根 大 学 学 习 哲 学 和 
神学 ,不 久 转 向 数学 ,成 为 高 斯 晚年 
的 学 生 。1847 年 后 曾 到 柏林 就 读 ， 
在 那里 受到 狄 利克 雷 、 雅 可 比 、 施 泰 
纳 和 爱 森 斯 坦 等 数学 家 的 影响 。 
1850 年 回 到 格 丁 根 。1851 年 以 《 单 
复 变 函 数 的 一 般 理论 基础 一文 获 
博士 学 位 。1854 年 成 为 格 丁 根 大 学 
讲师 ,并 发 表 了 著名 的 就 职 演说 《 关 
于 几何 基础 的 假设 》。1859 年 接替 
狄 利克 雷 的 教授 职务 ,同年 当选 为 
[UD EST d mE p BUE 
富 创造 性 的 数学 家 之 一 。 在 复 变 函 
数论 、 传 立 叶 级 数 . 几何 学 基础 、 素 


数 分 布 等 方面 都 有 重要 贡献 。 在 他 ， 


的 博士 论文 中 ,把 单 值 解析 函数 推 
广 到 多 值 解析 函数 ,用 扼 扑 学 方法 
研究 复 变 函数 论 , 发 展 成 黎 曼 曲面 
论 。 他 的 工作 为 19 世纪 复 变 函数 论 
的 全 面 发 展 葛 定 了 基础 。 黎 显 在 
1854 年 的 就 职 论文 {关于 用 三 角 级 
数 表示 函数 的 可 能 性 中 ,讨论 了 函 
数 的 优 立 叶 级 数 及 其 收敛 性 问题 ， 
并 举例 曾 明 函数 的 连续 性 与 可 微 性 
之 间 的 区 别 。 他 的 就 职 演说 已 成 为 
著名 的 历史 文献 ,其 中 发 扬 了 高 斯 


关于 曲面 的 微分 几何 研究 ,请 述 了 . 


曲率 和 流 形 的 概念 ,建立 了 黎 曼 空 
间 的 概念 ,为 几何 学 开拓 了 更 广阔 
的 研究 领域 一 一 黎 曙 几何 学 ,这 些 
工作 后 来 成 为 广义 相对 论 的 数学 基 


础 。1859 年 , 黎 曙 在 德国 科学 院 院 
刊 上 发 表 了 题 为 4 论 小 于 给 定数 的 
素数 个 数 》, 文 中 研究 了 黎 曙 一 5 画 
数 ,并 将 素数 分 布 问 题 归 结 为 对 该 
函数 的 研究 ,提出 了 关于 黎 曼 一 6 
函数 的 6 个 猜想 ,包括 著名 的 黎 曼 
猜想 :6(s) 的 全 体 非 平凡 零点 都 位 


于 "一 志 直 线 上 ( 见 黎 曼 猜想 ) 。 黎 


曼 广 泛 使 用 解析 天 数 的 工具 研究 数 
论 ,开创 了 解析 数论 这 一 新 的 分 支 。 
此 外 , fibi P3] DL IR ER C BLA ies 
圆 函 数论 、 超 几何 级 数 微分 方程 等 
许多 方面 都 有 成 就 。 在 数学 物理 方 
面 也 发 表 了 一 些 创造 性 的 论文 。 

ME d£ 尔 , M. B. CCantor, 
Moritz Benedikt, 1829. 8. 23— 
1920. 4.9) 德国 数学 家 、 数 学 史 
家 。 生 于 曼 海 姆 , 卒 于 海德 堡 。 曾 在 
格 丁 根 和 柏林 向 高 斯 , 犹 利克 雷 等 
名 家 学 习 。1851 年 获 博士 学 位 。 
1860 年 开设 数学 史 讲座 。1877 年 任 
海德 堡 大 学 数学 教授 。 他 最 重要 的 
著作 是 四 卷 本 的 《数学 史 讲 义 》 
(1880—1908) ,这 部 专著 全 面 、 科 学 
地 阐述 了 数学 发 展 的 历史 ,已 成 为 
这 门 学 科 的 经 典 著作 。 此 外 ,他 在 
《德国 人 物 传 ) 等 杂志 上 发 表 了 一 系 
列 数学 家 传记 和 科学 史 以 及 纯粹 数 
学 方面 的 论文 ,著作 还 有 (数学 对 人 
类 文化 生活 的 贡献 X1863) 等 。 

TE E Wi FE IR iR (Christoffel, 
Elwin Bruno, 1829. 11. 10— 
1900. 3.15) ”德国 数学 家 。 生 于 
蔡 菇 瓦 , 痊 于 斯 特 拉 斯 堡 . 早 年 曾 在 
柏林 大 学 受 教 于 狄 利克 雷 ,1856 年 
获 博士 学 位 。1862 年 任 苏黎世 工学 
院 数 学 教授 . 1872 年 转 教 于 斯 特 拉 
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斯 堡 大 学 ,他 是 歼 曼 微分 几何 理论 
的 追随 者 ,1869 年 给 出 两 个 元 变 
量 的 P 阶 代数 形式 等 价 的 充分 必 
要 条 件 , 并 为 此 引入 “ 克 里 斯 托 费 尔 
符号 ?。 他 在 1877 年 对 不 连续 曲面 
的 研究 ,是 冲击 波 理论 的 早期 工作 。 
1800 年 他 得 到 “ 黎 曼 曲面 上 第 一 类 
线性 独立 积分 类 数 等 于 亏 格 P” 的 
结论 等 。 这 些 成 果 使 他 成 为 微分 不 
变量 的 创始 人 之 一 ,此 外 ,他 在 复 变 
函数 的 保 形 映射 方面 也 有 贡献 。 他 
还 是 一 位 优秀 教师 , 曾 在 斯 特 拉 斯 
堡 为 开办 新 型 大 学 而 努力 。 

A& 德 金 (Dedekind Julius 
Wilhelm Richard,1831. 10. 6— 
1916. 2.12) 德国 数学 家 。 生 于 
不 伦 瑞 克 , 卒 于 同 地 。 早 年 在 格 丁 根 
大 学 求学 ,是 高 斯 的 得 意 门生 .1852 
年 获 博士 学 位 。1854 年 留 校 任 教 ， 
与 狄 利克 雷 和 黎 曼 结 为 好 友 。 
1858—1862 年 应 邀 任 瑞士 苏黎世 
综合 工科 学 校 教 授 . 1862 年 返回 家 
乡 ,在 不 伦 瑞 克 综 合 工科 学 校 执教 ， 
直至 逝世 。 戴 德 金 是 格 丁 根 , 柏 林 、 
巴黎 .罗马 等 科学 院 的 成 员 ,还 被 欧 
洲 玫 所 大 学 授予 荣誉 博士 称号 。 主 
要 贡献 在 实数 理论 和 代数 数论 方 
面 。 1872 年 ,他 提出 用 所 谓 “ 戴 德 金 
分 割 "来 定义 无 理 数 ,并 对 连续 性 理 
论 进行 深入 研究 ,为 实数 理论 的 建 
立 做 出 了 不 可 磨灭 的 贡献 。 在 代数 
数论 方面 ,他 建立 了 现代 代数 数 和 
代数 数 域 的 理论 。 他 的 代数 数理 论 
是 高 斯 的 复 整数 和 库 默 尔 代数 数 的 
一 般 化 ,后 来 他 又 用 另 一 种 方法 重 
建 代 数 数 中 的 唯一 因子 分 解 定理 。 
他 深入 研究 各 种 代数 结构 ,特别 引 
入 环 的 概念 ,给 出 理想 子 环 的 一 般 


定义 ,后 来 把 满足 理想 唯一 分 解 条 
件 的 整 环 称 作 戴 德 金 环 。 他 在 代数 
数论 方面 的 工作 对 19 世纪 数学 产 
生 了 深远 影响 。 他 最 著名 的 著作 有 
《连续 性 与 无 理 数 》(1872) 和 《 数 的 
意义 》(1888) 等 ,他 还 编辑 了 狄 利克 
雷 和 黎 曼 的 全 集 。 

杜 布 瓦 一 雷 蒙 (Du Bois- 
Reymond, Paul David Gustav, 
1831. 12. 2—1889. 4. 7) 德国 
数学 家 。 ET TEE, 早 
年 在 苏黎世 大 学 攻读 医学 ,后 到 柯 
尼斯 堡 大 学 学 习 数 学 和 物理 。1859 
年 获 博士 学 位 。 主 要 贡献 在 微分 方 
程 和 实 变 函 数论 方面 。 他 将 蒙 日 的 
特征 线 思想 从 二 阶 偏 微分 方程 推广 
到 阶 的 情形 。1868 年 他 给 出 并 证 
明了 定 积 分 中 值 定理 。 还 系统 地 研 
究 了 任意 函数 展开 为 传 立 叶 级 数 及 
该 级 数 的 收敛 性 问题 ,首先 提出 了 
连续 函数 的 传 立 叶 级 数 可 能 发 散 的 
思想 ,在 《一 般 函 数论 )(1882) 中 , 提 
出 容量 概念 即 测度 概念 的 锥 型 , 广 
泛 地 讨论 了 通 数 理论 的 基本 概念 。 
1873 年 他 给 出 一 个 在 已 知 区 闻 上 
连续 但 没有 导数 的 函数 的 例子 并 作 
TW. 

i£ f£ «B (Neumann, Carl Got- 
tfriedvon , 1832. 5.:7— 1925. 3. 
27) 德国 数学 家 、 理 论 物 理学 家 。 
生 于 柯 忆 斯 堡 , 卒 于 莱比锡 ,早年 在 
柯 尼 斯 堡 大 学 求学 ,1855 年 获 博士 
学 位 ,先后 在 哈雷 大 学 (1863) .巴塞 
尔 大 学 (1864)、 蒂 宾 根 大 学 (1865) 
和 莱比锡 大 学 任教 (1868 一 1911) 。 
主要 成 就 在 偏 微分 方程 、 常 微分 方 
程 积 分 方程 和 函数 论 等 方面 .他 特 
别 对 偏 微 分 方程 边 值 问 题 有 深入 研 
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究 ,首创 解决 狄 利克 雷 问 题 的 算术 
平均 法 。 他 还 考察 了 复式 拉 普 拉 斯 
边界 问题 ,位 势 论 中 第 二 边 值 问题 
就 以 他 的 名 字 命名 。 他 首创 “对 数位 
势 ” 的 概念 发展 了 代数 函数 的 黎 曼 
理论 。1868 年 ,他 与 克 莱 布 什 共 同 
创办 了 德国 数学 杂志 《数学 年 刊 》。 
利 普 希 茨 (Lipschitz, Rudolf 
Otto Sigismund, 1832. 5. 14— 
1903.10.75 德国 数学 家 。 生 于 
柯 尼斯 堡 , 卒 于 波恩 。1847 年 入 柯 
尼斯 堡 大 学 ,1853 年 获 柏林 大 学 博 
士 学 位 , 1846 年 起 任 波恩 大 学 教 
授 , 先 后 当选 为 巴黎 柏林、 格 丁 根 、 
罗马 等 科学 院 的 通讯 院士 。 利 普 希 
ZERE. DL ER ERGO HE ER np ER 
数论 . 常 微 分 方程 分 析 力 学 、 位 势 
理论 及 微分 几何 等 方面 都 有 贡献 。 
1873 年 ,提出 了 著名 的 “ 利 普 希 获 
条 件 ”, 对 柯 西 提出 的 微分 方程 初 值 
问题 解 的 存在 唯一 性 定理 作出 改 
进 。 在 微分 几何 方面 ,他 自 1869 年 
起 对 黎 曼 关于 ” 维 流 形 的 度量 结构 
的 工作 作出 进一步 阐述 和 推广 。 取 
得 了 开创 性 的 成 果 。 他 还 是 最 早 使 
用 共 变 微分 研究 微分 不 变量 的 人 。 
3 Æ d5 fT (Clebsch, Rudolf 
Friedrich Alfred, 1833. 1. 19— 
1872.11.7) 德国 数学 家 。 生 于 
柯 尼斯 堡 , 卒 于 格 丁 根 。1850 年 入 
柯 尼斯 堡 大 学 学 习 ,1854 年 到 柏林 
深造 。1858 年 成 为 柏林 大 学 讲师 ， 
以 后 相继 在 几 所 学 校 任教 授 。1868 
年 移居 格 丁 根 ,与 卡尔 。 诺 伊 曼 共 
同 创办 了 《数学 纪事 ) 杂 志 。 早 期 受 
雅 可 比 影 响 研 究 变 分 法 和 偏 微 分 方 
程 ,后 来 不 断 扩展 研究 领域 ,在 代数 
不 变量 和 代数 几何 方面 做 出 英 基 性 
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的 工作 。 他 用 曲线 术语 叙述 第 一 类 
阿 贝尔 积分 ,并 对 曲线 进行 分 类 ,证 
明了 一 系列 有 关 的 定理 。 他 与 哥 尔 
丹 合 著 的 《 阿 贝尔 函数 论 》(1866) 被 
认为 是 黎 曼 代数 函数 理论 和 纯粹 代 
数 几 何 理论 之 间 的 阶梯 。 克 莱 布 什 
是 现代 不 变量 代数 和 代数 几何 的 创 
始 人 之 一 ,建立 了 许多 重要 定理 ,其 
工作 对 19 世纪 后 期 的 德国 数学 有 
较 大 影响 .此 外 ,他 在 数学 物理 方面 
也 有 所 建树 。 

富 克 oH (Fuchs, Immanuel 
Lazarus, 1833. 5. 5—-1902. 4. 
26) ”德国 数学 家 , 生 于 莫 欣 ( 今 属 
波兰 ), 卒 于 柏林 。 早 年 在 柏林 大 学 
求学 , 受 教 于 库 默 尔 和 外 尔 斯 特 拉 
斯 。1858 年 获 博士 学 位 。 先 后 在 炮 
兵 工 程 学 校 、 格 丁 根 海德堡 和 柏林 
等 地 的 大 学 任教 。1866 年 成 为 教 
授 。1882 年 当选 为 科学 院 院士 。 早 
期 受 库 默 尔 和 外 尔 斯 特 拉 斯 影响 研 
究 函 数论 , 曾 一 度 转 向 高 等 几何 和 
数论 ,后 来 主要 研究 微分 方程 理论 。 
1865 年 以 来 发 表 了 一 系列 有 创建 
的 文章 ,例如 在 线性 微分 方程 领域 
建立 起 “ 富 克 斯 理论 ”, 引 入 “基础 解 
系 ”, 讨 论 基础 解 系 的 存在 性 等 。 他 
还 利用 超 几 何 级 数 解 线性 方程 ,证 
明了 定义 在 复数 域 上 的 = 阶 线性 方 
程 满足 初始 条 件 的 解 的 存在 性 等 ， 

贝尔 特 拉 米 CBeltrami ,Euge- 
nio, 1835. 11. 16 一 1899. 6. 4) 

意大利 数学 家 。 生 于 克 雷 英 纳 , 卒 
于 罗马 。 早 年 在 帕 维 亚 大 学 求学 ， 
1862 年 后 相继 在 波 伦 亚 大 学 、 比 萨 
大 学 、 罗 马 大 学 及 帕 维 亚 大 学 任教 。 
1873 年 当选 为 山猫 学 院 院 士 。1898 
年 担任 院 长 。 贝 尔 特 拉 米 在 非 欧 几 
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何 学 、 微 分 几何 学 .解析 函数 论 、 数 
学 物理 等 方面 都 有 较 大 贡献 。 他 在 
1868 年 发 表 的 《 非 欧 几何 解释 的 尝 
试 ) 一 文中 ,给 出 了 罗 巴 切 夫 斯 基 几 
何 学 的 直观 解释 ,建立 了 某 种 伪 球 
面 与 罗氏 平面 间 的 等 距 关系 。 他 的 
工作 使 发 现 了 30 余年 的 罗氏 几何 
得 到 确认 。 后 来 他 又 把 罗氏 几何 的 
表示 推广 到 *(" 之 2? 维 流 形 ,并 研 
究 了 某 些 特殊 的 伪 球 面 , 使 意大利 
数学 家 萨 凯 里 在 非 欧 几何 方面 的 工 
作 不 致 潭 没 。 在 微分 几何 学 方面 , 贝 
尔 特 拉 米 论证 了 所 谓 微 分 参数 在 曲 
面 论 中 的 作用 ,成 为 微分 几何 中 不 
变 式 理论 应 用 的 起 点 。1872 年 后 ， 
他 转向 应 用 数学 ,对 位 势 论 . 波 理 
论 .热力 学 .光学 .热传导 和 线性 偏 
微分 方程 等 均 有 研究 。 特 别 是 他 用 
几何 方法 研究 分 析 问 题 , 对 数学 物 
理学 发 展 有 一 定 影响 。 儿 何 学 中 许 
多 概念 和 公式 ,如 微分 参数 、 映 象 、 
曲率 公式 等 ,是 以 员 尔 特 拉 米 的 名 
字 命名 的 。 

"T 尔 丹 (Gordan Paul Al- 
bert, 1837. 4. 27— 1912. 12. 
2D 德国 数学 家 , 生 于 布雷 斯 劳 ， 
率 于 埃 朗 根 。 早 年 接受 家 庭 教育 ， 
1855 年 后 在 柏林 ,布雷 斯 劳 和 格 丁 
根 等 地 学 习 数 学 。1874 年 任 埃 朗 根 
大 学 教授 。 主 要 贡献 在 代数 几何 方 
面 。 他 与 克 菜 布什 合作 的 《 阿 贝 尔 函 
数论 }(1866)? 从 一 些 基本 理论 入 手 ， 
用 代数 方法 获得 了 许多 结果 ,开辟 
了 代数 几何 研究 的 新 方向 。1868 年 
他 用 构造 性 方法 得 到 “ 克 菜 布什 - 哥 
尔 丹 定 理 ;“ 每 个 二 元 型 fn n3 
具有 一 个 以 有 理 整 不 变量 与 协 变量 
所 组 成 的 有 限 完备 系 ,将 不 变量 理 


论 提 高 到 一 个 新 阶段 。 以 后 的 20 - 


年 ,他 又 得 到 许多 有 关 结 果 , 被 誉 为 
“不 变量 之 王 ”。 他 的 不 变量 理论 由 
他 的 学 生 诺 特 继 承 和 发 展 ,成 为 现 
代 代数 领域 的 重要 分 支 。 哥 尔 丹 还 
参与 F. 克 莱 因 的 代数 方程 工作 , 讨 
论 与 代数 方程 相关 的 168 阶 群 和 
360 阶 群 ,再 次 推进 不 变量 理论 和 
方程 论 的 研究 。 

Æ ZR 24 (Jordan, Marie En- 
nemond Camille, 1838. 1. 5— 
1922. 1. 20) 法国 数 学 家 。 生 于 
里 昂 , 卒 于 巴黎 。1855 年 入 巴黎 综 
合 工科 学 校 ,1861 年 获 博 士 学 位 。 
从 1873 年 起 ,同时 在 巴黎 综合 工科 
学 校 和 法 兰 西学 院 执 教 ,1881 年 当 
选 为 法 国 科 学 院 院 士 。 他 的 主要 工 
作 是 在 分 析 和 群 论 方面 。 若 尔 当 的 
《分 析 教 程 )(1887) 是 19 世纪 后 期 
的 标准 教科 书 。 他 系统 地 发 展 了 有 
限 群 论 。 研 究 了 有 限 可 解 群 。 他 的 
名 著 《 置 换 与 代数 方程 》(1870) 长 期 
被 作为 群 论 的 权威 著作 ,其 中 第 一 
次 全 面 地 介绍 了 伽 罗 瓦 的 工作 。 他 
在 1885—1921 年 担任 4 纯粹 与 应 用 
数学 杂志 》 编 辑 。 

M Æ $R (Hankel, Hermann, 
1839. 2. 14— 1873. 8. 29) 德 
国 数学 家 、 数 学 史家 、 生 于 哈雷 , 卒 
于 蓄 宾 根 附 近 的 施 兰 贝 格 。 早 年 曾 
在 莱比锡 大 学 、 格 丁 根 大 学 .柏林 大 
FFY RATZEAN. RE, h 
尔 斯 特 拉 斯 等 数学 家 。 1862 年 在 莱 
比 锡 获 博士 学 位 。1867 年 被 聘 为 埃 
朗 根 大 学 教授 。1869 年 以 后 到 蒂 宾 
根 大 学 工作 。 主 要 贡献 在 复数 和 超 
复数 理论 、 函 数论 和 数学 中 等 方面 。 
在 复数 和 超 复 数 的 研究 中 ,他 修正 
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了 形式 律 的 皮 科 克 不 变性 ,证 明了 
任何 超 复 数 系 都 不 能 满足 全 部 普通 
算术 定律 。 在 函数 论 方面 ,他 强调 点 
集 的 测度 性 质 ,系统 阐述 了 黎 曼 可 
积 性 的 准则 ,讨论 了 函数 的 分 类 及 
各 类 函数 的 可 积 性 ,并 提出 了 构造 
以 有 理 点 为 奇 点 的 函数 的 方法 。 他 
还 举 出 了 一 个 在 无 穷 多 个 点 上 不 可 
微 的 连续 函数 的 例子 ,给 出 了 所 请 
汉 克 和 尔 函数 (或 叫 第 三 类 贝 塞 尔 函 
数 ) 的 意义 。 汉 克 尔 还 是 著名 的 数学 
史家 ,其 著作 《 近 几 世纪 数学 的 发 
展 》(1869)《 古 代 与 中 世纪 数学 史 》 
(1875) 等 事 有 盛名 。 

Æ 伯 ( Weber, Heinrich, 
1842. 9. 5— 1913. 5.170) 德国 
数学 家 。 生 于 海德 堡 , 卒 于 斯 特 拉 斯 
堡 。1860 年 入 海德 堡 大 学 ,1863 年 
获 博士 学 位 。1869 年 成 为 海德 堡 大 
学 教授 . 曾 任 柯 尼斯 堡 大 学 、 马 尔 堡 
大 学 和 斯 特 拉 斯 堡 大 学 校长 ,培养 
了 众多 优秀 学 生 , 其 中 有 闵 科 夫 斯 
基 和 希 尔 伯 特 。 他 是 德国 和 其 他 一 
些 国家 科学 院 院 士 ,是 德国 数学 会 
的 创始 人 之 一 。 主 要 贡献 在 代数 数 
论 、 代 数 函 数 、 代 数 几何 和 数学 物理 
等 方面 .在 微分 方程 论 中 ,有 著名 的 
韦伯 函数 和 韦伯 相似 性 定理 。 他 的 
《代数 教程 《1895 一 -1896) 促 进 了 二 
十 世纪 初期 代数 及 其 邻近 学 科 的 发 
展 。 他 还 与 韦 尔 斯 泰 因 合作 编 繁 了 
《初等 数学 百科 全 书 X(1903 一 1907， 
中 译本 名 《数学 全 书 》, 商 务 印 书 馆 ， 
1935)。 

达 布 (Darboux , Jean-Gaston , 
1842. 8. 14 一 1917. 2. 23) 法 
国 数 学 家 。 ETEB , 卒 于 巴黎 。 早 
年 在 巴黎 高 等 师范 学 校 学习 。1866 


年 获 博 士 学 位 。 毕 业 后 在 尼 姆 公立 
中 学 、 巴 黎 大 学 和 巴黎 高 等 师范 等 
校 任教 。1880 年 成 为 教授 ,1884 年 
当选 为 法 国 科学 院 院 士 , 兼 彼得 堡 
科学 院 、. 伦 敦 皇家 学 会 和 许多 学 术 
关 体 的 成 员 。1889 一 1903 年 任 巴黎 
大 学 理学 院 院 长 ,后 任 名 誉 院 长 , 主 
要 贡献 在 微分 几何 .微分 方程 和 积 
分 学 方面 。 他 系统 地 研究 了 曲面 和 
曲线 的 微分 几何 ,并 写成 两 部 专著 
《曲面 的 一 般 理论 》(4 卷 ,1887 一 
1896) 和 《 正 交 系 与 曲线 坐标 》 
(1898)。 他 发 展 了 微分 方程 的 积分 
法 ,特别 是 总 结 了 拉 普 拉 斯 的 级 数 
法 ,并 应 用 于 所 有 二 阶 偏 微分 方程 
深入 研究 了 非 线 性 方程 的 蒙 日 方 
法 ,建立 达 布 方程 。 在 积分 论 方面 ， 
他 引进 了 “ 达 布 和 ”上 积分 ”、“ 下 
积分 "等 概念 ,得 到 “可 测 函 数 黎 曼 
可 积 的 充 要 条 件 是 其 不 连续 点 集 的 
测度 为 零 ” 的 定理 等 ,他 的 工作 对 黎 
曼 积分 论 的 发 展 起 到 重要 作用 。 此 
外 , 达 布 在 解析 函数 论 . 球 函数 、 正 
交通 数 、 代 数 函 数 以 及 数学 物理 等 
方面 也 都 取得 了 重要 成 果 。1870 
年 ,他 创办 了 《数理 科学 通报 》。 

李 (Lie, Marius Sophus, 
1842. 12. 17—1899. 2. 18 ) 
挪威 数学 家 。 生 于 努 尔 菲 尤 尔 埃 德 ， 
卒 于 克 立 斯 蒂 安 尼 亚 ( 今 奥斯陆 ) 。 
1865 年 毕业 于 克 立 斯 蒂 安 尼 亚 大 
学 。1869 年 获奖 学 金 到 柏林 留学 ， 
与 F. 克 药 因 在 一 起 工作 并 结 为 好 
友 。 第 二 年 在 巴黎 又 结识 了 达 布 和 
若 尔 当 ,受到 法 国学 派 的 影响 .1871 
年 回国 在 克 立 斯 蒂 安 尼 亚 大 学 执 
教 ,1872 年 获 博士 学 位 。1886 年 到 
菜 比 锡 大 学 接替 F, 克 莱 因 的 职务 
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主持 数学 讲座 ,12 年 后 返回 挪威 。 
1892 年 当选 为 法 国 科学 院 院士 。 
1895 年 成 为 英国 皇家 学 会 会 员 。 他 
还 是 许多 其 他 科学 机 构 的 成 员 。 李 
的 主要 贡献 在 以 他 的 名 字 命 名 的 李 
群 和 李 代数 方面 。1870 年 ,他 从 求 
解 微分 方程 入 手 , 依 靠 微 分 几何 和 
射影 几何 建立 起 一 种 变换 ,将 空间 
直线 伐 和 球面 一 一 对 应 。 不 久 他 发 
现 ,这 种 对 应 是 连续 的 ,能 将 微分 方 
程 的 解 表示 出 来 并 加 以 分 类 。 由 此 
李 引 入 了 一 般 的 连续 变换 群 概念 ， 


证 明了 一 系列 定理 来 发 展 他 的 理 . 


论 。 他 把 微分 方程 的 自 同 构 群 作为 
工具 ,对 二 维 群 和 三 维 群 进行 分 类 。 
在 以 后 的 多 年 中 , 李 和 他 的 助手 继 
续 丰 富 完善 连续 群 论 学 说 ,出 版 了 
三 卷 本 的 专著 (变换 群 论 》(1888 一 
1893) ,后 人 为 纪念 他 的 贡献 ,将 连 
续 群 改称 “ 李 群 ?。 为 研究 李 群 他 还 
创立 了 所 谓 “ 李 代数 一 一 一 种 由 无 
穷 小 变换 构成 的 代数 结构 ,并 研究 
了 二 者 之 间 的 对 应 关系 。 李 代数 现 
已 成 为 现代 代数 学 的 重要 分 支 。 此 
外 , 李 在 代数 不 变量 理论 .微分 几何 
学 .分 析 基 础 和 函数 论 等 方面 也 有 
建树 , 李 的 工作 在 20 世纪 初 由 法 国 
数学 家 E. 嘉 当 等 加 以 发 展 。 

W FL 2£ (Schwarz, Hermann 
Amandus, 1843. 1. 25— 1921. 
11. 300. 德国 数学 家 。 生 于 西里 
西亚 的 黑 姆 斯 多 夫 , 卒 于 柏林 。1869 
年 任 瑞士 苏黎世 工科 大 学 教授 ， 
1875 年 任 格 丁 根 大 学 教授 ,1892 年 
继承 外 尔 斯 特 拉 斯 任 柏 林 大 学 教 
授 。 施 瓦 交 主要 贡献 在 复 变 函数 , 偏 
微分 方程 . 变 分 学 和 几何 学 等 方面 。 
fb 9 HIT EZ —GREAMNCT AER 


于 映射 定理 证 明 中 的 缺陷 。 这 一 工 
作 巩 固 了 黎 曼 理论 的 基础 。1873 
年 ,他 首次 指出 多 元 二 阶 混合 偏 导 
数 相等 的 条 件 .他 用 直 贺 柱 作 反例 ， 
说 明 曲 面 的 面积 不 能 简单 地 用 内 接 
多 面体 表面 积 的 极限 去 定义 。 人 们 


， 旱 就 知道 在 体积 相同 的 立体 之 中 ， 


表面 积 最 小 的 是 球 ,但 直到 施 瓦 兹 ， 
才 给 出 严格 的 证 明 (1884) 。 

iE 特 ，M. (Noether, Max, 
1844. 9. 24— 1921. 12. 13 ) 
德国 数学 家 。 女 数学 家 E. 诺 特 之 
父 。 生 于 曼 海 姆 , 卒 于 埃 尔 兰 根 , 14 
岁 患 小 儿 麻痹 症 , 留 下 行走 不 便 的 
后 遗 症 。 在 家 完成 中 学 学 业 并 自修 
大 学 数学 。1865 年 入 海德 堡 大 学 学 
习 ,1868 年 获 博士 学 位 。1870 年 任 
无 薪 讲 师 ,1874 年 为 副教授 ,次 年 
到 埃 尔 兰 根 大 学 任教 ,1888 年 为 教 
授 . 主 要 贡献 在 代数 几何 学 方面 , 研 
究 代数 能 在 双 有 理 变换 之 下 的 不 变 
性 质 ,建立 了 关于 二 次 变换 的 重要 
定理 。1873 年 证 明了 著名 的 诺 特 定 
理 , 并 推广 到 曲面 。 他 的 这 些 结果 ， 
后 来 被 克 尼 格 和 拉 斯 克 尔 等 人 推 
广 。 
康 托 尔 ,G. (Cantor, Georg 
Ferdinand Ludwig Philip, 
1845. 3. 3—1918. 1.65 德国 
数学 家 、 集 合 论 的 创始 人 。 生 于 俄国 
圣彼得堡 ( 今 列宁 格 勒 ) ZATRE. 
1862 年 入 苏黎世 大 学 学 习 工 程 技 
术 , 第 二 年 转 入 柏林 大 学 攻读 数学 
和 神学 , 受 教 于 数学 家 库 默 尔 、 外 尔 
斯 特 拉 斯 和 克 罗 内 克 等 人 。1867 年 
获 博 士 学 位 ,以 后 在 柏林 大 学 任教 ， 
1879 年 任教 授 .1864 一 1865 年 任 柏 
林 数 学 会 主席 , 他 参加 德国 数学 协 
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会 的 组 建 工 作 并 任 第 一 届 会 长 
(1890 一 1893)。 康 托 尔 是 集合 论 的 
创始 人 。1871 年 他 给 出 了 集合 的 定 
义 , 然 后 引入 点 集 的 极限 点 . 导 集 、 
第 一 型 集 、 闭 集 和 完全 集 等 概念 ,还 
定义 了 集合 的 交 与 并 。1874 年 证 明 
了 代数 数 集 和 有 理 数 集 的 可 数 性 和 
实数 集 的 不 可 数 性 ,建立 起 被 称 为 
“ 康 托 尔 公理 ”的 实数 连续 性 公理 。 
同年 又 构造 了 实 变 函 数论 中 著名 的 
“ 康 托 尔 集 ”, 给 出 测度 为 零 的 不 可 
数 集 的 一 个 例子 。1877 年 ,他 证 明 
T 维 形体 的 点 和 线 上 的 点 可 以 有 
一 一 对 应 。1879 一 1884 年 他 又 着 重 
研究 无 穷 数 和 超 限 数理 论 ,引进 势 、 
基数 和 序数 的 概念 , 记 自 然 数 集合 
的 基数 为 只 ,实数 集合 的 基数 记 为 
C, 并 证 明了 2 — C. 还 建立 了 相 
关 的 运算 法 则 。 康 托 尔 G. 的 工作 
给 数学 发 展 带 来 一 场 革命 ,其 理论 
很 难 被 立即 接受 。 它 的 首要 反对 者 
是 克 罗 内 克 , 克 莱 因 也 不 赞成 G. 康 
托 尔 的 新 观点 .然而 ,历史 终究 公正 
地 评价 了 他 的 工作 ,集合 论 在 本 世 
纪 初 已 逐渐 渗透 到 各 数学 分 支 , 成 
为 分 析 理 论 WEW .拓扑 学 及 数理 
科学 中 必 不 可 少 的 工具 。 代 表 作 为 
《关于 超 限 数理 论 的 基础 1895 一 
1897) 。 , 

克利 福 德 (Clifford, William 
Kingdon, 1845. 5. 4— 1879. 3. 
3) ”英国 数学 家 。 生 于 埃 克 塞 特 ， 
卒 于 马 德 拉 。1860 年 入 伦敦 国王 学 
院 学 习 , 三 年 后 入 剑桥 三 一 学 院 。 
1867 年 获 史 密斯 数学 奖 。 第 二 年 任 
三 一 学 院 应 用 数学 教授 。1874 年 当 
选 为 皇家 学 会 会 员 。 他 把 黎 曼 等 人 

的 非 欧 几何 引入 英国 ,在 轨迹 分 类 、 


- 


黎 曼 曲面 的 拓扑 结构 方面 有 独到 见 
解 , 并 创设 了 一 种 具 特 殊 性 质 的 二 
次 曲面 , 称 为 “克利 福 德 曲面 ”, 后 经 
F. 克 莱 因 等 人 进一步 研究 以 克利 
福 德 - 克 莱 因 空间 著称 。 这 些 工作 为 
相对 论 的 建立 提供 了 理论 依据 。 在 
代数 学 方面 ， 他 继 了 哈密 顿 之 后 ， 
引入 新 的 超 复 数 一 八 元 数 ， 并 推 
广 为 更 一 般 的 “克利 福 德 代 

X 塔 - 列 夫 $) (Mittag-Let- 
fler, Magnus Gustaf, 1846. 3. 
16—1927. 7.7) ”瑞典 数学 家 。 
生 于 斯 德 哥 尔 摩 , 卒 于 同 地 。 自 幼 得 
到 良好 的 家 庭 教育 ,智力 开发 较 早 。 
1865 年 入 乌 普 萨 拉 大 学 读书 。1872 
年 获 博士 学 位 ,次 年 留学 巴黎 、 格 于 
根 和 柏林 等 地 ,得 到 埃 尔 米 特 、 外 尔 
斯 特 拉 斯 等 学 者 的 指导 。1877 年 任 
芬兰 赫尔辛基 大 学 教授 , 1881 年 回 
国 , 任 斯 德 哥 尔 摩 大 学 教授 ,后 任 校 
长 .主要 贡献 在 函数 论 方面 ,他 扩展 
了 关于 一 个 亚 纯 函 数 可 以 表示 为 两 
个 整 函数 的 商 的 结论 ,得 到 所 谓 “ 米 
Rt-9| X Erg Um cB X dg 
阵 ” 等 重要 结果 。 著述 共 119 种 。 米 
塔 - 列 夫 勒 还 是 一 位 车 越 的 数学 教 
育 家 和 组 织 家 , 由 他 创办 并 担任 45 
年 主编 的 (数学 学 报 ) 成 为 蓝 声 欧洲 
的 重要 数学 杂志 。 柯 瓦 列 夫 斯 卡 刀 、 
本 迪克 松 和 弗 雷 德 霍 姆 都 曾 是 他 的 
学 生 。 

Zi FER Wi JE OKykoscekun, 
Hukonan Eroposnu, 1847. 1. 
117—1921. 3.17) ”俄国 力学 家 、 
数学 家 。 生 于 奥 列 霍 夫 , ETEN 
科 。1868 年 毕业 于 莫斯科 大 学 。 
1882 年 通过 了 博士 论文 答辩 。1886 
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年 任 莫斯科 大 学 教授 。1887 年 任 莫 
斯 科 高 等 技术 学 校 教授 . 1894 年 被 
选 为 彼得 堡 科学 院 通 讯 院士 。1905 
年 被 选 为 莫斯科 数学 会 主席 。 茹 科 
夫 斯 基 是 现代 流体 力学 和 空气 动力 
学 的 创始 人 ,列宁 称 他 为 “俄罗斯 航 
空 之 父 。" 在 数学 中 ,他 研究 了 偏 微 
分 方程 的 理论 及 其 近似 积分 法 ,还 
首先 把 复 变 函数 广泛 地 应 用 于 流体 
力学 和 空气 动力 学 中 。 他 的 教育 和 
科研 实践 对 俄国 科技 队伍 的 形成 和 
发 展 起 到 重大 作用 。 为 了 表彰 他 的 
功绩 ,1947 年 1 月 苏联 部 长 会 议决 
定 在 茹 科 夫 斯 基 诞辰 一 百 周 年 纪念 
日 里 设立 茹 科 夫 斯 基 奖 金 。 

弗 雷 格 CFrege ,Friedrich Lud- 
wig Gottlob, 1848. 11. 8— 
1925. 7. 26) 德国 数学 家 、 数 理 
逻辑 学 家 . 生 于 维 斯 马 , 卒 于 巴 德 克 
菜 菌 。 早 年 在 耶 拿 和 格 丁 根 求 学 ， 
1873 年 获 博士 学 位 .1874 年 以 后 在 
耶 拿 大 学 任教 ,1879 年 成 为 教授 。 
弗 雷 格 是 逻辑 代数 的 莫 基 人 之 一 。 
在 他 的 《概念 语言 》1879) 中 ,扩展 
了 变量 和 命题 机 数 的 运用 范围 ,给 
出 逻辑 的 公理 基础 ,并 建立 起 一 套 
逻辑 符号 系统 。 后 来 他 又 在 《算术 基 
础 》(1884) 中 将 算术 概念 表示 为 逻 
辑 概 念 , 再 用 逻辑 方法 推导 出 数 的 
定义 和 规律 。1893 和 1903 年 他 的 
《算术 基本 规律 两 卷 本 相继 问世 ， 
书 中 以 精细 的 手法 对 逻辑 系统 进行 
了 补充 ,使 符号 逻辑 ( 即 数 理 逻 辑 ) 
初 具 规 模 , 走 上 蓬勃 发 展 的 道路 。 他 
还 引进 逻辑 函数 概念 ,后 来 成 为 数 
理 逻 辑 的 一 个 新 分 支 . 不 过 , 弗 雷 格 
的 工作 在 当时 没有 被 人 理解 ,直到 
罗 索 和 怀特 海 在 (数学 原理 》 


《1910 一 1913) 中 系统 阐述 这 种 思想 
后 才 引 起 人 们 的 注意 。 作 为 形式 主 
义 的 代表 人 物 弗 雷 格 曾 对 希 尔 伯 特 
等 人 的 形式 主义 提出 批评 。 他 还 写 
过 一 些 关 于 几何 原理 的 论文 。 

A 3€ A. C. F. (Klein, Chris- 
tian Felix, 1849. 4. 25—1925. 
6.22) 德国 数学 家 。 生 于 杜 塞 尔 
多 夫 , 卒 于 格 丁 根 。1865 年 入 波恩 
大 学 学 习 , 第 二 年 就 被 选任 普 吕 克 
教授 的 助手 . 普 吕 克 去 世 后 ,他 继续 
ERE B RER H RIL E 
E. 1868 年 获 博 士 学 位 。 相 继 在 格 
丁 根 大 学 , 埃 朗 根 大 学 .慕尼黑 高 等 
工业 学 院 和 莱比锡 大 学 任教 。1886 
年 返回 格 丁 根 大 学 任教 直至 去 世 。 
1871 年 以 来 , 克 莱 因 从 变换 群 的 观 
点 出 发 ,对 各 种 几何 学 进行 综合 研 
究 , 在 1872 年 任 埃 朗 根 大 学 的 就 职 
演说 《对 于 近来 几何 学 研究 的 比较 
考察 》( 即 著名 的 《 埃 朗 根 纲领 ) 中 前 
述 了 他 的 主要 观点 。 其 中 给 出 了 几 
何 学 的 明确 定义 :“ 给 出 一 个 流 形 和 
这 个 流 形 的 一 个 变换 群 ,建立 关于 
这 个 群 的 不 变性 理论 ,” 根 据 他 的 观 
点 ,实现 了 把 当时 几 种 貌似 毫 无 关 
系 的 几何 学 的 统一 和 分 类 。t 埃 朗 根 
纲领 ) 中 的 研究 方法 在 以 后 几 十 年 
里 产生 很 大 的 影响 , 群 论 在 数学 中 
的 地 位 也 大 为 提高 。 克 莱 因 还 从 事 
函数 论 研究 ,其 论著 《代数 函数 及 其 
积分 的 黎 曼 理论 }(1882) 对 黎 曼 面 
的 理论 作 了 深刻 的 论述 。 克 莱 因 对 
椭 疼 模 函 数理 论 也 有 很 大 贡献 ,他 
和 庞 加 莱 同 是 椭圆 模 函 数 研 究 的 创 
始 人 。 在 数学 的 其 它 领 域 , 克 莱 因 也 


”有 许多 建树 .例如 ,他 卓有成效 地 研 


究 了 代数 曲线 奇 点 间 的 关系 ;通过 
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讨论 正 20 面体 建立 起 一 般 5 次 代 
数 方程 的 完整 理论 等 。 克 莱 因 十 分 
重视 数学 教育 和 研究 ,他 对 格 丁 根 
大 学 的 数学 教育 和 科研 进行 了 一 系 
列 改 革 , 格 丁 根 后 来 成 为 世界 数学 
研究 的 中 心 ,与 他 的 努力 是 分 不 开 
的 。1912 年 当选 为 国际 数学 教育 委 
heim. 

3& € yl Jg B Nr (Frobenius, 
Ferdinand Georg , 1849. 10. 26 
一 1917. 8. 3) 德国 数学 家 。 生 
于 柏林 , 卒 于 同 地 。 早 年 在 柏林 攻读 
数学 ,1870 年 获 博 士 学 位 。1874 年 
任 柏 林 大 学 教授 。1893 年 当选 为 柏 
林 普 鲁 士 科学 院 院 士 。 主 要 贡献 在 
群 论 方面 。 他 提出 抽象 群 的 概念 ,并 
对 群 表示 论 进行 系统 研究 。 在 1896 
年 的 论著 《 群 特征 标 》 中 ,引进 有 限 
群 的 特征 标 理论 ,为 此 建立 “ 秩 ” 的 


概念 ,还 研究 了 特征 多 项 式 的 性 质 


等 。 他 还 把 有 关 结果 推 广 到 无 限 群 
上 。 他 与 别人 合作 ,证 明了 群 表示 论 
的 一 系列 结果 。 另 外 ,在 超 复数 系 、 
微分 方程 的 级 数 解 、 解 析 函 数 的 宕 
级 数 和 发 散 级 数 等 方面 也 有 建树 。 
ATIRA 
€ Kosganesckaa, Copes Bacn- 
AbeBHa, 1850.1. 15— 1891.2. 
100 俄国 女 数 学 家 ,作家 。 生 于 莫 
斯 科 , 座 于 瑞典 斯 德 哥 尔 摩 .早年 受 
到 良好 的 家 庭 教育 并 表现 出 超群 的 
数学 天 赋 。 为 进一步 深造 ,1868 年 
与 十 生物 学 家 柯 瓦 列 夫 斯 基 “ 假 
婚 ”, 并 共同 来 到 德国 。 在 海德 堡 大 
学 学 习 一 年 后 ,1870 年 到 柏林 成 为 
外 尔 斯 特 拉 斯 的 学 生 。 经 过 四 年 的 
刻苦 努力 ,他 写 出 了 三 篇 杰出 的 论 
文 。 在 第 一 篇 论文 4 偏 微分 方程 论 》 


中 ,她 把 柯 西 提出 来 的 偏 微 分 方程 
解 的 存在 定理 推广 到 含 > 阶 时 间 导 
数 的 > 阶 方 程 组 的 情况 ,这 一 工作 
受到 数学 界 一 致 称赞 .现在 ,这 一 定 
理 通 常 称 为 柯 西 一 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 
定理 。 另 外 两 篇 论文 分 别 是 关于 阿 
贝尔 积分 和 土星 光环 的 。1874 年 7 
月 ,经 外 尔 斯 特 拉 斯 推荐 , 格 丁 根 大 
学 破格 授予 她 博士 学 位 。 返 回 俄国 
后 曾 一 度 脱离 数学 研究 。 1881 年 重 
返 柏林 ,在 外 尔 斯 特 拉 斯 的 帮助 下 ， 
又 开始 数学 研究 。1883 年 ,经 米 塔 - 
列 夫 勒 推荐 ,受聘 为 斯 德 哥 尔 摩 大 
学 讲师 ,1884 年 晋 为 教授 。1888 年 
获 巴 黎 科 学 院 博 尔 丁 奖 。1889 年 当 
选 为 彼得 堡 科 学 院 通 信 院 寸 。 柯 瓦 
列 夫 斯 卡 娅 共 发 表 十 篇 科学 论文 ， 
还 发 表 一 些 文学 作品 。 

Z t W (Heaviside, Oliver, 
1850. 5. 18— 1925. 2.3) 英国 
物理 学 家 数学 家 。 生 于 伦敦 的 卡 姆 
登 , 座 于 德 文 郡 .未 受过 正规 的 高 等 
教育 ,早年 是 电报 和 电话 工程 师 。 
1874 年 后 隐居 农村 ， 专心 写作 ， 主 
要 课题 在 电学 和 磁 学 方面 。1891 年 
当选 为 伦敦 皇家 学 会 会 员 。1892 
年 ,他 把 拉 普 拉 斯 变换 应 用 于 电机 
工程 ,发 形成 一 套 算 子 演算 (或 称 运 
算 微 积 ) 理 论 ,但 他 并 没有 给 出 严格 
的 数学 论证 。 在 著作 《电磁 理论 》(3 
卷 ,1893 一 1921) 中 ,他 解释 了 哈密 
顿 和 格拉 斯 曼 的 向 量 分 析 , 给 出 向 
量 代 数 的 现代 形式 。 通 常 认为 他 是 
三 维 向 量 的 创始 人 之 一 。 

里 奇 (Ricci ,Curbastro Grego- 
rio, 1853. 1. 12 一 1925. 8. 6) 
意大利 数学 家 。 生 于 卢 戈 , 卒 于 博 洛 
尼 亚 。 早 年 在 罗马 大 学 博洛尼亚 大 
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学 和 比萨 高 等 师范 学 校 学 习 ,1875 
年 获 博 士 学 位 。1877 一 1878 年 曾 到 
慕尼黑 访 学 ,接触 到 许多 数学 名 流 。 
回国 后 曾 一 度 在 比萨 高 等 师范 学 校 
任教 ,1880 年 以 后 一 直 在 帕 多 瓦 大 
学 任 数学 物理 教授 。 里 奇 通过 研究 
黎 曙 的 微分 不 变量 、 李 普 希 获 的 二 
次 型 以 及 克 里 斯 托 费 尔 的 共 变 求 导 
等 概念 而 创立 了 绝对 微分 学 理论 
( 现 称 张 量 分 析 ) 。1896 年 ,他 发 表 
了 内 列 几 何 学 论文 ,对 任意 黎 曼 全 
土 的 线 汇 和 绝对 微分 学 的 应 用 做 了 
进一步 的 研究 。 他 还 发 现 了 在 广义 
相对 论 中 有 重要 作用 的 缩短 张 量 ， 
即 里 奇 张 量 。 

H 3jn3& (Poincaré ,Jules-Hen- 
ri, 1854. 4. 29—1912. 7. 17) 
法 国 数学 家 。 生 于 南 锡 , 卒 于 巴黎 。 
1873 年 考 入 巴黎 综合 工科 学 校 。 
1879 以 数学 论文 获 博 士 学 位 。1881 
年 任 巴黎 大 学 教授 ,直到 去 世 。1887 
年 当选 为 法 国 科 学 院 院 士 , 1908 年 
当选 为 法 兰 西学 院 院 士 。 庞 加 莱 的 
研究 涉及 分 析 学 .数论 .代数 学 、 几 
何 学 .拓扑 学 等 许多 领域 。 早 期 ,他 
主要 研究 自 守 函 数理 论 和 创立 微分 
方程 的 定性 理论 ,以 后 则 致力 于 葛 
基 组 合 拓扑 学 ,对 现代 数学 的 发 展 
产生 重要 的 影响 。 庞 加 莱 在 数论 和 
代数 学 方面 的 工作 也 很 有 影响 。 他 
的 《有 理 数 域 上 的 代数 斤 何 学 》 
(1901)? 开 创 了 委 番 图 方程 的 有 理解 
的 研究 。 他 对 经 典 物理 学 有 深入 的 
研究 ,对 狭义 相对 论 的 创立 有 贡献 。 
庞 加 莱 的 哲学 著作 《科学 与 假设 》 
(1902)《 科 学 的 价值 》(1905)《 科 
学 与 方法 j(1909) 有 着 重大 的 影响 。 
庇 吉 莱 的 主要 著作 还 有 《拓扑 学 》 


(1895)《 关 于 由 微分 方程 确定 的 曲 
线 》(1882 一 1886)《 天 体力 学 新 方 
法 》1892 一 1899) 等 。 法 国 科学 院 于 
1916—1954 年 出 版 了 《 庞 加 莱 全 
S3 11 卷 。 

马尔 可 夫 ( 老 ) (Mapkos 
C Crapuuas ), Annpeiàií AHIpe- 
enu, 1856. 6. 14— 1922. 7. 
200 RERFZK ETRA, ETF 
REE. 1878 年 毕业 于 彼得 堡 大 
学 ,后 留 校 工 作 。1884 年 获 物 理 数 
学 博士 学 位 。1886 年 成 为 教授 。 
1896 年 当选 为 彼得 保科 学 院 院 士 。 
1905 年 退 体 。 同 年 ,彼得 堡 大 学 授 
予 他 功 助 教授 称号 。 主 要 贡献 在 概 
率 论 .数论 .函数 逼近 论 和 微分 方程 
等 方面 ,在 概率 论 方面 ,他 深入 研究 
并 发 展 了 切 比 雪夫 的 矩 方法 ,使 中 
心 极限 定理 的 证 明成 为 可 能 。 他 还 
推广 了 大 数 定律 和 中 心 极限 定理 的 
应 用 范围 。 在 1906 一 1912 年 间 , 马 
尔 可 夫 发 表 了 一 系列 论著 ,提出 并 
研究 了 一 种 能 用 数学 分 析 方 法 研究 
自然 过 程 的 一 般 图 式 , 后 来 这 种 图 
式 被 称 为 马尔 可 夫 链 。 他 的 研究 方 
法 和 重要 发 现 推动 了 概率 论 的 发 
展 ,特别 是 促进 了 概率 论 新 分 支 
随机 过 程 论 的 发 展 。 随 机 过 程 
论 在 现代 科学 中 具有 广泛 而 重要 的 
应 用 .随机 过 程 又 叫 马尔 可 夫 过 程 。 
马尔 可 夫 所 创建 的 概率 论 的 新 的 研 
究 方向 ,改变 了 概率 论 的 内 容 , 促 使 
它 成 为 与 自然 科学 和 技术 直接 有 关 
的 最 重要 的 数学 方法 之 一 。 在 数论 
中 ,他 解决 了 求 已 知行 列 式 的 极 值 
二 次 式 的 难题 ,在 数学 分 析 中 ,发 展 
了 力矩 理论 ,也 数 逼近 论 和 连 分 式 
的 解析 理论 及 其 应 用 。 在 数理 统计 
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和 数 的 几何 等 方面 也 做 出 了 创造 性 
的 贡献 。 共 发 表 70 多 种 论著 ,其 中 
《有 限 差 分 学 》 和 《概率 演算 )》 已 被 视 
为 经 典 著作 。 , 
皮卡 (Picard, Charles Emile, 
1856. 7. 24— 1941. 12. 11 ) 
法 国 数学 家 。 生 于 已 黎 , 座 于 同 地 。 
1877 年 毕业 于 巴黎 高 等 师范 学 校 ， 
获得 博士 学 位 。1879 年 被 聘 为 图 卢 
北大 学 教授 。1898 年 任 巴黎 大 学 教 
B. 1917 年 当选 为 法 国 科学 院 终身 
秘书 。 他 是 伦敦 皇家 学 会 .苏联 科学 
院 等 30 多 所 重要 科研 机 构 的 成 员 ， 
并 被 5 所 外 国 大 学 授予 名 誉 博士 学 
位 。 曾 获 多 种 科学 奖金 。 皮 卡 的 主 
要 贡献 在 解析 函数 论 、 微 分 方程 . 代 
数 几 何 和 力学 等 方面 。1879 年 他 提 
出 皮卡 第 一 定理 ,次 年 得 到 皮卡 第 
二 定理 。 这 两 个 定理 成 为 复 变 函数 
论 许 多 新 方向 的 起 点 。1883 一 1888 
年 皮卡 将 庞 加 莱 自 守 函 数 的 方法 推 
广 到 二 元 复 变 函数 ,进而 研究 了 代 
数 曲 面 (1901) ,导致 了 “皮卡 群 ?的 
建立 ,他 推广 了 逐次 逼近 法 ,证 明了 
含 复 变量 的 微分 方程 积分 方程 的 解 
的 唯一 存在 性 定理 。 皮 卡 的 主要 著 
作 有 《分 析 数 学 专 论 》(1891 一 
1896)《 泛 函 方 程 讲义 (1928) 《二 
元 代数 函数 论 》(1897,1906) 等 。 
迈 尔 C(Meyer Wilhelm Franz, 
1856. 9. 2—1934. 6.11) 德国 
数学 家 。 生 于 马 格 德 堡 。 早 年 在 莱 
比 锡 和 慕尼黑 求学 ,1878 年 获 博 士 
学 位 ,以 后 曾 跟 随 外 尔 斯 特 拉 斯 、 库 
默 尔 , 克 罗 内 克 等 著名 数学 家 深造 。 
1888 年 成 为 教授 .1897 年 以 后 到 柯 
尼斯 堡 大 学 任教 。 主 要 责 献 在 几何 
学 ,特别 是 在 代数 几何 和 射影 不 变 


理论 方面 ,发 表 了 有 影响 的 论著 .。 另 
外 在 代数 曲线 .位 势 理 论 等 方面 也 
有 著述 。 共 发 表 136 种 论著 ,为 《 数 
学 进展 》 杂 志 写 过 2000 多 篇 评论 。 
他 还 是 一 位 优秀 教师 ,培养 出 许多 
杰出 的 数学 家 。 

Xr 39 R 78 Wr C Stieltjes, 
Thomas Jan, 1856.12.29— 
1894.12.31) 荷兰 数学 家 。 生 
TARY THERA. PEE 
代 尔 夫 特 综合 技术 学 校 学 习 。 - 


. 1877—1883 年 在 莱 顿 天 文 台 工 作 。 


稍 后 迁居 巴黎 ,1886 年 获得 科学 博 
士 学 位 .同年 任 图 卢 兹 大 学 教授 , 直 
至 去 世 。 斯 蒂 尔 杰 斯 最 重要 的 贡献 
是 推广 了 黎 曼 积分 概念 , 1894 年 他 
发 表 了 论文 4 连 分 式 研究 》 文 中 提 
出 了 在 解析 函数 论 和 一 元 实 变 消 数 . 
论 中 本 质 上 是 全 新 的 问题 ,为 了 表 
示 一 个 解析 函数 序列 的 极限 ,他 引 
进 了 一 种 新 的 积分 一 一 斯 蒂 尔 杰 
积分 ,这 种 积 介 后 来 成 为 研究 一 般 
测度 上 的 积分 的 开端 ,在 现代 数学 
中 起 到 重要 作用 。 他 研究 了 发 散 级 
数 ,1886 年 独立 于 庞 加 莱 给 出 了 这 
种 级 数 的 正式 定义 ,以 后 又 继续 研 
究 发 散 级 数 的 连 分 式 展开 (1894)， 
为 连 分 式 解 析 理 论 的 研究 奠定 了 基 
础 。 与 此 相关 ,他 还 提出 了 “和 矩 量 问 
题 ”, 研 究 了 正 交 多 项 式 、 近 似 积分 
法 等 经 典 分 析 课题 。 

李 亚 尊 诺 夫 (JInanyaoa， 
AmekcaHIP MuxaruioBuu , 1857. 
6. 6—1918. 11.3) 俄国 数学 
家 ,力学 家 。 生 于 雅 罗 斯 拉夫 尔 XE 
TUBE. 1876 年 入 彼得 堡 大 学 物 
理 数学 系 学 习 , 不 久 转 到 数学 系 ,在 
切 比 雪 夫 , 佐 洛 塔 座 夫 等 人 的 影响 


数 学 家 131 


下 ,大 学 期 间 开 始 科学 研究 。1880 
年 毕业 留 校 工作 ,1892 年 获 博士 学 
位 并 成 为 教授 。1901 年 当选 为 彼得 
堡 科学 院 院 士 。 李 亚 普 诺 夫 是 切 比 
雪夫 所 创立 的 彼得 堡 数学 学 派 的 杰 
出 代表 。 主 要 贡献 在 概率 论 .微分 方 
程 和 数学 物理 等 方面 .在 概率 论 中 ， 
他 给 出 了 中 心 极限 定理 的 简单 而 严 
密 的 证 明 , 他 的 方法 在 现代 概率 论 
中 得 到 广泛 的 应 用 。 他 是 微分 方程 
运动 稳定 性 理论 的 创始 人 .他 在 《 关 
于 运动 稳定 性 的 一 般 问题 》(1892) 
中 提出 了 运动 稳定 性 问题 的 普遍 方 
法 ,他 建立 了 一 种 具有 特殊 性 质 的 
函数 (通常 称 为 李 亚 普 诺 夫 函 数 )， 
把 解 的 稳定 性 与 否 和 这 个 函数 联系 
起 来 ,建立 解 的 稳定 性 曲线 。 他 建立 
的 研究 方法 很 快 应 用 到 常 微分 方程 
的 各 分 支 。 李 亚 普 诺 夫 对 位 势 理论 
的 研究 为 数学 物理 方法 的 发 展开 辟 
了 新 的 途径 。 他 1898 年 发 表 的 论文 
《关于 犹 利克 雷 问 题 的 某 些 研究 ) 具 
有 重要 意义 。 

皮 亚 诺 (Peano, Giuseppe, 
1858. 8. 27— 1932. 4. 20) 意 
大 利 数学 家 、 逻 辑 学 家 。 生 于 利 库 内 
奥 附 近 的 斯 平 里 塔 , 卒 于 都 灵 .1876 
年 入 都 灵 大 学 学 习 , 于 1880 年 毕业 
留 校 任教 。1895 年 升 为 教授 。 皮 亚 


诺 是 研究 数理 逮 辑 和 数学 基础 的 先 


驱 。 他 研究 逻辑 是 为 了 数学 的 严格 
性 。 试 图 用 他 的 逻辑 符号 表达 各 种 
数学 思维 。 罗素 认为 皮 亚 诺 的 这 一 
发 现 , 推 动 了 他 关于 数学 原理 的 观 
点 的 发 展 . 皮 亚 诺 从 不 加 定义 的 “ 集 
合 ”自然数 ”“ 继 数 ” 与 “属于 ”等 
概念 出 发 ,给 出 了 关于 自然 数 的 五 
条 公理 。 这 一 公理 系统 标志 着 当时 


数学 分 析 算 术 化 的 终结 。1887 年 ， 
他 在 分 析 学 中 ,引进 了 一 个 比较 严 
格 的 容 度 概念 ,给 出 了 曲线 长 度 和 
曲面 面积 的 严密 定义 ,并 得 到 所 谓 
皮 亚 诺 面积 , 皮 亚 诺 曲 线 等 .代表 作 
为 《算术 原理 》(1889) 。 

4H 7R £& »X (Hurwitz , Adolf, 
1859. 3. 26— 1919. 11. 18 ) 
德国 数学 家 。 生 于 希 尔 德 斯 海 姆 , 卒 
于 瑞士 苏黎世 。1877 年 进入 慕尼黑 
技术 大 学 学 习 , 不 久 又 到 柏林 大 学 
深造 。1880 年 在 莱比锡 大 学 获 博 士 
学 位 .先后 在 格 丁 根 大 学 、 柯 尼斯 堡 
大 学 苏黎世 工学 院 任教 ,主要 贡献 
在 代数 学 .数论 .函数 论 .级 数论 等 
方面 。 他 曾 探讨 模 函 数理 论 以 及 重 
要 的 数论 课题 一 判别 式 为 负 的 二 元 
二 次 型 的 类 数 的 关系 。 他 运用 分 裂 
二 次 曲面 为 三 角形 的 方法 ,得 到 了 
类 数 的 非 算术 无 穷 和 ,并 把 这 种 研 
究 推 广 到 三 元 型 .他 与 克 莱 因 合作 ， 
研究 代数 黎 曼 面 理论 ,证 明了 亏 格 
大 于 1 的 代数 黎 曼 面 的 自 同 构 群 是 
有 限 的 。 他 还 研究 复 变 函数 .超越 函 
数 、 贝 塞 尔 函 数 、 差 分 方程 理论 。 还 
讨论 了 具有 二 次 范 数 的 实 代 数 问 
题 ,证 明了 实数 .复数 . 实 四 元 数 和 
虚 四 元 数 是 仅 有 的 满足 乘法 定律 的 
线性 结合 代数 。 著 作 有 《四 元 数 数论 
VES (1919) 7 X R RAN HA BI PR 
数论 讲义 》(1922) 等 。 胡 和 尔 维 欧 是 希 
尔 伯 特 和 闵 科 夫 斯 基 的 老师 ,后 又 
结 为 终生 投 友 。 

A RM Æ f (Volterra, Vito, 
1860. 5. 3 一 1940. 10.11) € 
大 利 数 学 家 。 生 于 安 科 纳 , 卒 于 罗 
马 。1878 年 入 比萨 大 学 学 习 , 受 教 
于 贝蒂 教授 。1882 年 获 博士 学 位 。 
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1883 年 成 为 比萨 大 学 教授 .1892 年 
任 都 灵 大 学 力学 教授 。 他 的 研究 涉 
及 数学 物理 、 积 分 方程 . 积 微分 方 
程 . 泛 函 分 析 、 集 合 论 、 弹 性 理论 和 
天 体力 学 等 领域 。 他 是 积分 方程 理 
论 的 创始 人 。1896 年 他 给 出 了 第 二 
类 积分 方程 的 解法 ,以 及 第 一 类 积 
分 方程 化 为 第 二 类 积分 方程 的 解 
法 。 还 发 现 第 一 类 积分 方程 是 某 种 
线性 方程 组 的 极限 形式 。 他 得 到 积 
微分 方程 的 构造 法 ,引进 泛 函 微分 
的 一 般 概念 。 他 建立 泛 函 方程 的 特 
征 理论 。 沃 尔 泰 拉 的 重要 著作 都 收 
集 在 他 的 《数学 论文 集 》(1954 一 
1962) 中 ,其 最 重要 的 著作 是 《 泛 函 、 
积分 方程 和 积分 微分 方程 理论 》。 
怀特 海 (Whitehead, Alfred 
North,1861. 2. 15—1947. 12. 
30) ”英国 逻辑 学 家 、 数 学 家 、 哲 学 
家 。 生 于 拉 姆 斯 盖 特 。1884 年 毕业 
于 剑桥 大 学 三 一 学 院 ,1905 年 获 科 
学 博士 学 位 ,以 后 又 获 多 所 大 学 博 
士 学 位 。 先 后 在 三 一 学 院 , 伦 敦 大 学 
学 院 ,哈佛 大 学 等 校 任教 授 。 被 选 为 
英国 皇家 学 会 会 员 。 主 要 贡献 在 数 
理 还 辑 和 哲学 方面 。 他 和 他 的 学 生 
罗素 被 认为 是 数学 基础 三 大 学 派 之 
一 的 逻辑 主义 学 派 的 创始 人 。 根 据 
他 们 的 观点 ,逻辑 是 可 靠 的 ,全 部 数 
学 可 以 从 逻辑 推导 出 来 ,因而 是 逻 
辑 的 一 种 延 拓 。 他 们 合作 的 《数学 原 
理 》(1910 一 1913) 一 书 对 逻辑 主义 
学 派 的 基本 观点 进行 了 论述 , 现 已 
成 为 重要 的 历史 文献 ,事实 上 ,逻辑 
主义 者 并 没有 实现 他 们 的 预想 , 即 
不 能 从 纯粹 逻辑 推出 全 部 数学 ,他 
们 在 推导 过 程 中 使 用 了 逻辑 以 外 的 
公理 .尽管 如 此 ,他 们 的 工作 还 是 大 


大 地 推动 了 数理 逻辑 的 发 展 。 

本 迪克 松 (Bendixson Ivar 
Otto, 1861. 8. 2- 一 1935) 挪威 
数学 家 。 生 于 瑞典 斯 德 哥 尔 摩 。 在 
斯 德 哥 尔 摩 大 学 任教 授 。 主 要 贡献 
在 微分 方程 论 和 集合 论 等 方面 。 他 
是 微分 方程 定性 理论 的 创始 人 之 
一 。1900 年 以 来 ,他 开展 了 由 法 国 
数学 家 庞 加 莱 所 开创 的 微分 方程 解 
的 拓扑 性 质 的 研究 ,建立 了 方程 
Xdz 二 Ydy 一 0( 其 中 X,Y 是 z 和 yy 的 
多 项 式 ) 具 有 限 个 极限 环 的 定理 , 称 
为 本 迪克 松 定理 。 他 还 研究 了 产生 
极限 环 的 各 种 情形 及 性 质 , 孤 立 奇 
点 的 分 类 等 问题 。 在 常 微分 方程 定 
性 理论 中 ,有 著名 的 本 迪克 松 球 变 
换 和 本 迪克 松 准 则 等 。 他 的 主要 成 
果 发 表 在 1901 年 的 论文 《由 微分 方 
程 定义 的 曲线 》 中 。 

F 3E 尔 (Hensel, Kurt, 
1861. 12. 29—1941.6.1) 德 
国 数学 家 。 生 于 柯 尼 斯 堡 , 卒 于 马尔 
堡 。 早 年 在 波恩 大 学 和 柏林 大 学 学 
习 , 得 到 李 普 希 孩 、 外 尔 斯 特 拉 斯 和 
克 罗 内 克 等 名 师 的 指导 。1884 年 获 
哲学 博士 学 位 。1901 年 被 聘 为 马尔 
堡 大 学 教授 ,并 担任 《纯粹 与 应 用 数 
学 杂志 》 的 编辑 。 主 要 贡献 在 函数 
je .代数 学 数论 等 方面 。 在 函数 论 
方面 ,他 和 克 罗 内 克 建 立 的 克 罗 内 
克 一 享 泽 尔 法 则 提供 了 代数 函数 域 
的 算术 基础 。 在 代数 学 方面 ,他 证 明 
了 和 矩阵 的 最 小 多 项 式 的 唯一 性 。 提 
出 了 P- 进 数 的 概念 ,并 将 其 发 展 为 
一 套 完整 的 理论 ,他 还 把 该 理论 应 
用 于 二 次 型 和 数论 的 研究 。 主 要 著 
作 有 (代数 函数 论 )1902) 《代数 数 
论 》(1908) 和 《数论 》(1913) 等 。 
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38 7R (El Rr (Hilbert, David, 
1862. 1. 23 一 1943. 2.14) 德 
国 数学 家 。 生 于 柯 尼斯 堡 , 卒 于 格 丁 
根 。1880 年 入 柯 尼 斯 堡 大 学 ,1885 
年 获 博士 学 位 。1893 年 任 柯 尼斯 堡 
大 学 教授 。1895 年 任 格 丁 根 大 学 教 
授 ,直到 退休 。 希 尔 伯 特 是 20 世纪 
最 伟大 的 数学 家 之 一 。 他 的 数学 贡 
献 是 巨大 的 和 多 方面 的 。 他 解决 了 
代数 不 变 式 问题 ,采用 直接 的 、 非 算 
法 的 方法 ,证 明了 不 变 式 系 的 有 限 
整 基 的 存在 定理 。1898 年 ,他 的 论 
文 4 相对 阿 贝 尔 域 理 论 》 中 概括 地 提 
出 了 类 域 论 , 后 经 高 木 贞 治 、 阿 廷 等 
人 发 展 成 一 门 完整 的 学 科 。1899 
年 , 希 尔 伯 特 在 《几何 基础 > 一 书 中 ， 
第 一 次 给 出 了 完备 的 欧 几 里 得 几何 
公理 体系 , 葛 定 了 现代 公理 化 方法 
的 基础 。 希 尔 伯 特 用 对 角 线 方法 证 
明了 狄 利克 雷 原理 ,丰富 了 变 分 法 
的 经 典 理论 。 希 尔 伯 特 对 积分 方程 
及 无 穷 维 空间 理论 也 有 深入 的 工 
作 , 建立 了 希 尔 伯 特 空间 理论 
(1904—1912) 1912—1922 年 , 希 
尔 伯 特 曾 专注 于 理论 物理 领域 ,其 
目标 是 用 公理 化 手法 整理 近代 物理 
学 的 重要 部 门 ,获得 很 多 成 果 。1918 
年 以 后 , 希 尔 伯 特 发 展 了 早期 关于 
几何 基础 的 工作 ,其 主要 思想 被 概 
括 为 所 谓 “ 形 式 主义 计划 。” 提 出 了 
证 明 论 ( 或 称 元 数学 ) ,成 为 数理 逻 
辑 五 大 主要 部 门 之 一 。1900 年 , 希 
尔 伯 特 在 巴黎 举行 的 国际 数学 家 会 
议 上 发 表演 说 ,提出 了 新 世纪 数学 
面临 的 23 个 问题 ,对 这 些 问题 的 研 
究 有 力 地 推动 了 20 世纪 数学 发 展 
的 进程 。 希 尔 伯 特 是 一 位 出 色 的 教 
师 ,讲课 富有 魅力 ,体现 了 重视 基础 


和 技巧 的 特点 。 希 尔 伯 特 为 人 正直 
受到 普遍 的 尊敬 。 他 曾 拒绝 在 德国 
政府 为 发 动 第 一 次 世界 大 战 辩护 的 
宣言 上 签名 ,后 来 又 对 希特勒 的 排 
犹 暴行 表示 了 极 大 愤慨 。 希 尔 伯 特 
的 学 派 在 纳粹 统治 时 期 遭 到 了 严重 
迫害 。 由 于 希 尔 伯 特 和 F. 克 莱 因 的 
努力 ,使 格 丁 根 在 20 世纪 的 30 年 
间 成 为 国际 数学 研究 与 教育 的 中 
心 。 希 尔 伯 特 生前 享有 很 高 的 国际 
声誉 ,1910 年 荣获 匈牙利 科学 院 的 
波 尔 约 数学 奖 。 

Ef $) T (Painlevé, Paul, 

1863. 12. 5—1933. 10. 29 ) 
法 国 数学 家 、 政 治 家 。 生 于 巴黎 , 卒 
于 同 地 。 早 年 在 巴黎 高 等 师范 学 校 
学 习 , 毕 业 后 又 到 格 丁 根 大 学 深造 ， 
1887 年 获 数学 博士 学 位 。 后 在 里 尔 
大 学 .巴黎 理学 院 和 巴黎 综合 工科 
学 校 任 教 。1900 年 当选 为 法 国 科学 
院 院士 。 主 要 数学 贡献 在 代数 曲线 
及 代数 曲面 理论 .代数 微分 方程 的 
奇 点 理论 .超越 函数 等 方面 ,他 还 十 
分 注意 将 数学 成 果 应 用 分 析 力 学 ， 
取得 重要 成 果 。 曾 获得 多 次 数学 奖 、 
班 勒 卫 对 刚刚 兴起 的 航空 科学 颇 有 
兴趣 , 曾 是 1908 年 双翼 飞机 创 纪录 
飞行 的 乘客 之 一 。 他 还 热心 政治 活 
动 ,1906 年 选 入 众议院 ,以 后 历任 
教育 部 长 .陆军 部 长 .航空 部 长 等 
职 , 并 在 法 国 危机 时 期 两 次 出 任 总 
理 (1917,1925)。 

斯 捷克 洛 夫 (Crekrop， 
BJaRHMHP AHAIpeeBnH, 1864. 1. 9 
一 1926. 5.30) ”苏联 数学 家 。 E 
于 下 诺 夫 戈 罗 德 。 就 学 于 莫斯科 大 
学 和 哈 尔 科 夫 大 学 。1896 年 成 为 教 
授 。1902 年 获得 数学 博士 学 位 。 
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1912 年 被 选 为 彼得 保科 学院 院士 。 
1919—1926 年 任 苏联 科学 院 副 院 
长 ,1925 年 被 选 为 乌克兰 科学 院 院 
士 。 斯 捷克 洛 夫 主 要 从 事 数 学 物理 
和 微分 方程 论 的 研究 。 在 数学 物理 
中 ,研究 课题 有 :热传导 问题 .转动 
物体 的 平衡 问题 和 静电 学 中 的 一 些 
问题 。 他 首先 引进 了 正 交 渗 数 系 的 
封闭 性 概念 ,并 在 此 基础 上 研究 函 
数 展开 为 已 知 的 正 交 函 数 的 问题 。 
同时 还 建立 了 函数 平滑 化 的 特殊 方 
法 , 即 斯 捷克 洛 夫 函 数 法 .他 在 微分 
Jr Rib .数学 分 析 .弹性 理论 和 流体 
力学 等 方面 的 研究 也 取得 了 重要 的 
成 果 。 他 共 发 表 论 著 约 150 种 。 是 
苏联 数学 物理 学 派 的 创始 人 ,彼得 
堡 数 学 学 派 的 优秀 代表 。 十 月 革命 
胜利 后 ,领导 组 建 了 苏联 科学 院 物 
理 数 学 研究 所 。 这 个 研究 所 后 来 被 
分 为 三 个 所 ,其 中 之 一 就 是 以 他 名 
字 命 名 的 数学 研究 所 。 他 还 组 建 了 
全 苏 地 震 预报 网 。 

Bd 科 夫 斯 基 (Minkowski， 
Hermann, 1864. 6. 22 一 -1909. 
1.12) 德国 数学 家 。 生 于 俄国 阿 
列 克 萨 塔 斯 , 卒 于 格 丁 根 ,父母 是 德 
国人 ,8 岁 时 随 全 家 定居 柯 尼斯 堡 。 
早年 在 柯 尼斯 堡 大 学 学 习 期 间 , 与 
希 尔 伯 特 、 胡 尔 维 世 结 为 终身 侈 友 。 
1885 年 获 数学 博士 学 位 。 相继 在 波 
恩 、 柯 尼斯 堡 、 苏 黎 世 和 格 丁 根 等 地 
大 学 任 数 学 教授 。1881 年 ,巴黎 科 
学 院 宣布 1883 年 大 奖 的 课题 是 把 
一 个 整数 表示 为 五 个 整数 平方 的 
和 。17 岁 的 闵 科 夫 斯 基 提 交 的 论文 
大 大 超过 了 原 题 的 范围 ,给 出 了 更 
一 般 的 结果 。1883 年 ,他 与 著名 英 
国 数学 家 享 利 。 史 密斯 同 获 这 项 大 


奖 。 此 后 ,他 不 断 深入 数论 这 个 领 
域 ,在 代数 数论 ,特别 是 有 理 系数 的 
二 次 型 理论 方面 做 出 突出 贡献 。 他 
的 专著 《 数 的 几何 》 用 几何 方法 研究 
数论 。 他 的 工作 为 本 世纪 20 年 代 赋 
范 空 间 理论 的 建立 葛 定 了 基础 。 闵 
科 夫 斯 基 的 另 一 重要 贡献 是 与 著名 
物理 学 家 爱 因 斯 坦 共 同 建立 了 狭义 
相对 论 ,他 提供 的 四 维 时 空 数学 结 
构 被 称 为 “ 闵 科 夫 斯 基 世 界 。” 在 格 
丁 根 他 曾 与 希 尔 伯 特 共同 领导 过 数 
学 讨论 班 。 

Eg ik  (Hadamard, Jac- 
quesSalomon , 1865. 12. 8— 
1963.10. 17) 法国 数 学 家 。 生 
于 凡尔赛 , 卒 于 巴黎 。 早 年 攻读 于 巴 
黎 高 等 师范 学 校 ,1892 年 获 理学 博 
士 学 位 .先后 在 比 丰 中 学 、 博 尔 多 理 
学 院 . 巴 黎 大 学 .巴黎 综合 工科 学 校 
和 中 央 技 术 大 学 任教 。 他 在 法 兰 西 
学 院 创办 了 一 个 重要 的 讨论 班 。 
1912 年 当选 为 巴黎 科学 院 院 士 ,他 
还 是 美国 .英国 、 苏 联 等 许多 国家 科 
学 机 构 的 成 员 和 许多 大 学 的 名 誉 博 
士 。 阿 达 马 早期 的 重要 贡献 在 解析 
函数 论 ,特别 是 泰勒 级 数 的 解析 延 
拓 理 论 方面 ,他 在 1892 年 的 论文 
中 ,第 一 次 把 集合 论 引 进 复 变 函 数 
论 ,得 到 许多 重要 结果 ,成 为 函数 论 
的 基础 .他 的 《泰勒 级 数 及 其 解析 延 
拓 》(1901) 有 很 大 影响 。 他 进一步 研 
究 6 函数 ,解决 了 (1896) 长 期 未 果 
的 素数 分 布 问题 ,从 而 葛 定 了 解析 
数论 的 基础 。 在 偏 微分 方程 方面 ,他 
给 出 了 适 定 问 题 的 提 法 ,他 认为 ,对 
于 拉 普 拉 斯 方程 , 狄 利克 雷 问题 是 
适 定 的 ;反之 ,对 双 曲 型 方程 , 柯 西 
问题 则 是 适 定 的 。 他 还 建立 了 基本 
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解 的 概念 ,明确 了 定 解 问题 的 函 义 。 
他 提出 的 发 散 积分 的 有 限 部 分 对 解 
柯 西 问题 有 重要 意义 。 阿 达 马 对 泛 
通 分 析 也 有 重要 贡献 ,他 建议 以 “ 泛 
对 ”一 词 来 代替 “ 线 函 数 ”, 特 别 给 出 
了 用 弧 段 上 的 连续 函数 所 定义 的 线 
性 泛 函 的 一 般 表 达 式 ,成 为 里 斯 基 
本 公式 的 先导 。 阿 达 马 的 工作 遍及 
数学 的 许多 分 支 ,他 的 初等 数学 讲 
义 在 法 国 中 学 也 闫 为 流行 。1936 
年 ,阿达 马 曾 应 邀 来 我 国清 华 大 学 
讲学 三 个 月 ,代表 作 还 有 《数学 领域 
中 的 发 明 心 理学 》。 

弗 雷 德 霍 好 (Fredholm , Erik 
Ivar, 1866. 4. 7 一 1927. 8.17) 

瑞典 数学 家 。 生 于 斯 德 哥 尔 摩 ， 
卒 于 同 地 。 早 年 在 乌 普 萨 拉 大 学 和 
斯 德 哥 尔 摩 大 学 学 习 , 是 米 塔 一 列 
夫 勒 的 学 生 。1898 年 获 博 士 学 位 。 
任 斯 德 哥 尔 摩 大 学 教授 ,还 兼任 一 
家 保险 公司 的 会 计 员 。 主 要 贡献 在 
积分 方程 方面 。1899 年 ,他 在 给 米 
塔 - 列 夫 勤 的 信 中 ,提出 一 种 积分 方 
程 , 即 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 .并 研究 
了 它 的 解 。1900 年 他 发 表 论文 4 关 
于 解 狄 利克 雷 问 题 的 新 方法 》 对 今 
称 的 第 二 种 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 的 
霍 姆 第 二 定理 。 第 一 定理 是 1903 年 
给 出 的 。 他 的 工作 直接 导致 希 尔 伯 
特 空间 和 一 般 函 数 空间 理论 的 发 
展 


Jie Jr S 3c (Hausdorff , Felix, 
1868. 11. 8—1942. 1.26) # 
国 数学 家 。 生 于 布雷 斯 劳 。 曾 在 莱 
比 锡 、 弗 赖 信 和 柏林 等 大 学 学 习 。 
1891 年 毕业 于 莱比锡 大 学 ,5 年 后 
成 为 该 校 的 讲师 , 1902 年 升 为 教 


授 。 后 来 又 到 格 赖 夫 斯 瓦尔 德 大 学 
和 波恩 大 学 任职 .二 次 大 战 期 间 , 因 
其 犹太 血统 而 倍 受 迫害 。 1935 年 被 
勒令 退职 ,其 著作 禁止 出 版 ,并 被 列 
入 关押 集中 营 的 黑 名 单 , 虽 未 执行 
但 终 因 不 能 忍受 法 西 斯 的 迫害 而 于 
1942 年 1 月 举 家 在 波恩 自杀 身亡 。 
主要 贡献 在 集合 论 .拓扑 学 .连续 群 
YE . 泛 函 分 析 和 数论 等 方面 。1914 
年 ,他 与 弗 雷 歇 同时 分 别 研究 了 康 
托 尔 提出 的 关于 集 的 连通 性 概念 
等 ,提出 了 一 般 度量 空间 和 拓扑 空 
间 的 集合 理论 。 他 引入 一 套 公 理 并 
建立 起 拓扑 空间 (后 被 称 为 豪 斯 多 
夫 空 间 ) 理 论 。 其 专著 《点 集 论 纲 
要 》(1913) 对 拓扑 学 和 度量 空间 理 
论 的 发 展 有 重要 意义 。 他 还 解决 了 
波 菜 尔 集 的 基数 问题 ,建立 了 多 维 
空间 的 测度 理论 , 称 为 豪 斯 多 夫 测 
度 。 他 还 研究 有 序 集 理论 ,首次 证 明 
了 措 恩 引 理 。 他 的 著作 《 集 论 》 已 被 
译 成 中 文 。 ， 
JE 34 E. (Cartan, Elie- 
Joseph, 1869. 4. 9——1951. 5. 6) 
HERZ. 4CTPIESXOKNISGK 
于 巴黎 。 早 年 因 家 境 贫寒 无 力 上 大 
学 ,后 得 到 杜 伯 特 (后 来 成 为 法 国 参 
议院 院 长 ) 的 资助 进入 巴黎 高 等 师 
范 学 校 ,1891 FE., FRETZ 
彼 利 埃 、. 里 晶 和 南 锡 等 地 大 学 执教 。 
1912 年 任 巴黎 大 学 教授 ,1940 年 退 
休 .。 主 要 贡献 在 连续 群 、 线 性 结合 代 
数 和 拓扑 学 方面 。1894 年 他 彻底 解 
决 了 有 限 参 变 量 连续 群 问题 , 竟 定 
了 李 群 代数 理论 的 基础 。1896 年 开 
始 研 究 线性 结合 代数 ,不 久 他 证 明 
了 每 个 代数 结构 可 以 用 二 重 单位 表 
示 , 并 对 李 代 数 进行 分 类 ,引进 “ 权 ” 
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的 概念 。1913 年 他 发 现 了 量子 力学 
中 的 “ 旋 子 ”, 并 利用 它 将 复合 向 量 
由 三 维 旋转 变 成 二 维 表示 ,从 而 建 
立 了 半 单 纯 李 群 的 基本 概念 。1925 
年 以 后 ,他 利用 拓扑 学 方法 发 现 了 
流 形 基本 群 与 李 代 数 结构 之 间 的 联 
系 , 把 李 群 与 拓扑 学 研究 有 机 地 结 
合 起 来 。 在 微分 方程 组 理论 中 , 他 定 
义 了 全 微分 方程 中 的 通常 积分 元 和 
正则 积分 元 ,给 出 适应 于 一 类 方程 
组 的 嘉 当 一 克 勒 存在 定理 ,推进 了 
所 谓 普 法 夫 问 题 的 求解 。 嘉 当 复兴 
了 微分 几何 学 的 研究 ,他 引入 一 般 
纤维 从 概念 ,建立 起 仿 射 .射影 及 保 
形 的 广义 联络 空间 ,得 出 活动 构架 
的 一 般 方 法 。 由 此 开辟 了 解决 几何 
问题 的 新 方法 。 嘉 当晚 年 发 展 了 对 
称 空间 理论 ,提出 拟 保 形 映 象 理 论 。 
1931 年 当选 为 法 国 科 学 院 院士 ， 
1947 年 成 为 伦敦 皇家 学 会 会 员 。 他 
还 获得 多 次 奖励 。 ， 

Æ Æ 尔 (Borel, Emile, 
1871. 1. 7 一 -1956. 2.3) 法 国 
数学 家 。 生 于 阿 韦 龙 省 圣 阿 夫 里 克 ， 
卒 于 巴黎 。 早 年 在 巴黎 高 等 师范 学 
校 求学 ,以 后 从 事 函 数论 、 概 率 论 和 
数学 物理 的 教学 ,1909 年 成 为 教 
授 。 曾 多 次 到 国外 游学 ,1920 年 随 
他 的 老师 班 勒 卫 来 中 国 进行 学 术 交 
集合 论 与 古典 分 析 的 方法 结合 起 
来 ,建立 近代 实 变 函 数理 论 ,最 著名 
的 工作 是 建立 海 因 - 波 菜 尔 有 限 复 
盖 定 理 和 可 数 集 测 度 为 零 的 定理 。 
他 还 系统 地 发 展 了 级 数 可 和 性 理 
论 ,用 无 穷 积 分 建立 发 散 级 数 表达 
式 ,引进 可 和 与 绝对 可 和 性 概念 ,此 
外 , 波 莱 尔 在 非 解析 开拓 和 、 可 数 概 


率 . 丢 鼻 图 近似 和 解析 函数 值 分 布 
理论 和 对 策 论 等 方面 也 做 了 许多 工 
Y. 1921 年 以 后 , 波 莱 尔 投身 政界 ， 
成 为 激进 社会 主义 者 代表 , 曾 任 市 
长 .地方 议员 和 海军 部 长 等 职 。 

乌梅 罗 (Zermelo, Ernst 
Friedrich Ferdinand, 1871.7. 
27— 1953. 5. 21) ”德国 数学 家 。 
生 于 柏林 , 卒 于 弗 赖 堡 . 学 于 哈雷 和 
弗 赖 堡 ,1894 年 在 柏林 大 学 获 博 士 
学 位 。1900 年 成 为 教授 。 在 格 丁 根 、 
苏黎世 和 弗 赖 堡 等 地 任教 。 主 要 贡 
献 在 集合 论 . 变 分 学 和 统计 学 等 方 
面 。 他 首先 把 康 托 尔 的 集合 论 加 以 
公理 化 ,1904 年 ,他 证 明了 “每 一 个 
集合 在 某 种 重新 排列 下 都 能 够 良 序 
化 ”的 定理 , 现 称 之 为 策 梅 罗 定 理 。 
为 证 上 述 定 理 , 他 引用 了 一 个 特殊 
公理 一 一 称 为 策 梅 罗 选择 公理 :对 
于 给 定 的 非 空 且 不 相交 的 集合 的 任 
何 一 个 总 体 ,总 可 以 在 其 中 选取 一 
个 元 素 ,构成 一 个 新 的 集合 。 策 梅 罗 
选择 公理 的 利用 对 集合 论 的 进一步 
研究 起 到 推动 作用 。 在 以 上 工作 的 
基础 上 , 策 梅 罗 在 1908 年 建立 了 第 
一 个 集合 论 公理 体系 。 该 体系 只 包 
含 由 公理 本 身 的 叙述 所 定义 的 基本 
概念 和 关系 ,例如 集合 的 概念 和 集 
合 的 属于 关系 ,只 有 公理 所 提供 的 
集合 性 质 才 可 以 用 。 策 梅 罗 提出 的 
集合 论 公 理 体系 由 德国 数学 家 弗 伦 
克 尔 完成 ,形成 著名 的 ZF 公理 体 
系 ,使 数学 基础 得 到 进一步 巩固 , 影 
响 极 其 深远 。 

S 3€ (Russell, Bertrand 
Arthur Willian, 1872.5. 18— 
1970.2.2) ”英国 数学 家 、 人 逻辑 学 
家 . 生 于 蒙 茅 斯 郡 特 里 莱克 , 卒 于 威 
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尔 士 的 普 拉 斯 彭 林 。 早 期 接受 家 庭 
教育 ,1890 年 入 剑桥 大 学 三 一 学 院 
学 习 数 学 和 哲学 。1895 年 以 论文 
《 论 几何 学 基础 》 获 得 剑桥 大 学 研究 
员 资 格 。1900 年 罗素 接触 到 布尔 和 
皮 亚 诺 的 符号 逻辑 ,1901 年 开始 与 
怀特 海 合 作 ,试图 用 还 辑 将 全 部 数 
学 推出 来 ,经 过 10 年 的 奋战 ,写成 
三 大 卷 的 《数学 原理 》。 这 部 著作 对 
数理 逻辑 的 发 展 产 生 了 重要 影响 ， 
也 使 罗素 本 人 获得 了 崇高 的 声誉 ， 
在 写 这 部 书 的 过 程 中 , 他 提出 了 著 
名 的 “罗素 悖 论 ", 这 对 20 世纪 初 关 
于 数学 基础 的 论战 产生 过 极 大 影 
响 。 作 为 逻辑 主义 的 代表 人 物 ,罗素 
长 期 以 来 坚持 把 全 部 数学 归结 为 逻 
辑 的 主张 ,但 事实 上 ,罗素 并 没有 实 
现 他 的 主张 。 他 到 晚年 承认 逻辑 主 
义 是 不 可 行 的 。 

罗素 还 是 本 世纪 最 有 影响 的 哲 
学 家 之 一 ,其 学 术 活动 除数 学 外 ,还 
涉及 物理 学 .历史 文学 .宗教 .政治 
和 教育 等 多 方面 。1911 年 当选 为 亚 
里 士 多 德 学 会 会 长 1918 年 因 反 战 
而 被 监禁 。1920 年 应 邀 来 中 国 讲学 
一 年 ,他 盛赞 中 国 的 传统 文明 ,并 希 
望 中 国 能 创造 一 种 新 文化 ,以 弥补 
西洋 文化 之 不 足 。1950 年 获 诺 贝 尔 
文学 奖 。1964 年 创立 罗素 和 平 基 金 
4 


Z 


列 维 - 齐 维 塔 (Levi-Civita， 
Tullio, 1873. 3. 29— 1941. 12. 

200 意大利 数学 家 、 物 理学 家 。 生 
于 帕 多 瓦 , 卒 于 罗马 。1894 年 毕业 
于 帕 多 瓦 大 学 ,以 后 在 帕 维 亚 理学 
院 附 属 师范 学 院 任教 . 1902 年 任 帕 
多 瓦 大 学 教授 。1918 年 受聘 任 罗马 
大 学 高 等 分 析 教 授 。1938 年 因 犹 太 


血统 被 法 西 斯 政权 解职 。 主 要 贡献 
在 绝对 微分 学 分析 力 学 和 天 体力 
学 等 方面 。 他 与 他 的 老师 里 奇 合 著 
的 《绝对 微分 法 及 其 应 用 》(1900) 给 
出 了 绝对 微分 学 的 系统 算法 ,为 张 
量 分 析 和 拓扑 学 的 发 展开 辟 了 道 
路 ,使 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 等 问 
题 的 解决 成 为 可 能 。 他 还 对 解决 三 
体 问 题 作 出 重要 贡献 .1917 年 引入 
现在 以 他 的 名 字 命 名 的 弯曲 空间 中 
的 平行 概念 ,代表 作 有 《经 典 力学 与 
相对 论 》(1924)《 绝 对 微分 计算 》 
(1925) 等 。 其 一 生 论著 达 200 多 种 。 

+ hr UH HR X HB (Carathé- 
odory, Constantin, 1873. 9. 13 
—1950.2.2) ”希腊 数学 家 。 原 
籍 希腊 , 生 于 柏林 , 卒 于 慕尼黑 。 早 
年 在 比利时 的 军事 学 校 求学 ,毕业 
后 受 雇 于 英国 政府 到 埃及 参加 水 利 
工程 建设 。1900 年 返回 柏林 研究 数 
学 。 两 年 后 到 格 丁 根 。1904 FEN 
可 夫 斯 基 指 导 下 获 博 士 学 位 。 在 德 
国 、 波 兰 . 土 耳 其 .希腊 等 地 教学 ， 
1924 年 任 慕尼黑 大 学 教授 。 卡拉 西 
奥 多 里 在 许多 数学 分 支 都 有 贡献 。 
他 的 专著 《 实 变 函 数论 兴 1918) 继 波 
莱 尔 、 勒 员 格 之 后 建立 了 实 函 数 的 
严密 体系 。 另 一 部 专著 《 变 分 法 与 一 
阶 偏 微分 方程 》(1935) 推 进 了 拉 格 
朗 日 问题 的 解法 。 另 外 ,他 在 《几何 
光学 》(1937) 中 应 用 变 分 法 建立 起 
一 套 完 整 的 数字 计算 方法 ;在 《函数 
论 》(1950) 中 对 保 角 表示 、 边 界 对 
应 、 点 集 的 测度 等 理论 进行 了 论述 。 
他 曾 是 《数学 年 刊 ) 杂 志 的 编辑 。 

Dl ^K (Baire, René Louis, 
1874. 1.21—1932. 7.5) 法 国 
数学 家 。 生 于 巴黎 , 卒 于 尚 贝 里 。 早 
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年 在 巴黎 高 等 师范 学 校 学 习 , 然后 
到 意大利 深造 , 1899 年 获 博士 学 
位 。1902 年 任 蒙 彼 利 埃 理学 院 讲 
师 , 1904 年 受聘 为 第 戎 理学 院 教 
授 。1922 年 当选 为 法 国 科学 院 通讯 
院士 .贝尔 的 主要 贡献 在 集合 论 . 实 
变 函 数论 ,数学 分 析 等 方面 ,他 的 工 
作对 法 国 数学 的 发 展 有 着 重要 的 影 
响 。 他 研究 了 连续 函数 的 极限 函数 
在 任何 完备 集 上 逐 点 不 连续 性 问 
题 ,推进 了 半 连 续 性 理论 和 超 限 数 
理论 ,他 于 1899 年 引入 了 所 谓 贝 尔 
函数 类 , 即 规定 连续 函数 为 0 类 函 
数 ,0 类 函数 序列 的 极限 函数 (但 非 
0 类 函数 ) 为 1 ARKA, 0 类 及 1 类 
函数 序列 的 极限 函数 (但 非 0 类 也 
dE 1 类 函数 ?为 2 类 函数 , 依 此 类 
推 ,对 每 一 个 自然 数 4, 可 以 引入 2 
类 函数 的 概念 ,贝尔 函数 类 的 引入 ， 
扩大 了 实 变 函 数 的 研究 范围 。 
高 木 贞 治 (Takagi, Teiji, 
1875. 4. 21 一 1960. 2. 28) H 
本 数学 家 。 生 于 岐阜。 早年 在 东京 
帝国 大 学 求学 ,1898 年 由 日 本 文部 
省 派 往 德 国 留 学 , 1901 年 回国 。 
1903 年 获 东 京 大 学 理学 博士 学 位 。 
1904 年 成 为 教授 .1932 年 任国 际 数 
学 家 大 会 副 主席 。 主 要 贡献 在 代数 
数论 方面 ,他 多 年 致力 于 “ 克 罗 内 克 
青春 之 梦 ?” 的 研究 ,把 类 域 的 定义 作 
了 推广 ,证 明了 一 个 代数 数 域 的 任 
何 阿 贝尔 扩张 都 可 以 表示 为 该 数 域 
上 的 类 域 ,从 而 创立 了 类 域 论 .他 的 
研究 结果 发 表 在 1920 年 东京 帝国 
大 学 理学 部 的 纪要 上 ,这 是 近代 第 
一 部 具有 国际 水 平 的 日 本 学 者 的 论 
文 。 高 木 贞 治 也 由 此 被 认为 是 日 本 
近代 数学 的 开创 者 。 他 的 26 篇 论文 


收集 在 《高 本 贞 治 文集 》(1973) 中 ， 
主要 是 代数 数论 的 研究 成 果 。 专 著 
有 《代数 的 整数 论 》(1931) 。 他 还 是 
一 位 杰出 的 教育 家 ,为 提高 日 本 数 
学 教育 水 平 作 出 了 重要 和 贡献。 他 亲 
自 编写 了 大 量 的 中 小 学 教科 书 。 高 
木 贞 治 对 数学 史 也 颇 有 研究 , A 
《近世 数学 史 谈 》(1933) 。 

勒 Ul] 格 (Lebesgue，Henri 
Léon, 1875. 6. 28— 1941. 7. 
26) 法 国 数学 家 。 生 于 博 韦 , 卒 于 
巴黎 。1894 一 1897 年 在 巴黎 高 等 师 
范 学 校 学 习 , 是 波 菜 尔 的 学 生 。1902 
年 在 巴黎 大 学 获 博士 学 位 ,以 后 在 
Ti BOE 、. 普 瓦 捷 大 学 和 巴黎 大 学 
执教 ,1922 年 任 法 兰 西学 院 教授 ， 
同年 当选 为 法 国 科学 院 院 士 。 主 要 
贡献 在 测度 论 和 积分 论 方面 。 他 是 
“ 勒 贝 格 积分 ?理论 的 创始 人 ,其 博 
士 论文 4 积分 ,长度 与 面积 》(1902) 
改进 了 波 莱 尔 的 测度 理论 ,建立 了 
“ 勒 贝 格 测度 ”和 “ 勒 贝 格 积分 ”等 概 
念 ,他 采取 先 定义 测度 后 定义 积分 
的 方法 ,在 定义 积分 时 又 采取 划分 
值 域 而 不 是 划分 定义 域 的 方法 ,使 : 
积分 归结 为 测度 。 他 的 工作 是 现代 
积分 论 的 开端 ,并 且 成 为 傅立叶 级 
数理 论 和 位 势 论 发 展 的 转折 点 。 他 
在 《积分 与 原 函 数 的 研究 》(1904) 
中 ,得 到 了 有 界 函 数 黎 曼 可 积 的 充 
要 条 件 是 其 不 连续 点 的 集合 为 零 测 
度 集 , 从 而 解决 了 黎 曼 可 积 性 的 问 
题 。 在 拓扑 学 方面 ,他 引进 了 紧 性 定 
义 及 紧 度量 空间 的 勒 贝 格 数 。 晚 年 
致力 于 数学 教育 及 初等 几何 研究 。 

哈代 (Hardy, Godfrey Har- 
old, 1877. 2. 7—1947. 12. 1) 
英国 数学 家 。 生 于 克 兰 利 , 卒 于 剑 
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桥 。1896 年 考 入 剑桥 大 学 三 一 学 
院 ,1900 年 当选 为 三 一 学 院 研究 
员 , 第 二 年 又 荣获 史密斯 奖金 ,1910 
年 当选 为 英国 皇家 学 会 会 员 , 还 受 
到 许多 科学 院 、 大 学 的 奖励 .1900 一 
1911 年 ,哈代 主要 研究 无 穷 级 数 收 
敛 和 积分 论 等 方面 的 课题 1911 年 
他 建立 起 与 数学 家 李 特 尔 伍德 长 达 
35 年 的 密切 合作 关系 。 他 们 长 期 靠 
通信 讨论 数学 问题 ,研究 丢 盔 图 分 
gre GC BUSES RE CR 
数 、 不 等 式 、 三 角 级 数 等 内 容 。 他 们 
共同 完成 了 关于 华 林 定 理 的 新 证 


明 ,推进 了 这 个 问题 的 进展 ，1913 . 


年 ,哈代 发 现 了 印 麻 天 才 的 青年 数 
学 家 拉 马 努 金 ,他 把 拉 马 努 金 推荐 
到 剑桥 大 学 深造 ,不 久 即 费 声 数 坛 。 
哈代 在 与 拉 马 努 金 合作 时 期 ,完成 
了 多 项 研究 课题 ,特别 在 整数 的 分 
析 理 论 上 取得 一 系列 惊人 的 成 果 。 
哈代 曾 任 三 一 学 院 讲师 多 年 , 1919 
年 受聘 为 牛津 大 学 萨 维 凡 何 学 教 
授 。20 年 代 末 曾 到 美国 普林斯顿 讲 
学 ,1931 年 回 到 剑桥 , 任 纯粹 数学 
教授 。 他 培养 了 许多 优秀 的 数学 人 
才 , 我 国 著名 数学 家 华罗庚 就 是 他 
的 学 生 。 

3B € Bk (Fréchet, Maurice- 
René, 1878.9.2-—1973.8.4 ) 

法 国 数学 家 。 生 于 巴 利 尼 , 卒 于 
巴黎 。 早 年 在 巴黎 高 等 师范 学 校 学 
习 , 是 阿达 马 的 学 生 和 助手 .先后 在 
普 瓦 捷 、 斯 特 拉 斯 堡 和 巴黎 等 地 大 
学 任教 。 是 波兰 .荷兰 .巴黎 等 科学 
院 院 士 和 许多 国家 学 术 机 关 成 员 。 
曾 获 法 国 荣誉 团 勋 章 。 主 要 贡献 在 
泛 函 分 析 、 拓 扑 学 、 概 率 统计 和 微 积 
分 等 方面 。 他 引进 了 泛 函 的 一 般 概 


念 。 利 用 康 托 尔 集合 论 的 完整 思想 
对 函数 空间 概念 加 以 一 般 化 ,然后 
引进 一 类 函数 空间 ,建立 导 集 、 闭 
集 . 紧 集 等 一 系列 概念 。 他 还 成 功 地 
给 出 了 泛 芳 的 连续 性 和 可 微 性 的 定 
义 ,引进 斌 函 的 集合 和 序列 的 一 致 
收敛 等 概念 ,证 明了 许多 有 关 的 定 
理 。 他 的 工作 黄 定 了 抽象 空间 的 理 
论 基 础 。 在 建立 线性 泛 函 和 算 子 的 
抽象 理论 中 ,也 作出 了 有 影响 的 工 
作 。 他 还 是 抽象 空间 拓扑 理论 的 创 
始 人 ,建立 了 度量 空间 等 一 系列 重 
要 概念 。 有 一 类 拓扑 空间 称 为 弗 雷 
坎 空 间 。 著 作 有 《抽象 空间 》(1928) 


富 tb Æ (Fubini, Guido, 
1879.1. 19—1943.6. 6) XX 
利 数 学 家 。 生 于 威尼斯 , 卒 于 美国 纽 
约 。 早 年 在 比萨 高 等 师范 学 校 攻读 
数学 。 先 后 在 卡 塔 尼 亚 、 热 那 亚 和 都 
灵 等 地 大 学 任教 ,1939 年 移居 美 
国 , 任 普林斯顿 高 等 研究 所 教授 , 富 
比 尼 是 20 世纪 初 意大利 数学 界 的 
代表 人 物 ,其 数学 研究 涉及 微分 方 
程 . 多 复 变 函 数 、 群 论 , 射 影 微分 几 
何 、 变 分 学 积分 化 简 、 概 率 分 析 等 
许多 领域 。 他 最 早 使 用 微分 形式 研 
究 射影 几何 .是 射影 微分 几何 的 先 
驱 者 之 一 。 积 分 论 中 最 重要 的 (关于 
把 高 维 勒 贝 格 积分 化 为 低 维 积分 ) 
定理 称 为 富 比 尼 定 理 。 他 在 物理 学 
方面 也 做 出 许多 贡献 。1919 年 获 意 
大 利 王室 授予 的 奖金 。1928 一 1937 
年 担任 《纯粹 与 应 用 数学 年 刊 ) 编 
辑 


哈恩 (Hahn Hans; 1879. 9. 
27—1934. 7.24) ”奥地利 数学 
家 , 生 于 维也纳 , 卒 于 同 地 。 学 于 法 


140 简明 数学 史 辞 典 


国 斯 特 拉 斯 集 和 慕尼黑 等 地 ,1902 
年 在 维也纳 取得 博士 学 位 。1917 年 
任 波恩 大 学 教授 。 主 要 贡献 在 变 分 
法 .函数 论 . 泛 函 分 析 和 傅立叶 积分 
等 方面 。 他 是 最 早 提出 测度 和 积分 
的 抽象 理论 的 学 者 之 一 ,其 中 有 一 
些 理 论 以 他 的 名 字 命 名 。 在 实 变 函 
数 中 ,他 指出 连续 弧 作 为 点 集 来 说 
可 以 有 局 部 连通 的 连续 统 的 特征 。 
他 与 波兰 数学 家 巴 拿 赫 等 在 20 年 
代 初 分 别 独立 地 引入 赋 范 线性 空间 
的 概念 ,成 为 沁 通 分 析 中 巴 拿 赫 空 
间 理 论 的 奠基 入 之 一 。 他 们 建立 的 
线性 泛 函 开拓 定理 在 线性 空间 理论 
中 有 重要 作用 。 著 有 《 实 函 数论 》 
(1921) 等 专著 。 

里 斯 (Ries, Frigyes, 
1880. 1. 22—1956. 2. 28) 4j 
牙 利 数 学 家 。 生 于 杰 尔 , 卒 于 布 达 佩 
斯 ,早年 在 苏黎世 工业 学 校 , 布 达 佩 
斯 大 学 学 习 , 获 得 哲学 博士 学 位 .后 
来 到 巴黎 、 格 丁 根 等 地 深造 . 回 到 匈 
牙 利 以 后 ,长 期 从 事 教学 与 科研 ,在 
科 洛 斯 堡 大 学 ,他 与 哈 尔 合作 、 创 办 
了 工 波 尔 约 数学 研究 所 及 学 术 刊 
物 《 数 学 科学 文献 》。1946 年 调 入 布 
达 佩 斯 大 学 工作 。1936 年 当选 为 匈 
牙 利 科学 院 院 士 。 他 还 是 其 他 许多 
科学 机 构 的 成 员 。 主 要 贡献 在 泛 函 
分 析 方 面 。 他 深入 研究 L^ 函数 空 
间 , 为 巴 拿 赫 空 间 理 论 作 了 大 量 基 
础 性 的 工作 。1909 年 ,他 发 现 了 重 
要 的 里 斯 表示 定理 ,成 为 泛 沙 分 析 
发 展 史 上 的 一 个 里 程 碑 , 这 个 定理 
不 断 获得 广泛 的 推广 和 应 用 .此 外 ， 
里 斯 对 积分 方程 勒 册 格 积分 理论 、 
射影 几何 复 变 函数 ,逼近 理论 和 点 
集 拓扑 等 方面 也 都 有 论述 。 他 发 表 


的 各 种 论著 共计 1600 多 页 ,代表 作 
为 《 泛 函 分 析 讲 义 》(1952) ,已 被 译 
成 多 种 文字 。 

tú & Xp iB (Bepbnuumeün, 
Cepreü HaranoBuu, 1880. 3. 6— 
1968.10.26) 苏联 数学 家 。 生 
于 地 德 萨 , 卒 于 莫斯科 ,早年 在 法 国 
巴黎 求学 , 1904 年 获 数学 博士 学 
位 。1907 年 成 为 教授 。1914 FER 
尔 科 夫 又 获 纯 粹 数学 博士 学 位 。 先 
后 在 哈 尔 科 夫 大 学 、 列 宁 格 勒 综合 
技术 学 院 、 列 宁 格 勒 大 学 和 苏联 科 
学 院 数 学 研究 所 工作 。1929 年 当选 
为 苏联 科学 院 院 士 。 主 要 研究 多 项 
式 通 近 理论 、 偏 微分 方程 论 和 概率 
论 . 在 偏 微分 方程 方面 ,他 以 解决 希 
尔 伯 特 第 19 问题 (1904) 及 试 解 第 
20 问题 (1908) 而 著称 于 世 。 他 创立 
了 一 种 求解 二 阶 偏 微分 方程 边 值 问 
题 的 新 方法 ( 伯 恩 斯 坦 方法 )。 他 及 
其 学 生 进 行 的 开创 性 工作 奠定 了 函 
数 构 造 论 的 基础 , 极 大 地 推进 了 切 
比 雪 夫 所 创立 的 多 项 式 逼 近 理 论 。 
在 概率 论 方面 ,他 最 早 提出 (1917) 
并 发 展 了 概率 论 的 公理 化 结构 , 建 
立 了 关于 独立 随机 变量 之 和 的 中 心 
极限 定理 ,研究 了 非 均 匀 马 尔 可 夫 
链 。 他 还 用 随机 微分 方程 对 概率 论 
方法 试行 研究 。 伯 恩 斯 坦 对 变 分 法 、 
证 函 分 析 以 及 现代 数学 的 其 他 分 支 
也 有 许多 工作 。 其 主要 著作 被 收入 
1952—1964 年 出 版 的 《 伯 轧 斯 坦 文 
集 》4 卷 )。 他 的 工作 在 国际 上 有 相 
当 影 响 , 被 选 为 许多 国家 科学 院 或 
学 术 机 关 成 员 。 

Tn $5 FER (Brouwer, Luitzen 
Egbertus Jan.  1881.2.27— 
1966. 12.4) 荷兰 数学 家 。 生 于 
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奥 弗 希 , 卒 于 布 拉 里 克 姆 。1904 年 
毕业 于 阿姆斯特丹 大 学 ,1907 年 获 
博士 学 位 。1912 年 任 该 校 数 学 教 
授 。 先 后 获得 奥斯陆 、 剑 桥 等 大 学 的 
荣誉 学 位 。 当 选 为 待 兰 皇家 科学 院 、 
德国 科学 院 、 美 国 哲 学 学 会 .伦敦 皇 
家 学 会 等 若干 科学 组 织 的 成 员 。 主 
要 贡献 在 数学 基础 和 拓扑 学 方面 。 
他 是 数学 基础 研究 中 直觉 主义 学 派 
的 创始 人 和 主要 代表 。 他 把 数学 思 
维 理 解 为 一 种 构造 性 的 程序 ,声称 
数学 基础 只 可 能 建立 在 这 个 程序 
上 ,人 们 对 数学 的 认识 由 直觉 决定 ， 
不 依赖 于 经 验 和 逻辑 。 他 否认 排 中 
律 的 普遍 有 效 性 。 在 拓扑 学 方面 ,他 
引进 了 连续 映射 的 单纯 逼近 和 机 射 
的 拓扑 度 的 概念 ,证 明了 * 维 区 域 
的 拓扑 不 变性 ,在 此 基础 上 ,建立 了 
布 劳 威 尔 不 动 点 定理 并 证 明了 维 数 
的 拓扑 不 变性 。 他 对 希 尔 伯 特 第 5 
问题 也 作出 了 一 些 贡 献 。 
诺 特 , A. E. (Noether ,Amalie 
Emmy, 1882. 3. 23—1935. 4. 
14) ”德国 数学 家 。 生 于 埃 朗 根 , 卒 
于 美国 布 林 莫 尔 。 是 M. 诺 特 的 长 
女 。1900 年 入 埃 朗 根 大 学 ,1907 年 
在 数学 家 哥 尔 丹 指 导 下 获 博 士 学 
fi. 在 20 世纪 初 的 德国 ,妇女 还 没 
有 登 上 大 学 讲台 的 资格 ,A.E. VETE 
在 相当 一 段 时 间 内 没有 工作 。1919 
年 ,在 著名 数学 家 希 尔 伯 特 和 克 莱 
因 的 支持 下 ,她 才 获 准 取得 格 丁 根 
大 学 讲师 资格 。1922 年 为 编外 副 教 
授 。1933 年 , 因 是 犹太 人 而 被 纳粹 
政府 解职 ,同年 赴 美 国 ; 先 后 在 普 林 
斯 顿 高 等 研究 所 和 布 林 莫 尔 女子 学 
院 工 作 。 主 要 贡献 在 代数 学 方面 ,她 
是 抽象 代数 的 奠基 人 之 一 。 她 的 工 


作 在 代数 拓扑 学 、 代 数 数论 ,代数 几 
何 的 发 展 中 有 重要 影响 。1907 一 
1919 年 ,她 主要 研究 代数 不 变 式 及 
微分 不 变 式 。20 年 代 以 后 转向 交换 
代数 与 “交换 算术 ”的 研究 ,她 的 两 
篇 文章 ( 整 环 的 理想 理论 》(1921) 和 
《代数 数 域 和 代数 函数 域 的 理想 理 
论 的 抽象 构造 )(1926) 已 成 为 抽象 
代数 的 经 典 论著 。20 年 代 末 至 30 
年 代 中 期 ,又 研究 非 交 换代 数 与 “ 非 
交换 算术 ”在 一 系列 工作 的 基础 
上 ,她 于 1932 年 证 明了 “代数 数 域 
上 的 中 心 可 除 代 数 是 循环 代数 ”的 
重要 结果 。 诺 特 在 格 丁 根 工 作 期 间 ， 
领导 了 一 个 代数 学 派 ,对 欧洲 数学 
界 有 很 大 影响 。1932 年 她 在 国际 数 
学 家 大 会 上 作 过 大 会 报告 。 她 的 工 
作 通 过 荷兰 数学 家 范 德 瓦尔 登 的 
《近世 代数 学 》( I ,1930; 1,1930) 
而 得 到 广泛 传播 。 

贝尔 (Bell, Eric Temple, 
1883. 2. 7—1960. 12. 21) X 
国 一 美国 数学 家 、 数 学 史家 。 生 于 英 
国 阿 伯 丁 , 座 于 美国 沃 森 维尔 ,早年 
在 英国 接受 中 等 教育 ,1902 年 去 美 
国 ,先后 在 斯 坦 福 大 学 .华盛顿 大 学 
和 哥伦比亚 大 学 攻读 ,1912 年 获 博 
士 学 位 .相继 在 芝加哥 大 学 .哈佛 大 
学 加利福尼亚 理工 学 院 任 教 。 
1931—1933 年 担任 美国 数学 会 主 
席 。 贝 尔 在 数值 分 析 、 解 析 数论 .多 
LEUTE dp IEEE A 
方面 做 出 了 贡献 ,其 (算术 释义 》 获 
得 美国 数学 会 的 博 歇 纪念 奖 。 他 所 
撰写 的 《数学 家 }) 与 (数学 的 发 展 ) 在 
数学 史上 有 很 大 的 价值 。 

米 泽 斯 (Mises, Richard von, 
1883.4. 19—1953. 7. 14) f& 
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国 数学 家 .力学 家 。 生 于 奥地利 伦 员 
格 ( 今 苏联 利 沃 夫 ) , 卒 于 美国 波 士 
Wü. 1907 年 在 维也纳 获 博士 学 位 ， 
后 曾 在 土耳其 和 欧洲 多 所 大 学 任 
教 。1939 年 移居 美国 ,1944 年 成 为 
哈佛 大 学 教授 。 米 泽 斯 早年 研究 空 
气动 力学 。1915 年 奥地利 按照 他 的 
机 喜 设 计 组 装 了 600 马力 的 军用 飞 
机 ,加 强 了 第 一 次 大 战 时 该 国 的 空 
中 武装 力量 ,他 在 弹性 理论 .塑性 理 
TER EEG. EX 
数学 成 就 在 数值 分 析 、 概 率 论 和 数 
理 统计 方面 。 他 在 《概率 、 统 计 和 真 
理 j1928) 一 书 中 建立 了 频率 的 极 
限 理论 。 此 外 , 他 是 著名 学 术 期 刊 
《应 用 数学 与 力学 杂志 》 的 创始 人 与 
编辑 (1921 一 1933)。 

PS ORE (Jlyanu， Huxonait 
Hukonaesnu, 1883. 12. 9— 
1950.2. 28) 苏联 数学 家 。 生 于 
托 木 斯 克 , 卒 于 莫斯科 。1901 年 入 
莫斯科 大 学 攻读 数学 。1905 年 和 
1910 年 两 次 被 派 到 法 国 留学 ,接触 
到 当时 法 国 著名 的 数学 家 阿达 马 、 
波 莱 尔 和 勒 贝 格 等 ,对 他 以 后 的 科 
学 研究 有 重要 影响 。 1916 年 获 博士 
学 位 。1922 年 以 后 一 直 在 黄 斯 科大 
学 工作 。 1929 年 当选 为 苏联 科学 院 
院士 。 卢 津 是 莫斯科 数学 学 派 的 创 
始 人 和 代表 信物 。 早 期 从 事实 变 函 
数论 的 研究 和 教学 ,其 论文 《积分 与 
三 角 级 数 》C1915) 对 测度 论 的 发 展 
有 重要 影响 。1916 一 1920 年 ,他 与 
苏 斯 宁 、 亚 历 山 德 罗 夫 合作 创建 了 
新 的 数学 理论 一 一 描述 性 函数 论 。 
以 后 他 用 几 十 年 的 时 间 坚 持 这 一 研 
究 方向 。 他 还 发 现 了 新 的 集 一 一 射 
影集 ,并 进行 了 许多 研究 。 卢 津 提出 


过 许多 猜测 ,其 中 最 著名 的 是 关于 
L^ 可 积 函 数 的 傅立叶 级 数 一 定 郊 
乎 处 处 收敛 的 猜测 ( 见 卢 津 猜 想 ) 。 
卢 津 在 解析 函数 的 边界 性 质 、 曲 面 
的 变形 问题 ,解析 集合 论 等 问题 上 
都 有 重要 工作 。 他 还 为 开辟 经 典 分 
析 和 微分 几何 的 应 用 范围 作出 了 贡 
献 。 卢 津 在 莫斯科 大 学 执教 多 年 、 培 
养 了 大 批 人 才 , 柯 尔 葛 哥 洛 夫 和 辛 
钦 等 都 是 他 的 学 生 。 他 的 专著 《解析 
函数 论 及 其 应 用 》(1930) 是 他 及 其 
学 生 们 多 年 工作 的 总 结 。 他 对 苏联 
高 等 学 校 教材 建设 也 作出 了 重要 贡 
献 , 他 编著 的 微 积分 学 教材 在 国内 
外 风行 了 二 十 几 年 。 

34 499 A, (Denjoy, Arnaud, 
1884. 1.5—1974. 1. 21) 法国 
数学 家 。 生 于 欧 什 。 巴黎 大 学 教授 。 
1931 年 任 法 国 数学 会 主席 .1942 年 
当选 为 巴黎 科学 院 院 士 。1962 年 任 
巴黎 科学 院 院 长 。 他 还 是 苏联 科学 
院 、 阿 姆 斯 特 丹 科学 院 等 学 术 机 构 
成 员 .主要 贡献 在 实 变 函数 论 方面 。 
他 解决 了 有 关 原 函数 的 经 典 问题 。 
1912 年 ,他 推广 了 黎 曼 积 分 和 勒 贝 
格 积分 ,引进 了 一 种 以 他 的 名 字 命 
名 的 积分 一 一 当 侨 瓦 积分 。 他 在 复 
变 函 数论 、. 拟 解析 函数 论 .拓扑 学 和 
连续 统 理论 等 方面 也 做 出 了 重要 工 
作 。 他 所 建立 的 环 面 上 的 微分 方程 
定性 理论 已 由 其 他 数学 家 发 展 。 在 
描述 集合 论 的 拓 外 问题 中 得 到 一 系 
列 重 要 结果 。 关 于 三 角 级 数 绝 对 收 
敛 性 的 当 儒 瓦 一 一 卢 津 定理 也 很 著 
A. 
TE Æ 2 K (Birkhoff, George 
David, 1884. 3. 21—1944. 11. 
12) 美国 数学 家 。 生 于 密歇根 州 ， 
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卒 马萨诸塞 州 的 坎 布 里 奇 。1907 年 
在 芝加哥 大 学 获 博士 学 位 ,任教 于 
威斯康星 .普林斯顿 ,哈佛 等 大 学 。 
曾 任 美国 数学 会 主席 (1925) 和 美国 
科学 发 展 协会 主席 (1937) 。 主 要 贡 
献 在 渐 近 通 近 . 边 值 问题 . 施 图 姆 一 
刘 维尔 理论 .线性 微分 方程 .差分 方 
程 和 广义 黎 曼 问题 等 方面 。1912 
年 , 庞 加 莱 把 限制 性 三 体 问 题 归 结 
为 一 个 重要 的 几何 定理 ( 称 为 庞 加 
莱 最 后 定理 ) ,并 声称 除 几 个 特例 外 
ABE UEHBH E LEES AE CBE DUE DIE JL 
何 定理 的 证 明 》C1913) 中 证 明了 这 
个 定理 ,成 为 用 动 一 时 的 事件 。 伯 克 
霍 夫 还 推进 了 冯 “。 诺 伊 曼 提出 的 遍 
历 定理 ( 弱 形 式 ), 得 到 强 形式 的 遍 
历 定理 ,后 者 在 近代 分 析 中 有 更 广 
泛 的 应 用 。 此 外 ,他 在 引力 理论 , 美 
学 的 数学 理论 等 方面 也 都 有 创造 性 
的 工作 。 主 要 著作 有 《动力 系统 》 
(1928)、《 相 对 论 与 近代 物理 学 》 
(1923) 《基础 几何 学 》(1941) 等 。 
JE 3 ilH X (Lefschetz, Solo- 
mon, 1884. 9. 3— 1972. 10. 5) 
美国 数学 家 。 生 于 莫斯科 , 卒 于 普 
林 斯 顿 。 他 在 巴黎 长 大 ,1905 年 毕 
业 于 巴黎 中 央 高 等 工业 学 校 , 同 年 
赴 美 。 1911 年 获 克拉 克 大 学 博士 学 
位 。 相 继任 教 于 内 布 拉 斯 如、 堪萨斯 
和 普林斯顿 大 学 ,1924 年 成 为 普 林 
斯 顿 大 学 教授 。 晚 年 获得 许多 大 学 
荣誉 博士 学 位 。 主 要 贡献 在 代数 几 
何 . 多 维 代数 流 形 、 代 数 拓扑 和 微分 
方程 理论 等 方面 。 他 研究 多 面体 的 
不 动 点 理论 ,1926 年 证 明了 后 来 以 
他 的 名 字 命名 的 不 动 点 定理 ,推广 
了 布 劳 威 尔 的 工作 。 研 究 课题 还 有 
上 同调 环 、 代 数 曲 面 . 阿 贝 尔 簇 、 代 


数 篮 的 拓扑 和 孤立 奇 点 理论 、 拓 扑 
空间 奇异 同调 群 等 .专著 有 《4 位置 分 
析 与 代数 几何 》(1924)《 代 数 拓扑 
5230942) 《微分 方程 的 几何 理论 》 
(1957) 和 《 非 线性 控制 系统 的 稳定 
TE3(1965) 85, 1964 年 获 美国 国家 
科学 奖章 。 

李 特 尔 伍 德 (Littlewood, 
John Edensor, 1885. 6. 9— 
1977.9. 6) 英国 数学 家 . ET 
切 斯 特 , 卒 于 剑桥 。1907 年 毕业 于 
剑桥 大 学 。1907 一 1910 年 在 曼 彻 斯 
特大 学 任教 ,1928 一 1950 年 任 剑桥 
大 学 教授 。 李 特 尔 伍德 的 科学 研究 
开始 于 大 学 时 代 。1904 年 ,他 结识 
了 哈代 并 成 为 终生 而 友 。1911 年 他 
们 开始 合作 , 计 35 年 。 早 年 他 曾 解 
决 黎 曼 关 于 整 函数 的 假设 ,证 明了 
阿 贝 尔 型 定理 和 赛 级 数 的 陶 伯 型 定 
理 。1911 年 以 后 ,他 与 哈代 共同 对 
解析 数论 进行 了 系统 研究 ,给 出 了 
小 于 已 知 数 的 素数 个 数 的 渐 近 表达 
式 的 余 项 估计 ;使 用 圆 法 对 华 林 问 
题 的 研究 作出 首次 突破 ,并 研究 广 
义 华 林 问题 ;改善 了 答 级 数 相 乘 的 
方法 及 其 乘积 的 系数 估计 表达 式 ， 
并 广泛 应 用 于 各 领域 . 比 外 ,他 们 对 
RARER, DUBURUBUT B np 
和 性 .三 角 级 数 求 和 法 等 方面 也 都 
进行 了 研究 。 他 们 合作 共 发 表 了 
100 多 篇 论文 。 

外 尔 (Weyl, Claude Hugo 
Hermann, 1885. 11. 9— 1955. 
12.8) 德国 数学 家 。 生 于 汉堡 附 
近 的 埃 尔 姆 斯 霍 恩 , 卒 于 苏黎世 。 
1904 年 入 格 丁 根 大 学 ,1905 一 1906 
年 在 慕尼黑 大 学 学 习 数 学 .物理 、 化 
学 。1907 年 ,在 希 尔 伯 特 指导 下 , 完 
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成 博士 论文 , 1908 年 获 博 士 学 位 。 
1913 年 受聘 任 瑞士 苏黎世 的 联邦 
工学 院 教授 .1930 年 回 格 丁 根 继承 
希 尔 伯 特 的 教授 席位 。1933 年 任 格 
丁 根 数学 研究 所 所 长 ,同年 应 聘 担 
任 美国 普林斯顿 高 等 研究 所 教授 。 
1951 年 退休 。 外 尔 是 20 世纪 上 半 
叶 最 重要 的 数学 家 之 一 。 他 的 早期 
工作 在 分 析 学 方面 。 其 博士 论文 中 
把 希 尔 伯 特 及 其 学 生 关 于 积分 方程 
的 工作 扩 广 到 积分 上 限 为 无 穷 的 情 
形 ,其 后 研究 奇异 特征 值 问题 .外 尔 
在 1913 年 发 表 的 著作 《 黎 曼 曲面 的 
概念 》 第 一 次 给 黎 曼 曲面 商定 了 严 
格 的 拓扑 基础 。1915 一 1933 年 ,他 
研究 与 物理 有 关 的 数学 问题 ,企图 
解决 引力 场 与 电磁 场 的 统一 理论 问 
题 , 对 以 后 发 展 起 来 的 各 种 场 理 论 
和 广义 微分 几何 学 有 深远 影响 。 在 
关于 理论 物理 学 的 工作 中 , 外 尔 开 
展 了 对 李 群 乃至 整个 群 论 的 研究 。 
外 尔 对 哲学 始终 有 浓厚 的 兴趣 。 在 
关于 数学 基础 问题 的 论战 中 ,他 赞 
同 布 劳 威 尔 的 直觉 主义 ,反对 非 构 
造 性 的 存在 证 明 , 反 对 康 托 尔 的 超 
穷 数 。 外 尔 的 主要 著作 还 有 《空间 ， 
时 间 , 物质 》(1918)、《 连 续 统 》 
(1918)《 群 论 与 量子 力学 》(1928)、 
《经 典 群 》(1939)《 对 称 》(1952)、 
《数学 哲学 和 自然 科学 》(1926) 等 。 
1968 年 ,出 版 了 他 的 全 集 , 共 4 卷 。 

3E 维 (Lévy, Paul Pierre, 
1886.9. 15—1971. 12. 15). 法 
国 数学 家 。 CETERAE AEST RD. E 
年 在 巴黎 高 等 师范 院 校 和 综合 工科 
学 校 学 习 , 是 阿达 马 的 学 生 。1913 
年 以 后 在 综合 工科 学 校 任教 ,1920 
年 任教 授 。1950 一 1962 年 曾 到 美国 


访 学 ,1964 年 当选 为 巴黎 科学 院 院 
士 。 主 要 贡献 在 概率 论 和 泛 函 分 析 
方面 ,他 深入 研究 特征 函数 论 ,给 出 
逆转 公式 和 连续 性 定理 ,提出 古典 
中 心 极限 定理 收敛 于 稳定 律 等 。 还 
从 样本 函数 角度 研究 随机 过 程 , 研 
究 一 般 可 加 过 程 的 样本 函数 结构 ， 
得 到 无 穷 可 分 分 布 的 明显 表达 式 。 
他 引进 款 的 概念 ,证 明了 黄 的 一 些 
性 质 ,并 进而 研究 大 数 定 律 的 推广 
等 。 他 的 工作 葛 定 了 一 般 极 限 理论 
和 随机 过 程 论 的 基础 。 他 还 从 事 算 
FER .函数 论 .拓扑 学 和 力学 等 方 
面 的 研究 。“ 泛 函 分 析 ” 这 个 名 称 是 
由 他 引进 的 ,主要 著作 有 《随机 过 程 
与 布朗 运动 )(1948) 《随机 变量 的 
加 法 理论 》(1937)《 话 毅 分 析 教 程 》 
(1922) 等 。 

比 伯 巴赫 (Bieberbach, Lud- 
wig,1886. 12. 4—1982. 9. 1) 
德国 数学 家 。1914 一 1920 年 在 法 兰 
克 福 大 学 工作 ,后 成 为 柏林 大 学 教 
授 . 主 要 贡献 在 函数 论 .微分 方程 论 
和 几何 学 等 方面 。 他 特别 对 单位 图 
内 单 叶 解析 函数 进行 了 定量 研究 ， 
与 芬兰 数学 家 奈 望 林 纳 共同 建立 了 
单位 圆 内 单 叶 函数 的 系统 理论 。 
1916 年 他 提出 了 单位 加 内 形 如 z 


+ Deci EO on 


a. [< 的 猜想 , 称 为 比 伯 巴赫 猜想 
( 见 比 伯 马赫 猜想 ), 引 起 许多 学 者 
的 注意 。 他 还 研究 了 保 角 映 射 的 某 
些 课题 ,证 明了 某 些 类 型 的 ”连通 
域 保 角 映 射 到 叶 圆 盘 的 可 能 性 
等 ,在 几何 学 中 , 比 伯 巴赫 研究 了 几 
何 作 图 可 能 的 条 件 , 证 明了 如 用 直 
角 扩 和 圆规 , 则 三 等 分 角 和 倍 立方 
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体 问 题 是 作 图 可 能 的 ,著作 有 《函数 
论 教程 》(2 卷 ,1931) 《几何 作 图 理 
论 》1952) 等 。 在 纳粹 统治 期 间 , 他 
依附 纳粹 ,倡导 数学 种 族 理论 和 “ 德 
意志 数学 ”, 以 致 声 名 狼藉 。 

斯 米尔 诺 夫 (Crpoe， 
BauauuMvup LligaHonHau, 1887. 6. 
10- 一 1974. 2.11) 苏联 数学 家 。 
生 于 彼得 堡 。1910 年 毕业 于 彼得 堡 
大 学 。1912 一 1930 年 任 彼得 堡 交 通 
道路 工程 学 院 教 授 。1936 年 获得 物 
理 数学 博士 学 位 。1943 年 被 选 为 苏 
联 科学 院 院士 。 主 要 贡献 在 复 变 函 
数论 ,弹性 理论 和 泛 函 分 析 等 方面 。 
他 与 索 博 列 夫 建 立 了 解决 具有 平面 
边界 的 弹性 介质 中 波动 问题 的 新 方 
法 ,引进 了 在 具有 正 测度 的 欧 有 几 里 
得 空间 中 共 堪 函数 的 概念 。 他 在 偏 
微分 方程 . 变 分 学 .应 用 数学 和 数学 
史 等 方面 也 取得 了 重要 的 研究 成 
果 。 还 开辟 了 地 震 理 论 研 究 的 新 方 
向 。 斯 米尔 诺 夫 最 著名 的 著作 是 5 
卷 集 的 《高 等 数学 教程 ), 它 是 一 部 
数学 百科 全 书 ,荣获 了 斯 大 林 奖 金 ， 
中 译本 由 人 民 教 育 出 版 社 出 版 ,从 
1952 一 1979 年 共 印 刷 了 十 六 次 。 他 
长 期 领导 物理 数学 史 委 员 会 的 工 
作 , 并 领导 由 他 创立 的 列宁 格 勒 数 
学 学 派 和 列宁 格 勒 大 学 和 力学 研究 
所 


斯 托 伊 洛 夫 (Stoilow , Simion 
G. ,1887. 9. 14 一 1961. 7. 4) 

罗马 尼 亚 数 学 家 。 生 于 布加勒斯特 。 
早年 就 学 于 巴黎 大 学 。1916 年 获 数 
学 博士 学 位 。1923 年 成 为 教授 。 
1945 年 当选 为 罗马 尼 亚 科 学 院 院 
士 。 曾 任 罗马 尼 亚 科 学 数学 研究 所 
第 一 任 所 长 。 主 要 贡献 在 偏 微分 方 


程 、 实 变 函 数论 .拓扑 学 、 解 析 函 数 
的 拓扑 理论 等 方面 。 在 实 变 函 数 与 
拓扑 学 中 , 他 研究 了 零 测 度 集 的 分 
类 。1927 年 以 后 ,他 的 研究 工作 葛 
定 了 一 个 新 的 数学 分 支 一 一 解析 函 
数 的 拓扑 理论 一 一 的 基础 。 在 《解析 
函数 论 的 拓扑 原理 教程 > 一 书 中 ,他 
给 出 了 解析 函数 的 拓扑 性 质 。 他 发 
现 了 半 纯 函数 的 零点 和 极点 的 当 癸 
瓦 定理 的 拓扑 内 容 , 推 广 了 胡 尔 维 
茨 公式 ,导出 了 内 部 映射 和 局 部 同 
耳 的 相互 单 值 性 原理 。 他 引进 的 内 
部 映射 相关 的 概念 不 仅 对 拓扑 学 而 
且 对 多 复 变 函数 论 也 有 重要 意义 。 
借助 于 内 部 映射 ,他 以 十 分 有 效 的 
研究 手段 解决 了 解析 函数 论 的 第 二 
个 基本 问题 -一 确定 黎 曼 面 的 复 盖 
面 问题 。 

$$ X (Hecke, Erich, 1887. 9. 
20—1947. 2.13) 德国 数学 家 。 
生 于 波 森 ( 今 属 波兰 ), 卒 于 丹麦 哥 
本 哈 根 。1905 一 1910 年 先后 攻读 于 
布雷 斯 劳 、 柏 林 和 格 丁 根 大 学 ,1910 
年 获 博士 学 位 。 曾 任 希 尔 伯 特 和 克 
莱 因 的 助手 。1915 年 受聘 为 瑞士 巴 
塞 尔 大 学 教授 。1919 年 成 为 汉堡 大 
学 教授 。 担 任 过 几 家 数学 杂志 的 编 
辑 , 是 几 个 著名 数学 协会 成 员 。 主 要 
贡献 在 解析 数论 方面 。 他 定义 了 代 
数 数 域 上 广义 狄 利克 雷 工 函数 , 作 
出 了 数 域 上 狄 利 克 雷 素数 定律 的 模 
拟 。 他 还 将 二 次 数 域 应 用 于 模 函 数 
的 构造 理论 ,在 椭圆 模 函 数 的 研究 
上 到 得 进展 。 还 研究 了 高 阶 的 艾 森 
斯 坦 级 数 ,得 出 了 阿 贝 尔 积 分 的 周 
期 ,系统 地 考察 了 狄 利克 雷 级 数 与 
黎 曼 型 函数 方程 及 某 些 自 同 构 群 上 
函数 的 联系 ,揭示 了 素数 同 解析 函 
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波 伊 亚 (Polya ,George ,1887. 
12.13—1985) 匈 - 美 数学 家 。 生 
于 布达佩斯 .早年 在 布达佩斯 、 维 也 
纳 、 格 丁 根 .巴黎 等 地 攻读 数学 、 物 
理 和 哲学 。1912 年 获 博 士 学 位 。 
1914 年 到 苏黎世 瑞士 联邦 理工 学 
院 任 教 。1940 年 入 美国 籍 , 自 1946 
年 起 任 斯 坦 福 大 学 教授 。 波 伊 亚 在 
许多 数学 领域 都 有 很 精深 的 研究 ， 
特别 是 在 泛 孙 分析、 数理 统计 和 组 
合 数学 方面 尤为 突出 。 他 还 是 数学 
方法 论 专家 和 优秀 的 教育 家 。 他 始 
终 把 高 深 的 数学 研究 与 数学 的 普及 
教育 结合 起 来 。 共 发 表 200 多 种 研 
究 论 文 和 专著 ,其 中 最 著名 的 有 《分 
析 的 原理 与 习题 》(1954, 与 赛 格 合 
作 )《 数 学 与 猜想 》(1954)《 怎 样 解 
题 》(1957)《 数 学 的 发 现 》CI、I 
卷 ,1962) 等 。 他 的 许多 著作 被 译 成 
世界 上 多 种 文字 。 

拉 马 努 金 (Ramanujan , Srini- 
vasa Aaiyangar,1887. 12. 22-— 
1920. 4. 26) 印度 数学 家 。 生 于 
坦 焦 尔 区 的 埃 罗 德 , 卒 于 马 德 拉 斯 
附近 的 切 特 普 特 。 幼 时 即 表现 出 数 
学 才能 ,但 因 家 贫困 未 能 受到 很 好 
教育 。1904 年 获奖 学 金 入 贡 伯 戈 纳 
姆 大 学 学 习 , 由 于 偏 科 未 能 毕业 。 
1907 年 后 为 谋生 计 备 尝 艰 辛 ,但 仍 
刻苦 自学 数学 .后 在 友人 协助 下 ,给 
著名 数学 家 哈代 去 信 , 陈述 自己 在 
数论 方面 的 研究 ,并 列举 在 其 他 方 
面 得 到 的 定理 和 猜想 .哈代 奇 其 才 ， 
在 1914 年 推荐 并 资助 他 入 剑桥 大 
学 深造 .从 此 他 既是 哈代 的 学 生 , 又 
是 哈代 的 合作 者 。 几 年 之 内 发 表 了 
大 量 的 研究 成 果 , 内 容 涉 及 素数 分 


布 理论 .整数 分 析 、 椭 圆 函 数 、 超 几 
何 函 数 、 发 散 级 数 等 许多 领域 . 拉 马 
努 金 有 较 强 的 洞察 力 , 常 能 预见 某 
些 数学 结果 ,日 后 有 不 少 得 到 证 实 。 
1918 年 当选 为 伦敦 皇家 学 会 会 员 。 

Æ BH (Courant, Richard, 
1888. 1. 8—1972. 1. 27) ”德国 
数学 家 。 生 于 波兰 卢布 林 , 犹 太 血 
统 . 早 年 在 布雷 斯 劳 和 苏黎世 学 习 ， 
1907 年 到 格 丁 根 成 为 希 尔 伯 特 的 
BIF. 1910 年 获 博 士 学 位 。1920 年 
应 聘 为 格 丁 根 大 学 数学 教授 。1924 
年 以 后 主持 创建 了 格 丁 根 数学 研究 
所 ,该 所 很 快 成 为 德国 乃至 世界 数 
学 研究 的 中 心 。 由 于 纳粹 政府 的 迫 
害 , 于 1934 年 迁居 美国 , 任 纽约 大 
学 教授 。 他 领导 的 数学 和 力学 研究 
所 在 他 死 后 改名 为 库 朗 应 用 数学 研 
究 所 。 库 朗 是 希 尔 伯 特 学 派 的 成 员 ， 
为 德国 和 美国 的 数学 发 展 作出 重要 
贡献 。 他 深入 研究 并 发 展 了 狄 利克 
雷 原理 ,并 把 这 一 原理 应 用 于 保 角 
映射 和 椭圆 型 偏 微分 方程 的 边 值 问 
题 。 他 还 把 解 边 值 问题 化 为 求 二 次 
泛 函 的 极 值 函 数 来 研究 。 在 二 次 大 
战 期 间 ,他 还 解决 了 一 些 军事 课题 。 
主要 著作 有 《 狄 利克 雷 原理 , 保 角 映 
射 和 最 小 曲面 》(1950)《 数 学 物理 
方法 》(2 卷 ,1953 一 1962 ,与 希 尔 伯 
特 合 著 )《 微 积分 学 教程 》(2 卷 ,中 
译本 《 柯 氏 微 积分 学 》) 等 。 

斯 捷 潘 诺 夫 (Creraoa， 
BAadecrraB BacunbeBuu, 1889. 9. 
4—1950. 7. 22) 苏联 数学 家 。 
生 于 斯 摩 棱 斯 克 。1912 年 毕业 于 莫 
斯 科大 学 。1928 年 获 物 理 数 学 博士 
学 位 。 1943 年 任 莫斯科 数学 会 副 主 
席 。1946 年 被 选 为 苏联 科学 院 通讯 
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院士 。 斯 捷 潘 诺 夫 主要 研究 微分 方 
程 理 论 和 函数 论 。 他 是 苏联 微分 方 
程 定性 理论 学 派 的 创始 人 之 一 。 他 
的 专著 《微分 方程 定性 理论 》( 与 涅 
梅 获 基 合 著 ) 对 常 微分 方程 理论 的 
发 展 起 到 了 推动 的 作用 。 在 实 变 函 
数论 方面 ,他 研究 了 重要 也 数 类 的 
性 质 。 他 培养 了 很 多 优秀 的 学 生 和 
继承 人 。 在 他 的 周围 不 仅 团结 着 一 
批 数学 家 ,而 且 还 有 物理 学 家 和 天 
文学 家 .斯 捷 潘 诺 夫 的 著作 《微分 方 
程 教程 》 有 中 译本 (高 等 教育 出 版 
社 ,1955)。 l 

9" Æ 尔 (Fisher, Ronald 
Aylmer, 1890. 2. 17— 1962. 7. 
29) 英国 数学 家 、 生 物 学 家 。 生 于 
[Na Weil E CH M E 
在 剑桥 大 学 攻读 数学 和 理论 物理 ， 
毕业 后 致力 于 生物 统计 学 ,先后 在 
伦敦 大 学 和 剑桥 大 学 任教 授 。1929 
年 当选 为 皇家 学 会 会 员 。 主要 贡献 
在 数理 统计 学 方面 ,对 估计 理论 、 假 
KER .实验 设计 和 方差 分 析 等 领 
域 都 有 重要 工作 。 在 他 的 主要 著作 
《理论 统计 的 数学 基础 }(1922) 中 ， 
对 统计 的 多 元 分 析 、 相 关系 数 、 样 本 
分 布 及 其 在 生物 遗传 方面 的 应 用 进 
行 了 系统 论述 。 该 书 是 现代 统计 学 
的 莫 基 作 之 一 。 费 希 尔 还 是 一 位 著 
名 的 遗传 学 家 、 优 生 学 家 ,他 用 统计 
方法 研究 生物 学 ,作出 许多 重要 贡 
献 。 
di E EAk CUIpananos, Nsan 
HearnoBnd, 1891. 2. 11— 1941. 
7.13) 苏联 数学 家 。 生 于 下 罗 莫 
X. 1913 年 毕业 于 莫斯科 大 学 。 
1918 年 获 物理 数学 博士 学 位 并 成 
为 教授 。1939 年 被 选 为 苏联 科学 院 


通讯 院士 。 普 里 瓦 洛 夫 的 主要 贡献 
在 函数 论 和 微分 方程 等 方面 。 有 许 
多 著名 的 结果 是 和 卢 津 共 同 得 到 
的 。 他 们 应 用 实 变 函 数论 中 的 方法 
研究 了 解析 函数 的 边界 性 质 ,解决 
了 某 些 边 界 问题 .在 1918 年 的 博士 
论文 4 柯 西 积分 ) 中 ,提出 了 卢 津 一 
普 里 天 洛 夫 唯 一 性 定理 ,证 明了 柯 
西 积分 的 基本 引 理 和 关于 奇异 积分 
的 定理 。 他 的 工作 莫 定 了 俄国 单 叶 
次数 理论 研究 的 基础 。 共 发 表 论 著 
70 多 种 。 其 中 最 著名 的 有 《 复 变 函 
数 引 论 兴 中 译本 ,上 册 ,高 等 教育 出 
版 社 , 1953; F Hb. 商务 印 书 馆 ， 
19537 和 《解析 几何 学 》( 中 译本 ,高 
等 教育 出 版 社 ,1956) 等 。 

HE TE SR dS X (Bunorpanos, 
Misean MarBeenBuu, 1891. 9. 14— 
1983. 3. 200 ”苏联 数学 家 。 生 于 
米 洛 柳 布 镇 . 1914 年 毕业 于 彼得 堡 
大 学 并 留 校 担任 教学 工作 。1918 一 
1920 年 在 彼 尔 姆 大 学 任教 ,1920 年 
成 为 教授 。1920 年 以 后 在 列宁 格 勒 
大 学 和 列宁 格 勒 综合 技术 学 院 工 
作 。1932 年 开始 任 苏联 科学 院 斯 捷 
克 洛 夫 数 学 研究 所 所 长 。 他 的 主要 
贡献 在 解析 数论 方面 。1934 年 提出 
了 估计 外 尔 三 角 和 的 新 方法 ,对 华 
林 问 题 作 了 重大 改进 。1937 年 ,他 
证 明了 “任何 一 个 充分 大 的 奇数 都 
能 表示 为 3 个 素数 之 和 ”的 结果 , 推 
动 了 “ 哥 德 巴赫 猜想 ”问题 的 解决 。 
为 此 在 1941 年 获得 苏联 一 等 国家 
奖金 。 维 诺 格拉 多 夫 的 方法 经 典 化 
之 后 ,被 许多 学 者 应 用 于 不 同 的 数 
学 领域 .他 共 发 表 了 140 多 种 论著 。 
其 中 有 关 数 论 方面 的 教科 书 多 次 出 
版 ,在 国内 大 为 风行 。 其 《数论 基 
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础 已 译 成 中 文 (高 等 教育 出 版 社 ， 
1956)。 他 的 专著 还 有 《解析 数论 的 
新 方法 》(1937)《 数 论 中 的 三 角 和 
方法 》( 第 二 版 1976, 有 中 译文 , 载 
COSE XERE 3$ 1 期 ,1955) 《最 简 
整 序 变 量 中 的 三 角 和 方法 》(1976) 
等 。 维 诺 格 拉 多 夫 是 许多 国家 科学 
院 的 外 籍 院士 或 荣誉 院士 ,同时 还 
是 一 些 国 家 学 术 机 关 、 学 会 的 成 员 。 
多 次 获得 国家 勋章 、 奖 章 及 各 种 荣 
誉 称号 。 

施 密 dd (Umuna, OTTO 
IOnsesnu, 1891. 9. 30— 1956. 
9. 7) ”苏联 数学 家 、 天 文学 家 、 地 
球 物理 学 家 。 生 于 英吉 廖 夫 ,1913 
年 毕业 于 基辅 大 学 。1916 一 1951 年 
先后 在 基辅 大 学 .莫斯科 林学 院 和 
莫斯科 大 学 任教 。1920 年 成 为 教 
授 。1935 年 被 选 为 苏联 科学 院 院 
士 。1929 一 1941 年 任 苏联 大 百科 全 
书 的 主编 。1939 一 1942 年 任 苏联 科 
学 院 副 院 长 。 施 密 特 数学 研究 的 主 
要 成 就 在 群 论 方面 。1916 年 ,他 发 
表 了 专著 《抽象 群 论 》。 书 中 不 仅 阐 
述 了 理论 问题 ,而 且 指 出 了 这 一 代 
数 领 域 进一步 发 展 的 方向 。1927 
年 ,证 明了 群 的 直 积分 解 的 同 构 性 
定理 。1930 年 ,在 莫斯科 大 学 组 织 
了 群 论 讨论 班 ,这 一 组 织 后 来 成 为 
苏联 代数 学 家 的 一 个 活动 中 心 。 施 


密 特 晚年 从 事 宇宙 起 源 问 题 的 研 


究 ,提出 了 关于 地 球 起 源 的 有 趣 问 
LR 
3& iR Nj (Morse, Harold 
Marston , 1892. 3. 24— 1977. 6. 
22) 美国 数学 家 。 生 于 沃 特 维尔 ， 
卒 于 普林斯顿 。1914 年 毕业 于 科 尔 
比 学 院 。1917 年 获 哈佛 大 学 博士 学 


位 。1935 一 1962 年 任 普林斯顿 高 等 
研究 所 教授 。 莫 尔 斯 的 主要 贡献 在 
于 把 拓扑 学 方法 应 用 于 变 分 学 、 常 
微分 方程 理论 和 复 变 函数 论 等 数学 
分 支 , 在 大 范围 变 分 法 中 , 莫 尔 斯 把 
由 庞 加 莱 和 伯 克 霍 夫 所 创立 的 理论 
发 展 成 为 现代 的 形式 。 近 年 来 , 莫 尔 
斯 理论 被 进一步 推广 和 精密 化 ,并 
应 用 于 微分 拓扑 学 和 微分 几何 学 而 
得 到 各 种 重要 的 结果 。 主 要 著作 有 
《大 范围 变 分 法 》(1934) 《全 局 分 析 
和 微分 拓扑 中 的 临界 点 理论 》( 合 
作 , 19697 和 《 复 变 函数 论 中 的 拓扑 
方法 }(1947)? 等 。 

E x Wh (Banach, Stefan, 
1892. 3. 30—1945. 8. 31) 波 
兰 数学 家 。 生 于 克拉 科 夫 , 卒 于 利 活 
夫 。1910 年 进入 利 沃 夫 工学 院 学 
习 ,1919 年 获 博 士 学 位 。1927 年 成 
为 利 沃 夫 大 学 教授 。 先 后 被 选 为 波 
兰 科学 院 和 乌克兰 科学 院 的 通讯 院 
士 . 波 兰 数学 学 会 主席 .第 二 次 世界 
大 战 期 间 ,波兰 被 德国 占领 ,他 在 一 
所 医学 研究 所 做 暖 养 昆虫 的 工作 ， 
停战 后 又 回 到 利 沃 夫 大 学 工作 。 巴 
拿 赫 是 利 沃 夫 学 派 的 开创 人 之 一 ， 
对 泛 孙 分析 的 发 展 作 出 了 突出 贡 
献 。 他 引进 了 线性 赋 范 空间 的 概念 ， 
建立 了 其 上 的 线性 算 子 理论 ,他 证 
明了 和 作为 泛 函 分 析 基 础 的 三 个 定 
理 :哈恩 一 巴 拿 赫 延 拓 定 理 ; 巴 拿 赫 
一 斯 坦 豪 斯 定理 ; 闭 图 像 定理 ,这 些 
定理 概括 了 许多 经 典 的 分 析 结 果 ， 
在 理论 上 和 应 用 上 都 有 重要 价值 。 
人 们 把 完备 的 线性 赋 范 空间 称 为 巴 
拿 赫 空 间 ,. 此 外 , 巴 拿 赫 在 正 交 级 数 
方程 论 . 复 变 函数 论 等 方面 都 有 很 
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多 出 色 的 工作 。 其 主要 著作 《线性 算 
子 理论 》(1932) 被 译 成 多 种 文字 ,有 
很 大 影响 。 

切 博 塔 康夫 (Ueoorapes, 
Huxonai D'paropeesuu, 1894. 6. 
15—1947. 7.2) 苏联 数学 家 。 
生 于 卡 明 涅 欧 波 多 尔 斯 基 。1916 年 
毕业 于 基辅 大 学 并 留 校 担任 教学 工 
fF. 1921—1927 FERIE KAE 
H. 1927 年 取得 物理 数学 博士 学 
位 ,同年 任 喀 山大 学 教授 ,后 来 任 该 
校 数学 和 力学 研究 所 所 长 。1929 年 
被 选 为 苏联 科学 院 通 讯 院士 。1943 
年 以 后 任 路 山 物理 数学 学 会 主席 。 
他 在 非 欧 几 何 代数 数论 . 仙 罗 瓦 理 
论 、. 李 群 . 丢 盔 图 近似 和 整 解析 函数 
等 方面 都 取得 了 重要 的 成 果 。1924 
年 ,他 解决 了 关于 素数 集合 无 限 性 
的 弗 罗 贝 尼 乌 斯 问题 ,得 到 了 关于 
素数 和 算术 级 数 的 狄 利克 雷 定理 的 
最 重要 推广 。1930 年 ,第 一 次 给 出 
关于 瑰 解 式 理论 的 普遍 定理 。 他 发 
表 了 大 量 的 论文 和 著作 ,其 中 有 《如 
罗 瓦 理论 基础 和 《 李 群 等 .他 的 一 
些 代数 著作 被 译 成 中 文 ,如 《代数 
学 》( 科 学 出 版 社 ,1954)《 代 数学 引 
论 兴 高 等 教育 出 版 社 ,1954) 和 《 代 
数 函 数论 (高 等 教育 出 版 社 ,1956) 
等 。 1949—1950 年 出 版 了 切 博 塔 亡 
RER 1 一 3 卷 。 

Æ £k ( Xmmm, 
HropneBnd, 1894. 7. 19—1959. 11. 
180 ”苏联 数学 家 、 教 育 家 。 生 于 康 
德 罗 沃 , 卒 于 莫斯科 。1916 年 毕业 
于 莫斯科 大 学 并 留 校 任 教 ,1919 年 
成 为 教授 。1922 一 1927 年 在 莫斯科 
大 学 数学 力学 研究 所 工作 。1932 一 
1934 年 任 该 所 所 长 .1935 年 获得 物 
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理 数学 博士 学 位 。1939 年 被 选 为 苏 
联 科学 院 通讯 院士 。 辛 钦 是 苏联 概 
率 论 学 派 的 创始 人 之 一 。 在 极限 定 
理 方 面 他 取得 了 重要 的 结果 :发 现 
了 重 对 数 规律 ,给 出 了 平稳 随机 过 
程 的 定义 并 奠定 了 它 的 理论 基础 。 
他 还 把 概率 论 的 方法 广泛 地 应 用 于 
统计 物理 学 。 并 研究 了 质量 管理 中 
的 数学 方法 。 在 分 析 数 学 中 , 辛 钦 引 
进 渐 近 导数 的 概念 ,推广 了 当 颂 瓦 
积分 ,研究 可 测 函 数 的 结构 ,并 把 函 
数 的 度量 理论 应 用 于 数论 和 概率 论 
中 ,在 数论 方面 ,他 取得 了 一 系列 重 
要 的 结果 ,特别 是 对 丢 番 图 近似 理 
论 的 研究 尤为 突出 。 在 连 分 数 的 度 
量 理论 中 ,建立 了 许多 新 的 原理 。 辛 
钦 共 发 表 150 多 种 关于 数学 和 数学 
史 的 论著 。 他 对 高 等 和 中 等 学 校 的 
教育 改革 作出 了 贡献 。 主 要 著作 有 
《数学 分 析 简 明教 程 光 中 译本 ,高 等 
教育 出 版 社 ,1954) 《 连 分 数 》( 中 译 
本 ,上 海 科 技 出 版 社 ,1965)《 费 马 
定理 》( 中 译本 ,上 海 科技 出 版 社 ， 
1984)《 公 用 事业 理论 的 数学 方法 》 
(中 译本 ,科学 出 版 社 ,1958) 等 。 
斯 特 罗 伊 克 (Struik, Dirk 
Jan, 1894. 9. 30 一 ) ”美国 数学 
史家 。 生 于 荷兰 鹿特丹 。1922 年 毕 
业 于 莱 顿 大 学 。1934 年 入 美国 国 
籍 。1940 年 任 麻 省 理工 学 院 教授 。 
斯 特 罗 伊 克 主 要 研究 张 量 微分 几何 
和 数学 史 。 他 的 著作 《数学 简 史 》, 内 
容 简练 通俗 ,已 被 译 成 多 国文 字 , 中 
译本 1956 年 由 科学 出 版 社 出 版 。 
SE t k (Hopt, Heinz, 1894. 
11. 19—1971. 6. 3) 德国 数学 
家 。 生 于 布雷 斯 劳 , 卒 于 瑞士 措 利 
孔 。 早 年 在 布雷 斯 劳 大 学 学 习 。1920 
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年 随 数 学 家 施 密 特 赴 柏林 研究 拓扑 
学 ,1925 年 获 博 士 学 位 。1925 年 在 
格 丁 根 大 学 结识 E. 诺 特 和 俄国 数 
学 家 亚 历 山 德 罗 夫 , 结 为 执 友 ,并 进 
行 长 期 合作 。 1931 年 任 苏黎世 理工 
科大 学 教授 . 1955—1958 年 被 选 为 
国际 数学 协会 主席 。 他 是 许多 科学 
机 构 的 成 员 , 曾 获 多 种 奖励 和 荣誉 
称号 。 主 要 贡献 在 拓扑 学 和 微分 几 
何 学 方面 ,取得 了 许多 重要 结果 。 例 
如 ,他 探讨 了 同调 理论 和 球面 同 伦 
理论 ,证 明了 霍 普 夫 扩张 和 分 类 定 
理 ,建立 了 震 普 夫 映 射 度 理论 ,提出 
了 霍 普 夫 不 变量 ,引进 了 霍 普 夫 代 
数 等 。 霍 普 夫 代 数 已 成 为 代数 拓扑 
的 有 效 工具 。 他 还 研究 局 部 微分 几 
何 结构 同 黎 曼 空间 拓扑 结构 的 关系 
以 及 曲线 曲面 理论 。 在 数论 、 群 论 、 
泛 函 分 析 等 方面 也 有 所 建树 。 他 和 
亚 历 山 德 罗 夫 合作 的 《拓扑 学 》 
(1935) 流 传 很 广 。 

维 纳 (Wiener, Norbert, 1894. 11. 
26 一 1964. 3.18) 美国 数学 家 。 控 
制 论 的 创始 人 。 生 于 密苏里 州 的 哥 
伦比 亚 , 卒 于 斯 德 哥 尔 摩 。12 岁 进 
入 土 夫 兹 学 院 学 习 ,15 岁 时 获 数学 
学 士 学 位 。1913 年 以 关于 数理 逻辑 
的 论文 获 哲 学 博士 学 位 。 其 后 到 欧 
洲 旅行 从 师 于 罗素 .哈代 、. 李 特 尔 伍 
德 . 希 尔 伯 特 等 人 。1915 年 返 美 后 ， 
担任 过 哲学 .数学 和 工程 方面 的 教 
学 工作 。1919 年 到 麻 省 理工 学 院 任 
讲师 之 后 ,开始 了 他 的 数学 学 术 生 
TÉ. 1932 年 以 后 一 直 为 该 校 教授 。 
1933 年 成 为 美国 国家 科学 院 院 士 。 
维 纳 早期 曾 在 数理 逻辑 .概率 论 LPS 
Es XAR Pop EIE PUE 
取得 过 重大 成 果 。 第 二 次 世界 大 战 


结束 后 , 维 纳 和 多 种 学 科 的 专家 一 
起 对 控制 论 作 了 深入 的 探讨 。1947 
年 他 写 出 了 划时代 的 著作 《控制 
论 》 1948 年 出 版 后 ,立即 风行 世 
FR. 《控制 论 ) 一 书 中 体现 的 维 纳 的 
深刻 思想 引起 了 人 们 的 极 大 重视 。 
它 使 用 了 通讯 理论 的 术语 ,如 控制 、 
反馈 信息、 输入、 系统 等 帮助 人 们 
进行 思维 ,对 整个 科学 界 产生 影响 。 
《控制 论 》 一 书 已 有 中 译本 (科学 出 
版 社 ,1965)。 维 纳 的 数学 工作 收入 
他 的 《数学 论文 集 》(1980) 中 ,1964 
年 出 版 过 《 维 纳 选集 )。 

3 EB d £A (Nevanlinna , Rolf 
Herman, 1895. 10. 22— 19890. 
5.280 芬兰 数学 家 。 生 于 约 恩 苏 ， 
亭 于 赫尔辛基 。 早 年 在 赫尔辛基 大 
学 受 教 于 林 德 勒 夫 。 先 后 在 赫 尔 辛 
基 大 学 和 苏黎世 大 学 任教 。1959 一 
1962 年 任国 际 数学 联合 会 主席 。 
1924 年 当选 为 芬兰 科学 院 院士 。 还 
担任 过 芬兰 数学 协会 主席 。 主 要 贡 


- 献 在 解析 函数 论 领域 , 他 是 现代 亚 


纯 函 数理 论 的 创始 人 ,1925 年 建立 
了 亚 纯 函 数 的 一 个 一 般 性 理论 ,并 
在 《皮卡 一 波 莱 尔 定理 与 亚 纯 函 数 
理论 》(1929) 及 《 单 值 解析 函数 》 
(1935) 两 书 中 发 展 这 个 理论 ,给 出 
第 一 及 第 二 基本 定理 。 由 此 推出 亚 
纯 函 数值 分 布 的 若干 结果 ,影响 很 
广 。 此 外 ,他 在 超越 整 函数 、 黎 曼 曲 
面 的 分 类 理论 .单位 圆 盘 上 的 单 叶 
函数 、 开 黎 曼 面 上 的 阿 贝尔 积分 等 
方面 也 都 有 研究 工作 。 其 另 一 著作 
《 单 值 化 有 中 译本 。 

亚 历 山 德 罗 夫 ,Ti. CCAnex- 
CaH/IpoB , Tage CepreeBuu, 
1896.5. 7—1982. 11. 16) 苏 
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联 数 学 家 。 生 于 俄罗斯 的 博 戈 罗 德 
Wis. 1917 年 毕业 于 莫斯科 大 学 。 
1929 年 任 莫斯科 大 学 教授 . 1932 一 
1964 年 任 莫斯科 数学 会 主席 。1953 
年 被 选 为 苏联 科学 院 院 士 。 亚 历 山 


德 罗 夫 是 现代 拓扑 学 的 葛 基 者 之 ， 


一 。 他 和 苏联 数学 家 乌 雷 松 共同 创 
立 并 发 展 了 紧 与 列 紧 空 间 理 论 , 引 
入 了 一 系列 基本 概念 和 拓扑 结构 ， 
建立 了 本 质 映射 定理 和 同调 维 数 
ie ,并 由 此 导出 了 一 系列 对 偶 性 原 
理 的 基本 规律 。 著 作 有 《组 合 拓 扑 
学 》《 群 论 导 引 》《 非 欧 几何 是 什 
么 ?》《 集 与 函数 的 泛 论 初 阶 兴 中 译 
本 ,商务 印 书馆 ,1954 一 1955)、《 拓 
扑 对 偶 定理 (第 一 部 分 : 闭 集 )》( 中 
译本 ,科学 出 版 社 ,1959) 等 他 与 堆 
普 夫 合 著 的 《拓扑 学 ?流传 很 广 。 

西 格 尔 (Siegel, Carl Ludwig, 
1896. 12. 31—1981. 4. 5) 德 
国 数学 家 。 生 于 柏林 。1915 4 A JB 
林 大 学 学 习 ,1920 年 在 格 丁 祖 大 学 
获 博士 学 位 。 后 来 在 美 因 河 畦 法 兰 
克 福 和 格 丁 根 等 地 任教 . 1940 年 赴 
美 任 普 林 斯 顿 高 等 研究 所 研究 员 。 
1945 年 任 该 所 教授 .1951 年 返回 格 
TH. 1968 年 当选 为 美国 国家 科学 
院 国 外 院士 。1978 年 获 首届 沃 尔 夫 
奖 。 主 要 贡献 在 解析 数论 和 函 数论 
方面 。 在 解析 数论 中 给 出 超越 数论 
及 丢 番 图 台 近 的 一 些 结果 。 本 世纪 
20 年 代 , 他 和 哈 塞 共同 研究 希 尔 伯 
特 第 11 问题 ,获得 重要 结果 。 他 在 
天 体力 学 的 三 体 问 题 及 有 关 的 微分 
方程 方面 也 有 重要 工作 。 主 要 著作 
有 《多 复 变 量 解 析 酒 数 》( 英 译本 ， 
1948 一 1949)、《 天 体力 学 讲义 》 
(1956) 等 。 


3 $ Br Wr (Douglas. Jesse, 
1897. 7. 3 一 1965. 10. 7) 美国 
数学 家 。 生 于 纽约 。1916 年 毕业 于 
纽约 市 立 学 院 。1917 年 到 哥伦比亚 
大 学 攻读 研究 生 ,1920 年 获 博 士 学 
位 。1926 一 -1930 年 访问 了 国内 许多 
数学 中 心 ,得 以 接近 当代 许多 数学 
家 ,对 他 后 来 的 数学 研究 有 很 大 影 
响 , 先 后 在 麻 省 理工 学 院 、 普 林 斯 顿 
高 等 研究 所 ,哥伦比亚 大 学 和 纽约 
市 立 学 院 工 作 。 主 要 贡献 在 变 分 法 
方面 。 他 解决 并 推广 了 普 拉 托 极 小 
曲面 问题 ,历代 许多 大 数学 家 都 曾 
试图 解决 这 一 问题 而 未 能 获得 成 
功 。 由 于 他 的 这 一 杰出 贡献 而 荣获 
1936 年 第 一 次 颁发 的 菲 尔 兹 奖 。 以 
后 他 又 转向 变 分 问题 的 逆 问 题 ， 
1941 年 解决 了 三 维 空间 变 分 问题 
的 道 问题 。 对 群 论 也 有 一 定 贡献 。 

阿 廷 CArtin, Emil, 1898. 3. 
3 一 1962. 12. 20) ”奥地利 数学 
AC. 生 于 维也纳 ,六 于 汉堡 。 曾 就 读 
于 维也纳 大 学 和 莱比锡 大 学 。1921 
年 获 博 士 学 位 。1926 年 任 汉 堡 大 学 
教授 。193?7 年 去 美国 ,先后 在 圣母 
大 学 . 印 地 安 那 大 学 .普林斯顿 大 学 
任教 。1958 年 回 汉 堡 大 学 . MEE 
代数 . 群 论 . 数 论 . 几何 ,拓扑 、 复 变 
函数 论 ,特殊 涵 数论 等 方面 都 有 突 


:出 的 工作 。 早 期 ,主要 研究 二 次 数 域 


的 解析 理论 和 算术 理论 ,推动 了 抽 
象 代 数学 的 发 展 。1927 年 完成 了 任 
意 数 域 中 的 一 般 互 反 律 的 证 明 , 这 
是 类 域 论 的 重大 突破 。 同 年 ,在 超 复 
数 方面 作出 著名 贡献 ,扩展 了 结合 
环 代数 的 理论 。1945 年 他 建立 了 阿 
EREE. 在 拓扑 学 方面 他 从 1925 
年 开始 并 在 1947 年 建立 了 辫子 理 
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论 。 他 的 论文 收集 在 《 阿 廷 文集 》 
(1965) 中 。 

哈 Æ (Hasse, Hermut, 1898. 
8.25—1979.12.26) 德国 数学 
家 。 毕 业 于 格 丁 根 大 学 。1920 年 获 
博士 学 位 。1934 年 成 为 格 丁 根 大 学 
教授 兼 数学 研究 所 所 长 曾 在 哈雷 、 
马尔 堡 .柏林 和 格 丁 根 等 地 工作 。 他 
是 阿 廷 和 E 诺 特 学 派 的 代数 学 家 。 
主要 贡献 在 代数 和 数论 方面 。 可 换 
域 理论 和 代数 数理 论 中 的 许多 概念 
和 结果 都 是 用 他 的 名 字 命名 的 。 他 
首先 发 展 了 局 部 类 域 论 ,研究 了 上 
同调 群 和 类 域 论 的 关系 。 在 代数 数 
域 中 ,他 研究 了 对 于 稳 剩 余 记号 的 
互 反 律 , 范 数 剩余 及 其 记号 . 希 尔 伯 
特 范 数 记号 、 代 数 数 域 的 算术 等 课 
题 。 还 以 他 的 名 字 命 名 了 一 种 5 一 
KA. AREP ARRAK RAE 
依附 纳粹 ,1940 年 起 在 法 西 斯 德国 
海军 的 研究 机 构 中 从 事 应 用 数学 研 
究 。 战 后 被 大 学 解职 。1948 EEH 
林 大 学 恢复 教授 职务 。 

$8 iB 7 (Schauder, Juliusz 
Pawel, 1899—1943) 波兰 数学 
家 。 生 于 利 沃 夫 。 学 于 利 沃 夫 的 卡 
齐 米 日 大 学 。1924 年 获得 博士 学 
位 。 他 的 数学 研究 受到 法 国 数学 家 
阿达 马 和 苏联 数学 家 伯 恩 斯 坦 的 影 
响 。, 在 泛 孙 分析 、 拓 扑 学 、 积 分 论 、 椭 
圆 及 双 曲 型 偏 微分 方程 等 方面 都 做 
了 大 量 工作 。 绍 德尔 把 布 劳 威 尔 关 
于 欧 氏 空间 中 凸 紧 集 到 自身 的 连续 
映射 的 不 动 点 定理 推广 到 线性 赋 范 
空间 中 的 凸 紧 集 、 巴 拿 赫 空 间 中 的 
凸 紧 集 .局 部 凸 的 线性 拓扑 空间 中 
的 西 紧 集 到 自身 的 连续 映射 上 。 
1934 年 ,他 和 法 国 数学 家 勒 雷 合 
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作 , 应 用 不 动 点 定理 证 明了 微分 方 
程 解 的 存在 性 定理 。 他 在 拓扑 学 中 
也 得 到 了 一 些 十 分 著名 的 结果 。 

扎 里 斯 基 (Zariski, Oscar, 
1899. 4. 24— >) 苏联 -美国 数 
学 家 。 生 于 俄国 科 布 林 , 早 年 学 于 基 
辅 大 学 ,后 赴 罗 马 。1924 年 获 罗马 
大 学 博士 学 位 。1927 年 去 美国 ， 
1936 年 入 美国 籍 。 相继 任教 于 霍 普 
金 斯 及 伊利 诺 伊 大 学 1947 年 任 哈 
佛 大 学 教授 。 主 要 贡献 在 代数 几何 
及 拓扑 学 方面 . 著 有 《交换 代数 》( 合 
作 , 1958 一 1960)、《 代 数 曲 面 》 
(1971) ,在 《代数 曲面 一 书 中 ,他 以 
赋值 论 方法 来 处 理 代数 曲面 的 奇 性 
分 解 问 题 。 他 曾 获得 许多 荣誉 ,1943 
年 当选 为 美国 国家 科学 院 院 士 ， 
1965 年 被 授 子 美国 国家 科学 奖章 。 
1981 年 获 沃 尔 夫 奖 。 

诺 伊 格 鲍 尔 (Neugebauer Ot- 
to,1899. 5. 26— ) 奥地利 一 
美国 数学 家 、 数 学 史家 、 科 学 史家 。 
生 于 奥地利 因 斯 布鲁克 。 1926 年 毕 
业 于 格 丁 根 大 学 并 留 校 任教 。 
1934—1939 任 丹 麦 哥本哈根 大 学 
教授 , 1939 年 后 到 美国 的 各 大 学 任 
教 。 诺 伊 格 鲍 尔 主要 研究 古代 数学 
史 和 天 文学 史 。 他 诠释 了 很 多 枫 形 
文字 的 泥 板 ,为 巴比伦 数学 史 的 发 
现 和 研究 做 出 重要 贡献 。 主 要 著作 
有 《古代 数理 科学 史 教 程 》(1934) 
《数学 攀 形 文字 诠释 》(1935) 和 《 古 
代 的 精密 科学 }(1957) 等 。 

TÀ dé $ (Bochner, Salomen, 
1899. 8.20—1982. 5. 2) 德国 
一 美国 数学 家 .。 生 于 克拉 科 夫 城 ( 今 
属 波兰 ), 卒 于 美国 休斯敦 。 毕 业 于 
柏林 大 学 , 1921 年 获 该 校 博士 学 


数 学 家 153 


位 。 在 慕尼黑 大 学 任教 数 年 后 ,于 
1933 年 受聘 去 美国 普林斯顿 大 学 。 
1938 年 入 美国 籍 。1946 年 成 为 教 
授 。 他 的 数学 研究 涉及 函数 论 、 级 数 
论 .多 元 傅立叶 积分 .函数 的 积分 变 
换 理论 .概率 论 、 多 复 变 函数 论 和 泛 
函 分 析 等 方面 。 在 积分 法 的 一 般 理 
论 中 , 他 给 出 了 巴 拿 赫 空间 的 函数 
积分 定义 。 泛 函 分 析 中 有 博 赫 纳 一 
辛 钦 关于 正定 函数 谱 表 示 的 定理 ， 
复 变 函数 论 中 有 著名 的 博 赫 纳 定理 
和 表示 法 ,等 等 。 著 有 《多 复 变 函 数 
iE) (1948), (sr DERE E (1949) 
《调和 分 析 与 概率 论 》(1955)《 传 立 
叶 积 分 讲义 》(1959) 等 。 

彼得 罗 夫 斯 基 (TIerposckun, 
Meau leoprneenu, 1901. 1. 18— 
1973. 1. 190. 苏联 数学 家 。 生 于 
谢 夫 斯 克 。1927 年 毕业 于 莫斯科 大 
学 并 留 校 工作 , 1933 年 成 为 教授 。 
1935 年 获 物 理 数学 博士 学 位 。1946 
年 当选 为 苏联 科学 院 院 士 。1951 年 
后 任 莫斯科 大 学 校长 。 主 要 贡献 在 
微分 方程 理论 .代数 几何 学 、 概 率 
论 、 积 分 方程 .函数 论 和 拓扑 学 等 方 
面 。 他 深入 研究 了 实数 域内 微分 方 
程 组 的 奇 点 、 奇 点 附近 及 周期 解 邻 
域内 积分 曲线 的 性 态 , 柯 西 问题 的 
解 对 初 值 的 依赖 性 等 课题 。 他 把 偏 
微分 方程 组 分 为 椭圆 、 双 曲 、 扳 物 三 
种 类 型 并 分 别 进行 研究 。 他 利用 微 
分 方程 理论 解决 了 物理 学 和 力学 中 
的 许多 问题 。 他 编著 了 大 量 的 数学 
教科 书 ,其 中 《4 偏 微 分 方程 讲义 》、 
《积分 方程 论 讲义 》 和 《 常 微分 方程 
论 讲义 》 同 在 1952 年 获 斯 大 林 奖 
金 。 

$ $% R (Brauer, Richard 


Dagobert, 1901. 2. 10— 1977. 
4.17) 德国 一 美国 数学 家 。 生 于 
柏林 , 卒 于 波斯 顿 。1919 年 入 柏林 
大 学 ,1926 年 获 博士 学 位 。 毕 业 后 
在 柯 尼斯 堡 大 学 任教 . 1933 年 去 美 
国 , 先 后 在 肯塔基 大 学 .普林斯顿 高 
等 研究 所 .多伦多 大 学 .密歇根 大 
学 .哈佛 大 学 任教 。1955 年 当选 为 
美国 科学 院 院士 ,1971 年 获 美国 科 
学 功绩 奖章 。 布 钳 尔 是 著名 代数 学 
家 ,在 典型 群 表 示 论 、 单 代数 和 分 列 
域 .有 限 群 模 表 示 论 ,有限 单 群 . 代 
数 数论 等 方面 都 作出 了 重要 的 贡 
献 , 他 的 科学 论文 汇编 为 《 布 饶 尔 论 
文集 》, 共 3 卷 。 

诺 维 科 夫 ,II C. (Hosnkos, 
Ilerp CepreeBHd，1901. 8. 28— 
1975. 1. 9) 苏联 数学 家 。 ETA 
斯 科 。1925 年 毕业 于 莫斯科 大 学 。 
1934 一 1960 年 在 苏联 科学 院 数 学 
研究 所 工作 . 1935 年 获 物理 数学 博 
士 学 位 。1960 年 成 为 教授 ,同年 被 
选 为 苏联 科学 院 院 士 。 诺 维 科 夫 的 
主要 贡献 在 集合 论 、 数 理 逻 辑 和 代 
数学 等 方面 。 他 在 读 研 究 生 时 就 解 
决 了 集合 论 的 难题 之 一 。 为 了 解决 

合 论 的 一 些 重要 问题 ,转向 数理 
逻辑 的 研究 ,取得 了 一 些 成 果 。 他 还 
深入 研究 了 连续 统 理论 以 及 与 其 相 
近 的 射 映 集合 的 蕴 度 和 可 测 性 问 
题 . 1952 年 ,他 指出 ,存在 具有 有 限 
生成 元 和 有 限 个 定义 关系 的 群 ,对 
这 些 群 来 说 没有 一 种 算法 能 解 字 问 
题 , 这 就 证 明了 字 问 题 一 般 不 可 解 。 
在 代数 学 领域 , 诺 维 科 夫 和 他 的 学 
生 阿 江 解 决 了 重要 的 伯 恩 赛 德 问 
题 ,他 在 拓扑 学 、 函 数论 和 数学 物理 
等 方面 也 做 出 了 一 定 的 贡献 。 为 高 
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等 学 校 编写 了 大 量 教 科 书 。 他 的 许 
多 学 生 后 来 成 为 优秀 的 学 者 。 
塔 尔 斯 基 (Tarski, Alfred, 
1902. 1. 14— 1983. 10. 26) iX 
兰 数学 家 、 人 逻辑 学 家 。 生 于 华沙 。 
1924 年 毕业 于 华沙 大 学 , 获 博士 学 
fu. 波兰 科学 院 院 士 。1939 年 移居 
美国 。 从 1942 年 起 在 伯克利 加 州 大 
学 任教 ,1946 年 任 数学 教授 。 塔 尔 
斯 基 的 研究 工作 涉及 一 般 代 数 、 测 
度 论 、. 集 论 .数理 逻辑 和 数学 基础 以 
及 元 数学 等 领域 。 其 中 尤 以 对 逻辑 
语义 学 的 研究 最 为 突出 。 他 开展 了 
关于 对 象 语言 和 元 语言 的 研究 。 数 
理 塑 辑 中 的 许多 概念 和 论断 是 用 他 
的 名 字 命 名 的 。 著 作 有 《 演 译 科学 的 
逻辑 和 方法 导论 》( 俄 译本 ,1948)、 
《不 可 判定 理论 》(1953) 《人 逻辑 学 、 
语义 学 ,元 数学 (1956) 等 。 还 曾 参 
加 创办 著名 的 《数学 基础 》 杂 志 。 
五 尔 德 (Wald., Abraham, 
1902. 10. 31 一 -1950. 12. 13) 
罗马 尼 亚 一 美国 数学 家 。 生 于 罗马 
尼 亚 克 卢 日 ,去 印度 讲学 时 , 因 飞机 
失事 遇难 。 早 年 在 克 卢 日 大 学 和 维 
也 纳 大 学 学 习 。1931 年 获 博士 学 
位 。1938 年 去 美国 ,在 哥伦比亚 大 
学 做 统计 推断 理论 方面 的 研究 工 
作 。1944 年 任教 授 。 瓦尔 德 在 数理 
统计 、 计 量 经 济 学 和 几何 学 方面 都 
HOUR. 1939 年 ,他 创立 了 序 贯 分 
析 法 ,完善 了 抽样 检查 理论 ,瓦尔 德 
的 最 大 贡献 是 创立 了 统计 决策 理 
论 . 他 提出 了 一 般 的 判决 问题 ,引进 
了 损失 函数 .风险 函数 . 极 小 极 大 原 


则 和 最 不 利 先 验 分 布 等 重要 概念 。 


概率 论 中 有 著名 的 忘 尔 德 恒等式 ， 
在 数学 规划 中 有 著名 的 瓦尔 德 准 


则 。 著 作 有 《 序 贯 分 析 》(1947)7 (R 
计 决 策 函 数论 )(1950, 有 中 译本 ,上 
海 科技 出 版 社 ,1960) 等 。 他 的 重要 
论文 已 被 收集 在 《瓦尔 德 概率 统计 
论文 选集 》(1955) 中 。 

Tj iR E P X (Konworopos, 
AnHupeün Huxkolaegmnu, 1903. 4. 
285—1987. 10. 200 ”苏联 数学 
家 。 生 于 坦 博 夫 。1925 年 毕业 于 葛 
斯 科大 学 。1930 年 开始 任 莫斯科 大 
学 教授 。1935 年 获 物理 数学 博士 学 
位 。1939 年 被 选 为 苏联 科学 院 院 
士 ,1966 年 当选 为 苏联 教育 科学 院 
院士 。 任 《苏联 大 百科 全 书 ) 第 二 版 
数学 学 科 的 主编 。 柯 尔 莫 戈 罗 夫 是 
20 世纪 最 有 影响 的 苏联 数学 家 之 
一 。 他 的 数学 研究 开始 于 实 变 函 数 
论 , 在 三 角 级 数 收 敛 性 测度 论 、 积 
分 概念 的 推广 和 集合 上 的 一 般 算 子 
理论 等 多 方面 他 都 得 到 了 重要 的 结 
果 。1956 年 ;他 研究 了 一 个 多 元 函 
数 用 较 少 个 数 变量 的 函数 表示 的 可 
能 性 问题 ,得 到 了 重要 的 结果 .1957 
年 ,他 的 学 生 阿 诺尔 德 证 明了 三 元 
函数 能 表示 为 二 元 函数 ,对 于 连续 
沙 数 的 情形 ,解决 了 希 尔 伯 特 第 13 
间 题 。 他 还 是 现代 概率 论 的 开拓 者 
之 一 。1925 年 以 后 ,他 和 辛 钦 共 同 
把 实 变 函 数论 的 方法 应 用 于 概率 
论 , 建 立 了 在 测度 论 基 础 上 的 概率 
论 的 公理 化 体系 , 葛 定 了 近代 概率 
论 的 基础 。1930 年 以 后 ,着 重 研究 
应 用 于 具 连 续 时 间 变 量 的 马尔 可 夫 
随机 过 程 的 解析 方法 ,发 展 了 “马尔 
可 夫 过 程 ” 的 理论 ,并 把 这 理论 应 用 
于 工程 技术 .此 外 , 柯 尔 莫 戈 罗 夫 在 
数理 逻辑 .拓扑 学 力学、 微分 方程 、 
谤 函 分 析 、 信 息 论 和 数学 语义 学 等 
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方面 也 都 有 所 贡献 。 他 还 从 事 数学 
史 、 上 哲学、 数学 论证 等 课题 的 研究 。 
他 创立 函 数论 和 概率 论 领 域 的 苏 
联 学 派 。 他 培养 了 大 批 优秀 的 数学 
人 才 。 共 发 表 230 多 种 专著 和 论文 。 
1980 年 获 沃 尔 夫 奖 。 

冯 。 诺 伊 曼 (Von Neumann, 
John, 1903. 12. 28—1957. 2. 
8) AFH- FARER. ÆFA 
牙 利 布达佩斯 , 卒 于 美国 华盛顿 。 父 
亲 是 犹太 血统 银行 家 。 他 从 小 就 显 
露出 数学 才能 ,早年 在 柏林 大 学 和 
苏黎世 工业 大 学 学 习 化 学 ,1926 年 
取得 化 学 工程 师 的 资格 。 在 此 期 间 
他 自学 数学 ,于 1926 年 获得 博士 学 
位 。 先 后 在 柏林 大 学 和 汉堡 大 学 任 
职 。1933 年 成 为 普林斯顿 高 等 研究 
所 终身 教授 .二 次 大 战 期 间 ,担任 制 
造 原 子弹 的 顾问 ,并 参与 电子 计算 
机 的 研制 工作 。 冯 ， 诺 伊 曼 是 当代 
最 杰出 的 数学 家 之 一 ,在 纯粹 数学 
和 应 用 数学 方面 都 有 卓越 的 贡献 。 
40 年 代 以 前 ,他 主要 研究 纯粹 数 
学 ,在 集合 论 .测度 论 、 群 论 及 算 子 
理论 等 方面 作出 贡献 。 特别 在 1933 
年 解决 了 希 尔 伯 特 第 5 问题 。 他 建 
立 的 算 子 环 理论 为 量子 力学 葛 定 了 
数学 基础 .这 一 时 期 的 代表 作 是 《4 量 
子 力学 的 数学 基础 》。1940 年 以 后 ， 
转向 应 用 数学 研究 ,他 为 原子 弹 的 
设计 方案 提出 许多 重要 建议 。1944 
年 参加 了 世界 上 第 一 台电 子 计算 机 
的 设计 ,后 来 又 陆续 研究 更 完善 的 
计算 机 。 另 一 项 重大 成 果 是 创立 了 
对 策 论 ,并 应 用 于 经 济 领域 , 1944 
年 与 人 合 著 的 《对 策 论 与 经 济 行为 》 
已 成 为 经 典 著作 。 他 在 病危 的 情形 
下 ,还 研究 人 的 神经 系统 与 计算 机 


的 关系 ,未 及 完成 而 卒 ,以 后 以 《4 计 
算 机 与 人 脑 》(1958) 利 行 于 世 。 

X 当 , H. (Cartan, Henri, 
1904. 7. 8 一 ) 法 国 数学 家 。 
生 于 南 锡 , 是 著名 数学 家 站 嘉 当 的 
儿子 。1926 年 毕业 于 高 等 师范 学 
校 ,1928 年 获 博士 学 位 。 先 后 在 里 
尔 大 学 .斯 特 拉 斯 堡 大 学 和 高 等 师 
范 学 校 任教 . 1967 一 1970 年 任国 际 
数学 联合 会 会 长 。 他 是 布尔 巴 基 学 
派 的 代表 人 物 之 一 ,其 研究 工作 涉 
及 现代 数学 的 许多 分 支 。 20 ERF 
始 从 事 单 复 变 函数 论 的 研究 ,很 快 
又 转向 多 复 变 函数 。30 年 代 他 证 明 
了 “全 纯 域 一 定 是 擅 凸 域 ? 这 一 重要 
结果 。50 年 代 他 利用 全 新 的 方法 把 
单 复 变 函数 论 中 的 一 些 重要 结果 推 
广 到 多 复 变 量 的 情形 。 二 次 大 战 期 
间 主 要 从 事 位 势 理论 研究 ,他 系统 
地 应 用 “能 量 ” 的 概念 ,证 明 出 有 限 
能 量 的 正 分 布 空间 是 完备 的 定理 。 
他 还 证 明了 古典 位 势 论 的 若干 定 
理 , 并 首先 在 齐 性 空间 上 引进 了 位 
势 理 论 , 嘉 当 ,H. 对 拓扑 学 进行 了 
许多 研究 ,引进 “ 滤 子 ”“ 超 滤 ” 等 重 
要 概念 .1948 年 末 , 他 在 高 等 师范 学 
校 举办 了 以 代数 拓扑 为 研究 对 象 的 
讨论 班 。 这 个 讨论 班 的 工作 不 仅 促 
进 了 代数 拓扑 学 的 发 展 ,而 且 为 宣 
传 布尔 巴 基 学 派 的 数学 观点 和 研究 
风格 作出 重要 贡献 。 嘉 当 ,H. 1980 
年 荣获 沃 尔 夫 奖 。1985 年 他 应 邀 来 
中 国 上 海参 加 中 国 数学 会 成 立 50 
周年 纪念 会 ,并 作 学 术 报 告 。 

卢 伊 (Lewy , Hans, 1904. 10. 
20—1988.8.23) ”美国 数学 家 。 
生 于 德国 布雷 斯 劳 ( 今 波兰 弗 罗 荡 
瓦 夫 )。1926 年 在 格 丁 根 大 学 获 博 
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士 学 位 ,后 留 校 任教 。1933 年 移居 
美国 ,先后 在 布朗 大 学 和 加 州 大 学 
伯克利 分 校 任职 ,是 库 朗 的 高 足 。 
1928 年 与 弗 里 德里 希 斯 合作 用 差 
分 方法 研究 偏 微分 方程 理论 。1957 
年 提出 著名 的 光滑 线性 偏 微分 方程 
无 解 的 著名 例子 ,为 后 来 建立 该 问 
题 的 一 般 理论 做 了 竟 基 性 工作 。 他 
还 对 变 分 法 、 双 曲 方程 等 问题 有 许 
多 论述 。 曾 简化 了 希 尔 伯 特 第 19 问 
题 的 证 明 。1984 年 因 在 偏 微 分 方程 
方面 的 贡献 而 荣获 活 尔 夫 奖 。 

Pi JE 9E RS (CHIauperpvaH， 
JleB l'enpaxoBau, 1905. 1. 15— 
1938. 9.24) 苏联 数学 家 。 生 于 
戈 梅 利 。 毕 业 于 莫斯科 大 学 并 一 直 
在 那里 工作 。1929 年 获得 物理 数学 
博士 学 位 ,同年 成 为 教授 。1933 年 
被 选 为 苏联 科学 院 通讯 院士 。 他 的 
数学 研究 涉及 到 代数 、 拓 扑 学 .分 析 
的 拓扑 和 定性 方法 等 方面 。 在 加 性 
数论 中 , 他 取得 了 哥 德 巴赫 问题 的 
重要 进展 。 证 明了 任何 正 整 数 都 能 
表示 成 有 限 个 素数 的 和 ,这 个 有 限 
数 不 超 过 800,000, 他 还 证 明了 广 
义 华 林 定 理 。 在 这 些 研究 工作 的 影 
响 下 ,产生 了 数论 的 一 个 新 分 支 
数字 序列 的 度量 理论 。1938 
年 ,发 表 了 《 赋 范 代数 域 中 的 函数 》 
X. 建立 了 这 一 领域 中 函数 的 理 
论 。 他 在 1929 年 的 论文 (闭合 曲线 
的 某 些 几何 性 质 }》 中 ,证 明了 下 列 定 
理 :“ 在 具有 连续 曲率 的 任何 简单 的 
闭合 车 尔 当 曲线 (曲面 ) 上 ,可 以 找 
到 位 于 正方 形 项 点 的 四 点 。” 他 还 与 
柳 斯 捷 尔 尼克 首先 解决 了 庞 加 莱 于 
1908 年 提出 的 关于 闭合 大 地 测量 
线 的 问题 。 为 了 确定 变 分 问题 的 解 


数 , 他 引入 了 闭 集 范畴 的 重要 概念 。 
他 还 推广 了 库 朗 所 提出 的 求 最 大 值 
的 极 大 极 小 方法 ,并 在 线性 方程 理 
论 中 得 到 了 新 的 应 用 。 

7 IA ^R (Gódel, Kurt, 1906. 
4.28— 1978. 1.4) ”奥地利 一 美 
国 数学 家 、 逻 辑 学 家 .。 生 于 捷克 斯 洛 
伐 克 的 布尔 诺 , 卒 于 美国 普林斯顿 。 
早年 在 维也纳 大 学 攻读 物理 、 数 学 ， 
1930 年 获 博 士 学 位 .1938 年 在 美国 
普林斯顿 高 等 研究 所 任职 ,1948 年 
加 入 美国 籍 。 主 要 贡献 在 逻辑 学 和 
数学 基础 方面 。 在 本 世纪 初 , 他 证 明 
了 形式 数论 ( 即 算术 逻辑 ) 系 统 的 不 
完全 性 定理 :即使 把 初等 数论 形式 
化 之 后 ,在 这 个 形式 的 演绎 系统 中 
也 总 可 以 找 出 一 个 合理 的 命题 来 ， 
在 该 系统 中 既 无 法 证 明 它 为 真 , 也 
无 法 证 明 它 为 假 。 这 一 著名 结果 发 
RE 1931 年 的 论文 中 .他 还 致力 于 
连续 统 假设 的 研究 ,在 1930 年 采用 
一 种 不 同 的 方法 得 到 了 选择 公理 的 
相 容 性 证 明 。 三 年 以 后 又 证 明了 ( 广 
义 ) 连 续 统 假设 的 相 容 性 定理 。 并 于 
1940 年 发 表 。 他 的 工作 对 公理 集合 
论 有 重要 影响 ,而 且 直 接 导致 了 集 
合 和 序数 上 的 递归 论 的 产生 。 

35 ££ (Weil, André, 1906. 5. 
6 一 ) 法 国 数学 家 、 数 学 史家 。 生 
FER., 1925 年 毕业 于 巴黎 高 等 师 
范 学 校 , 之 后 到 罗马 、 格 丁 根 和 柏林 
游学 ,意大利 和 德国 的 数学 学 派对 
他 后 来 的 工作 产生 了 积极 影响 。 
1928 年 获 博士 学 位 。1933 一 1940 年 
在 斯 特 拉 斯 堡 大 学 任教 。 他 同 嘉 当 
及 德尔 萨 特 等 人 交往 ,成 为 布尔 巴 
基 学 派 的 早期 成 员 。1941 年 移居 美 
E ,不 久 到 普林斯顿 高 等 研究 所 任 
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职 . 当 选 为 美国 科学 院 的 外 籍 院士 。 
主要 贡献 在 连续 群 和 抽象 代数 几何 
方面 。30 年 代 末 ,他 研究 了 拓扑 群 
上 的 积分 问题 ,完成 了 专著 《拓扑 群 
的 积分 及 其 应 用 》(1940)。 这 本 书 反 
映 出 的 数学 结构 主义 体现 了 布尔 巴 
基 学 派 的 观点 ,开辟 了 群 上 调和 分 
析 的 新 领域 。40 年 代 , 他 力图 把 代 
数 几何 学 建立 在 抽象 代数 和 拓扑 学 
的 基础 上 。 建 立 了 严整 的 代数 几何 
学 体系 。 他 在 1946 年 出 版 的 《代数 
几何 学 基础 已 成 为 一 部 经 典 的 著 
fk. 1940 年 ,他 证 明了 广义 黎 曼 猜 
想 ,1948 年 提出 韦 伊 猜想 。 这 些 工 
作 推 动 了 现代 数学 的 发 展 。 著 作 还 
有 《数论 基础 (1967)《 贝 尔 流 形 和 
代数 曲线 ) 等 。1979 年 出 版 了 韦 伊 
的 三 卷 全 集 。 韦 伊 对 数学 史 也 很 有 
研究 ,1983 年 出 版 (数论 ,从 汉 穆 拉 
比 到 勤 让 德 的 历史 研究 ) 一 书 , 对 数 
论 史 有 详尽 而 深入 的 分 析 。1979 年 
获 沃 尔 夫 奖 。 

尤 什 克 维 奇 (IOrkrkeeru， 
Aaorb 中 HaBzxroprH， 1906. 7. 
5— ) 3ECHCE EX. ETÀ 
德 萨 。1929 年 毕业 于 莫斯科 大 学 。 
1940 年 获 物理 数学 博士 学 位 ,同年 
成 为 教授 。1960 年 被 选 为 国际 科学 
史 研 究 院 院士 。1965 一 1968 年 任 该 
院 院 长 。 尤 什 克 维 奇 多 年 来 从 事 数 
学 史 研 究 , 取 得 了 巨大 成 就 . 共 发 表 
200 多 种 数学 史 的 论著 。 其 中 《中 
世纪 数学 史 》(1961) 和 《1917 年 前 
的 俄国 数学 史 》(1968) 在 国内 外 享 
有 盛名 。 他 还 主编 了 《从 古代 到 19 
世纪 初期 的 数学 史 ) 教 材 和 4 卷 集 
的 本 国 数学 史 教材 。1948 年 以 后 ， 
他 和 雷 布 金 共同 主编 《数学 史 研 究 》 


论文 集 。 这 种 论文 集 是 国际 上 数学 
中 方面 最 好 的 出 版 物 之 一 。 尤 什 克 
维 奇 的 许多 著作 被 译 为 其 它 国家 文 
字 。 

迪 厄 多 内 (Dieudonné, Jean 
Alexandre,1906.7.1-- ) 法 
国 数学 家 。 生 于 里 尔 。 早 年 在 巴黎 
高 等 师范 学 校 就 读 ,1931 年 获 博士 
学 位 。 以 后 在 雷 恩 大 学 、 南 锡 大 学 、 
巴西 圣 保 岁 大 学 和 美国 密 吹 根 大 学 
以 及 法 国 尼 斯 大 学 等 校 任教 。 早 期 
受 布尔 巴 基 学 派 影 响 参 加 该 学 派 活 
动 , 后 来 成 为 领导 人 之 一 。 他 的 科学 
研究 涉及 现代 数学 的 许多 分 支 , 对 
泛 函 分 析 的 贡献 尤为 突出 。 他 对 特 
KZ [e] .测度 的 无 穷 乘 积 . 凸 集 等 方 
面 都 有 深入 研究 ,特别 对 有 序 空 间 
理论 和 线性 拓扑 空间 理论 做 了 大 量 
工作 ,他 引进 了 双 紧 致 空 间 的 概念 
等 ,还 研究 了 在 特征 po>0 的 域 上 的 
微分 学 .建立 了 形式 群 理论 ,可 换 形 
式 群 理论 由 于 他 的 工作 而 得 到 很 大 
发 展 。 著 作 有 《典型 群 的 几何 学 》 
(1955) 《近代 分 析 基 础 X1960) 等 。 
近年 来 从 事 数 学 史 研 究 , 著 有 
《1700 一 1900 数学 史 简 述 》(1973)、 
《 泛 函 分 析 史 》(1981) 等 书 。 

1& HB (Boyer, Carl B, 1906. 
11.3—1976) ”美国 数学 史家 , 生 
于 宾夕法尼亚 州 。1928 年 毕业 于 哥 
伦比 亚 大 学 。1939 年 获 博士 学 位 。 
1952 年 起 为 布鲁克 林学 院 数 学 教 
1€. 1957—1958 年 任 美国 科学 史学 
会 副 主席 。 任 国际 科学 史 研究 院 院 
士 。 主 要 研究 科学 史 和 数学 史 。 著 
作 有 《 微 积 分 概念 史 》(1949) 《数学 
史 》(1968)《 解 析 几 何 学 史 》 
(1956) ,还 发 表 过 有 关 沃 利 斯 的 科 
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学 贡献 的 论文 。 

$) Æ (Leray ,Jean, 1906. 11. 
7— ) ”法国 数 学 家 , 生 于 尚 特 
奈 。 早 年 在 高 等 师范 学 校 学 习 , 获 博 
士 学 位 。194? 年 以 后 任 法 兰 西学 院 
教授 。1953 年 被 选 为 巴黎 科学 院 院 
士 。1966 年 选 为 苏联 科学 院 的 外 籍 
院士 。 主 要 贡献 在 代数 拓扑 和 泛 函 
分 析 方 面 。 为 了 把 连续 映射 的 局 部 
性 质 和 全 部 的 上 同调 联系 起 来 ,他 
引入 了 层 系数 上 同调 群 。1945 年 ， 
他 建立 了 谱 序 列 的 理论 ,研究 了 李 
群 与 齐 性 空间 拓扑 。 在 证 函 分 析 中 ， 
他 和 绍 德尔 应 用 不 动 点 定理 证 明了 
微分 方程 解 的 存在 性 定理 。 这 方法 
现 称 为 勒 雷 一 绍 德尔 不 动 点 方法 。 
勒 雷 曾 研究 微分 算 子 理论 ,把 F. 约 
输 的 结果 推广 到 强 双 曲 型 算 子 的 情 
形 。 还 从 数学 观点 研究 关于 粘性 不 
可 压缩 流体 理论 ,取得 一 定 成 果 ,. 主 
要 著作 有 《 双 曲 型 微分 方程 》(1952) 
和 《 复 变 量 解 析 流 形 上 的 微 积分 学 》 
等 。 荣 获 1979 年 沃 尔 夫 奖 。 

W 4 JE (Whitney , Hassler, 
1907.3. 23—1989. 5. 10) X 
国 数学 家 。 生 于 纽约 , 卒 于 普 林 斯 


顿 。1928 年 毕业 于 耶鲁 大 学 。1932. 


年 获 哈佛 大 学 博士 学 位 。1933 一 
1952 年 在 哈佛 任教 .1952 年 任 普 林 
斯 顿 高 等 研究 所 教授 。 主 要 贡献 在 
拓扑 学 方面 .他 引进 了 0~ 一 函数 类 
的 等 价 性 定义 ,研究 了 这 类 函数 的 
局 部 理论 ,得 到 了 a 个 变 元 情形 下 
的 某 些 整体 结果 及 其 与 实 解析 函数 
之 间 的 关系 。 他 把 流 形 及 以 其 上 每 
一 点 为 原点 的 线性 独立 的 切 向 量 组 
全 体 总 括 在 一 起 ,而 得 到 纤维 从 的 
概念 。1937 年 ,他 证 明了 微分 流 形 


的 伐 入 定理 ,正式 创立 了 微分 拓扑 
学 。 他 还 研究 了 维 流 形 的 可 微 结 
构 ,提出 了 斯 蒂 费 尔 一 惠 特 尼 类 ,和 
斯 蒂 费 尔 共同 建立 了 可 层 化 空间 理 
论 。 惠 特 尼 获 1982 年 度 沃 尔 夫 奖 。 
克 "6 C Kperiu, Mapk 
lpuropbeBsuu,1907. 4.3—  ) 
苏联 数学 家 。 生 于 基辅 。 早 年 自学 
数学 , 曾 作 为 旁听 生 在 基辅 师范 学 
院 听 格拉 韦 的 数学 课 。1924 年 到 元 
德 萨 , 开 始 研 究 数学 ,不 久 成 为 切 博 
塔 记 夫 的 研究 生 。1933 年 以 后 在 元 
德 萨 . 古 比 雪 夫 、 哈 尔 科 夫 、 基 辅 等 
地 的 高 等 学 校 和 科研 机 关 工 作 。 
1934 年 成 为 教授 。1939 年 在 莫斯科 
大 学 获 物理 一 数学 博士 学 位 ,同年 
当选 为 苏联 科学 院 通讯 院士 。1954 
年 以 后 在 歼 德 萨 建筑 工程 学 院 工 
作 。 主 要 贡献 在 泛 函 分 析 方 面 。 他 
的 研究 课题 涉及 密切 矩阵 理论 、 微 
分 算 子 的 核 . 矩 理论 . 巴 拿 赫 空间 中 
的 锥 面 理论 、 积 分 方程 论 等 许多 领 
域 。 他 的 工作 是 现代 泛 函 分 析 思 想 
与 切 比 雪夫 一 马尔 科 夫 学 派 经 典 理 
论 的 结合 ,并 在 力学 中 有 广泛 应 用 。 
共 发 表 250 多 种 论著 。 他 还 被 选 为 
美国 国家 科学 艺术 研究 院 荣 誉 院士 
和 美国 数学 会 的 成 员 。1982 ERZ 
函 分 析 及 其 应 用 方面 的 贡献 获 沃 尔 


X. 


阿尔 福 斯 (Ahlfors , Lars Vale- 
rian, 1907. 4. 18— .) 芥 兰 一 
美国 数学 家 。 生 于 赫尔辛基 。 毕 业 
于 赫尔辛基 大 学 。1930 年 取得 博士 
学 位 。1932 一 1936 任 赫 尔 辛 基 大 学 
副教授 。1936 年 应 聘任 美国 哈佛 大 
学 副教授 。 1938 年 回国 在 母校 任教 
授 。1946 年 去 美国 ,1952 年 入 美国 
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籍 。1953 年 被 选 为 美国 国家 科学 院 
院士 .还 是 芬兰 科学 院 院士 和 瑞典 、 
丹麦 等 国 的 皇家 学 会 会 员 。 阿 尔 福 
斯 的 主要 贡献 在 复 变 函数 论 方面 。 
1929 年 解决 了 当 颂 瓦 猜想 ,1935 年 
他 建立 了 覆盖 面 理论 ,因而 获 1936 
年 首次 颁发 的 非 尔 兹 奖 。 二 次 大 战 
之 后 阿尔 福 斯 转向 研究 黎 曼 曲面 ， 
他 和 其 他 学 者 共同 发 展 了 拟 保 角 喘 
射 理论 ,获得 了 一 些 重 要 成 果 , 使 这 
一 领域 成 为 单 复 变 函数 论 最 活跃 的 
分 支 。 阿尔 福 斯 有 《 拟 保 角 映 射 教 
程 》(1966) 及 黎 曼 曲面 等 方面 的 多 
种 著作 。1981 年 因 在 几何 函数 论 方 
面 的 有 效 新 方法 的 创立 和 根本 性 的 
发 现 而 荣获 沃 尔 夫 奖 。 他 的 主要 著 
作 还 有 《 复 分 析 》( 第 2 版 ,1966; 中 
译本 ,1984) 。 

达 文 波 特 (Davenport， 
Harold , 1907. 10. 30—1969. 6. 
9) 英国 数学 家 。 生 于 阿 克 灵 顿 。 
1927 年 毕业 于 曼彻斯特 大 学 ,1938 
年 获 剑桥 大 学 博士 学 位 在 曼 彻 斯 
特大 学 .威尔士 大 学 、 伦 敦 大 学 学 
院 , 剑 桥 大 学 等 校 任教 授 。1940 年 
当选 为 伦敦 皇家 学 会 会 员 。1957 一 
1959 年 任 伦敦 数学 会 主席 。 主要 贡 
献 在 数论 方面 ,他 深入 研究 了 丢 番 
图 方程 的 解析 理论 和 代数 数论 。 他 
得 到 的 三 角 和 的 估 值 和 有 限 域 的 特 
征 的 研究 结果 对 近世 代数 理论 的 发 
展 有 重要 影响 。 他 共 发 表 近 200 种 
论著 ,其 中 有 《 委 番 图 方程 与 不 等 式 
的 分 析 方法 》(1963) 和 《 积 性 数论 》 
(1967) 等 。 

克 3€ EN. M * M * (Kline, 
Morris, 1908. 5. 1— >) 美国 
数学 家 、 数 学 史家 。 生 于 布鲁克 林 。 


早年 在 纽约 大 学 学 习 ,1936 年 获 博 
士 学 位 。1952 年 任 纽约 大 学 数学 教 
授 , 后 在 该 校 库 朗 研究 所 工作 。 主 要 
贡献 在 应 用 数学 和 数学 史 方 面 。 著 
有 《数学 与 物理 世界 》(1959)《 电 磁 
理论 与 几何 光学 》(1965)《 西 方 文 
化 中 的 数学 》(1953)《 古 今 数学 思 
想 》(1972)《 数 学 ,必然 性 的 消失 》 
(1980) 等 。 其 中 《古今 数学 思想 ) 注 
重 阐述 一 些 重要 数学 思想 的 来 源 和 
发 展 ,受到 广泛 好 评 ,。 译 成 中 文 后 深 
受 国内 读者 欢迎 。 

B si EL IE Sx (ITIosTparun, JIeB 
CeMeHoBHd，1908.。 9. 3— 1988. 
5.3) 苏联 数学 家 。 生 于 莫斯科 。 
13 岁 时 在 一 次 劳动 中 因 汽 油 炉 爆 
炸 而 双 目 失明 。 在 母亲 的 帮助 下 ,以 
顽强 的 末 力 坚持 学 习 和 科学 研究 。 
1929 年 毕业 于 莫斯科 大 学 ,1935 年 
获 物 理 数 学 博士 学 位 ,同年 成 为 教 
授 。1958 年 被 选 为 苏联 科学 院 院 
士 。 庞 特 里 亚 金 在 拓扑 学 方面 有 重 
要 贡献 。 早 在 大 学 时 代 (1932 年 )， 
就 发 现 了 对 偶 性 的 一 般 规律 ,建立 
了 连续 统 的 特征 定理 。 后 来 ,他 把 
“有 限 群 与 其 特征 标 群 同 构 ” 的 结果 
推广 到 局 部 紧 拓 扑 阿 贝尔 群 上 , 建 
立 了 著名 的 庞 特 里 亚 金 对 偶 定 理 。 
这 个 定理 更 新 了 代数 拓扑 的 内 容 ， 
是 一 个 世纪 以 来 拓扑 学 最 卓越 的 成 
就 之 一 。 他 的 专著 《连续 统 》( 中 译 
本 ,科学 出 版 社 ,1957) 获 斯 大 林 奖 
金 。1962 年 , 庞 特 里 亚 金 转向 研究 
经 济 管理 中 的 数学 方法 一 一 控制 
论 ,成 为 最 优化 过 程 的 数学 理论 的 
更 基 者 。 他 的 基本 结果 是 提出 了 所 
谓 旗 特 里 亚 金 最 大 值 原 理 。 在 振 蔓 
理论 .代数 李 群 理论 和 微分 几何 等 
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方面 也 作出 贡献 。 他 的 著作 被 译 成 
中 文 的 有 《组 合 拓扑 学 基础 》( 中 国 
科学 院 出 版 社 ,1954)《 最 佳 过 程 的 
数学 理论 》( 上 海 科 学 技术 出 版 社 ， 
1965) 和 《 常 微 分 方程 (上 海 科 学 技 
术 出 版 社 ,1962) 等 。 

SE (El 列 X& (Co6omep，Cepreri 
JIóBoBAu , 1908. 10. 6—1989. 1. 
3) 苏联 数学 家 。 生 于 彼得 堡 , 卒 
于 列宁 格 勒 。1929 年 毕业 于 列宁 格 
勒 大 学 。1934 年 获得 物理 数学 博士 
学 位 。1936 年 成 为 教授 。1939 年 被 
选 为 苏联 科学 院 院 士 。 索 伯 列 夫 主 
要 研究 固体 动力 学 和 数学 物理 方 
程 .在 固体 动力 学 方面 ,首先 建立 了 
平面 波 的 一 般 理 论 并 前 明 了 曲线 波 
的 一 般 概念 。 在 数学 物理 方程 中 , 建 
立 了 双 曲 型 偏 微 分 方程 的 新 解法 。 
和 B. .斯 米尔 诺 夫 共 同 研究 了 分 
层 介质 振动 的 动力 问题 ,提出 用 泛 
函 不 变 式 的 方法 来 求解 .以 后 , 索 伯 
列 夫 开始 把 现代 泛 函 分 析 的 方法 应 
用 于 偏 微分 方程 理论 。 引 进 了 所 谓 
索 伯 列 夫 空间 ,研究 了 这 类 空间 的 
内 嵌 变 换 。1935 年 ,他 给 出 了 偏 微 
分 方程 广义 解 的 概念 和 第 一 个 广义 
函数 的 严格 定义 。 借 助 这 些 概念 ,他 
研究 了 某 些 类 型 偏 微分 方程 的 边 值 
问题 。 他 还 为 苏联 计算 数学 的 发 展 
和 电子 计算 技术 的 普及 做 了 大 量 的 
工作 。 他 是 苏联 偏 微分 方程 学 派 的 
创始 人 之 一 ,培养 了 大 批 的 优秀 学 
生 。 共 发 表 论著 150 多 种 ,其 中 有 
《数学 物理 方程 光 中 译本 ,高 等 教育 
出 版 社 ,1958) 和 《 泛 函 分 析 在 数学 
物理 中 的 应 用 六 中 译本 ,科学 出 版 
社 ,1959) 等 。 索 伯 列 夫 是 许多 国家 
科学 院 和 学 术 团体 的 成 员 ,以 及 某 


些 大 学 的 荣誉 博士 .还 担任 《西伯 利 
亚 数学 杂志 ;} 的 主编 《控制 论 ?》 杂 志 
的 编 委 等 。 

iH E, 3€ (Chevalley , Claude, 
1909. 2. 11—1984. 6. 28) 法 
国 数学 家 。 生 于 南非 的 约翰 内 斯 堡 ， 
卒 于 巴黎 。 是 布尔 巴 基 学 派 的 创始 
人 之 一 。1926 年 入 高 等 师范 学 校 ， 
以 后 赴 德 国学 习 , 深 受 E. 诺 特 、 阿 
廷 等 人 的 影响 。1938 年 赴 美 国 , 先 
后 在 普林斯顿 大 学 .哥伦比亚 大 学 
任教 。1955 年 回 到 法 国 ,在 巴黎 大 
学 任教 。 谢 瓦 莱 的 主要 贡献 在 近世 
代数 和 数论 的 不 同 分 支 上 。 在 代数 
群 中 ,他 得 到 了 连通 的 代数 群 对 其 
局 部 正规 子 群 的 商 群 是 完备 的 充 要 
条 件 , 给 出 了 半 单 群 分 解 为 可 简约 
的 闭 子 群 的 半 直 积 的 表达 式 。 他 还 
研究 了 紧 群 .有限 单 群 . 李 群 等 多 个 
课题 ,关于 域 上 的 半 单 代数 群 的 基 
本 定理 称 为 谢 瓦 莱 定理 。 在 代数 几 
何方 面 ,他 在 1940 年 和 韦 伊 共同 提 
出 了 相交 问题 。 他 发 展 了 局 部 环 的 
理想 理论 ,引进 了 有 关 拓 扑 概 念 ,并 
把 这 些 概念 应 用 于 相交 问题 , 谢 瓦 
莱 的 著作 有 《 李 群 论 》1946) 《代数 
的 基本 概念 )(1956)《 旋 子 的 代数 
理论 )(1954) 等 。 

坎 托 罗维奇 (Kaaropopru， 
Jleouan BdHTaübegMu, 1912. 1. 
19— 0 苏联 数学 家 ,数理 经 济 
学 家 。 生 于 彼得 堡 . 1930 年 毕业 于 
列宁 格 勒 大 学 。1932 一 1964 年 在 列 
宁 格 勒 大 学 工作 。1934 年 成 为 教 
授 ,1935 年 获 物理 数学 博士 学 位 。 
1940 一 1964 年 在 苏联 科学 院 数 学 
研究 所 列宁 格 勒 分 所 兼职 。1958 一 
1971 年 在 苏联 科学 院 西 伯 利 亚 分 
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院 数 学 研究 所 工作 。1971 年 以 后 到 
苏联 科学 技术 委员 会 国民 经 济 研究 
院 工 作 。1964 年 当选 为 苏联 科学 院 
院士 。 坎 托 罗 维 奇 是 一 个 很 全 面 的 
学 者 ,他 的 科学 研究 涉及 许多 数学 
领域 .在 泛 函 分 析 中 ,他 引进 并 研究 
了 一 类 半 有 序 空间 (后 称 为 坎 托 罗 
维 奇 空间 ) .他 把 泛 函 分 析 的 理论 应 
用 于 计算 数学 中 ,发 展 了 近似 方法 
的 一 般 理论 ,建立 了 解 算 子 方程 的 
有 效 方法 。 此 外 ,他 在 程序 设计 A 
数论 .数学 物理 ,微分 方程 ,积分 方 
程 和 变 分 法 等 方面 也 都 有 所 贡献 。 
坎 托 罗维奇 还 深入 研究 了 数学 在 经 
济 学 中 的 应 用 和 经 济 学 的 若干 问 
题 ,1975 年 因 资 源 配 置 理论 方面 的 
研究 成 果 而 获 诺 贝尔 经 济 学 奖 。 

亚 历 山 德 罗 夫 ,A. 7L 
C AneKcaHApoB, ATeKcaHID Ma- 
nunoBsny, 1912. 8. 4 一 ”) 苏联 
数学 家 。 生 于 沃 伦 。1933 年 毕业 于 
列宁 格 勒 大 学 , 获 物 理 数学 博士 学 
位 。1937 年 任 列宁 格 勒 大 学 教授 。 
1952 年 起 任 该 校 校长 .1964 年 被 选 
为 苏联 科学 院 院 士 。 他 是 苏联 几何 
学 派 的 葛 基 者 。 他 所 开创 的 研究 曲 
面 度量 性 质 的 方法 扩大 了 几何 研究 
领域 并 导致 一 系列 曲面 理论 经 典 问 
题 的 解决 。 特 别 是 建立 了 三 个 最 一 
般 的 关于 凸 曲面 的 内 荀 几何 的 命题 
并 得 到 了 一 系列 关于 凸 曲面 的 十 分 
优美 的 结果 。 他 的 一 些 著作 已 译 成 
中 文 ,如 《 凸 曲面 的 内 蕴 几 何 学 《中 
译本 ,科学 出 版 社 , 1962)《 数 学 
一 一 它 的 内 容 、 方 法 和 意义 》( 多 人 
合 著 , 中 译本 ,科学 出 版 社 , 1986 年 
重印 )。 后 者 广 为 流 传 ,执笔 者 都 是 
著名 数学 家 。 


爱 尔 特 希 (Erdas , Paul , 1913. 
3.26— 0 匈牙利 数学 家 .。 生 于 
布达佩斯 ,从 来 没有 固定 的 职位 ,也 
不 在 一 个 地 方 定居 。30 年 代 在 欧洲 
游历 ,第 二 次 世界 大 战 期 间 在 美国 。 
战 后 在 全 世界 旅行 ,与 各 国 数学 家 
共同 研究 数学 问题 。 主 要 贡献 在 数 
论 和 概率 论 方面 ,尤其 在 数论 方面 
的 工作 更 为 出 色 。 他 研究 了 整数 分 
析 问 题 。1942 年 ,他 用 初等 的 函数 
论 方法 估计 了 = 的 分 析 数 POOR 
值 .他 还 提出 了 一 个 猜测 :如果 个 
等 差 数 列 没有 复 盖 住 自然 数列 , 那 
么 必 存 在 <m, m 不 属于 上 述 
任何 一 个 等 差 数 列 。1940 年 ,他 证 
明了 存在 无 穷 多 个 自然 数 ,使 得 
P+ 一 P< 过 ClogP,, 其 中 P. 为 第 rn 个 
素数 ,而 C 为 欧 拉 常 数 。 他 是 世界 
土 多 产 的 数学 家 之 一 。 现 已 发 表 
1000 多 篇 数学 论文 。 主 要 著作 有 
《数论 的 一 些 新 进展 和 当前 的 问题 》 
(1965)《 组 合 分 析 中 的 概率 方法 》 
等 。 获 1983 一 1984 年 度 沃 尔 夫 奖 。 

3879/75 08 CrerpdaHma, Hapansib 
Monceesnu , 1913. 8. 20— >)Jk 
联 数 学 家 。 生 于 红 奥 克 诺 。1930 年 
中 学 未 毕业 随 父 迁居 莫斯科 ,以 后 
自学 数学 。1932 年 进入 莫斯科 大 学 
参加 研究 活动 ,1939 年 以 后 在 苏联 
科学 院 数 学 研究 所 工作 ,1940 年 获 
物理 数学 博士 学 位 ,1943 年 成 为 教 
授 . 1953 年 当选 为 苏联 科学 院 通 讯 
院士 。1966 一 1970 年 任 莫斯科 数学 
会 主席 。 盖 尔 范 德 是 巴 拿 忒 代数 赋 
范 环 理论 的 创始 人 之 一 ,他 运用 代 
数 方法 ,引进 极 大 理想 子 环 空间 ,给 
出 元 素 在 其 上 的 表示 的 概念 ,将 线 
性 算 子 谱 论 研究 引 向 深入 。 他 还 研 
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究 了 对 理论 物理 具有 重大 意义 的 连 
续 群 的 西 表 示 、 广 义 函 数理 论 及 其 
在 微分 方程 中 的 应 用 ,线性 拓扑 空 
[8] 8 38 .光谱 分 析 的 道 问题 和 量子 
力学 等 。 他 建立 了 一 个 专门 研究 数 
学 方法 在 生物 学 中 应 用 的 学 派 。 他 
编著 的 线性 代数 、 广 义 函 数 和 变 分 
法 等 方面 的 著作 广 为 流 传 。1978 年 
荣获 沃 尔 夫 数 学 奖 。 

1h Œ #8 Æ (Kodaira, Kuni- 
hiko, 1915. 3. 16— >) 日 本 数 
学 家 。 生 于 东京 。1941 年 毕业 于 东 
京 大 学 ,后 留 校 工作 。 战 乱 年 代 , 他 
在 艰苦 的 环境 中 ,独立 地 完成 了 三 
篇 关于 调和 积分 的 文章 。1948 年 ， 
他 的 文章 得 到 著名 数学 家 外 尔 的 赞 
赏 。1949 年 ,应 邀 到 美国 普林斯顿 
高 等 研究 所 工作 。1961 年 以 后 他 在 
美国 几 所 大 学 里 任教 授 。1967 年 返 
回 日 本 。 小 平 邦彦 的 主要 贡献 在 代 
数 几 何 和 群 论 方面 。 他 推广 了 代数 
几何 的 一 条 中 心 定理 : 黎 曼 一 罗 赫 
定理 。 还 证 明了 狭义 凯 莱 流 形 是 代 
数 流 形 和 所 谓 小 平 邦彦 消灭 定理 。 
1956 年 起 他 同 斯 潘 塞 一 起 ,把 黎 曼 
的 模 数 理论 推广 到 高 维 复 结构 的 变 
形 理论 ,形成 一 个 系统 的 理论 .后 来 
小 平 邦 彰 又 把 它 推 广 到 由 一 类 复 可 
递 的 连续 伪 群 所 定义 的 结构 的 变形 
理论 上 .50 年 代 末 ,他 转向 研究 紧 
复 解析 曲面 的 结构 及 分 类 ,用 一 个 
不 变量 (小 平 维 数 ) 把 曲面 分 为 有 理 
Hr iE, 306 D] HE A K; 曲面 等 ,并 且 
每 类 都 建立 一 个 极 小 模型 ,他 的 工 
作 推 动 了 60 年 代 以 来 代数 几何 学 
的 发 展 . 晚 年 他 致力 于 教育 事业 ,对 
日 本 青年 一 代 有 重要 影响 。 他 的 论 
文 收集 在 1975 年 出 版 的 三 卷 全 集 


中 ,1954 43K dE ZR 23€, 1907 年 获 
日 本 文化 勋章 。1984 年 获 沃 尔 夫 
奖 。 
WE E 7 3X (Schwartz, Lau- 
rent, 1915. 9. 15—  ) 法 国 数学 
家 。 生 于 巴黎 ,1937 年 毕业 于 高 等 
师范 学 校 . 1937 一 1940 年 服 兵役 并 
参加 了 第 二 次 世界 大 战 . 1940 年 开 
始 在 法 国 国 家 科学 研究 中 心 任职 ， 
1943 年 获得 博士 学 位 .1945 年 任 南 
锡 大 学 教授 .后 任 巴 黎 理 学 院 教授 。 
施 瓦 尔 茨 的 数学 研究 受到 布尔 巴 基 
学 派 的 影响 。 他 的 主要 贡献 是 创立 
了 广义 函数 (分 布 ) 论 。 这 一 理论 现 
已 成 为 泛 函 分 析 的 重要 分 支 , 也 是 
研究 现代 数学 特别 是 分 析 数 学 的 有 
HIR. 1945 Æ, MREMA 
的 大 量 研究 工作 的 基础 上 ,建立 了 
广义 函数 的 完整 的 理论 。 施 瓦尔 蒋 
在 偏 微分 方程 和 概率 论 等 方面 也 做 
出 了 许多 贡献 ,专著 有 《分 布 论 》( 修 
订 本 ,1966) 和 《物理 科学 中 的 数学 》 
(1966)。 由 于 在 现代 分 析 方 面 的 贡 


献 而 荣获 1950 年 的 菲 尔 兹 奖 。 


尚 R (Shannon, Claude El- 
wood, 1916. 4. 30- 一 。 ) 美 国 数 
学 家 ,工程 师 。1936 FETE 
根 大 学 。1944 年 在 麻 省 理工 学 院 获 
数学 博士 学 位 。1940 一 1956 年 在 美 
国 贝尔 公司 的 数学 实验 室 工作 。 
1956 年 以 后 任 麻 省 理工 学 院 教授 ， 
同年 被 选 为 美国 国家 科学 院 院士 ， 
美国 科学 艺术 研究 院 院士 。 尚 农 的 
主要 贡献 在 信息 论 和 控制 论 方面 。 
1948 年 ,他 发 表 了 题 为 4 通讯 中 的 
数学 理论 ;的 文章 ,开创 了 通讯 系统 
中 信息 传输 的 数学 理论 ,这 种 理论 
发 展 至 今 已 成 为 最 重要 的 数学 理论 
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之 一 。 他 给 出 的 关于 无 记忆 信道 的 
尚 农 定理 已 成 为 信息 论 的 基本 定 
理 。 他 还 首次 把 电信 上 的 莫 尔 斯 码 
和 印刷 电码 等 的 编码 问题 归结 成 为 
数学 上 的 编码 问题 。 尚 农 在 信息 论 
方面 的 奠基 性 工作 大 大 地 促进 了 离 
散 的 自动 机 的 一 般 原理 ,概率 图 表 
理论 和 控制 系统 论 的 发 展 。 尚 农 的 
主要 专著 人 信息 论 和 控制 论 》 已 被 译 
成 多 种 文字 。 

塞 尔 伯 格 (CSelberg，Atle， 
1917. 6. 14— “) 挪 威 一 美国 数 
学 家 。 生 于 挪威 的 朗 厄 松 。 曾 就 读 
于 奥斯陆 大 学 , 1943 年 获 博士 学 
位 。1942 一 1947 年 任 奥 斯 陆 大 学 研 
究 员 ,后 被 选 为 挪威 科学 院 院士 。 
1947 年 移居 美国 ,1951 年 成 为 普 林 
斯 顿 高 等 研究 所 的 教授 ,美国 科学 
艺术 研究 院 院士 。 塞 尔 伯 格 的 主要 
贡献 在 数论 和 治 数 论 方面 。 在 他 
1942 年 完成 的 博士 论文 中 ,研究 了 
“ 黎 曙 猜想”, 其 结果 使 这 个 难题 的 
研究 跨 出 了 重要 一 步 。1949 年 他 和 
爱 尔 特 希 同 时 用 初等 方法 证 明了 素 
数 分 布 定 理 。 塞 尔 伯 格 还 改进 了 素 
数 的 第 法 。 由 于 在 数论 研究 上 的 贡 
献 ,他 荣获 1950 年 的 菲 尔 兹 奖 。 从 
六 十 年 代 起 ,他 的 研究 兴趣 转向 连 
续 群 的 离散 子 群 。1986 年 又 获 沃 尔 
夫 奖 。 

D] t € (Bellman, Richard 
Ernest, 1920. 8. 20—1984. 3. 
190 美国 数学 家 。 生 于 纽约 .第 二 
次 世界 大 战 期 间 曾 服 兵役 ,复员 后 
于 1946 年 在 普林斯顿 大 学 获 博士 
学 位 。1950 年 以 后 ,他 与 人 合作 共 
同 发 现 许 多 要 求 作出 最 佳 决策 的 问 
题 ,是 由 多 个 阶段 的 一 连 串 部 分 决 


策 构成 的 。 贝 尔 曼 由 此 研究 出 一 种 
数学 技巧 ,这 就 是 动态 规划 。 他 于 
1957 年 完成 的 《动态 规划 }》 一 书 标 
志 着 这 一 数学 新 分 支 的 逛 生 。 他 还 
把 动态 规划 的 方法 应 用 于 变 分 法 、 
自动 控制 .近似 理论 和 运筹 学 等 多 
方面 ,并 解决 了 大 量 的 工程 技术 问 
题 。 贝 尔 曼 在 微分 方程 和 变 分 法 方 
面 也 有 重要 工作 ,他 建立 的 函数 方 
程 和 不 等 式 有 广泛 应 用 。1970 年 获 
美国 数学 会 首届 维 纳 应 用 数学 奖 。 
JE 39 (Thom, Rene, 1923 一 - 
) 法 国 数学 家 。 生 于 蒙 彼 利 埃 。 
1946 年 毕业 于 高 等 师范 学 校 。1951 
年 获 博 士 学 位 。 主 要 贡献 在 微分 拓 
扑 学 方面 。50 年 代 初 期 ,他 对 高 维 
流 形 的 分 类 理论 进行 了 深入 的 研 
究 ,创立 了 配 边 理论 ,是 微分 流 形 理 
论 的 一 大 成 就 。 由 于 在 这 方面 的 开 
创 性 工作 而 荣获 1958 年 的 菲 尔 兹 
奖 。 在 微分 流 形 的 拓扑 学 方面 , 托 姆 
的 研究 课题 还 有 : 流 形 上 的 示 性 类 、 
组 合 的 庞 特 里 亚 金 类 .纤维 空间 中 
的 谱 序列 .三 角 痢 分 问题 等 .还 提出 
了 一 种 所 谓 “ 托 姆 复 形 ”、 建 立 了 微 
分 流 形 的 大 范围 理论 中 的 基本 定 
理 , 等 等 托 姆 在 完成 他 的 拓扑 学 论 
著 之 后 ,开始 发 展 一 套 全 新 的 理论 
AARE. RRT A E B) e 
BRITA dp A H T SUNT 
的 领域 .在 奇 点 理论 的 基础 上 ,又 创 
立 了 突变 理论 。 1972 年 ,他 的 《结构 
稳定 性 与 形态 发 生 ) 一 书 出 版 ,标志 
着 突变 理论 正式 诞生 。 对 于 突然 变 
化 ,他 利用 奇 点 理论 把 它 分 成 七 种 
类 型 ,并 在 数学 上 加 以 严格 证 明 . 近 
年 来 ,许多 科学 家 已 把 突变 理论 应 
用 到 自然 科学 .经济 学 ,心理 学 乃至 


a 
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政治 .社会 科学 上 。 

沙 法 列 维 奇 (IIadbapeeru， 
Hropp PocTrucnaaBoBHu, 1923. 6. 
3— 0 苏联 数学 家 。 生 于 日 托 
米尔 。17 岁 时 作为 校外 考生 毕业 于 
莫斯科 大 学 。19 岁 获 物理 数学 副 博 
士 学 位 。1953 年 获 物理 数学 博士 学 
位 ,同年 成 为 教授 。1958 年 被 选 为 
苏联 科学 院 通讯 院士 。 沙 法 列 维 奇 
主要 研究 代数 学 ,代数 几何 学 和 代 
数 数论 。1954 年 他 证 明了 ,在 任何 
代数 数 域 上 都 存在 无 穷 多 个 按照 预 
先 给 定 的 匣 罗 瓦 群 分 解 的 代数 扩 
张 。 他 还 发 现 了 对 偶 性 问题 的 一 般 
规律 。 他 在 代数 学 方面 的 工作 获 
1959 年 列宁 奖金 。1962 年 ,他 提出 
了 所 谓 "“ 沙 法 列 维 奇 猜想 ”。 这 一 猜 
想 在 1983 年 由 德国 青年 数学 家 法 
尔 廷 斯 所 证 明 。 

罗 特 (Roth,Klaus Friedrich, 
1925. 10. 29— >`) 德国 一 英国 
数学 家 . 生 于 德国 布雷 斯 劳 ( 今 波兰 
弗 罗 获 瓦 夫 )。 九 岁 时 合家 移居 英 
国 ,1946 年 入 伦敦 大 学 研究 数学 。 
1948 年 获 硕士 学 位 。1950 年 成 为 博 
士 后 留 校 任教 。1961 年 受聘 为 伦敦 
大 学 数学 教授 。1966 年 执教 于 伦敦 
帝国 学 院 。1956 与 1965 年 两 次 到 
美国 麻 省 理工 学 院 任 访问 教授 。 罗 
特 主 要 从 事 数 论 研 究 , 受 数学 家 达 
文 波 特 的 影响 探讨 解析 数论 中 的 图 
埃 一 一 西 格 尔 定理 。1955 年 发 表 
《对 于 代数 数 的 有 理 晕 近 》 一 文 ,将 
创立 30 多 年 的 这 一 定理 发 展 成 为 
图 埃 一 一 西 格 尔 一 一 罗 特 定理 ,大 
大 促进 了 有 关 问 题 的 进展 ,一 举 赢 
得 1958 年 度 的 菲 尔 兹 奖 。 


塞 尔 (Serre, Jean-Pierre , 


1926.9. 15— ) 法 国 数学 家 。， 
生 于 巴 日 .1944 年 考 进 巴黎 高 等 师 
范 学 校 学 习 。1950 年 获 博士 学 位 。 
不 久 任 巴黎 大 学 教授 。 后 来 曾 到 美 
国 普林斯顿 工作 ,被 选 为 美国 科学 
艺术 研究 院 院 士 。70 年 代 当 选 为 巴 
黎 科 学 院 院 士 ,1982 年 当选 为 国际 
数学 联合 会 执 委 会 副 主 席 。1949 一 
1954 年 , 塞 尔 在 H,. 嘉 当 的 指导 下 ， 
在 代数 拓扑 学 方面 作出 了 重要 贡 
献 。 他 发 展 了 纤维 从 的 概念 ,得 出 一 
般 纤 维 空间 概念 。 他 解决 了 纤维 、 底 
空间 \ 全 空间 的 同调 关系 问题 ,并 由 
此 证 明了 同 伦 论 中 最 重要 的 一 般 结 
果 。1954 年 以 后 , 塞 尔 的 工作 转向 
代数 几何 学 和 复 解析 几何 学 的 领 
域 。 他 为 把 黎 曼 一 罗 赫 定 理 推广 到 
高 维 代数 簇 做 出 了 重要 工作 。1955 
年 ,他 发 表 了 《凝聚 代数 层 》 和 《代数 
几何 学 与 解析 几何 学 两 篇 文章 .在 
第 一 篇 文章 里 ,利用 “ 层 ” 的 理论 研 
究 多 复 变 函 数论 ,后 来 又 将 其 应 用 
于 代数 几何 学 的 研究 。 在 后 一 篇 文 
章 里 ,他 发 现 了 代数 几何 学 与 解析 
几何 学 之 间 的 平行 性 。60 年 代 中 
期 , 塞 尔 又 转向 数论 研究 ,在 证 明 
“ 韦 伊 猜想 ?中 起 到 很 大 作用 。 塞 尔 
编写 了 大 量 专著 。 由 于 他 在 代数 拓 
扑 学 方面 的 贡献 ,荣获 1954 4E n8 dE 
AREE. 

K E B B d Grothendieck, 
Alekxandre,1928.3. 28— ) 
法 国 数学 家 。 生 于 柏林 ,后 迁居 法 
国 。 早 年 没有 接受 系统 的 正规 教育 ， 
二 次 大 战 后 才 进 入 巴黎 高 等 师范 学 
校 和 法 兰 西 学 院 听 课 , 在 此 期 间 , 
到 布尔 巴 基 学 派 影响 ,并 很 快 显露 
出 他 的 才华 。60 年 代 被 聘 为 巴黎 的 
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高 等 科学 研究 院 的 终身 教授 。 主 要 
贡献 在 泛 函 分 析 和 代数 几何 学 方 
面 。 系 统 研 究 了 拓扑 向 量 空间 理论 ， 
引进 “ 核 空 间 ”“ 张 量 积 ” 等 概念 ,这 
些 工 作 均 因 其 独创 性 、 系 统 性 和 深 
刻 性 而 使 数学 界 瞩目 。50 年 代 中 
期 ,他 转向 代数 几何 学 的 研究 ,他 建 
立 起 一 套 抽 象 的 庞大 体系 ,并 运用 
有 关 的 概念 和 工具 解决 了 许多 著名 
的 猜想 和 难题 。 他 的 工作 标志 着 现 
代 抽 象 代 数 几 何 学 的 扩张 和 更 新 。 
1956 年 以 后 他 制定 了 一 个 大 规模 
的 写作 计划 ,到 1970 年 完成 了 十 几 
卷 。 格 罗 唐 迪克 热衷 于 无 政府 主义 
运动 及 和 平 运动 , 当 了 解 到 数学 研 
究 直 接 或 间接 受 军事 方面 的 资助 
时 ,毅然 于 70 年代 初 脱离 数学 研究 
工作 ,辞职 回 乡 务农 。 获 1966 年 的 
JERK. 1988 年 他 拒 领 瑞典 皇家 
科学 院 的 克拉 弗 德 (Crafoord) 奖 。 
阿 蒂 XV (Atiyah, Michael 
Francis, 1929. 4. 22— ) X 
国 数学 家 。 生 于 伦敦 。1952 年 毕业 
于 剑桥 大 学 ,1955 年 获 博士 学 位 。 
曾 在 剑桥 大 学 .牛津 大 学 、 美 国 普 林 
斯 顿 高 等 研究 所 任职 。 阿 蒂 亚 的 研 
究 领 域 包 括 代数 学 .代数 几何 学 . 拓 
扑 学 ,分 析 学 以 及 理论 物理 学 。 阿 蒂 
亚 最 重要 的 贡献 是 与 美国 数学 家 辛 
格 合作 证 明 的 阿 蒂 亚 一 辛 格 指标 定 


理 。 他 为 代数 K 理论 的 发 展 作出 了 


突出 的 工作 。1959 年 ,他 和 其 他 数 
学 家 合作 ,把 K- 函 子 推广 到 紧 拓 扑 
空间 上 ,得 出 了 与 拓扑 学 上 同调 群 
非常 类 似 的 - 群 ,他 还 研究 并 解决 
了 李 群 表示 论 、 与 规范 场 有 关 的 代 
数 几 何 学 中 的 若干 问题 。 主 要 著作 
有 《K- 理 论 》(1967)。 阿 蒂 亚 曾 任 伦 


敦 数学 会 主席 (1974 一 1976), 1966 
年 荣获 菲 尔 兹 奖 。 

斯 梅 尔 (Smale，Stephen， 
1930.7. 15— ) 美国 数学 家 。 
EFRR HIEKE. 1952 年 毕业 
于 密歇根 大 学 。1956 年 获 博 士 学 
位 。1961 年 任 哥 伦比 亚 大 学 教授 。 
斯 梅 尔 早期 的 数学 研究 在 微分 拓扑 
学 方面 ,他 证 明了 微分 拓扑 学 中 最 
重要 的 定理 之 一 一 一 广义 庞 加 莱 猜 
想 , 因 此 而 获得 了 1965 年 的 维 布 伦 
奖 和 1966 4E] dEZR 2E XE. 1960 年 
以 后 ,斯 梅 尔 转向 微分 动力 系统 理 
论 的 研究 ,并 成 为 现代 抽象 动力 系 
统 理论 的 创始 人 之 一 .60 年代 后 半 
期 ,他 的 研究 方向 转向 应 用 数学 , 研 
究 力 学 .统计 力学 . 汕 流 和 生物 学 中 
的 许多 问题 。 在 数理 经 济 学 方面 获 
得 许多 新 方法 ,在 运筹 学 方面 也 有 
新 的 突破 。 

Bh in € d (Hórmander , Lars 
Valter, 1931. 1. 24— ) 瑞典 
数学 家 。 生 于 隆 德 ,1948 EHAKE 
德 大 学 学 习 。1955 年 获 博 士 学 位 ， 
以 后 相继 任 斯 德 哥 尔 摩 大 学 、 美 国 
斯 坦 福 大 学 和 德 隆 大 学 教授 。 后 被 
选 为 美国 科学 艺术 院 院 士 。 赫 尔 曼 
德 是 米 塔 一 列 夫 勒 所 奠定 的 瑞典 数 
学 分 析 传 统 的 优秀 继承 者 。 1959 年 
他 得 到 了 变 系 数 偏 微分 方程 解 的 存 
在 性 、 唯 一 性 及 正则 性 的 有 关 结 果 。 
正 是 这 项 工作 使 他 获 1962 年 非 尔 
兹 奖 。 他 还 研究 了 微分 算 子 的 值 域 、 
微分 算 子 的 强制 边界 条 件 和 边 值 问 
题 , 微 分 算 子 组 和 伪 微 算 子 等 课题 。 
1970 年 他 又 把 伪 微 分 算 子 推广 到 
更 广 的 一 类 一 一 傅立叶 积分 算 子 ， 
这 些 理论 构成 了 现代 偏 微分 方程 理 


pe 
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论 的 基石 。 著 有 《线性 偏 微分 算 子 》 
(1963) 和 《多 复 变 函数 论 导 引 》 
(1966) 等 。1988 年 获 沃 尔 夫 奖 金 。 
米尔 诺 (Milnor，John 
Willard, 1931. 2. 20— ) X 
国 数学 家 。 生 于 新 泽 西 州 奥 伦 治 。 
1951 年 毕业 于 普林斯顿 大 学 1954 
年 获 博士 学 位 ,并 任 普 林 斯 顿 大 学 
教授 。60 年 代 末 任 普 林 斯 顿 高 等 研 
究 所 教授 。70 年 代 被 选 为 美国 国家 
科学 院 院士 .美国 数学 会 副 会 长 .由 
于 他 在 微分 拓扑 学 方面 的 贡献 而 荣 
3k 1962 年 的 菲 尔 兹 奖 , 他 发 展 了 示 
性 类 理论 ,证 明了 七 维 球面 只 有 二 
十 八 种 不 同 的 微分 结构 。 他 发 展 了 
托 姆 的 配 边 理论 。 他 对 拓扑 学 的 一 
个 重要 问题 一 一 主 猜想 举 出 一 个 反 
例 ,从 而 否定 了 这 个 猜想 ,他 在 代数 
K 理论 和 复 超 曲面 的 奇 点 等 方面 也 
作出 了 开创 性 的 工作 ,主要 著作 有 
《微分 拓扑 学 》(1958).《 英 尔 斯 理 
论 )(1963) 和 《代数 KK 一 理论 导 引 》 
(1971) 等 ,1989 年 荣获 沃 尔 夫 奖 。 
J- rp 3E şk ( Hironaka, 
Heisuke,1931— >) 日 本 -美国 
数学 家 . 生 于 日 本 山口 县 .1950 年 考 
入 京都 大 学 。1954 年 进入 研究 院 。 
1956 年 ,美国 数学 家 扎 里 斯 基 到 日 
本 讲学 ,使 广 中 平 社 接触 当时 代数 
几何 学 最 尖端 的 课题 ,对 他 一 生产 
生 了 决定 性 的 影响 。1957 年 ,他 到 
美国 哈佛 大 学 学 习 ,1959 年 获 博 士 
学 位 ,不 久 即 担任 险 佛 大 学 教授 ,他 
直接 继承 和 发 展 了 扎 里 斯 基 在 代数 
几何 学 方面 的 成 果 。 从 19 世纪 末 以 
来 ,许多 数学 家 从 事 二 维 代数 入 
一 一 代数 曲面 的 奇 点 解 消 问题 。 直 
到 20 世纪 30 年 代 , 扎 里 斯 基 才 完 


全 解决 这 个 问题 ,后 来 又 解决 了 三 
维 代数 艇 问题 。1964 年 , 广 中 平 禧 
运用 许多 新 工具 ,细致 地 分 析 了 各 
种 情形 ,最 后 用 多 步 归 纳 法 才 最 终 
完全 解决 了 任何 维 数 的 代数 簇 的 奇 
点 解 消 问题 ,建立 了 相应 的 定理 .以 
后 他 又 把 这 一 结果 向 一 般 的 复 流 形 
推广 ,对 于 一 般 奇 点 理论 也 做 出 很 
重要 的 贡献 .由 于 他 的 这 些 成 就 ,类 
获 1970 4E3EZR ZEE. 

35 if 森 (Thompson, John 
Griggs, 1932. 10. 13— ) X 
国 数学 家 。 生 于 奥 塔 瓦 。1955 年 毕 
业 于 耶鲁 大 学 。1959 年 获 博 士 学 
位 。1962 年 任 芝加哥 大 学 教授 。 汤 
普 森 以 对 有 限 群 论 的 研究 而 著称 。 
1963 年 ,他 与 美国 数学 家 非特 共同 
肯定 地 证 明了 代数 学 中 一 个 猜想 
一 一 伯 思 赛 德 猜想 。1966 年 , 汤 普 
森 又 解决 了 弗 罗 贝 尼 乌 斯 猜想 。 
1968 年 他 到 剑桥 大 学 工作 ,发 表 了 
总 标题 为 论 其 局 部 子 群 缘 可 解 的 
不 可 解 有 限 群 的 6 篇 论文 .这 些 论 
文 已 成 为 有 限 单 群 理论 的 重要 文 
献 . 其 中 ,汤普森 引进 了 许多 新 的 思 
想 和 技巧 ,开拓 了 一 系列 新 的 研究 
方向 。 由 于 他 在 有 限 群 论 方面 的 贡 
献 而 荣获 1970 年 的 非 尔 兹 奖 。 

科恩 (Cohen Paul Joseph, 
1934. 4. 2— ) 美国 数学 家 ， 
生 于 纽约 。 1954 年 毕业 于 芝加哥 大 
学 ,1958 年 获得 博士 学 位 。1964 年 
任 斯 坦 福 大 学 教授 .1967 年 成 为 美 
国 国家 科学 院 院 士 。 科 轧 在 分 析 学 
和 连续 群 方面 都 取得 了 突出 的 研究 
成 果 。 最 杰出 的 贡献 是 在 数学 基础 
方面 。 因 他 证 明了 连续 统 假设 和 选 
择 公 理 的 独立 性 而 荣获 1966 年 菲 
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尔 兹 奖 。 他 在 证 明 中 创造 了 一 种 新 
方法 力 迫 法 ,这 种 方法 在 集合 
论 中 得 到 了 广泛 的 应 用 。 科 恩 的 工 
作 使 连续 统 假 设 成 为 一 种 既 不 能 证 
Bj ,又 不 能 推翻 的 现代 逻辑 工具 。 他 
的 主要 著作 有 《集合 论 与 连续 统 假 
设 》(1966) 。 

it 福 德 CMumford David 
Bryant,1937. 6. 11— ) 美 籍 
数学 家 .。 生 于 英国 苏 塞 克 斯 都 ,很 小 
就 去 美国 读书 ,16 岁 考 上 哈佛 大 
学 ,毕业 后 留 校 工作 。1961 年 取得 
博士 学 位 ,1967 年 成 为 教授 。 他 由 
于 在 代数 几何 学 方面 的 贡献 而 获 
1974 年 的 菲 尔 效 奖 。 他 的 贡献 在 参 
模 理论 方面 ,他 创造 性 地 应 用 不 变 
式 理论 研究 参 模 的 整体 结构 。 他 的 
工作 导致 许多 新 结果 ,并 由 此 产生 
一 门 新 学 科 一 一 几何 不 变 式 论 。 
1965 年 ,他 的 专著 《几何 不 变 式 论 》 
出 版 ,从 此 掀起 研究 代数 不 变 式 的 
新 高 潮 。 芒 福 德 的 另 一 重大 贡献 在 
代数 曲面 方面 。 他 还 对 费 马 大 定理 
有 过 贡献 ,证 明了 费 马 方程 即使 有 
解 , 也 是 很 稀少 的 。 著 作 还 有 《代数 
曲面 上 的 曲线 》(1966) 和 《4 阿 贝尔 
$0970 455, 

i& 9E FL 3e. C. TI. (Hosnkos, 
Cepreü IIerponuu, 1938. 3. 20— 

) 苏联 数学 家 。 生 于 高 尔 基 ,他 
的 父亲 TI. C. 诺 维 科 夫 也 是 著名 的 
数学 家 。1960 年 毕业 于 正 斯 科大 学 
并 考取 苏联 科学 院 数 学 研究 所 研究 
班 ,1963 年 毕业 留 所 工作 。1966 年 
回 莫斯科 大 学 工作 ,同年 升 为 教授 
并 当选 为 苏联 科学 院 通 讯 院 士 ， 
1981 年 成 为 正式 院士 。 诺 维 科 夫 的 
主要 贡献 在 微分 拓扑 学 方面 。 他 首 


先 用 同 伦 论 来 解决 配 边 理论 问题 ， 
反 过 来 又 用 配 边 理论 解决 同 伦 论 问 
题 .他 的 工作 推动 了 同 伦 论 的 发 展 ， 
使 配 边 理论 成 为 现代 拓扑 学 的 重要 
方向 之 一 。1964 年 ,他 用 十 分 巧妙 
的 方法 证 明了 一 般 的 流 形 上 的 叶 状 
结构 存在 封闭 的 紧 叶 ,得 到 叶 状 结 
构 理 论 的 一 个 重要 结果 。 而 最 突出 
的 贡献 是 在 1965 年 证 明了 微分 流 
形 有 理 庞 特 里 亚 金 示 性 类 的 拓扑 不 
变性 。1970 年 左右 ,他 转向 研究 与 
物理 相关 的 数学 问题 。 他 把 孤立 子 
理论 与 代数 几何 学 联系 在 一 起 , 引 
起 数学 界 与 物理 界 的 重视 。 在 相对 
论 和 量子 力学 的 基本 数学 问题 方面 
也 做 了 许多 工作 。 由 于 诺 维 科 夫 在 


代数 拓扑 学 方面 的 贡献 1970 年 在 


尼斯 召开 的 国际 数学 家 大 会 授予 他 
菲 尔 兹 奖 , 他 成 为 第 一 个 获 这 项 奖 
的 苏联 人 。 虽 然 他 未 能 到 会 领 奖 ,后 
来 还 是 应 邀 在 1978 年 赫尔辛基 的 
国际 数学 家 大 会 上 做 一 个 小 时 报 
告 , 受 到 热烈 欢迎 。 

贝克 (Baker, Alan, 1939. 8. 
19— ) 英国 数学 家 。 生 于 伦 
敦 . 早 年 在 伦敦 大 学 学 院 学 习 ,后 又 
到 剑桥 三 一 学 院 深 造 。 成 为 达 文 波 
特 的 研究 生 。1964 年 成 为 三 一 学 院 
研究 员 ,1973 年 当选 为 伦敦 皇家 学 ， 
会 会 员 .。 主 要 贡献 在 数论 方面 ,他 解 
决 了 数论 中 十 几 个 历时 已 久 的 困难 
问题 ,范围 涉及 超越 数论 .不 定 方程 
和 代数 数论 等 方面 。 他 的 研究 工作 
从 超越 数论 开始 ,在 60 年 代 他 得 到 
了 一 系列 有 关 代 数 数 对 数 的 线性 型 
定理 。 他 应 用 自己 建立 的 定理 和 方 
法 ;在 数论 的 各 分 支 中 都 取得 了 研 
究 成 果 。 例 如 ,在 不 定 方程 方面 ,对 
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于 二 元 方程 ,他 肯定 地 解决 了 希 尔 
伯 特 第 10 问题 ,建立 了 一 种 有 效 的 
计算 方法 :他 还 确定 了 方程 好 一 也 
十 kk 去 0) 的 整数 解 的 上 界 等 。 TERR 
越 数论 方面 ,他 证 明了 如 果 asa, 
*t* S 是 代数 数 ( 非 S MP 
Bist B. 是 线性 独立 的 代数 无 理 
数 , 则 efo o afi " a2 ees * a, 是 超 
越 数 。 在 二 次 数 域 方面 ,他 解决 了 高 
斯 时 代 留 下 的 一 个 老 问 题 ,断定 类 
数 为 1 的 虚 二 次 数 域 只 有 9 个。 贝 
克 的 工作 得 到 数学 界 的 高 度 评价 ， 
其 专著 《超越 数论 》(1975) 享 有 盛 
誉 。 他 荣获 1970 年 的 菲 尔 兹 奖 。 

Æ ft (Quillen Daniel, 1940. 
4.22— ) 美国 数学 家 。 生 于 新 
泽 西 州 奥 林 治 .大 学 毕业 后 ,到 哈佛 
大 学 深造 ,在 该 校 获 博士 学 位 。60 
年 代 未 任 麻 省 理工 学 院 教授 。 后 来 
成 为 美国 国家 科学 院 院 士 。 奢 伦 的 
研究 不 仅 深刻 而 且 广 博 。 主 要 工作 
有 :在 博士 论文 中 用 微分 几何 学 方 
法 解决 微分 方程 问题 ;解决 了 代数 
五 -理论 中 的 亚当 斯 猜想 (1970); 得 
到 -理论 中 塞 尔 猜 想 的 证 明 
(1976)。 他 还 在 同 伦理 论 .形式 群 理 
论 . 上 同调 论 等 方面 取得 重要 成 果 。 
1978 FREERK. 

邦 别 里 (Bombieri，Enrico ， 
1940.11.26— ) 意大利 数学 
家 。 生 于 米兰 。 自 幼 对 数学 有 浓厚 
兴趣 , 18 岁 开 始 发 表 科 学 论文 ， 
1962 年 他 给 出 了 素数 定理 新 的 初 
等 证 明 。1963 年 获 米兰 大 学 博士 学 
位 。1966 年 以 后 任 比萨 大 学 教授 。 
1963 一 1965 年 间 , 他 与 英国 数学 家 
达 文 波 特 合作 ,研究 素数 分 布 理论 。 
在 1965 年 发 表 的 《 论 大 得法) 一 文 


中 ,他 给 出 的 著名 的 邦 别 里 中 值 公 
式 是 研究 哥 德 巴赫 猜想 和 挛 生 素数 
猜想 的 有 效 工 具 。1967 年 , 邦 别 里 
转向 解析 浮 数 论 研究 ,他 对 单 叶 函 
数 的 比 贝尔 巴赫 猜想 产生 了 浓厚 的 
兴趣 ,并 得 到 了 引 人 注 目的 结果 。 稍 
后 ,他 与 比萨 高 等 师范 学 院 的 几 位 
学 者 合作 ,研究 极 小 曲面 问题 . 邦 别 
里 很 快 发 现 当 ”一 7 时 ,十 1 维 欧 
氏 空 间 中 一 类 s 维 极 小 曲面 可 以 有 
一 个 奇 点 。 以 后 邦 别 里 不 断 转向 新 
的 领域 ,在 偏 微分 方程 . 复 分 析 , 有 
限 群 论 等 方面 也 都 取得 了 杰出 成 
就 。 根 据 邦 别 里 的 贡献 ,他 荣获 了 
1974 2E 3EZR 2E 3€ 1976 年 意大利 
国家 科学 院 的 奖励 ,并 在 1978 年 当 
选 为 国际 数学 联合 会 的 执行 委员 。 

18 利 至 (Deligne Pierre, 
1944. 10. 3— . 比利时 数学 
家 。 生 于 布鲁塞尔 。 少 年 时 代 就 对 
数学 有 浓厚 兴趣 ,后 进入 布鲁塞尔 
自由 大 学 就 读 , 研 读 了 布尔 巴 基 的 
著作 ,了 解 到 现代 数学 各 分 支 的 发 
展 情况 。1965 年 到 法 国 高 等 师范 学 
校 深造 , 受 教 于 格 罗 唐 迪克 和 塞 尔 。 
1968 年 在 布鲁塞尔 大 获 博 士 学 位 
后 任 该 校 教授 。1970 年 26 岁 时 受 
聘 为 巴黎 高 等 科学 研究 所 终身 教 
授 。 主 要 从 事 代数 几何 研究 ,1966 一 
1978 年 共 完 成 近 50 篇 重要 论文 。 
突出 成 就 是 证 明了 韦 伊 猜想 ,1973、 
1974 年 发 表 了 题 为 4《 论 韦 伊 猜想 》 
的 两 篇 论文 ,以 简洁 的 证 明 解 决 了 
这 一 代数 几何 的 中 心 问题 ,得 到 
J 一 函数 理论 中 的 “ 韦 伊 - 德 利 涅 定 
理 ”。 在 其 他 数学 分 支 也 做 了 许多 工 
作 。1978 FRERE BERAK. 
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A.,1946— >) RAZZ. E 
于 莫斯科 .。 自 幼 爱好 象棋 ,十 几 岁 就 
成 为 优秀 的 棋 手 。 后 进入 莫斯科 大 
学 学 习 , 接 受 了 盖 尔 范 德 的 严格 训 
练 。 大 学 毕业 后 分 配 到 莫斯科 通讯 
与 信息 问题 研究 所 工作 。 马 尔 古 利 
斯 主要 成 就 是 解决 了 关于 李 群 的 离 
散 子 群 的 塞 尔 伯 格 猜想 。1960 年 ， 
美国 数学 家 塞 尔 伯 格 和 法 国 数学 家 
韦 伊 提出 了 “除去 一 个 例外 ,格子 群 
也 都 是 算术 群 ?的 著名 狂想 , 称 为 塞 
尔 伯 格 猜想 。 马尔 古 利 斯 在 1968 一 
1974 年 研究 并 解决 了 这 个 猜想 ,他 
因此 而 获得 1978 年 的 菲 尔 兹 奖 。 但 
他 未 能 及 时 到 赫尔辛基 召开 的 国际 
数学 家 大 会 上 领 奖 ,第 二 年 他 才 得 
到 由 法 兰 西 学 院 转 发 的 菲 尔 兹 奖 。 

285 Hi t (Thurston , William, 
1946. 10. 30— ) 美国 数学 
家 。 生 于 华盛顿 。 早 年 在 佛罗里达 
州 萨 拉 索 塔 的 新 学 院 学 习 。 毕 业 后 
到 加 州 大 学 伯克利 分 校 去 攻读 博士 
学 位 。1972 年 完成 的 博士 论文 讨论 
了 三 维 流 形 上 的 叶 状 结构 。 继 而 对 
一 般 流 形 上 叶 状 结构 的 存在 ,性 质 
及 其 分 类 得 出 更 加 普遍 的 结果 。 
1976 年 获 维 布 伦 奖 。 此 后 ,他 转向 
三 维 流 形 的 拓扑 学 研究 , 继 100 多 
年 前 黎 曼 的 二 维 工作 之 后 ,借助 电 


子 计算 机 ,基本 完成 了 三 维 闭 流 形 


的 拓扑 分 类 ,1982 4E JE dk dE IR 25 
X. 

3L 3E (Connes Alan, 1947. 4. 
1— ) 法 国 数学 家 。 生 于 达尔 
古 依 年 。1965 年 入 巴黎 师范 学 校 ， 


1970 年 到 法 国 国 家 研究 中 心 工 作 。 
1973 年 以 论文 《下 型 因子 的 分 类 》 
获 博士 学 位 ,1975 年 任 巴黎 大 学 六 
分 校 教授 。1980 年 成 为 巴黎 高 等 科 
学 研究 所 教授 。1982 年 当选 为 法 国 
科学 院 正式 院士 。 孔 涅 主要 从 事 算 
子 代 数 研究 。1972 年 ,他 引进 新 的 
不 变量 ,将 下 型 代数 分 为 子 类 , 进 一 
步 把 这 些 代 数 归 结 为 工 型 代数 及 其 
自 同 构 , 然 后 按 外 自 同 构 进行 系统 
归 类 ,从 根本 上 解决 了 冯 诺 依 曼 留 
下 的 代数 分 类 大 问题 。 他 的 成 就 使 
他 在 1975 年 以 后 的 五 年 中 连续 荣 
获 国家 等 各 级 科学 奖 ,并 于 1982 年 
荣获 菲 尔 慈 奖 。 

$e 3B 8E (Fetterman , Charles, 
1949. 4. 18— ) 美国 数学 家 。 
生 于 华盛顿 。14 岁入 马里 兰 大 学 ， 
1966 年 到 普林斯顿 大 学 念 研 究 生 。 
1968 年 获 博 士 学 位 .1971 年 成 为 芝 
加 哥 大 学 教授 , 是 美国 300 年 历史 
中 最 年 轻 的 正教 授 。 1974 年 任 普 林 
斯 顿 大 学 教授 。 费 弗 曼 主要 从 事 古 
典 分 析 研 究 。 1970 年 将 三 角 级 数 的 
收敛 间 题 推广 到 多 变量 的 情形 ,并 
找到 一 些 反例 。1973 年 发 现 三 角 级 
数 收敛 与 奇异 积分 算 子 有 密切 的 内 
在 关系 ,由 此 推动 了 整个 领域 的 发 
展 。 在 偏 微分 方程 中 给 出 非 退 化 线 
性 偏 微分 方程 局 部 可 解 性 的 一 个 充 
分 必要 条 件 。 他 还 在 复 变 函 数 和 多 
复 变 函数 论 方面 做 出 重要 贡献 。 费 
弗 曼 的 工作 既 深刻 又 广博 。 他 普 获 
多 种 数学 奖金 .特别 是 1978 年 获 菲 
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经 典 数 学 著作 


《 算 经 十 书 》 (Ten books of 
mathematical classics) 中 国 汉 
唐 干 余年 间 陆 续 出 现 的 十 部 数学 著 
作 。 唐 代 在 国立 大 学 设 算 学 ， 以 十 
部 数学 著作 作 教 科 书 。 由 于 儒家 的 
重要 经 典 称 为 “经 ”, 所 以 把 重要 的 
数学 著作 也 称 为 “ 算 经 ”。 当 时 采用 
的 十 部 算 经 是 :《 周 佣 算 经 》《 九 章 
算术 》、 《孙子 算 经 》 《五 草 算 经 》、 
(REBRA) GREZZ) OH 
岛 算 经 》 《五 经 算术 》、《 缀 术 》、 
《 强 古 算 经 》。 北 宋 时 曾 将 这 十 部 算 
经 刊刻 发 行 (084, 但 此 时 《 缀 
. 术 》 已 失传 南宋 进行 翻 刻 
(1213) 时 ,用 《 数 术 记 遗 》 替 代 了 
失传 的 《 缀 术 》, 清 代 戴震 整理 校订 
了 这 十 部 著作 ， 由 孔 继 涵 刻 印 
(773) 时 , 题名 为 《 算 经 十 书 》, 这 
是 《 算 经 十 书 》 之 名 首次 出 现 。《 算 
经 十 书 》 较 完备 地 体现 了 中 国 古 代 
数学 的 各 个 方面 ， 简 述 如 下 : 

《 周 佣 算 经 》 是 中 国 流传 至 今 
的 一 部 最 早 的 数学 著作 ， 也 是 一 部 
天 文学 著作 。 据 考证 ， 现 传 本 《 周 
体 算 经 》 大 约 成 书 于 公元 前 1 世纪 ， 
历代 有 为 它 作 注 的 ， 如 赵 爽 、 李 淳 
风 等 。 书 中 的 数学 内 容 主要 是 : 学 
习 数 学 的 方法 、 用 勾 股 定理 测量 、 计 


算 高 深远 近 以 分 数 计算 等 。 

《 九 章 算 经 》 即 《 九 章 算术 》， 
见 该 条 ， 

《孙子 算 经 》 JL. 作者 及 


成 书 年 代 均 无 可 考 。 其 上 卷 较 详细 


地 记述 了 算 筹 记 数 法 和 用 算 筹 进行 
乘 、 除 、 开 方 以 及 分 数 等 运算 的 步 
又 和 法 则 。 后 两 卷 包括 64 个 问题 ， 
大 多 属于 日 常生 活 中 的 实用 问题 ， 
全 书 给 出 67 个 “ 术 ”， 这 是 主要 的 
内 容 。 下 卷 第 26 题 是 著名 的 “ 物 不 
知 数 ” 问题 ( 称 为 “孙子 问题 ”, 是 
求解 一 次 同 余 式 问题 ， 与 当时 的 历 
法 编 算 有 和 密切 联系 . 解 此 题 的 算法 ， 
到 宋代 发 展 成 为 中 国 古代 最 有 创造 
性 的 数学 成 果 之 一 一 一 求解 一 次 同 
余 式 组 的 “大 衍 求 一 术 ”。 

(ERRA) —J ESSE. 
“ 曹 ”是 古代 分 科 办 事 的 官署 , 亦 即 
各 级 政府 的 业务 管理 部 门 《 五 草 算 
经 》 就 是 为 五 类 曹 官 准备 的 实用 数 
学 手册 。 也 以 问题 集 形式 编写 。 其 
中 “ 田 草 ”是 各 种 田亩 面积 的 计算 
问题 ;“ 兵 曹 ”是 关于 军队 配置 、 给 
养 运输 等 军事 数学 问题 ;“ 集 曹 ” 是 
贸易 交换 的 计算 问题 ;“ 仓 曹 ”是 粮 
食 税 收 和 仓 窗 体 积 问题 ;“ 金 曹 ”是 
丝 织 物 交易 等 问题 ,全 书 共 收 67 个 
间 题 ， 其 数学 内 容 浅 显 ， 没 有 超出 
《 九 章 算 术 》 的 水 平 。 

《夏侯 阳 算 经 》 作者 与 年 代 均 
无 可 考 , 其 中 包含 了 中 国 社会 4 一 8 
世纪 的 实际 问题 ， 因 而 疑 是 后 人 托 
古 之 作 。 全书 共 三 卷 , 有 83 个 数学 
问题 一 一 也 是 数学 问题 集 的 形式 ， 
内 容 与 《孙子 算 经 》 相 类 似 。 , 

《 张 印 建 算 经 》 作者 与 写作 年 
代 均 不 可 考 ， 现 认为 是 5 世纪 中 叶 
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的 作品 。 全 书 分 三 卷 ， 也 是 实用 问 
题 集 的 形式 , MEKA 92 问 , 其 问 
题 除 延 用 《 九 章 算术 》 的 之 外 ， 尚 
有 等 差 数列 ， 二 次 方程 、 不 定 方程 
问题 为 其 新 发 展 ， 特 别 是 不 定 方程 
的 “ 百 鸡 问题 ”成 为 后 世 不 定 方 程 
的 入 门 例子 。 

《海岛 算 经 》 三 国 刘 徽 著 (或 
注 )， 最 早 附 于 他 所 注 《 九 章 算术 》 
(263) 之 后 ， 唐 初 开始 单行 ， 也 是 
应 用 问题 集 的 形式 。 其 第 一 题 为 测 
算 海岛 的 高 、 远 问题 , 因而 得 名 。 全 
书 共 9 题 ， 都 是 利用 测量 来 计算 高 
深 广 远 的 问题 ， 是 中 国 最 早 的 一 部 
测量 数学 专著 ， 也 为 地 图 学 提供 了 
数学 基础 。 

《五 经 算术 》 KAME. 共 
二 卷 。 对 《 易 》 《 诗 》 《 书 》、 
《 礼 } 等 儒家 经 典 及 其 注 中 与 数学 有 
关 的 地 方 详 加 注释 ， 是 研究 ， 教 授 
经 学 的 数学 参考 书 。 

《 数 术 记 遗 》 现 传 本 题 汉 徐 岳 
3. RE. 但 现在 疑 是 甄 弯 自 著 。 
书 中 例 举 了 十 九 种 不 同 的 记 数 方 
法 ， 其 中 有 一 种 大 数 记 法 与 现代 相 
同 。 

《 缉 古 算 经 》 唐 王 学 通 著 CH 
7 世纪 初 ), 一 卷 , 也 是 问题 集 形式 ， 
共有 20 问 。 现 传 本 中 , 后 四 问 残缺 
不 全 。 它 的 主要 成 就 是 在 中 国 数学 
史上 第 一 次 提出 并 解决 了 需要 求解 
三 次 方程 的 问题 。 

《 九 童 算术 》 (The 
mathematics on nine sections) 

中 国 古 代 著 名 的 数学 专著 ， 是 《 算 
经 十 书 》 中 最 重要 的 一 种 ， 它 上 承 
先秦 数学 发 展 的 源流 ， 在 汉代 又 经 
过 许多 学 者 的 删 补 ， 最 后 于 公元 1 


世纪 下 半 叶 成 为 现 传 样式 的 定 本 。 
后 世 的 数学 家 ， 大 多 是 从 《 九 章 算 
术 》 开 始 学 习 和 研究 数学 的 ， 许 多 
学 者 为 它 做 过 注释 工作 。 最 著名 的 
有 刘 徽 (263)、 李 淳 风 《656) FA, 
他 们 的 注释 与 《 九 章 算术 》 一 同 流 
传 至 今 。 唐 宋 两 代 ,《 九 章 算 术 》 都 
由 国家 明令 为 官学 数学 教科 书 。 在 
北宋 ,政府 还 组 织 刊刻 过 《 九 章 算 
术 》(1084)， 这 可 以 说 是 世界 上 最 
早 的 印刷 数学 书 。 ERAR 
现存 本 中 ， 最 早 的 版 本 是 上 述 北 宋 
本 的 南宋 翻 刻本 。 清 代 戴 震 由 《水 
乐 大 典 》 中 抄 出 《 九 章 算 术 》 全 书 ， 
并 作 了 校勘 。 此 后 一 般 都 以 戴 本 为 
底 本 。 

《 九 章 算术 》 成 书 , 标志 着 中 国 
古代 数学 体系 的 形成 ， 它 有 这 样 一 
些 特点 :是 一 个 应 用 数学 体系 ,全 
书 表述 为 应 用 问题 集 的 形式 ， 共 有 
246 个 问题 , 大 多 有 实际 应 用 意义 ; 
@ 以 算法 为 主要 内 容 ， 全 书 以 问 、 
答 、 术 构成 ,“ 术 ”是 主要 要 阐述 的 
内 容 ,“ 术 ”实际 是 可 应 用 的 算法 ; 
@@ 以 算 筹 为 工具 ， 所 谓 “ 术 ”是 布 
列 算 筹 的 算法 。《 九 章 算术 》 把 246 
个 问题 及 202 个 “ 术 ” 分 为 九 章 , E 
要 情况 如 下 : 

“HH”: 田亩 面积 计算 。 

"Wok". 谷物 粮食 等 的 按 比 例 
折算 。 
“ 衰 分 ”比例 分 配 问题 。 

“ 少 广 ”由 面积 求 边 长 或 径 长 。 
“HH: 土石 工程 、 体 积 计算 。 
“ 均 输 ”， 合 理 捧 派 赋税 短 役 。 
“AFE”: MURARNA. 
“方程 >， 用 一 次 方程 组 解 的 问 
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“ 色 股 ”: 用 色 股 定理 解 的 问题 。 
其 中 绝 大 多 数 问 题 与 当时 的 社会 生 
活 密切 相关 。 

《 九 章 算术 ;到 得 多 方面 的 数学 
成 就 。 例 如 : 分 数 运算 、 比 例 问题 、 
双 设 法 ; 一 些 面 积 、 体 积 计算 ; 一 
次 方程 组 解法 、 负 数 概念 的 引入 及 
负数 加 减法 则 、 开 平方、 开 立 方 , 一 
般 二 次 方程 解法 等 。.《 九 章 算术 》 的 
思想 方法 对 我 国 古 代数 学 产生 了 巨 
大 的 影响 ， 并 成 为 现代 数学 思想 方 
法 的 重要 源泉 之 一 。 

《 九 章 算术 ;是 一 部 世界 性 的 数 
学 名 著 ， 隋 唐 之 际 已 传人 朝鲜 、 日 
本 。 现 在 更 被 译 成 多 种 文字 。 

《 数 书 九 章 》(Nine chapters of 
mathematical book) 中国 南宋 
ECRAURJLERER. AZSJLER AES YE 
WARI JG LARSCB TOR 03 UE ， 
成 年 后 先后 在 湖北 、 安 徽 、 江 苏 等 
地 做 官 。1244 年 因 母 疡 故 回 家 守 
E 潜心 数学 研究 ， 于 1247 年 9 月 
ER ARKE), 明代 后 期 改名 为 
《 数 书 九 章 》。 这 是 秦 九 韶 唯 一 的 数 
学 著作 ， 但 仅 此 就 使 他 成 为 中 国 宋 
元 时 代 杰 出 的 数学 家 之 一 。 

《 数 书 九 章 》 最 初 为 9 3$, m 
《 数 术 大 略 》 或 《数学 大 略 》， 分 为 
9 类 , 每 类 为 一 卷 。 约 到 元 代 时 更 名 
为 《数学 九 章 》, 内 容 也 由 9 卷 改 为 
18 卷 。 明 初 抄本 被 收入 《永乐 大 
典 》(1408), 另 抄本 藏 于 文 测 阁 . H 
代 学 者 王 应 遵 传 抄 时 定名 为 《 数 书 
九 章 》, 明 末 学 者 赵 琦 美 再 抄 时 沿用 
此 名 。 抄 本 形式 流传 到 清 代 ，1781 
年 由 李 锐 校订 后 收入 《四 库 全 书 》。 
1842 Eh RE ERIE KA CER 
堂 从 书 ) 第 一 次 出 版 ,结束 近 600 年 


的 传 抄 历史 。1898 年 收入 《古今 算 
学 丛书 》, 为 第 二 次 印刷 。1936 年 又 
分 别 被 收入 《丛书 集成 初 编 》 和 
《国学 基本 丛书 》 出 版 ， 流 传 甚 广 。 
目前 还 有 十 几 种 抄本 传世 ， 成 为 学 
者 研讨 时 的 珍品 。 

《 数 书 九 章 ) 共 列 算 题 81 道 ,分 
为 9 类， 每 类 9 个 问题 。 主 要 内 容 
如 下 : 

(OD 大 衍 类 : 一 次 同 余 式 组 解 
法 。(2) 天 时 类 ;历法 计算 、 降 水 
量 。(3) 田 域 类 : 土地 面积 。(4) 测 
望 类 : 勾 股 、 重 差 。(5) REX: 均 
输 、 税 收 。(6) 钱 谷 类 : 粮 谷 转运 、 
仓 窖 容积 。(7) 营建 类 : 建筑 、 施 
工 。(8) 军 族 类 : 营盘 布置 、 军 需 
供应 。(9) m v. 交易 、 利 息 。 全 
书 采 用 问题 集 的 形式 ， 并 不 按 数学 
方法 来 分 类 。 题 文 也 不 只 谈 数 学 ,还 
涉及 自然 现象 和 社会 生活 ， 成 为 了 
解 当 时 社会 的 重要 参考 文献 。 

《 数 书 九 章 } 在 数学 内 容 上 颇 多 
创新 。 中 国 算 筹 式 记 数 法 及 其 演算 
式 在 此 得 以 完整 保存 ， 自 然 数 、 分 
数 、 小 数 、 负 数 都 有 专 条 论述 ， 还 
第 一 次 用 小 数 表示 无 理 根 的 近似 
值 ; 卷 1 大 入 类 中 灵活 运用 最 大 公 
约 数 和 最 小 公 倍数 ， 并 首创 连环 求 
等 ,借以 求 几 个 数 的 最 小 公 倍数 ;在 
《孙子 算 经 ) 物 不 知 数 基础 上 总 结 成 
大 衍 求 一 术 ， 使 一 次 同 余 式 组 的 解 
法 规格 化 、 程 序 化 ， 比 西方 高 斯 创 
用 的 同类 方法 早 500 多 年 ; 卷 17 市 
物 类 给 出 完整 方程 术 演算 实录 ， 书 
中 还 继 贾 宪 增 乘 开 方法 进而 作 正 负 
开 方 术 ， 使 之 可 以 对 任意 次 方程 的 
有 理 根 或 无 理 根来 求解 , 比 19 世纪 
英国 堆 纳 的 同类 方法 早 500 多 年 ， 
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书 中 卷 5 田 域 类 所 列 三 斜 求 积 公 式 
与 公元 1 世纪 希腊 海伦 给 出 的 公式 
殊途同归 ; 卷 7~8 测 望 类 又 使 《 海 
岛 算 经 》 中 的 测 望 之 术 发 扬 光 大 ,再 

《 数 书 九 章 》 是 对 《 九 章 算术 》 
的 继承 和 发 展 ， 概 括 了 宋 元 时 期 中 
国 传统 数学 的 主要 成 就 ， 标 志 着 中 
国 古代 数学 的 高 峰 。 当 它 还 是 抄本 
时 就 先后 被 收入 《永乐 大 典 》 和 
《四 库 全 书 》。1842 年 第 一 次 印刷 后 
即 在 民间 广泛 流传 。 秦 九 韶 所 创造 


的 正 负 开 方 术 和 大 生 求 一 术 长 期 以 ， 


来 影响 着 中 国 数学 的 研究 方向 。 焦 
循 、 李 锐 、 张 敦 仁 . 骆 腾 凤 、 时 日 醇 、 
黄 宗 宪 等 数学 家 的 著述 都 是 在 《 数 
书 九 章 ) 的 直接 或 间接 影响 下 完成 
的 。 秦 九 韶 的 成 就 也 代表 了 中 世纪 
世界 数学 发 展 的 主流 与 最 高 水 平 ， 
在 世界 数学 史上 占有 崇高 的 地 位 。 
(WIS S (Ts? e-yüan hai- 
ching, Sea Mirror of the Circle 
Measurements) ”中国 金 、 元 时 期 
数学 家 李 冶 著 , 成 书 于 1248 年 。 全 
书 共 12 卷 , 170 问 。 这 是 中 国 古代 
论述 容 圆 的 一 部 专著 ， 也 是 天 元 术 
的 代表 作 。 
《 测 圆 海 镜 》 共 12 38 , 170 fi], 
所 讨论 的 问题 大 都 是 已 知 勾 股 形 而 
求 其 内 切 圆 、 旁 切 圆 等 的 直径 一 类 
的 问题 。 勾 股 形 的 解法 是 古代 传统 
数学 的 重要 内 容 之 一 。 李 冶 在 这 部 
著作 中 把 勾 股 形 分 成 14 个 相似 的 
小 色 股 形 ， 并 把 相似 色 股 形 之 间 的 
线段 关系 集中 在 一 起 ， 称 为 《识别 
杂记 》。《 识 别 杂记 》 共 有 692 条 关 
系 ,实际 上 相当 于 692 个 几何 公式 。 
此 外 , 李 冶 还 建立 了 9 种 容 贺 公式， 


这 9 种 容 贺 是 勾 上 容 圆 . 股 上 容 图 、 
ZERE, SRLK. AIA N, 
股 外 容 圆 、 弦 外 容 圆 、 勾 外 容 半 圆 、 
弦 外 容 半 圆 。 李 冶 在 几何 图 形 表示 
方面 突破 传统 方法 ,他 除 给 出 各 勾 
股 形 以 专门 名 称 〈 如 通 色 股 形 、 边 
勾 股 形 、 底 勾 股 形 等 ) 外 ， 还 给 每 
个 勾 股 形 以 专门 的 记号 (如 天 日 旦 
勾 股 形 , 其 色 为 日 旦 、 股 为 天 旦 , 3% 
为 天 日 等 )。 总 之 , 在 勾 股 形 的 解法 
方面 ,《 测 圆 海 镜 》 在 内 容 和 方法 上 
对 传统 数学 都 有 较 大 的 扩充 和 发 
展 ， 
在 中 国 古代 数学 的 发 展 中 ， 天 
元 术 起 着 重要 的 作用 。 在 《 测 圆 海 
镜 》 问 世 之 前 ， 我 国 虽 有 以 文字 代 
表 未 知 数 用 以 布 列 方程 和 多 项 式 的 
工作 ,但 是 没有 留 下 很 系统 的 记载 。 
李 冶 在 《 测 圆 海 镜 》 中 系统 而 概括 
地 总 结 了 天 元 术 ， 使 文 词 代数 开始 
演变 成 符号 代数 。 

所 谓 天 元 术 ， 就 是 设 “ 天 元 
一 ”为 未 知 数 ， 根 据 问题 的 已 知 条 
件 ， 列 出 两 个 相等 的 多 项 式 ， 经 相 
减 后 得 出 一 个 高 次 方程 ， 称 为 天 元 
开 方 式 ， 这 与 现代 设 z 为 未 知 数列 
方程 一 样 。 其 表示 法 为 : 在 一 次 项 
系数 旁 记 一 “元 ” 字 (或 在 常数 项 
旁 记 一 “ 太 ” 字 ),“ 元 ”以 上 的 系 
数 表示 各 正 次 宕 “元 ”以 下 的 系数 
表示 常数 或 负 次 突 (或 “ 太 ” 以 上 
的 系数 表示 各 正 次 宕 ,“ 太 ”以 下 的 
系数 表示 各 负 次 宪 ) 。 例 如 方程 

2z: 十 32z 十 256 一 0 
的 天 元 表示 式 为 


| 
| 元 
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这 在 中 国 传统 数学 发 展 中 是 一 个 重 
要 的 创造 ， 是 符号 代数 的 开端 。 欧 
洲 的 数学 家 , 只 有 到 了 16 世纪 以 后 
才 完 全 作 到 这 一 点 。 测 圆 海 镜 》 全 
” 书 170 题 , 基本 上 都 是 (依据 《 识 
别 杂记 为 列 出 天 元 式 , 求 出 勾 股 容 
圆 问题 的 解 。 

自尽 宪 提 出 二 项 系数 表 与 增 乘 
开 方法 以 后 ， 高 次 方程 求 正 根 的 解 
法 得 到 迅速 发 展 ， 这 促使 人 们 寻求 
建立 方程 的 方法 ,13 世纪 的 数学 家 
们 在 这 方面 作 了 许多 努力 。 李 冶 在 
《 敬 斋 十 今 诗 》 中 提 到 东平 《 算 经 》 
和 《 复 轨 》 两 部 著作 , 前 者 用 “ 仙 、 
UNE NE 2 B CN 
A 地 、 下 、 低 、 减 、 落 、 逝 、 泉 、 
WE. HU 19 个 字 表示 正 、 负 次 矫 和 
常数 项 ， 后 者 分 别 用 天 、 地 两 个 字 
表示 正 次 乱 和 负 次 短 。 李 冶 在 改进 
这 些 工作 的 基础 上 得 到 他 的 方法 。 
在 《 测 圆 海 倘 》 中 还 可 以 归纳 出 李 
冶 给 出 的 多 项 式 运算 法 则 。 多 项 式 
加 减 是 同 次 等 系 数 相 加 或 相 减 ， 常 
数 乘 多 项 式 是 将 常数 乘 各 项 的 系 
数 ， 未 知 数 各 次 等 乘 多 项 式 是 将 元 
字 移 下 数 层 〈 乘 几 次 者 移 下 几 层 ) 。 
对 于 多 项 式 的 除法 ， 李 冶 利用 乘法 
消去 分 母 ， 化 分 式 为 整 式 ， 其 方法 
与 现代 分 式 方程 解法 一 致 。 当 出 现 
根 式 时 , 李 治 利用 乘 方 消去 根 号 ,使 
根 式 化 为 有 理 式 ， 解 法 与 现代 无 理 
方程 解法 相同 。 此 外 ， 在 小 数 记 法 
和 多 项 式 的 写法 上 也 有 有 一些 创新 。 
— 李 治 在 40 岁 时 便 放弃 功名 , 终 
生 从 事 数 学 研究 。 他 反对 象 数 神秘 
主义 ,认为 数学 来 自 客观 的 自然 界 ， 
这 些 观点 反映 在 他 自己 写 的 “《 测 
圆 海 镜 )》 序 ”中 ， 这 在 当时 是 十 分 


可 贵 的 ， 也 是 他 在 数学 上 取得 重大 
成 就 的 主要 因素 之 一 。 

后 世 学 者 对 《 测 圆 海 镜 》 给 以 
高 度 的 评价 。 清 代 阮 元 认为 《 测 圆 
海 镜 》 是 “中 土 数 学 之 宝 书 ”， FS 
兰 称赞 它 是 “中 华 算 书 实 无 有 胜 于 
此 者 ”。 

《四 元 玉 鉴 》(〈Jade-Mtirror of 
Four Unknowns) 中 国 元 代数 学 
家 朱 世 杰 著 , 成 书 于 1303 年 。 全书 
I 3#, 247], 2880, 主要 论述 
高 次 方程 组 的 解法 、 高 阶 等 差 级 数 
求 和 以 及 高 次 内 播 法 等 内 容 。 

星 在 中 国 古代 经 典 数 学 著作 
《 九 章 算术 》 中 就 详细 地 记叙 了 多 元 
一 次 联 立 方程 组 的 解法 。 到 13 世 
纪 ， 数 学 家 们 掌握 了 列 方程 的 天 元 
术 ， 之 后 ， 这 种 方法 很 快 被 推广 到 
二 元 、 三 元 乃至 四 元 的 高 次 联 立 方 
程 组 中 去 ， 天 元 术 迅 速 发 展 成 为 四 
元 术 。 祖 颐 在 《四 元 玉 鉴 》 后 序 中 
叙述 了 从 天 元 术 发 展 到 四 元 术 的 情 
É: "ERES (ho. EE 
文 一 扎 《 照 胆 》 ERDER 
经 》, 平水 刘 汝 谐 扎 《如 积 释 锁 》, 绛 
人 元 裕 细 草 之 ,后 人 始 知 有 天 元 也 。 
平阳 李 德 载 因 撰 《两 仪 群英 集 至 并 
Tor. ZA SURE DOE. 
鉴 润 夫 扎 《乾坤 括 囊 》 末 仅 有 人 元 
ZE, HARUR IR t 
杰 ) 先生 演 数 有 年 , Rd PE 
九 章 之 隐 ， 按 天 地 人 物 立 成 四 元 。 
Se ”其 中 提 到 的 许多 书籍 都 未 能 
流传 下 来 ， 而 《四 元 玉 鉴 》 则 是 流 
传 至 今 且 对 四 元 术 进 行 系统 论述 的 
重要 代表 作 。 

消 元 法 是 求解 多 元 方程 组 的 关 
键 步骤 。 在 莫 若 、 祖 颐 为 《四 元 玉 
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鉴 》 所 写 的 序 中 有 :“ 其 法 以 元 气 居 


图 明之 ， 上 升 下 降 ， 左 右 进退 ， 互 
通 变 化 ， 乘 除 往来 ， 用 假象 真 ， 以 
虚 问 实 ， 错 综 正 负 ， 分 成 四 式 。 必 
UEZ. WZ RED MI E 
撞 ， 精 而 不 杂 ， 自 然而 然 ， 消 而 和 
会 , 以 成 开 方 之 式 也 。” 其 中 讲 的 就 


是 四 元 式 的 表示 法 和 消 元 法 。 四 个 
未 知 数 分 别 用 天 、 地 、 人 、 物 来 表 
示 ， 常 数 项 记 为 “ 太 ”。 在 演算 时 ， 
把 未 知 数 的 各 次 图 依次 放 在 上 下 左 
右 ， 常 数 项 放 在 中 央 〔 即 所 谓 “ 元 
气 居中 ”)， 而 各 未 知 数 各 次 适 的 两 
两 乘积 则 置 于 平面 的 相应 位 置 上 。 
如 用 z、y、z、4 表示 四 个 未 知 数 , 则 
四 元 术 筹 式 如 下 图 : 


3 


yt dl gt | PL | PL P | ^ | zi ztus 


yiu? PE "n | m? u3 zu zu | zh ztu? 
y'u? pu yat 
y'u yu pu zu 2?u zu ziu 


[ 
|. 
m? | u? L zu? | gu? | zu? al ziu? 
| i 
| 


z z? 


对 于 具体 的 四 元 式 , 例如 z 十 y 
十 z 十 x， 可 表示 为 


而 (z 十 ?十 ?十 zx37 一 好 十 好 十 到 十 本 十 
2ay A- 2zz4- 2xu4- 2ya- 23u4- 2zu 则 表 
示 为 右 图 。 这 既是 四 元 方程 ， 也 是 
四 元 多 项 式 的 表示 法 。 这 种 方法 


i 


| 
| 

zz d zzi | zz zz 
| | 
| 


可 以 看 作 是 中 国 古代 位 置 制 记 数 法 
的 又 一 次 新 发 展 。 
四 元 式 的 加 减法 ， 以 常数 项 为 
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准 , 将 其 余 相 应 各 项 相 加 减 即 可 。 四 
元 式 的 乘除 法 ， 以 未 知 数 的 整 次 宕 
乘除 ， 将 整个 四 元 式 上 升 下 降 ， 左 
右 进退 即 可 。 以 四 元 式 中 某 行 乘 另 
一 四 元 式 ， 等 于 以 该 行 各 项 分 别 乘 
以 四 元 式 之 后 所 得 诸 四 元 式 之 和 。 
四 元 式 乘 四 元 式 等 于 以 一 式 各 行 乘 
另 式 所 得 诸 四 元 式 之 和 。 

这 是 中 国 ， 也 是 世界 数学 史上 
最 早出 现 的 关于 多 项 式 的 运算 。 

关于 朱 世 杰 的 消去 法 ， 如 以 二 
元 二 次 方程 组 为 例 ， 相 当 于 现代 的 
方程 组 

Aa? + Ay +A =D, ®© 

Byy? + By + B= 0。 Q 


AP A, A Bi, B; 均 为 只 
含 z 不 含 AEI, 则 以 Bo RO 
X. AROR, HHZ 
Ci 十 Co 一 0。 © 
其 中 Ci = AsBo— AoB2, Ci A, Bo — 
AB o 
DOE 与 @ 或 @ 式 联 立 ， 用 同样 
方法 相 消 得 
Di 十 Po 一 0。 a 
@、@ 两 式 相 消 即 可 得 出 只 含 一 个 
未 知 数 的 方程 。 
对 于 三 次 或 四 次 方程 组 ， 都 可 
用 此 消 元 法 来 求解 。 这 是 世界 上 最 
早 的 多 元 高 次 方程 组 的 解法 。 
高 阶 等 差 级 数 求 和 和 高 次 内 插 
法 也 是 《四 元 玉 鉴 ) 的 重要 内 容 。 由 
许多 求 和 问题 中 的 一 系列 三 角 壤 公 
式 可 归纳 得 公式 


» ar DG D- r+ 


2 一 1) 一 n( + 1)e 十 


TESSI 


p. 
朱 世 杰 给 出 了 上 式 中 当 ?一 1,2,… 
6 时 的 公式 。 此 外 ,还 有 其 他 高 阶 等 
差 级 数 求 和 公式 。 

在 招 差 法 方面 ， 朱 世 杰 相当 于 
给 出 了 招 差 公式 

f 00 Atz HD A? 


tg G4- D (2) As 十 T" 
(1) Q42) G3) A+ 
这 比 西方 要 早 400 多 年 。 

朱 世 杰 还 著 有 《 算 学 启蒙 》, 在 
当时 是 一 部 较 好 的 启蒙 数学 书 。 由 
于 这 些 成 就 ， 朱 世 杰 和 秦 九 韶 、 李 
冶 、 杨 辉 一 起 被 称 为 中 国 宋 元 时 期 
四 大 数学 家 。 美 国 著名 的 科学 史家 
萨 顿 评论 说 ,“ 朱 世 杰 是 他 所 生存 时 
代 的 ， 同 时 也 是 贯穿 古今 的 一 位 最 
杰出 的 数学 家 ”，《 四 元 玉 鉴 》 是 
“中 国 数学 著作 中 最 重要 的 一 部 , 同 


时 也 是 整个 中 世纪 最 杰出 的 数学 著 
作 之 一 。” 
《算法 统 宗 》 (Systematic 


treatise on algorithm) 中 国明 代 
数学 家 程 大 位 扎 。 程 大 位 (1533— 
1606) 20 岁 开始 经 商 ,， 因 商务 计算 
需要 留心 数学 ， 后 遍 访 名 师 ， 搜 集 
古籍 ，40 岁 返 家 后 潜心 钻研 ， 终 于 
1592 年 60 岁 时 完成 《 直 指 算法 统 
宗 》17 卷 〈 简 称 《算法 统 宗 》》 后 
又 取 其 切 要 部 分 ， 另 编 为 《算法 繁 
XE) 43$, T 1598 年 刊行 

据 数 学 史家 研究 ， 现 在 发 现 的 
《算法 统 宗 》 仅 明 刊 本 就 有 6 部 , 其 
中 抄本 一 部 .最 早 的 就 是 1592 年 在 
安徽 屯 溪 刊行 的 17 卷 本 。 该 书 一 出 
版 ， 立 即 受到 欢迎 ， 因 此 售 缺 后 就 
用 原版 印刷 、 随 时 装订 ， 明 末 已 多 
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次 重印 。 入 清 以 后 ， 出 现 了 各 种 翻 
刻本 及 改编 本 ， 民 间 尚 有 各 种 抄本 
流传 。 康 巾 五 十 五 年 (1716), FEX 
位 的 族 孙 翻 刻 此 书 ， 程 世 绥 在 序 中 
说 ， 此 书 “ 风 行 宇内 ， 人 迄今 盖 已 百 
有 数 十 年 ， 海 内 握 算 持 筹 之 士 ， 莫 
不 家 藏 一 编 ”。 明 朝 末年 , 传 入 朝鲜 、 
日 本 及 东南 亚 各 地 。 清 代 编 《古今 
图 书 集成 》(1726) 把 《算法 统 宗 》 
全 部 辑录 。 此 外 根据 《算法 统 宗 》 缩 
编 的 《算法 繁 要 》 亦 有 多 种 版 本 流 
传 .《 算 法 统 宗 》 成 为 我 国 古 算 书 中 
印行 数量 最 多 ， 流 传 和 影响 最 广 的 
一 部 著作 。 

《算法 统 宗 》 共 列 算 题 595 个 。 
程 大 位 自序 说 是 “ 参 会 诸 家 之 说 , 附 
VA —18 7 E, PRERA. 题目 大 部 
分 是 从 传 本 数学 书 中 摘录 的 ,但 解 
题 时 必需 的 数字 计算 工作 都 在 珠算 
盘 里 演算 ， 和 用 筹 算 有 所 不 同 。 其 
中 卷 1 一 卷 2 的 主要 内 容 是 数学 名 
词 与 词汇 的 解释 ， 大 数 、 小 数 和 度 
量 衡 单位 ， 珠 算 口诀 ， 并 举例 说 明 
在 珠算 盘 上 的 用 法 。 卷 3 一 卷 12 的 
应 用 问题 的 解法 汇编 ， 各 卷 以 从 
《 九 章 算术 》 章 名 为 标题 , 但 粟米 改 
为 “ 票 布 ”， ATERA RHR”, 卷 
3 记录 了 程 大 位 自己 创造 的 测量 田 
地 用 的 “丈量 步 车 ”类似 现在 测量 
用 的 皮 尺 , 卷 6、 卷 7 中 首先 提出 开 
平方 、 开 立方 的 珠算 方法 ， 所 有 计 
算 步 又 与 筹 算术 相同 ， 只 是 位 置 略 
有 改动 。 卷 13 一 卷 16 Jg "XEBIU 汇 
编 ， 是 用 诗歌 形式 表述 的 、 意 义 比 
较 隐 上 隐 的 问题 。 卷 17 为 “ 杂 法 ”, 是 
一 切 不 能 轨 入 前 面 几 卷 里 的 各 种 算 
法 。 最 后 附 有 “ 算 经 源流 ”, 著录 了 
REELE 〈1084) 以 来 的 刻本 


数学 书籍 51 种 ， 其 中 只 有 15 种 现 
在 还 有 传 本 ， 其 余 均 已 失传 。 这 是 
研究 古 算 书 流 传 的 重要 文献 。 
《算法 统 宗 }》 是 明代 数学 的 代表 
性 著作 ， 对 中 国 古 代 筹 算 向 珠算 的 
转变 起 了 决定 性 的 作用 。 在 明代 数 
学 落后 的 情况 下 ， 它 又 是 最 高 水 平 
的 著作 ， 对 明代 商业 数学 的 发 展 起 
了 巨大 的 推动 作用 。 以 后 这 方面 的 
著作 都 是 以 它 为 蓝本 而 写作 的 。 算 
法 统 宗 》 对 中 算 起 了 承 先 启 后 的 作 


.用 , 明 末 清 初 的 数学 家 (如 徐光启 、 


TEE. HOGcER. Hio ME 
从 《算法 统 宗 》 中 学 习 《 九 章 算 
术 》 等 古 算 书 知识 的 ， 他 们 所 从 事 
的 数学 研究 也 多 以 《算法 统 宗 》 为 
基础 ,如 李 之 藻 的 《同文 算 指 》、 梅 
XA ARER F. (AER 
宗 } 还 是 一 部 良好 的 数学 入 门 书 , 在 
清 代 对 普及 数学 知识 和 造就 数学 专 
门人 才 方 面 起 了 很 大 作用 . 李 锐 , 焦 
循 、 华 薪 芳 等 清 代 中 后 期 和 清末 数 
学 家 也 都 是 从 中 吸取 营养， 进行 研 
Ro 取得 成 绩 的 。《 算 法 统 宗 》 对 日 
本 数学 的 发 展 有 很 大 影响 。 日 本 早 
期 数学 家 毛利 重 能 的 《 割 算 书 》 
(1622) 和 吉田 光 由 的 《 侍 动 记 》 都 


.记述 了 中 国 珠算 术 。《 算 法 统 宗 》 对 


日 本 传统 数学 的 形成 起 了 积极 的 作 
用 。 
《 芋 因 德 纸 草 书 》 (Rhind 
Papyrus) ”公元 前 1650 年 左右 的 
埃及 数学 著作 ， 属 于 世界 上 最 古老 
的 数学 著作 之 一 。 作 者 是 书记 官 阿 
默 斯 (Ah-mose) 。 内 容 似乎 是 依据 
了 更 早年 代 (1849B. C. —1801B. 
C.) 的 教科 书 ， 是 为 当时 的 包括 贵 
族 、 祭 司 等 知识 阶层 所 作 ， 最 早 发 
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现 于 埃及 底 比 斯 的 废 起 中 。 公 元 
1858 年 由 英国 的 埃及 学 者 莱 因 德 
CA. H. Rhind) 购 得 ， 故 名 。 现 藏 
伦敦 大 英 博物 馆 。 该 纸 草书 全 长 
544 厘米 ， 宽 33 厘米 。 

级 草书 的 卷首 载 录 了 一 组 分 数 
分 解 表 , 把 二 (n 为 3 到 101 之 间 的 
奇数 ) 分 解 为 单位 分 数 (分 子 为 1 的 
分 数 ) 之 和 , Im S g 
后 是 用 10 除 1 一 9 的 自然 数 所 得 的 
分 数 表 。 接着 列 出 了 87 个 问题 , 每 
个 问题 都 给 出 了 解答 .问题 1 一 6 是 
如 上 第 二 个 表 的 应 用 ， 如 问题 3 是 
10 个 人 分 6 只 面包 ， 问 各 得 多 少 。 
7 一 20 题 是 分 数 的 乘法 运算 。21 一 
23 题 分 别 是 将 一 已 知 分 数 变 为 单 
位 1 RE. RE 24—38 内 容 在 仿 
天 可 归 为 一 元 一 次 方程 ， 其 解法 使 
用 了 假 位 法 。 其 中 后 半 部 分 (5— 
38) 是 关于 量 器 海 克 特 (hekat) 的 
使 用 问题 。39 一 40 是 关于 面包 分 配 
的 问题 , 涉及 等 差 数列 。 如 第 40 是 
为 : “把 100 只 面包 分 给 5 个人, 使 
每 人 所 得 成 等 差 数列 ， 且 使 最 大 的 
三 份 之 和 的 方 是 最 小 的 两 份 之 和 ， 
问 各 得 多 少 ?” 问题 41 一 46 是 体积 
问题 。48 一 55 题 为 面积 问题 ,其 中 
AA EDE SEZ AÉ SE 
梯形 等 。 圆 的 面积 是 直径 的 九 
分 之 人 的 平方 , 即 相当 于 取 圆周 率 
1—3. 16049, 56— 60 题 是 金字 塔 问 
题 ,从 中 可 看 到 三 角 学 的 初步 知识 ， 
问题 61 以 后 是 杂 题 ,涉及 许多 实际 
问题 ,其 中 69 一 78 题 是 关于 食物 中 
所 含 原料 的 比例 问题 。79 题 是 一 个 
等 比 数列 问题 。84 题 是 牲畜 饲料 的 


分 配 问 题 。 其 它 问题 不 甚 完整 。 

留 传 至 今 的 古 埃及 数学 著作 除 
莱 因 德 纸 草 书 外 ， 还 有 比较 著名 的 
莫斯科 纸 草 书 和 其 它 一 些 残 篇 。 而 
莱 因 德 纸 草 书 是 了 解 埃 及 数学 的 最 
主要 依据 。 它 准确 反映 了 当时 埃及 
的 数学 知识 状况 ， 其 中 鲜明 地 体现 
了 埃及 数学 的 实用 性 ， 各 种 问题 的 
解决 都 没有 给 出 公式 ， 基 本 上 看 不 
出 埃及 人 有 寻求 一 般 方 法 的 兴趣 。 
他 们 的 数学 知识 是 技巧 性 的 ， 缺 少 
系统 性 ,其 中 逮 辑 证 明 是 没有 的 。 它 
对 我 们 应 该 如 何 看 待 数学 的 起 源 问 
题 有 很 大 的 启发 。 莱 因 德 纸 草书 体 
现 了 埃及 文明 的 一 个 重要 方面 ， 从 
这 一 宝贵 的 史料 中 ， 我 们 还 可 以 窥 
见 当 时 埃及 社会 生活 的 某 些 侧面 。 

《几何 原本 》(Elements) 和希 
腊 数 学 家 欧 几 里 得 (Euclid, 公元 前 
300 年 前 后 ) 著 ,是 用 公理 方法 建立 
演绎 数学 体系 的 最 早 典 范 。 是 至 今 
流传 最 广 、 影 响 最 大 的 一 部 世界 数 
学 名 著 ， 它 对 人 类 思想 的 影响 仅 次 
于 《圣经 》。 

在 欧 几 里 得 之 前 ,希腊 数学 已 
经 历 了 三 百 多 年 的 蓬勃 发 展 的 历 
史 ， 积 累 了 大 量 成 果 。 建 立 一 个 严 
密 的 逻辑 体系 已 成 为 势 所 必然 。 当 
时 希 波 克 拉 底 (Hippocrates, 约 公元 
前 460 年 )、 勒 俄 (Leo, 公元 前 4 世 
纪 )。 修 迪奥 斯 (Theudius of 
Magnesia, 公元 前 4 世纪 ) 等 人 曾 试 
图 综合 整理 希腊 几何 学 的 成 就 ， 写 
有 《几何 原本 》 数 种 。 但 欧 几 里 得 
的 《几何 原本 》 所 取得 的 巨大 成 功 ， 
使 这 些 同 类 著作 逐渐 散失 了 ， 只 有 
它 经 受 住 了 历史 的 考验 ,流传 至 今 。 

《几何 原本 》 共 13 卷 。 每 卷 


Ce 
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(或 几 卷 一 起 ) 都 以 定义 开头 。 第 I 
卷首 先 给 出 23 个 定义 , 如 “点 是 没 
有 部 分 的 "，“ 线 只 有 长 度 没有 宽 
E” F, 还 有 平面 、 直角、 BLUR. pU 
角 、 平 行 线 等 定义 。 之 后 是 5 个 公 
设 。 欧 几 里 得 先 假 定 下 列 作 图 是 可 
能 的 : (1》 从 某 一 点 向 另 一 点 画 直 
线 ; (2) 将 一 有 限 直 线 连续 延长 ; 
(3) 以 任意 中 心 和 半径 作 圆 。 即 他 
假定 了 点 、 直 线 和 圆 的 存在 性 作为 
其 几何 学 的 基本 元 素 ， 如 此 他 就 可 
以 证 明 其 它 图 形 的 存在 性 。 第 4 个 
公设 假定 所 有 的 直角 都 相等 。 第 5 
公设 即 所 谓 平行 公设 :“ 若 一 直线 与 


两 直线 相交 ， 使 同 旁 内 角 小 于 两 直 


角 ， 则 两 直线 若 延长 ， 一 定 在 小 于 
两 直角 的 两 内 角 的 一 侧 相 交 。” 自 此 
以 后 ， 有 许多 学 者 认为 这 一 公设 可 
以 证 明 ， 并 试图 寻求 证 明 ， 未 能 成 
功 。 直到 19 世纪 ,高 斯 、 罗 巴 切 夫 
斯 基 和 波 尔 约 分 别 独 立地 由 此 发 展 
出 非 欧 几 何 学 。 公 设 之 后 有 5 个 公 
理 ， 它 们 一 起 构成 了 整 部 著作 的 基 
础 。 当 时 认为 公理 是 对 所 有 学 科 都 
适用 的 。 如 第 1 个 公理 “与 同一 事 
物 相 等 的 事物 , 彼此 相等 ”。 由 这 些 
基本 定义 、 公 设 、 公 理 出 发 ， 欧 见 
里 得 运用 严格 的 逻辑 工具 在 第 I 卷 
中 共 推 出 48 个 命题 ,这 也 是 整 部 著 
作 的 特点 。《 几 何 原本 》 前 6 卷 是 平 
面 几 何 内 容 。 第 I 卷 内 容 有 关 点 、 直 
线 、 三 角形 、 正 方形 和 平行 四 边 形 。 
第 5 命题 ; “等 腰 三 角形 两 底 角 相 
等 。 两 底 角 的 外 角 也 相等 。” 在 历史 
ERRA P C EERE 
AX" ZA). MA 44 有 关 面 积 贴 合 
问题 :“ 在 一 已 知 直线 〈 段 )》 上 以 已 
知 角 贴 合 一 平行 四 边 形 等 于 一 已 知 


三 角形 。” 意 即 以 已 知 线段 为 一 边 ， 
以 已 知 角 作 一 平行 四 边 形 等 于 已 知 
三 角形 。 此 处 图 形 的 相等 指 面积 相 
等 ， 这 是 在 “ 割 补 相等 ”的 意义 上 
说 的 。 欧 几 里 得 从 未 把 面积 看 成 一 
个 数 。 面 积 贴 合 方法 在 第 i 卷 中 又 
得 到 发 展 ,第 I 卷 命题 AT 是 著名 的 
毕 达 哥 拉 斯 定理 :“ 直 角 三 角形 斜 边 
上 的 正方 形 等 于 直角 边 上 的 两 个 正 
方形 (之 和 )。” 

第 二 卷 在 定义 了 声 折 形 之 后 ， 
给 出 了 14 个 命题 ， 是 第 I 卷 命题 
44、45 有 关 面 积 变换 问题 的 继续 。 
若 将 几何 变换 翻译 成 代数 语言 ， 即 
从 所 谓 几 何 代数 的 观点 来 看 ， 命 题 
4“ 将 一 线段 任意 分 为 两 部 分 , 则 在 
整个 线段 上 的 正方 形 等 于 在 部 分 线 
段 上 的 两 个 正方 形 加 上 以 这 两 部 分 
线段 为 边 的 矩形 的 二 倍 ” 相 当 于 等 
XX (a 十 56)? 二 q? 十 2 十 如。 命题 5、6、 
11,14 RAFT RIE ar-r = 
b. a+r =b, a?d-ax—a?. z? mab, 
第 12. 13 命题 相当 于 余弦 定理 的 证 
明 。 

第 正 卷 的 37 个 命题 ， 论 述 圆 、 
圆 的 相交 与 相 切 、 弦 、 贺 周 角 等 。 

第 NN 卷 16 个 命题 ,全 是 有 关 圆 
的 问题 ， 尤 其 圆 的 内 接 与 外 切 直线 
图 形 ,包括 贺 内 接 正 多 边 形 的 作 图 。 
如 命题 16 要 求 作 圆 内 接 正 15 边 
形 。 

第 V 卷 发 展 了 一 般 比 例 论 ， 赢 
得 后 直 数 学 家 的 高 度 赞 扬 。 毕 达 哥 
拉 斯 学 派 的 比例 论 只 适用 于 可 公认 
量 , 而 这 里 的 一 般 比例 论 则 适用 于 
一 切 可 公 度 与 不 可 公 度 量 。 该 卷 的 
核心 即 含 于 开篇 的 定义 中 ,定义 4 
表明 ;“ 两 量 之 间 有 一 个 比 , 若 其 中 
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之 一 倍 乘 时 能 超过 为 一 量 .” 此 定义 
排斥 了 无 穷 大 与 无 穷 小 ， 与 今天 的 
所 谓 阿 基 米 德 公 理 类 同 。 定 义 5 给 
出 了 比例 的 定义 ， 被 认为 是 古 希腊 
数学 中 几 个 最 具 创 造 性 的 成 果 之 
一 。 数 学 史家 表明 欧 几 里 得 的 定义 
将 有 理 数 分 为 两 类 ,与 戴 德 金 分 割 
异曲同工 。 余 下 的 定义 有 关 多 种 比 
的 变换 一 交 比 、 反 比 、 合 比 、 分 比 
等 ,在 之 后 给 出 的 25 个 命题 中 应 用 
了 以 上 各 种 运算 。 

第 VI 卷 中 应 用 前 一 卷 建 立 的 一 
般 比 例 论 于 相似 图 形 ,给 出 了 33 个 
命题 。 其 中 第 1 个 命题 和 最 后 一 个 
命题 都 表明 了 第 V 卷 定义 5 的 重要 
性 。 命 题 25 要 求 作 一 直 边 图 形 相 似 
于 一 已 知 直 边 图 形 而 与 另 一 直 边 图 
形 相等 .在 命题 27 一 29 中 欧 几 里 得 
再 次 讨论 了 面积 贴 合 方法 。 这 里 给 
出 了 亏 形 贴 合 和 余 形 贴 合 两 种 情 
JE. EL 28 即 :“ 在 一 已 知 线段 上 
贴 合 一 平行 四 边 形 ， 使 之 等 于 一 已 
知 直 边 图 形 ， 且 亏 形 相似 于 一 已 知 
平行 四 边 形 。” 命 题 给 出 的 巧妙 作法 
给 人 留 下 很 深 的 印象 ， 使 数学 史家 
对 这 种 方法 的 来 源 大 惑 不 解 。 从 代 
数 的 观点 看 ， 其 几何 作法 相当 于 解 
出 了 一 个 一 元 二 次 方程 ,命题 29 相 
当 于 余 形 贴 合 问 题 。 这 些 命题 在 第 
X 卷 中 被 用 来 处 理 无 理 数 ， 但 更 重 
要 的 是 它们 成 为 其 后 阿波 罗 尼 奥 斯 
发 展 圆 锥 曲线 论 的 基础 。 事 实 上 ， 
“抛物 线 ” (parabole), — "Wi sj" 
Cellipse) Æ “IHR” (hyperbola) JL 
个 词 即 来 源 于 面积 贴 合 方法 。 

LUN NP PESE IS LIES 
主要 讲 数论 , 各 有 39. 27. 36 个 命 
题 。 其 中 第 V 卷 中 发 展 的 一 般 比 例 


论 被 用 于 数 。 第 Wi 卷 命题 1 给 出 了 
欧 几 里 得 算法 。 第 22 一 32 命题 是 关 
于 素数 的 。 第 碍 卷 主要 处 理 成 连 比 
例 的 数列 问题 .第 K 卷 命题 20 相当 
于 证 明了 “素数 个 数 无 穷 多 ”这 一 
结论 。 

第 X 卷 包含 115 个 命题 ， 试 图 
将 无 理 线段 进行 分 类 ， 主 要 详尽 讨 


论 了 可 以 表示 成 V V a 士 b 的 
线段 的 各 种 可 能 的 形式 ， 但 离 欧 几 
里 得 的 目标 相距 很 远 。 本 卷 第 1 个 
命题 :“ 给 定 两 不 等 的 量 , 如 果 从 较 
大 的 量 中 减 去 它 的 一 大 半 ， 再 从 余 
下 的 量 中 减 去 其 一 大 半 ， 如 此 继续 
不 断 ， 总 可 使 余下 的 量 小 于 所 给 的 
较 小 的 量 .” 这 是 穷竭 法 的 基础 , 在 
第 交卷 中 得 到 应 用 。 

最 后 三 卷 致力 于 立体 几何 。 第 
交卷 大 量 命题 有 关 平 行 六 面体 。 第 
下 卷 主 要 是 应 用 穷竭 法 证 明了 图 形 
的 面积 和 体积 之 比 的 一 些 命题 。 如 
命题 2:“ 两 圆 面积 之 比 等 于 直径 的 
平方 之 比 ”; 命题 18:“ 两 球 的 体积 
之 比 等 于 它们 直径 的 立方 之 比 ” 等 。 
运用 穷竭 法 能 够 对 命题 给 出 严格 的 
证 明 。 过 程 一 般 可 分 为 两 步 ， 首 先 
是 一 个 逼近 程序 ， 然 后 利用 双重 归 
法 完成 证 明 。 其 严格 性 即便 用 现代 
数学 的 标准 也 无 可 挑剔 。 据 说 穷竭 
法 是 由 欧 多 克 索 斯 所 发 明 ， 是 古 希 
腊 数 学 最 重要 的 几 个 创造 之 一 。 第 
得 卷 研究 了 五 种 正 多 面体 。 

《几何 原本 》 一 书 从 很 少 的 几 个 
定义 、 公 设 、 公 理 出 发 ， 推 导出 大 
县 结果,“ 这 是 几何 学 的 光荣 ” Cp 
顿 语 ) 更 重要 的 是 它 给 出 的 公理 体 
系 标志 着 演绎 数学 的 成 熟 ， 主 导 了 
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其 后 数学 发 展 的 主要 方向 ， 使 公理 
化 成 为 现代 数学 的 根本 特征 之 一 。 
当然 ,如 果 用 现代 数学 的 标准 衡量 ， 
《几何 原本 3》 的 公理 系统 并 非 完美 无 
缺 ， 首 先 欧 几 里 得 没有 认识 到 一 个 
公理 系统 必须 有 原始 不 定义 概念 ， 
其 次 他 的 公理 系统 也 不 完备 。 直 到 
1899 年 希 尔 伯 特 (David Hilbert) 的 
《几何 基础 》 (Grundlagen der 
Geometrie) 一 书 出 版 ,第 一 个 完备 的 
几何 公理 系统 才 建 立 起 来 。 

欧 几 里 得 的 希腊 文 《 几 何 原 
本 》 手 稿 早已 失传 ， 现 在 的 各 种 版 
本 都 是 后 人 整理 出 来 的 。 希 腊 文 明 
FWE., KAE 9 世纪 , 《几何 原 
本 》 传 入 阿拉 伯 , 被 译 成 阿拉 伯 文 。 
其 后 又 传 入 欧洲 ,被 译 成 拉丁 文 ,最 
旱 的 拉丁 文本 是 1120 年 左右 从 阿 
拉 伯 文 译 成 的 。15 世纪 后 又 有 从 和 希 
腊 文 译 成 拉丁 文 的 版 本 。1482 年 ， 
《几何 原本 》 的 印刷 本 在 威尼斯 出 
版 ,这 是 西方 最 早 印刷 的 数学 书 。 到 
19 世纪 末 ,《 几 何 原本 》 的 印刷 版 本 
达 一 千 种 以 上 。 如 今世 界 各 国 主 要 
文 种 都 有 《几何 原本 》 的 译本 。 最 
旱 的 英 译本 1570 年 由 比 林 斯 利 
(Henry Billingsley》 译 成 出 版 。 中 国 
最 早 的 中 文 译本 是 1607 年 由 利 玛 
Z (Matteo Ricci) 和 徐光启 合 译 的 。 
他 们 只 译 出 前 6 卷 。 250 年 后 , 1857 
年 伟 列 亚 力 (Alexander Wylie) 和 李 
善 兰 合 译 出 后 9 卷 ( 据 15 卷 版 本 )。 
1990 4E , 陕西 科技 出 版 社 出 版 了 根 
据 希 思 (Thomas Heath) 的 标准 英文 
版 本 《 欧 几 里 得 几何 原本 13 卷 》 
(The Thirteen Books of Euclid's 
Elements, 1956 年 新 版 ) 译 出 的 新 版 
本 。 希 思 的 英 译 本 的 底 本 是 海 伯 格 


(J. L. Heiberg) 5 [|] f& (H. 
Menge) 的 权威 版 本 《 欧 几 里 得 全 
集 》 (Euclidis opera omnia, 1883— 
1916 年 出 版 ， 希 腊 文 一 拉丁 文 对 
照 )。 

二 十 世纪 六 十 年 代 ， 西 方 数 学 
教育 界 掀起 一 场 “ 新 数 运动 ”, 喊 出 
了 “ 欧 几 里 得 滚 蛋 ”的 口号 ,结果 
这 场 运动 以 失败 告终 。 这 表明 欧 氏 
几何 在 中 学 数学 教育 中 仍然 具有 不 
可 替代 的 重要 作用 。( 玫 何 原本 》 作 
为 重要 的 数学 经 典 著作 不 仅 具 有 极 
大 的 历史 价值 ， 而 且 仍 然 具 有 重要 
的 现实 意义 。 

《已 知 条 件 》(Data) 希腊 数 
学 家 欧 几 里 得 〈Euclid， 公 元 前 300 
年 前 后 ) 著 。 是 除 《 几 何 原本 》 外 
欧 几 里 得 所 著 的 在 纯 几 何 学 方面 唯 
一 以 希腊 原文 幸存 至 今 的 另 一 部 著 
作 。 其 内 容 与 《几何 原本 》 第 1 一 
开卷 密 切 相 关 ， 考 虑 了 各 种 不 同意 
义 下 的 已 知 条 件 ， 意 在 提供 一 系列 
命题 以 证 明 例如 在 一 已 知 图 形 中 某 
些 部 分 或 关系 是 已 知 时 ， 其 它 部 分 


或 关系 在 这 种 或 那 种 意义 上 也 是 已 


知 的。 因而 该 著作 以 各 种 意义 上 的 
所 谓 “ 已 知 ”的 定义 开始 , 如 此 , 诸 
如 面积 、 直 线 、 角 和 比 称 作 “ 在 量 
的 意义 上 是 已 知 的 ”, 当 我 们 可 以 使 
另外 的 量 等 于 它们 时 (定义 1)。 另 
一 方面 ， 直 线形 称 为 “在 种 类 上 是 
已 知 的 ”， 或 “形状 是 已 知 的 ”， 当 
它们 的 每 个 角 以 及 边 与 边 相 互 之 间 
的 比 是 已 知 的 时 (定义 3)。 点 、 线 、 
角 称 为 “在 位 置 方 面 已 知 ”, 如 果 它 
们 总 是 具有 相同 的 位 置 (定义 4) 。 
更 甚 ， 一 个 圆 称 为 在 “位 置 和 量 方 
面 是 已 知 的 ” 当 圆 心 的 位 置 已 知 且 
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半径 在 量 的 意义 上 是 已 知 的 (定义 
6)。 存 这 些 定义 之 后 , 共有 94 个 命 
题 ,分 别处 理 了 量 (命题 1 一 23)、 线 
Ek (命题 24 一 38)、 直 边 图 形 (命题 
39 一 -86) ,以 及 圆 (命题 87-—94) , 例 
如 : 

命题 4: 如 果 从 一 已 知 量 中 取 
去 一 已 知 量 ， 则 剩余 的 量 也 是 已 知 
的 。 

命题 25: 如 果 两 条 在 位 置 方面 

已 知 的 直线 相交 ， 则 交点 的 位 置 也 
是 已 知 的 。 

命题 39: 如 果 一 个 三 角形 的 每 
条 边 在 量 方面 是 已 知 的 ， 则 此 三 角 
形 在 种 类 方面 是 已 知 的 。 

命题 91 : 如 果 在 一 已 知 位 置 的 
圆 外 取 一 点 ， 从 该 点 向 圆 内 作 一 直 
线 ， 则 由 该 点 到 直线 与 圆周 交点 之 
间 的 线段 与 整 条 线段 所 成 的 矩形 是 
已 知 的 。 

该 书 中 最 有 趣 的 命题 是 一 组 与 
《 史 何 原本 》 中 的 面积 贴 合 方法 
(《 原 本 》 命 题 M28,，VWVI29) 有 关 
的 命题 , Hd 58, 59. 84, 85, dh 
题 58 是 :“ 如 将 一 已 知 面积 贴 合 到 
一 线段 上 ,使 亏 形 的 形状 是 已 知 的 ， 
则 乞 形 的 边 是 已 知 的 >。 而 命题 84 
EI BE TUE SIT up] 
积 〈 角 度 已 知 ), 若 其 中 一 线段 大 于 
另 一 线段 一 已 知 量 ， 则 二 者 均 为 已 
知 ”。 这 相应 于 面积 贴 合 方法 中 的 亏 
形 贴 合 情 形 。 命 题 59 和 85 则 相应 
于 面积 贴 合 方法 中 的 余 形 贴 合 情 
JE , 这 些 命题 为 理解 《几何 原本 》 内 
容 提 供 了 线索 。 

该 书 在 希腊 数学 中 的 真正 作用 
是 为 “分 析 ” 这 种 重要 的 数学 方法 
提供 必要 的 辅助 手段 。 它 为 理解 通 


aa. aa. EAUS AR EEH IAEA Ah i E PAKI A m 


常 以 综合 方法 写 出 的 希腊 数学 著作 
提供 了 线索 。 它 并 非 仅仅 是 关于 
《几何 原本 》 中 内 容 的 练习 , 其 中 的 
命题 大 大 便利 了 解决 问题 的 “分 
析 ” 过 程 。《 已 知 条 件 》 后 来 被 帕 波 
斯 收入 其 著作 《分 析 集 锦 》 中 并 放 
在 首位 ， 在 希腊 数学 家 中 曾 被 广 为 
利用 ， 产 生 了 相当 影响 。 

《已 知 条 件 》 没 有 象 《几何 原 
本 》 那 样 得 到 彻底 研究 ， 但 至 今 已 
出 版 了 希腊 文 、 拉 丁 文 、 和 现代 翻 
译 的 各 种 版 本 。 作 为 一 -部 经 典 几 何 
学 著作 ， 它 在 古代 数学 史 中 有 着 不 
容 忽视 的 地 位 ，1980 年 又 出 版 了 拉 
丁 文 一 英文 对 照 版 本 。 

《 数 沙 者 》(Sandreckoner) 
希腊 数学 家 、 天 文学 家 、 物 理学 家 
阿 基 米 德 (Archimedes， 约 287B. 
C. —212B. C.) 著 。 尽管 阿 基 米 德 
的 数学 研究 主要 在 几何 学 方面 ， 但 
他 对 数值 计算 也 做 出 了 重要 贡献 。 
《 数 沙 者 3) 是 他 流传 至 今 的 唯一 一 篇 
算术 论著 ， 其 中 给 出 了 一 整套 表示 
大 数 的 方法 。 

《 数 沙 者 ) 是 阿 基 米 德 写 给 国王 
盖 伦 的 一 封 信 ， 开 头 便 提 出 要 解决 
大 量 沙 粒 数目 的 表示 问题 。 当 时 的 
希腊 记 数 采用 数 词 或 希腊 字母 ， 对 
较 大 的 数目 便 采用 组 合法 来 记 数 。 
人 们 对 表示 象 地 球体 积 这 么 多 的 沙 
粒 的 数目 感到 无 能 为 力 ， 而 阿 基 米 
德 给 出 的 方法 甚至 能 写 出 象 宇宙 间 
沙 粒 数目 那样 大 的 数 。 开 始 他 对 天 
体 的 体积 根据 当时 的 天 文学 知识 给 
出 了 一 些 假定 ， 推 出 宇宙 的 直径 小 
于 10" 斯 达 迪 (希腊 长 度 单位 ) 。 之 


后 给 出 了 记 数 法 则 。 阿 基 米 德 称 一 


至 万 万 (108) 为 第 一 级 数 ， 以 此 为 


Ct 
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出 发 点 ， 即 以 万 万 作为 第 二 级 数 的 
单位 , 可 数 至 105, 然后 以 1079 58 
三 级 数 的 单位 , 可 数 至 10, 依 此 类 
推 , 便 可 一 直 数 至 (10:)'"”, 称 之 为 
P, 仿 上 程序 可 数 至 P, Pe, 以 至 
Pi 。 进 而 阿 基 米 德 给 出 定理 : 如 
一 个 等 比 数 列 Ais As. AM, As 
e, Antai nt HP Am 1, 45710, A 
—100, =, 则 任 两 项 A, 与 4, 相 乘 
B]. RE A e A. 是 该 数列 中 的 项 ， 
且 该 项 距 A. 的 项 数 与 Am YR A 的 
项 数 相等 。 同时 , 该 项 距 A 的 项 数 
HE A. HA. EE 41 的 项 数 之 和 
少 1, B Ane AL m Asso 这 相当 于 
得 到 ; a e e=, HI RSS 
的 算 律 。 之 后 ， 阿 基 米 德 将 以 上 理 
论 应 用 于 数 沙 中 ， 推 出 结论 : 一 个 
能 容纳 整个 宇宙 的 球体 所 能 包含 的 
沙 粒 总 数 小 于 10°, MEER “F 
宙 ” 还 要 大 的 恒星 球 所 能 包含 的 沙 
粒 总 数 小 于 10°, B 107X (1057, 
而 他 能 数 至 P^, apo", 

《 数 沙 者 ?的 重要 性 并 不 在 于 实 
际 给 出 了 写 任 何 大 数 的 一 套 方案 
(这 当然 是 一 种 创新 )， 而 是 发 表 了 
可 以 把 数 加 大 到 不 受 限制 的 思想 。 
此 外 ,《 数 沙 者 》 还 是 研究 阿 基 米 德 
生平 的 重要 资料 ， 而 且 从 中 人 们 可 
以 罕见 当时 希腊 天 文学 的 知识 ; 
疯 。 当 然 ， 阿 基 米 德 未 能 发 明 十 进 
位 置 制 记 数 法 ， 这 反映 了 希腊 记 数 
制度 发 展 的 局 限 性 。 

《 论 球 和 圆柱 》 (On the 
Sphere and Cylinder) 希腊 数学 
家 、 物 理学 家 、 天 文学 家 阿 基 米 德 
CArchimedes, 287B. C. —212B. C. ) 
著 。 阿 基 米 德 的 几何 学 著作 是 希腊 


数学 的 顶峰 。 该 著作 是 作者 关于 几 
何 形 的 面积 和 体积 方面 的 几 种 主要 
著作 之 一 。 由 其 卷首 的 序言 可 知 ,该 
著作 是 作者 的 《抛物 弓形 求 积 》 的 
继续 ， 并 先 于 另外 的 著作 《 论 螺 
线 》 和 《 论 臂 锥 曲面 体 与 椭 球 体 》。 

全 篇 共 分 两 卷 。 第 一 卷 开 头 先 
给 出 了 六 个 定义 和 五 个 假设 。 如 定 
义 了 底 为 球面 的 圆锥 (扇形 圆锥 ) 以 
及 由 二 贺 锥 组 成 的 算盘 珠 形 的 立 
体 。 第 一 个 假设 (或 公理 ) 是 : 具 
有 两 相同 端点 的 所 有 CHE) RPA 
直线 为 最 短 。 类 似 地 ， 具 有 相同 边 
界 (边界 在 一 平面 上 ) 的 所 有 
〈 曲 ) 面 中 以 平面 为 最 小 (假设 S. 
第 五 个 假设 是 所 谓 阿 基 米 德 公理 : 
“在 不 相等 的 线 、 面 或 立体 中 , 累加 
较 大 者 与 较 小 者 的 差 ， 总 可 超过 任 
给 一 可 与 之 相 比 的 量 ”。 用 现代 术语 
即 , 对 任意 二 量 4、8, A— B0, RI 
对 任意 大 的 量 C0， 总 存在 rx, 使 
(4 一 8) >C. 之 后 在 第 一 卷 中 共 给 
出 了 44 个 命题 , 内容 涉 及 圆柱 和 圆 
锥 的 表面 积 、 球 的 表面 积 与 体积 以 
及 球 缺 与 扇形 圆锥 的 体积 。 如 命题 
13:“ 任 一 正 圆柱 (不计 两 底面 ) 的 
表面 积 等 于 一 圆 的 面积 ， 该 圆 的 半 
径 是 圆柱 的 高 与 直径 的 比例 中 项 ”。 
命题 33:“ 任 一 球 的 表面 积 等 于 其 
大 圆 面积 的 4 倍 ”。 命题 34:“ 任 一 
球 的 体积 等 于 一 圆锥 体积 的 4 倍 ， 
该 圆锥 以 球 的 大 圆 为 底 ， 高 为 球 的 
半径 ”。 该 命题 的 推论 是 : 以 球 的 大 
圆 为 底 以 球 的 直径 为 高 的 圆柱 ， 其 


体积 是 球体 积 的 - 邯 ， 其 包括 上 下 底 


在 内 的 表面 积 是 球 表面 积 的 元。 这 
就 是 刻 在 阿 基 米 德 医 碑 上 的 著名 定 


Re 
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理 。 其 后 给 出 了 球 缺 的 表面 积 公 式 
(命题 42、43)。 第 二 卷 中 讨论 了 由 
第 一 卷 命题 推出 的 结果 (3 个 命题 ， 
6 个 问题 )。 主 要 关于 球 缺 内 容 ， 如 
命题 9:“ 在 所 有 球 缺 中 , 与 半球 具 
有 相同 表面 积 者 体积 最 大 ”。 作 者 在 
前 言 中 谈 到 了 他 关于 螺 线 与 辟 锥 曲 
面体 的 发 现 ， 并 准备 在 以 后 的 著作 
中 叙述 。 

《 论 球 和 圆柱 》 中 所 有 结果 都 以 
穷竭 法 进行 严格 证 明 ， 是 古代 数学 
严格 性 的 典范 。 其 中 关于 面积 和 体 
积 的 系统 结果 充分 反映 了 和 希腊 几何 
学 的 高 度 发 展 水 平 ， 对 其 后 一 切 关 
于 面积 和 体积 方面 的 研究 产生 了 深 
远 影响 。 

《抛物 弓形 求 积 》 COn the 
Quadrature of the Parabola) 和希 
腊 数学 家 、 物 理学 家 、 天 文学 家 阿 
基 米 德 (Archimedes， 约 287. B. 
C. —212B. C.) 3, 阿 基 米 德 精通 
力学 ,尤其 娴熟 于 杠杆 原理 的 运用 。 
他 把 力学 技巧 应 用 于 数学 问题 ， 从 
而 得 到 了 许多 新 发 现 。 这 在 该 著作 
中 得 到 充分 体现 ， 它 为 我 们 了 解 阿 
基 米 德 的 方法 提供 了 宝贵 的 资料 。 

在 前 言 中 阿 基 米 德 申明 ， 他 的 
一 些 数学 发 现 是 通过 力学 手段 得 到 
的 ， 最 终 从 几何 学 上 加 以 证 明 。 他 
首先 给 出 了 证 明 赖 以 进行 的 基础 ， 
即 阿 基 米 德 公理 ， 并 历数 了 前 人 运 
用 此 公理 得 到 的 一 些 关 于 面积 和 体 
积 方 面 的 结果 。 全 篇 共 24 个 命题 ， 
主要 证 明了 如 下 的 结论 :“ 由 一 抛物 
线 与 其 一 条 弦 围 成 的 抛物 弓形 的 面 
积 等 于 与 抛物 弓形 同 底 等 高 的 三 角 


用 两 种 方法 求 得 上 述 结论 ， 首先 运 
用 了 力学 方法 ， 在 命题 16 中 给 出 : 
“抛物 弓形 以 8q AUI Ge 到 弓形 顶点 
的 距离 不 远 于 8), 过 9g 点 作 直线 g8 . 
平行 于 抛物 线 的 轴 ， 且 与 @ 点 的 切 
线 相 交 于 B， 证 明 马 形 的 面积 等 于 
AR 的 面积 的 三 分 之 一 ”。 之 后 他 
运用 一 系列 定理 (命题 18 一 24) 给 
出 了 严格 的 数学 证 明 。 

阿 基 米 德 的 证 明 使 用 了 穷 竟 
法 ， 但 该 处 与 他 的 其 它 著作 中 所 采 
用 的 穷竭 法 的 形式 不 同 ， 没 有 用 通 
常 的 扩 约 ， 而 是 采用 了 我 们 可 称 之 
为 逼近 的 方法 。 他 用 一 系列 三 角形 


Q 


q 


*3H8" WHEE GED. ME A 
为 原 三 角形 P 为 抛物 线 顶 点 ), 以 
此 三 角形 的 两 边 为 底 所 作 的 两 小 三 
角形 之 和 为 村 4， 继 续 此 程序 ， 各 
小 三 角形 之 和 依次 为 (1/4)?4,,…。 
为 证 明 抛物 弓形 的 面积 等 于 -了 4， 
阿 基 米 德 首先 在 命题 22 中 证 明了 
以 上 序列 的 有 限 项 之 和 小 于 弓形 的 
面积 , 之 后 在 命题 23 中 证 明了 , 如 
果 序列 Ai. As As MEER A 


形 面积 的 他”( 命 题 24)。 阿 基 米 德 


入 


一 44z，4: 一 44:，…， 则 4 十 4: 十 4s 


4 
TRAC Y A—ÁÀA 。 
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由 以 上 结论 及 《几何 原本 》 第 工 卷 
命题 1， 阿 基 米 德 利用 双重 归 廖 法 


证 明了 抛物 弓形 面积 等 于 -4 Ch 


题 24)， 这 里 他 实际 上 是 求 出 了 一 
个 无 穷 几 何 级 数 的 和 。 

《抛物 弓形 求 积 ) 与 他 的 其 它 著 
作 一 样 体现 了 阿 基 米 德 数学 论证 的 
高 度 严 格 性 。 他 清楚 地 意识 到 了 物 
理论 证 和 数学 证 明之 间 的 区 别 ， 这 
一 点 在 数学 史上 得 到 了 高 度 评 
价 。 
(36 8$ $8 db rn t Eo Ve ER H6 P 
(On Conoids and Spheroids) 
希腊 数学 家 、 物 理学 家 、 天 文学 家 
阿 基 米 德 (Archimedes, 287B. C， 一 
212B. C.) 著 。 是 作者 在 有 关 由 曲 
线 和 曲面 所 围 成 的 面积 和 体积 方面 
的 几 种 主要 著作 之 一 。 主 要 论述 由 
圆锥 曲线 旋转 所 形成 的 立体 的 性 
质 ， 以 及 这 些 立 体 被 平面 截取 部 分 
的 体积 。 

阿 基 米 德 的 所 谓 直 角 劈 锥 曲面 
体 是 指 一 旋转 抛物 面 ， 钝 角 劈 锥 曲 
面体 则 是 由 旋转 双 曲 面 的 一 支 所 
成 ,而 所 谓 椭 球 体 即 旋转 椭圆 体 。 全 
篇 共 含 32 个 命题 .开篇 给 出 了 圆锥 
截 段 与 圆柱 截 段 的 定义 之 后 叙述 了 
一 个 引 理 : 如 果 一 递增 算术 序列 
Ais Att A 的 公差 为 其 中 最 小 项 
4， 则 2 (4 十 4 十 … 十 4.) «nA, 
«2 (4 十 4 十 … 十 4,)。 阿 基 米 德 用 
穷竭 法 证 明了 许多 漂亮 的 命题 ， 如 
命题 5." Er 44 和 BB' 分 别 为 一 椭圆 
的 长 . 短 轴 ,4 是 任 一 圆 的 直径 , 则 
椭圆 与 圆 的 面积 之 比 等 于 M 
BB' 与 如 之 比 ”。 此 定理 相当 于 给 出 
了 用 椭圆 长 、 短 轴 表 示 的 椭圆 面积 


公式 。 命 题 19、20 为 :“ 已 给 一 旋 
转 抛物 体 或 一 双 曲 线 旋 成 体 由 一 平 
面 截 取 所 得 的 截 段 ， 或 一 旋转 椭圆 
体 由 一 平面 截取 所 得 的 小 于 其 一 半 
的 截 段 ， 那 么 可 以 在 截 段 内 内 接 一 
立体 图 形 和 在 其 外 外 接 一 立体 图 形 
(立体 图 形 由 等 高 的 圆柱 或 圆柱 截 
头 组 成 ) ,使 外 接 图 形 与 内 接 图 形 的 
体积 之 差 小 于 任 一 已 知 立体 ”. 这 是 
此 类 问题 运用 穷竭 法 的 基础 ， 其 中 
蕴含 了 原始 的 积分 思想 。 紧 接着 证 
明了 如 下 重要 结论 , 即 命题 21、 22: 
“旋转 抛物 体 任 一 截 段 的 体积 是 同 
底 同 轴 圆 锥 或 锥 台 体 积 的 二 分 之 
三 ”。 命题 24:“ 若 以 任意 两 平面 截 
一 旋转 抛物 体 得 两 截 段 ， 则 其 体积 
之 比 等 于 它们 轴 的 平方 之 比 ”。 对 于 
双 曲 线 旋 成 体 及 椭 球 体 也 有 类 似 结 
E (命题 25 一 32) 。 

(GE BF EE i rini c ES ERR PX 
给 出 了 许多 关于 由 圆锥 曲线 旋转 所 
成 立体 的 体积 的 有 趣 结果 ， 而 且 还 
含有 阿 基 米 德 在 圆锥 曲线 方面 的 研 
究 结果 ， 显 示 了 阿 基 米 德 处 理 此 类 
问题 的 高 度 技 巧 。 在 对 命题 的 严格 
证 明 中 所 采用 的 穷竭 法 是 对 欧 多 克 
索 斯 方法 的 发 展 。 欧 洲 中 世纪 以 后 
对 阿 基 米 德 著作 的 研究 是 发 明 微 积 
分 的 主要 源泉 。 : 

《圆锥 曲线 论 》(CConics) 3 
腊 数 学 家 阿波 罗 尼 奥 斯 
(Apollonius， 约 公元 前 262 一 约 前 
190 年 ) 著 。 作 者 与 欧 几 里 得 、 阿 基 
米 德 常 被 合 称 为 古 希 腊 亚 历 山大 前 
期 的 三 大 数学 家 。 本 书 原 共 8 卷 , 卷 
I — N 的 希腊 文本 及 YY 一 看 的 阿拉 
伯 文 本 保存 了 下 来 ,最 后 一 卷 佚 失 ， 
但 其 中 一 些 内容 的 思想 可 以 从 帕 波 
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斯 给 出 的 一 些 引 理 中 看 到 。 

在 阿波 罗 尼 奥 斯 之 前 ， 圆 锥 曲 
线 的 数学 性 质 至 迟 在 公元 前 4 世纪 
中 期 即 已 为 希腊 人 研究 。 阿 基 米 德 
曾 不 加 证 明 地 有 叙述 了 圆锥 曲线 论 的 
一 些 基 本 命题 。 当 时 ， 我 们 今天 所 
亩 的 抛物 线 、 双 曲线 和 椭圆 是 用 季 
直 于 猴 面 一 母线 的 平面 来 割 该 圆锥 
所 产生 的 。 相 应 于 直角 、 钝 角 和 锐 
角 圆 锥 分 别 就 得 到 抛物 线 、 双 曲线 
和 椭圆 。 但 阿波 罗 尼 奥 斯 采 用 了 截 
然 不 同 的 方法 。 他 只 依据 同一 个 贺 
锥 的 截面 便 得 到 三 种 圆锥 曲线 。 这 
种 新 方法 与 昌 方 法 相 比 有 许多 优 
点 ， 首 先 ， 所 有 三 种 曲线 都 可 以 用 
面积 贴 合 的 方法 来 表示 ， 面 旧 方 法 
只 有 在 抛物 线 情形 才 有 可 能 。 用 现 
代 术 语 ， 阿 波 罗 尼 奥 斯 是 把 三 种 曲 
线 的 方程 归于 一 个 坐标 系 ， 该 坐标 
系 分 别 以 曲线 的 一 已 知 直径 和 该 直 
径 一 端点 的 切线 为 坐标 轴 。 这 带 来 
第 二 种 优点 : 由 阿波 罗 尼 奥 斯 得 到 
曲线 的 方法 立即 可 进行 斜 交 贴 合 ， 
而 旧 方 法 只 允许 直 交 贴 合 ， 用 现代 
术语 即 ， 曲 线 的 坐标 可 换 为 任 一 直 
径 及 其 切线 。 正 由 于 此 《圆锥 曲线 
论 ? 开 创 了 对 圆锥 曲线 的 现代 研究 。 

该 书 第 一 卷首 先 给 出 了 圆锥 曲 
线 的 定义 。 在 介绍 了 圆锥 曲线 的 基 
本 性 质 之 后 ， 证 明了 关于 共 轿 直 色 
的 一 些 简单 事实 。 第 二 卷 开头 给 出 
了 双 曲 线 渐 近 线 的 作法 和 性 质 。 然 
后 引入 双 曲 线 的 共 轿 ， 并 证 明 它 与 
所 给 双 曲 线 具 有 相同 的 渐 近 线 ， 之 
后 说 明 如 何 求 一 圆锥 曲线 的 直径 。 
第 三 卷 论述 关于 切线 与 直径 所 成 的 
图 形 的 面积 的 一 些 定理 ， 并 论述 了 
极点 和 极 线 的 所 谓 调和 性 质 。 第 四 


卷 介 绍 极 线 的 其 它 性 质 ， 讨 论 了 各 
种 位 置 的 圆锥 曲线 之 间 可 能 有 的 交 
点 的 数目 ， 这 一 点 是 前 人 没有 论述 
过 的 。 总 之 ， 前 四 卷 除 个 别 内 容 之 
外 基本 上 是 前 人 成 果 的 集大成 ， 只 
是 在 论述 上 更 加 全 面 和 一 般 ， 其 余 
几 卷 则 是 更 加深 入 的 研究 。 第 五 卷 
有 许多 新 颖 和 独特 之 处 ， 论 述 了 从 
一 特定 点 到 圆锥 曲线 所 能 作 的 最 长 
和 最 短 的 线 。 第 六 卷 讲述 合同 圆锥 
曲线 、 相 似 圆 锥 曲线 及 圆锥 曲线 弓 
形 ， 指 出 如 何在 一 给 定 的 直角 圆锥 
上 作出 与 一 已 知 圆锥 曲线 相等 的 圆 
锥 曲线 。 第 七 卷 介绍 了 有 心 圆锥 曲 
线 两 共 轿 直 径 的 性 质 ， 并 把 这 些 性 
质 与 轴 的 相应 性 质 进行 比较 。 第 入 
卷 的 内 容 大 概 是 关于 怎样 求 出 有 心 
圆锥 曲线 的 直径 ， 使 其 满足 一 定 条 
件 。 

《圆锥 曲线 论 ) 一 书 是 古代 关于 
圆锥 曲线 研究 的 登峰造极 之 作 ,， 它 
将 圆锥 曲线 的 性 质 网 罗 殖 尽 ， 几 乎 
包括 了 我 们 今天 所 知 的 关于 圆锥 曲 
线 的 直径 、 轴 、 中 心 、 渐 近 线 等 的 
一 切 性 质 〈 虽 然 它 没有 提 及 抛物 线 
的 焦点 ) ,使 得 后 人 几乎 没有 再 研究 
的 余地 。 在 这 方面 直到 十 七 世纪 才 
有 所 突破 ， 对 它 的 研究 大 大 促进 了 
坐标 几何 的 诞生 。 

《度量 论 》(Metrica) 希腊 数 
学 家 、 测 量 学 家 、 机 械 工程 师 海伦 
(Heron 或 Hero of Alexandria， 公 元 
62 年 前 后 ) 著 。 该 书 过 去 一 直 认 为 
失传 ，1896 年 会 内 (R. Schöne) 在 
君 士 坦 丁 堡 〈 今 土耳其 的 伊 斯 坦 布 
尔 ) 发 现 了 它 的 唯一 一 份 手 抄本 ,于 
1903 年 校订 出 版 。 

I$ 3-4 PP TP ERE ME E: 
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讨论 了 平面 图 形 和 普通 立体 表面 面 
积 .每 一 情形 都 以 数字 例子 开始 , 假 
设 读者 具有 初等 几何 的 知识 并 提供 
了 形式 的 几何 证 明 。 从 矩形 和 三 角 
形 开始 , 海伦 在 命题 ! ,8 中 给 出 了 
求 三 角形 面积 的 著名 的 “海伦 公 
式 ”4=As (s 一 a) (s—b) (s—c), 
其 中 4 表示 三 角形 面积 ， a,b,c, 为 
ZAPIAK, s= E (实际 
上 海伦 并 非 该 公式 的 发 现 者 ,根据 
阿拉 伯 数 学 家 比 鲁 尼 《al 一 Biruni， 
973 一 1050 后 ), 此 公式 早已 为 阿 基 
米 德 所 发 现 。 这 一 公式 后 来 也 被 印 
度 和 中 国 数学 家 独立 得 到 ) 。 在 具体 
运用 该 公式 时 ， 出 现 了 求 无 理 根 的 
问题 。 海伦 采用 了 近似 公式 。 在 工 . 
8 中 ， 让 Natr, pu a= x 


a) EVN 的 第 一 个 近似 值 ,a 二 方 


Sta) 是 第 二 个 更 精确 的 近似 


值 ， 他 能 反复 利用 这 一 关系 求 得 越 
来 越 精确 的 近似 值 。 其 后 ， 海 伦 遂 
过 将 一 般 直 线 图 形 章 分 为 矩形 与 三 
角形 求 得 其 面积 。 第 一 卷 命题 17 一 
25 讨论 了 从 3 到 12 条 边 的 正 多 边 
形 ， 有 些 情形 的 处 理 与 巴比伦 人 的 
TEER SHET AMARE 
伦 广泛 讨论 了 加 的 截 段 (不 是 启 
Xo 的 面积 ,提供 了 三 个 公式 ,其 


中 两 个 为 已 知 的 ， 另 一 个 是 他 自己 . 


发 现 的 。 对 于 椭圆 、 抛 物 线 的 面积 
及 圆锥 、 球 等 立体 的 表面 积 海伦 给 
出 了 一 些 近似 公式 ， 内 容 并 未 超过 
阿 基 米 德 的 结果 。 第 二 卷 讨论 了 立 
体 图 形 的 体积 .从 圆锥 和 圆柱 开始 ， 
他 处 理子 以 各 种 直线 形 为 底 的 楼 
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柱 。 之 后 讨论 了 五 种 正 多 面体 。 第 
三 卷 处 理 了 将 平面 和 立体 图 形 按 一 
定 比 例 分 割 的 问题 ， 其 风格 与 内 容 
跟 欧 几 里 得 《 论 图 形 的 分 割 》 (On 
Divisions of Figures) 非常 相似 , 其 中 
用 到 求 立 方 根 的 近似 公式 。 

海伦 的 工作 反映 了 亚历山大 时 
期 希腊 数学 的 特点 ， 具 有 重要 的 历 
史 意 义 。 他 把 严密 的 希腊 几何 学 风 
格 与 巴比伦 、 埃 及 数学 中 的 近似 方 
法 融 为 一 体 ， 训 不 顾忌 地 给 出 各 种 
精确 的 和 近似 的 有 用 结果 ， 为 实际 
应 用 提供 了 方便 。 更 重要 的 是 他 用 
算术 方法 提出 和 解决 了 代数 问题 。 
他 的 工作 促进 了 算术 和 代数 脱离 几 
何 学 而 成 为 独立 的 学 科 。 

(ERAT) (Introduction to 
Arithmetic) 古 希 腊 数 学 家 .哲学 
A JE Eb Æ HE (Nicomachus of 
Gerasa, 公元 100 年 左右 ) 著 。 这 是 
在 古 希 腊 数 学 中 第 一 本 完全 脱离 几 
何 讲法 的 算术 “〈 即 数论 ) 书 ， 对 算 
术 成 为 一 门 独 立 学 科 起 了 重要 作 
用 。 它 对 于 算术 的 重要 性 可 以 与 欧 
几 里 得 《几何 原本 》 对 于 几何 的 重 
要 性 相 比 ， 它 成 为 此 后 一 于 年 间 一 
本 标准 课本 ， 是 其 后 数学 家 学 习 的 
典范 。 : 

尼 科 马 堆 斯 属于 毕 达 哥 拉 斯 学 
派 ， 他 使 已 趋 衰亡 的 毕 氏 学 派 的 传 
统 重新 活 牙 起 来 。 他 强调 算术 是 各 
科 之 母 ， 他 认为 ， 这 “不 仅 是 因为 
我 们 说 它 在 造物 主 的 心中 先 于 其 他 
一 切 而 存在 ，… 而 且 也 因为 它 本 来 
就 是 存在 较 早 的 …。《 算 术 入 门 洪 
分 2 卷 ， 其 主要 内 容 是 早期 毕 氏 学 
派 在 算术 方面 的 工作 。 前 边 有 6 章 
致力 于 阐述 数学 的 哲学 重要 性 ， 之 
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后 尼 科 马 堆 斯 考察 了 数 本 身 ， 论 述 
了 相对 数 、 平面 数 、 立体 数 、 比 例 。 
他 给 出 了 几 种 数 的 定义 ， 将 数 分 为 
奇数 和 偶数 。 给 出 了 定理 : 任何 整 
数 都 等 于 其 前 后 两 整数 之 和 的 一 
半 。 并 给 出 了 偶数 的 分 类 〈 偶 乘 偶 、 
奇 乘 偶 、 偶 乘 奇 》 和 奇数 的 分 类 
(素数 、 合 数 、 相 对 数 )。 数 的 基本 
关系 分 为 相等 和 不 相等 ， 后 者 又 分 
为 大 于 或 小 于 。 第 一 卷 最 后 归结 出 
一 个 一 般 原 理 。 据 此 ， 任 何 形式 的 
比例 不 等 式 都 可 由 三 个 等 式 产生 
( 意 在 表明 相等 是 所 有 形式 的 不 等 
之 母 ) ,第 二 卷 开头 首先 给 出 了 倒 换 
原理 .接着 详细 讨论 了 正方 形 数 、 立 
方 数 和 多 边 形 数 。 他 将 比例 分 成 不 
连续 和 连续 的 两 种 ,划分 了 10 种 类 
型 ， 与 欧 几 里 得 在 《几何 原本 》 中 
的 作法 不 同 。 尼 科 马 霍 斯 没有 给 出 
演绎 证 明 ， 而 是 用 一 些 特 殊 数 为 例 
说 明 他 的 原理 。 本 书 从 思想 内 容 上 
讲 并 无 独到 之 处 ， 大 部 分 是 前 人 成 
果 的 汇编 ,但 也 包含 作者 本 人 的 一 
些 发 现 。 例 如 ， 他 发 现 相 继 几 个 奇 
数 之 和 是 一 个 立方 数 。 他 比 毕 氏 学 
派 更 能 进一步 看 出 一 些 一 般 性 质 。 
如 他 说 第 (* 一 1) 个 三 角形 数 加 上 第 
7 个 角形 数 会 得 出 第 4 个 OD 
角形 数 。 又 如 , 第 (x 十 1) 个 三 角形 
数 加 上 第 个 正方 形 数 得 出 第 有 个 
五 角形 数 。 用 我 们 的 记号 ， 即 


n (n—1) 2024 E 
一 7 一 Ta—., (3n—1), 


再 如 ,第 ”个 三 角形 数 、 第 ”个 正方 
形 数 .第 个 五 角形 数 等 等 ,形成 一 
个 递 进 算术 序列 ,其 公差 为 第 Q— 
D 个 三 角形 数 ， 

《算术 入 门 } 改 变 了 当时 希腊 数 


学 的 状况 使 算术 而 不 是 几何 成 为 风 
行 于 亚历山大 时 期 的 学 问 。 其 后 在 
欧洲 曾 有 数 种 译本 问世 。 

《天 文学 大 成 》(Almagest) 
希腊 亚历山大 时 期 的 天 文学 家 、 数 
学 家 托 勒 密 (Ptolemy , 约 公元 100 一 
约 公 元 170 年 ) 著 ， 是 托 勒 密 的 主 
要 天 文学 著作 。 其 希腊 原名 
[haopemxn ouvrass] 意 为 “数学 ( 即 
天 文学 ) 汇编 ”, 其 后 被 非 正式 地 称 
为 “大 汇编 ”, 大约 是 为 了 与 此 前 的 
一 部 关于 初等 天 文学 的 希腊 著作 
“小 天 文学 汇编 ”区 别 。 后 来 阿拉 伯 
人 将 其 译 成 “al 一 majisti”, 这 便 成 为 
后 来 中 世纪 拉丁 译文 的 “almagesti” 
或 “almagestum” 的 来 源 。 

《天 文学 大 成 ) 共 十 三 卷 , 是 一 
部 赛 括 了 古代 全 部 数理 天 文学 的 著 
作 ，、 是 托 勒 密 之 前 的 古代 天 文学 知 
识 之 集大成 。 其 中 天 文学 和 三 角 学 
是 混在 一 起 的 ， 内 容 全 部 具有 数学 
性 质 ， 其 基本 点 是 地 球 中 心 说 。 托 
勒 密 假定 读者 只 懂得 欧 几 里 得 几何 
学 和 一 些 基本 的 天 文学 概念 。 从 第 
一 原理 出 发 ， 他 通过 必要 的 宇宙 论 
和 天 文学 工具 ， 表 述 了 古代 所 知道 
的 一 些 天 体 (太阳 、 月 亮 、 水 星 、 金 
星 、 火 星 、 木 星 、 土 星 等 ) 的 运动 
理论 ， 并 解释 了 与 它们 相关 的 各 种 
现象 , 如 日 、 月 食 。 对 每 一 种 天 体 ， 
托 勒 密 又 描述 了 这 些 现象 的 类 型 ， 
为 之 设计 了 适当 的 几何 模型 ， 又 从 
一 些 观测 数据 中 推导 出 其 直径 数 
值 。 最 后 制作 了 一 些 表 ， 使 人 们 能 
够 确定 它们 在 指定 日 期 的 运动 或 现 
象 。 
《天 文学 大 成 ) 的 第 一 卷 主要 讲 
述 球面 三 角 学 ， 这 是 最 具有 数学 兴 
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趣 的 一 卷 , 其 余 各 卷 主 要 讲 天 文学 。 
他 的 目的 是 想 把 天 文学 建立 在 “不 
容 置 辩 的 算术 和 几何 方法 ”的 基础 
之 上 。 托 勒 密 在 第 一 卷 的 第 九 章 里 
一 开头 就 计算 圆 缴 所 对 的 一 些 弦 的 
长 ,从 而 充实 了 和 希 帕 霍 斯 
(Hipparchus ) 和 [|] A 劳 斯 
(Menelaus) 的 工作 。 他 将 圆周 分 成 
360 fr. 直径 分 为 120 份 , 然后 他 提 
出 :给 定 一 弧 为 360 份 中 的 若干 份 ， 
求 相 应 弦 的 长 。 他 先 计 算 了 36" 弧 
和 72" 弧 所 对 应 的 弦 ， 然 后 得 到 
144" 弧 的 弦 长 。 他 证 明了 相当 于 
sin24 十 cos24 王 1 这 样 的 关系 式 。 接 
着 托 勒 密 证 明了 一 引 理 〈 现 称 为 托 
勒 密 定理 )。 给 定 圆 的 任 一 内 接 四 边 
形 4BCD， 他 证 明了 AC * BD—AB- 
DC， 十 4D。BC。 其 次 , 托 勒 密 指 出 
怎样 从 圆 的 任 一 给 定 弦 ， 求 出 相应 
PINN, 用 现代 术语 这 就 是 


从 sin4 求 sn 4, 他 还 给 出 了 相应 


于 现代 sin (A+B) 和 sin (A—B) 的 
化 积 公 式 。 利 用 这 些 技 巧 ， 他 把 从 
0*8] 180" 间 所 有 相差 为 ( 方 )" 的 弧 
所 对 应 的 弦 都 算出 并 列 成 表 。 这 是 
第 一 个 三 角 函 数 表 。 然 后 托 勤 密 着 
手 (在 第 一 卷 第 十 一 章 里 ) 解决 需 
要 求 出 球面 大 圆 上 的 一 些 弧 的 天 文 
问题 ,这 些 弧 是 球面 三 角形 的 边 。 为 
了 定 出 这 些 弧 ， 托 勒 密 证 明了 球面 
三 角 中 的 一 些 关 系 式 ， 他 证 明了 在 
C 为 直角 的 球面 三 角形 中 , 记 a 为 4 
的 对 边 ， 有 〔 用 现代 记 法 ): 

Sin a=sin c sin A 

tg a—sin b tg A 


cos C==cos a cos b 


tg b—tg c cos 4 


mR———— PA 


当然 ， 这 里 的 各 种 三 角 函 数 在 托 勤 
密 的 著作 中 都 是 弧 的 相应 弦 。 

《天 文学 大 成 ) 基 本 上 将 三 角 术 
定 了 型 ， 并 于 此 后 一 干 多 年 间 保 持 
THE. 虽然 托 勒 密 在 此 书 中 讲 的 三 
角 术 主要 是 球面 三 角 ， 但 该 著作 实 
际 上 也 葛 定 了 平面 三 角 的 理论 基 
础 。 因 而 该 书 不 仅 在 天 文学 史 而 且 
在 数学 史上 也 具有 重要 的 意义 。 

《算术 》(Arithmetica) 希腊 
X& ^X XX E [E (Diophantus of 
Alexandria, 活动 于 公元 250 年 前 后 ) 
著 。 该 书 序言 中 记载 共有 13 卷 长 期 
以 来 ， 人们 都 以 为 只 有 雷 格 蒙 塔 努 
斯 1464 年 在 威尼斯 发 现 的 前 6 卷 希 
腊 文 手 抄 本 保存 下 来 ,但 最 近 又 在 
伊朗 东北 部 的 马 什 哈 德 发 现 了 4 卷 
阿拉 伯 文 译本 。 

《算术 》 是 一 部 问题 集 , 它 显示 
了 作者 在 不 定 分 析 方 面 的 高 超 技 
巧 。 除 帕 波 斯 之 外 , 丢 番 图 是 希腊 化 
训 落 时 期 最 伟大 的 数学 家 .他 使 问 
题 的 求解 完全 脱离 了 几何 形式 ， 这 
与 欧 几 里 得 时 代 的 希腊 经 典 大 异 其 
RR ,在 希腊 数学 中 独树一帜 .对 后 来 
的 阿拉 伯 数 学 ， 文 艺 复 兴 时 期 的 意 
大 利 数 学 乃至 整个 欧洲 数学 产生 了 
巨大 的 影响 , 也 为 包括 韦 达 、 费 马 、 
高 斯 等 在 内 的 许多 数学 家 提供 了 创 
作 源 泉 .在 数学 中 上, 《算术 》 一 书 
对 代数 学 .数论 的 发 展 产生 的 影响 ， 
可 与 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 对 几 
何 学 发 展 的 影响 相 比 ， 是 数学 史上 
一 部 重要 经 典 著作 。 

《算术 》 并 不 是 一 部 毕 达 哥 拉 斯 
学 派 意义 上 的 理论 算术 方面 的 著 
作 ， 它 处 理 的 是 实际 问题 ， 解 答 所 
使 用 的 计算 算术 (ogistic)， 其 大 部 
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分 肉 容 可 归 入 代数 范围 。 丢 盔 图 引 
入 了 代数 符号 ， 用 表示 x2; n 
IRL; FARI th; AF 表示 D$. Kk 
de RAR X RE "E 
Copfnós) , 用 s 形 状 的 符号 5 表示 。 
+ 表示 减 号 ， 没 有 加 号 ， 因 为 没 加 
括号 ， 所 以 在 一 个 式 子 中 负 项 都 放 
在 后 面 ,有 了 这 样 一 些 符号 ,方程 式 
的 表示 便 变 得 简短 易 履 , 如 630x? 十 
73z==6 表 示 为 4 KAS orro. Ms (M. 
8) 。 上 式 中 利用 了 “等 于 Coos)” — 
词 的 缩写 .这样 , 委 盔 图 迈 出 了 从 文 
辞 代数 向 符号 代数 发 展 的 重要 的 一 
步 。 
《算术 》 中 的 问题 由 有 确定 问 
题 ， 又 尤其 有 不 确定 问题 ， 既 有 用 
代数 方程 解 的 ， 也 有 用 代数 不 等 式 
处 理 的 。 第 一 卷 〈 及 第 二 卷 问题 1 一 
7) 是 有 关 一 次 与 二 次 方程 的 确定 问 
题 ， 第 二 卷 及 以 后 名 卷 只 包括 不 定 
问题 ， 从 二 次 方程 开始 到 第 四 卷 便 
涉及 高 次 方程 ， 这 些 方 程 通过 巧妙 
地 选择 数值 便 化 归 为 低 次 的 。 本 书 
主要 内 容 一 不 定 分 析 的 大 量 问题 大 
体 上 可 分 为 几 类 。 
1 将 多 项 式 表 示 为 平方 数 
1， 一 个 方程 一 个 未 知 数 : 
CVM, 18) ac-F-&?-F-czd- d — a? 
CN, 18) #—art taet b? =u? 
一 个 方程 两 个 未 知 数 : 
(X ,7,8 HB Day za y! — 
一 个 方程 三 个 未 知 数 : 
CV, 29) tty bz 
2， 两 个 方程 一 个 未 知 数 
(C1, 11) qz 十 Bi =x? 
azz d- b; — 7 
aix? Hor — 


azz? -- box =v? 


(V, 12) 


3，3 个 方程 3 个 未 知 数 : 
zy+l =x 
yzbl-s 
azti =u? 
4. 4 个 方程 4 个 未 知 数 
5、 其 它 变化 如 V .5. N.20% 
I 将 一 多 项 式 表 示 为 立方 数 
如 (CN, 26) "070 
zxyd-y-v 
焉 求 两 多 项 式 ， 其 一 表 为 平方 
数 ， 5 RAGUNEL 
23 十 2z2 十 Z 一 2 
(M, 20 2a?-- 2z25 »? 
N 将 一 数 分 解 为 几 部 分 
(V,13) 10=r+y+: Hi 
是 rysu gy 十 z= 二 v2 z 十 z 一 好 
VY 将 一 数 分 解 为 一 些 平方 数 的 
组 合 
(I, 10 
(V,9) 


(N, 19) 


6022 — y? 
13=r +y H r>, 
py 

Vi 其它 形式 的 问题 

委 番 图 解决 问题 过 程 中 并 未 提 
出 一 般 方 法 ， 而 是 对 每 个 问题 使 用 
特定 的 技巧 ， 确 如 数学 史家 汉 克 尔 
(H. HankeD 所 说 ， 既 使 研究 了 100 
个 问题 的 解答 ,也 无 法 预知 第 101 个 
问题 的 形式 。 我 们 可 以 看 出 他 总 共 
使 用 了 如 下 几 种 方法 : 

1. 对 一 次 与 二 次 方程 , REE 
具备 解 它们 的 基本 技巧 ,对 方程 组 ， 
他 能 利用 第 一 个 方程 将 其 中 之 一 未 
知 数 表 出 ， 然 后 代入 第 二 个 方程 求 
解 ， 等 等 。 

2. 减少 未 知 数 的 数目 ,这 通常 
是 由 取 定 数 进行 的 .对 线性 方程 来 
说 这 相当 于 “ 假 位 法 ”。 

3， 将 方程 降 次 。 或 将 一 个 或 多 
个 未 知 数 取 定数 ， 或 将 第 一 个 未 知 
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数 的 一 个 函数 代入 来 实现 。 

4. 利用 已 知 结果 ,如 等 式 mon 
= o[GO-4)/2Y—LGO-—1))/2Y. 

5 限定 法 。 如 求 得 80<<〈8z)? 
«28 则 (8z)?=100 是 显然 的 一 
个 解 。 

6， 倒 推 法 等 。 

《算术 》 的 部 分 问题 属于 数论 范 
围 ， 这 些 问题 在 17 世 纪 得 到 广泛 研 
究 ,从 而 建立 起 近代 数论 ,为 了 纪念 
丢 盔 图 ， 现 在 对 于 只 有 整 分 数 的 不 
定 方程 ， 如 果 只 考虑 其 整数 解 ， 就 
叫 委 鼻 图 方程 ， 但 丢 番 图 的 解答 并 
不 要 求 是 整数 ,只 限于 正 有 理 数 。 他 
排除 负 根 ， 虽然 他 已 经 知道 负数 的 
运算 法 则 。 

此 外 ， 丢 番 图 的 工作 与 巴比伦 
人 的 数学 性 质 相 近 ， 但 其 真正 来 源 
至 今 仍 然 是 一 个 谜 。 

《数学 汇编 》 (Mathematical 
Collection) 希腊 亚历山大 后 期 
的 数学 家 帕 波 斯 (Pappus of 
Alexandria, 约 公元 300 一 约 350) 著 。 
作者 把 他 以 前 从 希腊 古典 时 期 到 亚 
历 山大 时 期 的 希腊 优秀 数学 著作 精 
OTRE, MARRA, M 
有 它们 的 历史 发 展 过 程 和 一 些 原 始 
材料 。 从 而 使 许多 珍贵 的 希腊 数学 
著作 得 以 保留 下 来 。 

《数学 汇编 》 共 含 八 篇 , 实际 上 
覆盖 了 希腊 几何 学 的 全 部 领域 ， 是 
一 本 手册 而 非 百科 全 书 ， 每 一 篇 都 
有 系统 的 序言 ， 指 明 所 论 课题 的 内 
容 及 其 范围 .对 特定 问题 帕 波 斯 往 
往 给 出 不 同 的 证 明 . 第 1 篇 及 第 2 篇 
的 部 分 章节 已 失传 ,残留 的 第 2 篇 以 
命题 4 开始， 阅 释 了 阿波 罗 尼 奥 斯 
的 大 数 系统 ,推测 第 1 篇 大 概 也 是 讲 


算术 。 第 3 篇 共有 4 节 ， 第 1 节 论 述 了 
在 两 已 知 线段 中 间 如 何 求 两 比例 中 
项 的 问题 ， 第 2 节 研 究 了 算术 平均 、 
几何 平均 和 调和 平均 理论 ;第 4 节 讨 
论 如 何 把 5 种 正 多 面体 内 接 于 一 个 
球 内 ， 其 方式 不 同 《 几 何 原本 》 第 
13 卷 .第 4 篇 共 5 节 ， 第 1 节 给 出 了 一 - 
些 互 不 相关 的 命题 ， 其 中 头 一 个 是 
毕 达 哥 拉 斯 定理 的 推广 ;第 2 节 讨 论 
内 接 于 一 名 为 “ 鞋 匹 刀 ”的 图 形 中 
的 圆 的 关系 ; 第 3 节 讨论 化 圆 为 方 ; 
其 余 讨 论 三 等 分 角 问 题 ， 利 用 了 螺 
线 、 蚌 线 和 制图 曲线 ,第 5 篇 论述 等 
周 问 题 ， 在 前 言 中 帕 波 斯 赞扬 了 蜜 
蜂 的 蜂 房 的 巧妙 构造 ;在 第 1 节 中 他 
给 出 了 芝 诺 多 罗斯 关于 等 局 问题 的 
一 些 结果 ;第 2 节 他 比较 了 具有 相同 
面积 的 立体 的 体积 ， 表 明 球 的 体积 
比 具 有 相同 表面 积 的 任何 圆锥 、 圆 
柱 或 正 多 面体 的 体积 都 大 .第 6 篇 内 
容 属 于 天 文学 ,论述 了 含 于 所 谓 
《小 天 文学 》( 作 为 托 勤 密 的 《天 文 
学 大 成 》 的 引 篇 ) 中 的 内 容 。 第 7 篇 
在 《数学 汇编 》 各 篇 中 最 为 引 人 注 
意 ， 它 对 近代 数学 有 很 大 影响 ， 其 
命题 129 是 下 述 定理 的 特例 : 设 有 四 
线 交 于 一 点 0( 图 1), 则 对 任何 与 此 
四 线 相交 的 横 跨 线 来 说 ， 交 比 
AB ,BC 
AD! CD 

都 相等 。 帕 波斯 要 求 横 跨 线 都 通过 
4 点 。 命 题 130 所 叙述 的 结论 用 我 们 
的 话 来 说 就 是 : 若 一 完全 四 边 形 的 
六 条 边 〈 四 边 及 两 对 角 线 ) 与 一 直 
线 相交 的 点 有 五 点 固定 ， 则 第 六 点 
也 固定 ,命题 131 相 当 于 这 样 一 个 定 
理 ， 即 在 每 个 四 边 形 中 ， 一 根 对 角 
线 被 另 一 对 角 线 以 及 被 其 两 组 对 边 
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交点 的 连 线 分 割 成 调和 比 。 命 题 139 
给 出 今日 以 帕 波 斯 命名 的 定理 : 若 
A, B,C 是 一 直线 上 三 点 ,而 4、B'、 
C0' 是 另 一 直线 上 三 点 (图 2), 则 AB 
与 48B，BC' 与 BC 以 及 40' 与 4'C 
相交 的 三 点 共 线 .第 7 篇 所 载 帕 波斯 


4 


4 B C 
图 2 
问题 曾 极 大 的 推动 了 笛 卡 儿 的 坐标 


几何 学 研究 .该 问题 的 叙述 如 下 ;在 
平面 上 给 定 三 条 直线 ， 求 所 有 这 样 
的 点 的 位 置 ( 即 轨迹 ): 从 这 点 作 三 
条 直线 各 与 一 条 已 知 线 交 于 已 知 
角 ， 使 在 所 得 的 三 条 线段 中 ， 某 两 
条 的 乘积 〈 指 长 度 之 积 ) 与 第 三 条 
线段 的 平方 成 定 比 ,如 果 给 定 四 条 
直线 ， 画 法 同上 ， 但 要 求 所 得 的 四 


条 线段 中 ， 某 两 条 的 乘积 与 其 余 两 
条 的 乘积 成 定 比 。 若 是 已 知 五 条 直 
线 ， 则 要 求 所 得 的 五 条 线段 中 ， 某 
三 个 的 乘积 与 其 余 两 个 的 乘积 成 定 
比 。 所 给 定 的 直线 多 于 五 条 时 ,作法 
照 此 类 推 。 帕 波斯 问题 刺激 了 新 解 
析 几 何方 法 的 诞生 .牛顿 的 (自然 哲 
学 的 数学 原理 》 中 有 些 问题 也 是 由 
帕 波 斯 的 问题 所 引起 的 。 本 篇 还 讨 
论 了 平面 图 形 绕 一 固定 轴 旋 转 所 产 
生 的 立体 体积 问题 ， 后 来 为 古 尔 丁 
重新 独立 发 现 ， 因 而 有 时 称 帕 波斯 
定理 ,有 时 称 古 尔 丁 定理 , 古 尔 丁 定 
理 的 叙述 为 ,一 个 平面 图 形 绕 同一 
平面 内 且 不 与 之 相交 的 轴 回 转 ， 则 
回转 所 产生 的 立体 体积 等 于 这 一 图 
形 的 面积 乘 以 该 图 形 重 心 所 描画 出 
的 圆周 的 长 ,第 8 篇 主要 研究 力学 问 
题 ， 同 时 给 出 了 一 些 具有 几何 意义 
的 命题 ,按照 当时 数学 家 之 见 , 力 学 
是 数学 的 一 部 分 。 帕 波斯 先 定义 了 
重心 ,给 出 了 斜面 的 理论 .最 后 描述 
了 五 种 力学 装置 。 

《 阿 耶 波多 历数 书 》 
(Aryabhatiya) ”印度 数 学 家 、 天 
文学 家 阿 耶 波多 第 一 CAryabhata 
I ， 生 于 公元 476 年 ) 著 。 该 书写 于 
公元 499 年 .公元 十 世纪 时 印度 还 有 
一 位 数学 家 名 为 阿 耶 波多 ， 为 防止 
混 湛 , 称 本 书 作 者 为 阿 屠 波多 第 一 。 
这 部 著作 是 印度 现存 最 早 的 冠 以 个 
人 作者 名 字 的 数学 与 天 文学 著作 。 

本 书 共 有 诗 121 行 ， 分 为 四 部 
分 。 第 一 部 分 (Dasagitika) 13 行 为 引 
言 ， 其 中 10 行 以 非常 简明 的 形式 给 
出 了 阿 耶 波多 的 天 文系 统 中 最 重要 
的 数据 .其 中 采用 了 特殊 的 字母 符 
号 ， 如 给 出 地 球 的 直径 是 1050 尤 加 
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3B 〈yojana) ， 太 阳 直 径 为 4410 尤 加 
JB. 月 球 的 直径 是 315 尤 加 那 , 并 给 
出 了 太阳 系 中 其 它 行 星之 直径 ; 第 
二 部 分 (Ganitapada) 论述 数学 共 33 
fi; 第 三 部 分 (kalakriyapada)》 共 25 
行 ， 有 关 计 时 与 行星 模型 ， 属 于 天 
文 历法 内 容 ; 第 四 部 分 (Golapada) 
共 50 行 是 关于 球 的 〈 其 中 包括 日 月 
fO .本 书 主要 内 容 有 关 : 记 数 法 ; 整 
数 的 运算 法 则 ; 自然 数 平方 、 立 方 
等 求 和 公式 ;分 数 约 分 和 通 分 法 则 ; 
三 率 法 、 算 术 原 则 ， 三 角 才 等 算术 
问题 ， 假 位 法 、 逆 推 法 和 特殊 的 线 
性 方程 组 解法 及 一 次 不 定 方程 
(组 ) 解法 ; 从 利息 问题 引进 的 二 次 
方程 求 根 公式 :直线 形 面积 公式 ;还 
明确 提出 了 勾 股 定理 并 借 此 解决 在 
弓形 中 弦 矢 关系 及 相交 两 圆 的 弦 矢 
关系 问题 . 阿 耶 波多 对 希腊 人 的 三 
角 学 作 了 两 项 改革 : 第 一 ， 他 把 半 
弦 与 爹 弦 所 对 统 的 一 半 相 对 应 ， 他 
这 种 对 正弦 的 观点 为 以 后 的 印度 数 
学 家 和 阿拉伯 数学 家 所 采用 ;第 二 ， 
他 把 半径 的 3438 等 分 作为 单位 。 阿 
耶 波多 计算 了 正弦 和 余弦 表 。 他 提 
出 了 圆 的 面积 等 于 半 周 乘 半 径 ， 并 
说 100 加 4， 乘 以 8， 加 上 62000， 是 
直径 20000 的 圆周 的 近似 长 ,这 相当 
于 取 r= 3. 1416。 对 于 几何 立体 他 
也 提出 了 一 些 体 积 公 式 ， 其 中 关于 
球 和 四 面体 的 体积 公式 都 是 错误 
的 。 关 于 天 文学 阿 耶 波多 提出 :地 球 
是 运动 的 , 它 有 自转 。 这 与 传统 的 印 
度 天 文学 主张 是 背道而驰 的 ， 因 而 
这 一 大 由 的 主张 受到 他 以 后 的 印度 
天 文学 家 的 激烈 批判 。 

本 书 叙述 简略 ,是 一 本 抽 述 性 
的 概论 ， 给 出 了 阿 耶 波多 体系 的 最 


显著 的 特点 , 自 阿 耶 波多 之 后 ,历代 
印度 数学 家 对 《 阿 耶 波多 历数 书 》 多 
有 评述 .大 约 在 公元 800 年 它 被 译 成 
阿拉 伯 文 ， 因 而 该 书 对 印度 和 阿拉 
伯 数 学 和 天 文学 产生 了 相当 的 影 
"m. 

(X T oH Dm *&* 5» 
CGBrahmasphufasiddhanta) 印度 
RLR, AFKE ERZE 
(Brahmagupta, 598— 665/53) #. F 
公元 628 年 写成 ， 全 书 共 24 章 EE 
为 数理 天 文学 内 容 ， 其 中 有 两 章 专 
论 数 学 。 第 1、.2 两 章 为 关于 行星 的 经 
度 问 题 ;第 3 章 为 有 关闭 日 运动 的 三 
个 问题 ; 第 4 章 论述 月 食 ; 第 5 章 论 
述 日 食 ;第 6 章 为 行星 的 俏 日 升 落 问 
Bi. 第 ?7 章 新 月 ;第 8 章 论述 月 亮 和 
阴影 ; 第 9 章 , 行星 会 合 问题 ; 第 10 
章 关 于 行星 与 恒星 的 会 合 ; 第 11 章 
关于 前 人 天 文学 著作 的 评论 ， 第 12 
章 专 论 数学 ， 第 13 一 17 章 分 别 为 第 
1 一 5 章 及 第 7 章 的 补 述 ;第 18 章 专 论 
代数 问题 ; 第 19 章 关于 遍 折 形 ， 第 
20 章 关于 量 器 问题 ， 第 21 章 论述 仪 
器 装置 ， 第 23 章 关于 度量 问题 ;第 
24 章 是 本 书 的 一 个 内 容 摘 要 。 

第 12 章 名 为 《算术 》, 实际 上 除 
了 关于 零 和 负数 的 运算 法 则 以 外 ， 
还 涉及 关于 三 角形 、 四 边 形 的 一 些 
几何 知识 ， 以 及 属于 代数 内 容 的 二 
次 方程 问题 婆罗 摩 及 多 在 印度 最 
早 使 用 了 负数 ,用 负数 表示 欠 债 ,并 
且 提 出 了 负数 的 四 则 运算 法 则 ,。 关 
于 零 与 负数 的 运算 , 他 提出 :“ 人 负数 
减 零 是 负数 ， 正 数 减 零 是 正 数 ， 零 
减 零 是 零 ， 零 与 负数 或 正 数 的 乘积 
是 零 ， 零 乘 零 等 于 零 ， 零 被 零 除 无 
意义 ， 零 被 正 数 或 负数 除 或 为 零 或 
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可 表 为 一 个 以 零 为 分 子 、 有 限量 为 
分 母 的 分 数 ”。 这 反映 了 当时 对 零 与 
负数 的 认识 ,在 几何 学 方面 ,婆罗 靡 
及 多 得 到 两 个 定理 .第 一 个 定理 是 : 
“两 对 对 边 之 和 的 一 半 之 积 是 一 个 
四 边 形 的 近似 面积 ， 四 边 形 的 精确 
面积 是 四 个 边 之 和 的 一 半分 别 减 去 
四 条 边 后 的 乘积 的 平方 根 ”,。 这 在 疼 
内 接 四 边 形 情形 下 是 正确 的 ， 而 婆 
罗 摩 及 多 研究 的 四 边 形 都 内 接 于 
圆 .第 二 个 定理 给 出 了 四 边 形 对 角 
线 的 计算 公式 。 他 还 得 到 一 元 二 次 
方程 的 一 个 求 根 公式 。 第 18 章 名 为 
“ 库 塔 卡 法 ”研究 不 定 方程 问题 ,给 
出 了 求解 不 定 方程 的 库 塔 卡 法 。 这 
一 方法 类 似 于 加 转 相 除 法 ,他 还 研 
究 了 二 次 不 定 方程 Detit (D 为 
非 平方 整数 , 即 佩 尔 方程 ), 得 到 一 
些 结果 ， 后 人 称 之 为 婆罗 摩 及 多 推 
论 。 本 章 开 篇 便 谈 到 代数 学 的 重要 
性 , 写 道 :“ 因 为 不 使 用 代数 学 , 问 
题 便 很 少 能 够 解决 ， 因 而 ， 我 将 以 
例 解说 代数 学 ”。 并 认为 :知道 驾 碎 
法 ( 即 库 塔 卡 法 )、 零 、 正 负数 、 未 
知 量 、 消 去 中 间 项 、 含 有 一 个 未 知 
数 的 方程 等 ， 一 个 人 便 可 成 为 学 者 
中 之 苯 者 ”。 这 反映 了 代数 学 在 古代 
印度 的 地 位 。 

《婆罗 摩 历 算 书 》 对 印度 后 世 
天 文学 与 数学 产生 了 很 大 影响 ,小 
罗 迦 罗 第 二 的 《天 文系 统 至 极 》 一 
书 的 第 三 部 分 中 的 许多 内 容 便 取 自 
此 书 ,在 曼 苏 尔 王朝 时 期 (公元 
753 一 774 年 ), 从 印度 到 巴格达 的 使 
者 将 《婆罗 摩 历 算 书 》 带 入 阿拉 伯 
国家 ， 并 译 成 阿拉 伯 文 ， 被 阿拉 伯 
学 者 广 为 学 习 和 研究 ， 对 阿拉 伯 数 
学 的 发 展 起 了 巨大 的 推动 作用 。 花 


拉 子 米 的 《代数 学 》 一 书 便 是 根据 
婆罗 摩 及 多 的 著作 写成 的 。 

《代数 学 》 Cal-Kitab al- 
mukhtasar fi hisab al-jabr wa’1- 
muqgabala) 伊斯兰 数学 家 、 天 文 
学 家 花 拉 子 米 (Ab Ja ‘far 
Muhammad ibn Mūsa al-khwirizmi, 
约 783 一 约 850) 著 。 阿 拉 伯 原文 书 名 
直译 为 《利用 还 原 与 对 消 运算 的 简 
明 算 书 》。 该 书 1183 年 被 译 成 拉丁 文 
传 入 欧洲 。 比 较 流行 的 一 种 说 法 认 
为 西 文中 “代数 学 ”(Algebra) 一 词 
是 由 阿拉 伯 文 的 拉丁 转 写 al-jabr 
演变 而 来 ， 后 渐 称 该 书 为 《代数 
学 》. 这 是 历史 上 使 用 这 一 名 称 的 最 
早 的 代数 方面 的 著作 ,一 般 认 为 该 
著作 是 近代 意义 下 的 代数 学 的 真正 
秘 始 之 作 , 书 名 中 包含 了 两 种 运算 ， 
Al-jabr 原意 为 “还 原 ”, 指 从 方程 中 
消去 负 项 的 过 程 , 实 即 移 项 ; 而 AL 
muqibala 意 为 “对 消 ”， 指 从 方程 两 
端 消去 相同 的 正 项 的 过 程 ， 即 合并 
同类 项 。 这 些 正 是 解 方程 中 对 方程 
变形 的 基本 代数 运算 。 

作者 在 前 言 中 说 明了 本 书 的 目 
的 ， 意 在 提供 “算术 中 最 简单 最 有 
用 的 东西 >, 考虑 了 人 们 经 常 遇 到 的 
如 遗产 继承 、 财 产 分 配 、 土 地 测量 、 
几何 计算 等 各 种 各 样 的 问题 .全 书 
由 三 部 分 组 成 ， 第 一 部 分 讲述 现代 
意义 下 的 初等 代数 ， 第 二 部 分 讲 各 
种 实用 算术 问题 。 最 后 列举 了 大 量 
有 关 遗 产 继承 的 各 种 问题 .全书 不 
使 用 符号 ,而 是 用 语言 叙述 ,第 一 部 
分 中 只 讨论 了 一 次 和 二 次 方程 ， 根 
据 花 拉 子 米 ， 所 有 他 提出 的 问题 都 
可 化 归 为 六 种 标准 形 之 一 ， 这 六 种 
类 型 的 方程 如 下 〈 用 现代 符号 表 
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示 ): 


az? =b +c 

其 中 a、b5、c 均 为 正 整 数 . 他 给 出 了 
每 一 种 方程 的 解 的 法 则 ,如 第 4 章 中 
的 一 个 问题 : “一 个 平方 数 及 其 根 
〈 即 未 知 数 ? 的 十 倍 等 于 三 十 九 ”, 其 
求解 过 程 叙 述 为 “ 取 根 数目 的 一 半 ， 
即 五 ， 然 后 将 它 自 乘 得 二 十 五 ， 同 
三 十 九 相 加 得 六 十 四 ,开平 方 得 八 ， 
再 减 去 根 数目 的 一 半 , 即 五 , 余 三 ， 
这 就 是 根 ”。 对 于 一 般 方程 吧 十 me 一 
g， 这 相当 于 给 出 求 根 公式 


dose. 

花 拉 子 米 对 二 次 方程 的 解法 还 
给 出 了 几何 证 明 ， 如 对 2+ 10:— 
39 ,他 给 出 了 两 种 不 同 的 几何 证 明 ， 
事实 上 就 是 配方 .第 一 种 证 法 是 在 
边 长 为 = 的 正方 形 的 四 个 边 上 向 外 
作 另 一 边 长 为 = 和 区 的 矩形 ， 再 把 
该 图 补充 为 边 长 等 于 (z 十 5) 的 正方 
形 (如 图 1) ,第 二 种 证 法 是 在 边 长 为 
z 的 正方 形 的 两 个 邻 边 上 作 边 长 为 
z 和 区 的 两 个 矩形 ， 再 把 图 形 补充 


为 一 个 边 长 为 〈z 十 5) 的 大 正方 形 
(图 2) 。 两 种 方法 都 是 利用 已 知 方程 
求 出 大 正方 形 之 面积 ,然后 开 方 ,再 
求 出 根来 。 

《代数 学 ?是 受到 了 和 希腊 数学 乃 
至 印度 数学 的 影响 的 。 它 不 仅 对 阿 
拉 伯 数学 而 且 对 欧洲 数学 的 发 展 产 
生 了 深远 的 影响 ， 花 拉 子 米 因此 有 


i 


“代数 学 之 父 ” 之 称 。 


}s 


图 2 


《天 文系 统 至 极 》 
(Siddhàntasiromani) ”印度 数学 
d. XKOCSE AXE pom m BS - 
(Bhaskara I , 1115—241185) 著 。 作 
者 为 12 世 纪 印 度 最 卓越 的 数学 家 和 
天 文学 家 ， 也 是 古代 印度 最 后 一 位 
重要 数学 家 。 该 书 用 散文 的 形式 写 
成 .通常 认为 它 包括 四 部 分 。 前 两 部 
分 为 数学 内 容 。 其 中 第 一 部 分 为 “ 丽 
罗 娃 蒂 ”( 为 “美丽 ”之 意 ， 传 为 婆 
什 迎 罗 第 二 女儿 或 妻子 之 名 ， 作 者 
以 此 为 篇 名 , 有 纪念 之 意 ), 共 分 13 
章 。 第 1] 章 为 所 使 用 词 项 的 定义 ; 第 
2 章 讲述 算术 运算 ， 包 括 整数 和 分 
数 、 平 方 根 与 立方 根 的 计算 等 ; 第 
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3 章 介绍 了 一 些 规则 , 如 假 位 法 ; 第 
4 章 涉 及 一 些 实 用 问题 ， 如 利率 之 
类 ;第 5 章 是 关于 算术 级 数 与 几何 级 
数 的 问题 ， 第 6 章 是 平面 几何 内 容 ， 
如 平面 图 形 面 积 的 计算 ;第 7 一 10 章 
属于 立体 几何 :第 11 章 讲述 馨 折 形 
问题 ， 第 12 章 属于 代数 内 容 ， 讲 述 
求解 一 次 不 定 方程 的 库 塔 卡 法 〈 原 
意 为 “粉碎 ”， 实 质 同 于 加 转 相 除 
法 ); 第 13 章 为 数字 组 合 问题 ,第 二 
部 分 名 为 “ 求 根 *， 属 于 代数 内 容 ， 
共 含 12 章 。 第 1 章 讲述 正 负数 法 则 ; 
第 2 章 专门 处 理 关于 零 的 运算 问题 ; 
第 3 章 关 于 未 知 数 ， 第 4 章 关于 根 式 
问题 ， 第 5 章 讲述 库 塔 卡 法 ， 同 于 
《 丽 罗 娃 蒂 》 第 12 章 内 容 ; 第 6 章 研 
究 二 次 不 定 方程 ;第 7 章 给 出 了 一 些 
简单 方程 的 例子 ; 第 8 章 解 二 次 方 
程 ; 第 9 章 研究 含有 多 个 未 知 数 的 方 
程 ; 第 10 章 处 理 具有 多 个 未 知 数 的 
二 次 方程 ， 第 11 章 关于 数 个 未 知 数 
乘积 的 运算 ;第 12 章 是 关于 作者 及 
其 著作 的 介绍 。 

第 三 部 分 有 关 数 学 天 文学 ， 由 
12 章 组 成 : 第 1 一 2 章 关 于 行星 的 经 
E: 第 3 章 有 关 周 日 运动 的 三 个 问 
题 ; 第 4 章 朔 望 ; 第 5 章 月 食 ; 第 6 章 
日 食 ; 第 7 章 行星 纬度 ;第 8 章 行星 
IH THE: 第 9 章 新 月 ; 第 10 章 行 
星 的 会 合 ; 第 11 章 行星 与 恒星 的 会 
合 ; 第 12 章 关于 太阳 与 月 亮 的 一 种 
现象 .第 四 部 分 研究 球体 的 问题 ,由 
13 章 组 成 : 第 1 章 对 球体 的 欣赏 ; 第 
2 章 球 的 本 质 ; 第 3 章 宇宙 学 与 地 理 
学 ; 第 4 章 行星 平 动 原理 ; 第 5 章 行 
星 的 离心 周转 模型 ;第 6 章 浑 仪 的 制 


E: 第 7 章 球面 三 角 学 原理 ; 第 8 章 . 


日 、 月 食 计算 原理 ; 第 9 章 行星 的 视 


度 计算 ; 第 10 章 月 牙 计算 原理 ;第 
11 章 天 文 仪器 ;第 12 章 季节 描述 ;第 
13 章 天 文 计算 问题 。 

《天 文系 统 至 极 } 是 古代 印度 数 
学 的 登峰造极 之 作 。 作 者 集 波 罗 摩 
笈多 以 来 印度 数学 之 大 成 ， 在 无 理 
数 的 处 理 、 解 不 定 方程 等 方面 取得 
IK T TEE TE LINT 
他 的 同时 代 人 及 后 世 学 者 的 推崇 ， 
他 的 著作 在 印度 产生 巨大 影响 ， 但 
自 他 之 后 ， 印 度 的 数学 和 天 文学 便 
日 趋 衰微 ， 直 至 近代 得 以 复兴 。 

《算盘 书 》 (Liber abbaci) 
意大利 数学 家 斐 波 那 契 (Leonardo 
Fibonacci, 291170— 241250) 3E, 出 
版 于 1202 年 。 作 者 是 基督 教 西方 第 
历 甚 广 ， 熟 悉 不 同 国家 在 商业 上 使 
用 的 算术 体系 ， 回 国 后 把 在 各 地 学 
习 到 的 数学 知识 进行 比较 和 总 结 写 
出 《算盘 书 》, 这 是 向 欧洲 介绍 印度 
一 阿拉 伯 数 码 和 阿拉 伯 数 学 的 最 早 
著作 。 该 书 对 后 世 数 学 家 如 巴 乔 利 
(Pacioli) , 塔 尔 塔 利 亚 (Tartaglia) 等 
人 有 很 大 影响 。 

本 书 题 目 中 的 “算盘 ”一 词 并 
非 指 计算 工具 ， 而 是 意味 着 一 般 计 
算 . 《算盘 书 》 共 有 15 章 , 可 分 为 四 
部 分 ,第 一 部 分 (第 1 一 7 章 ) 中 , E 
波 那 契 首先 介绍 了 印度 一 阿拉 伯 数 
码 , 说 明 利 用 它们 记 数 是 很 方便 的 ， 
之 后 通过 大 量 的 示例 给 出 了 整数 四 
则 运算 的 方法 .最 后 引入 许多 符号 


ERAB migra d 
TD og NATIRA 
法 .这 部 分 中 有 许多 乘法 家、 素数 表 
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等 .第 二 部 分 (第 8 一 11 章 ) 包括 许 
多 有 关 商 业 的 问题 ， 例 如 货物 的 价 
Te. RIPE. 利息、 工资 的 计算 
等 等 ， 较 详细 地 讲述 了 如 何 将 新 的 
记 数 制度 和 运算 法 则 运用 到 上 述 问 
题 的 计算 中 去 。 其 中 有 一 问题 与 中 
国 数学 中 的 “ 百 鸡 问题 ”相间 ， 属 
于 不 定 分 析 问 题 。 第 三 部 分 (第 12 和 
13 章 ) 论题 广泛 ， 包 括 许多 类 型 的 
问题 ， 大 部 分 是 数学 游戏 ， 其 中 有 
“车 水 池 问 题 ”( 一 只 蜂 蛛 在 池 壁 上 
了 息 ， 每 天 前 进 若 干 步 ， 每 夜 又 倒退 
若干 步 ， 问 多 少 天 它 可 以 候 出 水 
池 ), 还 有 来 自 埃及 数学 的 著名 问题 
(可 以 表述 为 arz 土 b/c*z=s 的 形 
式 ). 另 一 类 为 “运动 问题 ”包括 追 
赶 〈 例 如 著名 的 “ 野 免 和 猎狗 ” 问 
题 ， 其 中 猎狗 和 野兔 的 速度 成 一 比 
例 ， 要 计算 猎狗 追 上 野兔 需 多 少时 
fap 和 相向 运动 ,许多 问题 中 , 速度 
并 非常 数 ， 而 是 算术 地 增加 ， 所 以 
在 第 12 章 开头 给 出 了 求 级 数 和 的 公 
式 。 有 一 类 问题 属于 “给 与 取 ” 问 题 ， 
其 中 有 两 个 或 更 多 的 人 ， 每 一 个 人 
从 另 一 个 或 另 几 个 人 那里 取 若 干 钱 
之 后 ， 他 与 其 它 人 的 钱 数 成 一 定 比 
例 . 有 一 个 简单 的 例子 导致 如 下 方 
程 组 (1) z 十 7?=5 (9 一 7) (2) y+ 
5 一 7 (xz 一 5)。 有 些 则 是 属于 不 定 分 
析 的 。. 男 有 一 类 “ 买 马 ”问题 ,或 
“一 个 人 不 能 买 ”问题 , 即 一 个 人 只 
有 当 从 别人 手 里 取 一 部 分 钱 时 才能 
买 一 匹 马 。 其 中 一 个 问题 涉及 三 个 


Ao PRA e ESL LEES 
iis HUVTIUGÉE 《算术 》 第 


1 卷 24 题 ,此 外 ,《 算 盘 书 》 中 的 其 


它 一 些 问题 值得 一 提 ， 如 中 国 剩余 
问题 “大 衍 求 一 术 ”; 几何 级 数 求 和 ; 
十 埃及 的 “七 个 老 妇 ”问题 OK 


Xn. 象棋 问题 ( 求 ZD»: 以 


及 兔子 问题 。 兔子 问题 表明 ,一 对 免 
子 需 要 一 个 月 成 熟 产子 ， 之 后 每 月 
产子 一 对 ， 间 ”个 月 后 共有 多 少 对 
兔子 ， 其 解 导致 著名 的 斐 波 那 契 数 
列 ， 通 项 为 六 一 各 :十 总 s。* 有 关 斐 波 
那 契 数列 的 数学 理论 后 来 得 到 深入 
发 展 ， 在 数论 ， 优 选 法 等 许多 方面 
得 到 应 用 。 斐 波 那 契 在 第 13 章 中 使 
用 了 “ 假 位 法 ”和 “ 双 假 位 法 ” 解 
决 了 一 次 和 二 次 方程 ， 辈 波 那 契 对 
许多 问题 给 出 了 两 种 或 更 多 解法 。 
第 四 部 分 〈 第 14、15 章 ) 表明 斐 波 
那 契 是 应 用 代数 方法 的 大 师 ， 也 是 
欧 几 里 得 的 卓越 的 学 生 。 第 14 章 致 
力 于 开 方 运算 ， 斐 波 那 契 认 为 《 几 
何 原本 》 第 工 卷 中 的 命题 是 他 的 方 
法 的 证 明 . 他 使 用 了 逼近 公式 如 

VA = we 十 "的 第 一 个 近似 
值 为 a1 二 a 十 7/2a， 

V/ 4 一 Yet 的 第 一 个 近似 
值 为 meat tt 
尽管 《算盘 书 》 的 数学 内 容 并 未 超 
过 阿拉 伯 人 ， 但 其 例子 的 丰富 及 方 
法 安排 以 及 严格 证 明 值得 重视 。 第 
15 章 末尾 分 为 三 部 分 ， 表 明 他 娴熟 
地 运用 几何 与 代数 方法 解决 二 次 方 
程 的 技巧 。 第 1 部 分 是 比例 及 其 变换 
问题 ;第 2 部 分 给 出 了 毕 达 哥 拉 斯 定 
理 的 应 用 ; 第 3 部 分 是 二 次 方程 问 
题 ,表明 他 熟悉 花 拉 子 米 的 著作 ,对 
未 知 量 及 其 矢 他 赋予 一 些 名 字 ， 但 
还 未 固定 成 为 一 种 代数 符号 。 
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《算盘 书 ;出 版 后 在 欧洲 广 为 流 
优 ， 对 欧洲 数学 的 发 展 产 生 了 巨大 
影响 。 

《 论 完全 四 边 形 》 (kashf al- 
qinà' fi asrár shakl al-qita') 阿 
拉 伯 天 文学 家 、 数 学 家 、 哲 学 家 纳 
T/R T (Nasir al-Din al-Tüsi, 1201— 
1274) 著 ， 作 者 是 伊斯兰 科学 史上 
最 著名 和 最 有 影响 的 人 物 之 一 。 该 
著作 不 依赖 天 文学 而 发 展 了 三 角 
学 ,在 历史 上 第 一 次 使 之 成 为 纯粹 
数学 的 一 个 独立 分 支 ， 因 而 成 为 三 
角 学 史上 的 重要 经 典 著作 。 

《 论 完全 四 边 形 》 共 分 5 卷 . 在 第 
1 卷 中 纳西 尔 丁 为 了 发 展 三 角 学 的 
需要 〈 因 为 三 角 函 数值 即 是 线段 之 
比 ， 且 除 少数 例外 都 是 不 可 公 度 量 
之 比 ) 发 展 了 希腊 数学 中 的 比例 论 。 
他 从 关上 十 比 的 乘积 的 定义 开始 ， 证 
明了 成 对 的 比 之 间 的 交换 性 ， 并 认 
为 每 一 个 比 都 是 一 个 数 ， 这 使 数 的 
概念 得 到 了 扩展 .在 第 1 卷 第 14 节 
中 ,纳西 尔 丁 给 出 了 合成 比 的 一 系 
列 性 质 ,其 中 最 主要 的 是 : 比 A/B 
dé gi C/D 和 E/F 合成 的 ,其 充分 必 
要 条 件 是 4xXDXF 等 于 BXCXE, 
第 2 卷 论述 了 完全 四 边 形 , 给 出 了 与 
之 相关 的 一 些 定理 的 证 明 . 纳 西 尔 
丁 讨论 了 这 种 图 形 的 各 种 情形 .对 
于 完全 四 边 形 ABCDEF Ci a) ,他 用 
六 种 方法 证 明了 如 下 等 式 : 

BB BF , DC 


EA FD’ CA? 
第 3 卷 叙述 了 关于 平面 贺 中 的 三 角 
BR CL A PHAR T RE CT DRESSES Bn 
现今 所 谓 对 应 于 弧 的 角 的 正弦 ,并 
证 明了 具有 同一 端点 的 两 个 弧 的 正 
弦 之 比 等 于 联结 两 弧 其 它 两 端点 的 


弦 被 过 共同 端点 的 直径 所 分 成 的 线 
段 之 比 。 由 此 结论 即 可 解决 由 两 个 


弧 的 正弦 和 或 差 求 两 个 弧 的 问题 。 
第 4 卷 是 关于 球面 上 的 完全 四 边 形 
的 论述 。 第 5 卷 中 对 球面 三 角形 进行 
了 分 类 ， 其 中 纳西 尔 丁 引入 了 弧 的 
余弦 、 弧 的 正切 、 弧 的 余 切 、 弧 的 
正 矢 以 及 弧 的 余 矢 等 概念 ， 证 明了 
正弦 和 余弦 定理 。 在 该 书 中 ,纳西 尔 
了 丁 第 一 次 给 出 了 直角 球面 三 角形 中 
的 所 有 六 种 情形 如 下 (用 现代 形式 ， 
C 是 球面 三 角形 的 斜 边 ) : 

COS C 一 cos a cos b 

cot A—tan b cot c 

cos c —cot Á cot B 

sin b=sin C sin B 

cos A=cos a sin B 

sin b—tan a cot A 
纳西 尔 本 还 利用 极 三 角形 求解 一 般 
的 球面 三 角形 ， 这 在 数学 史上 是 一 
个 首创 。 

《 论 各 种 三 角形 》 (De 
triangulis omnimodis) ”德国 数 
学 家 、 天 文学 家 雷 格 蒙 塔 努 斯 
(Johannes Regiomontanus, 1436 一 
1476) 著 。 完 成 于 1464 年 , 但 直到 
1533 年 才 出 版 ,在 欧洲 这 是 第 一 本 
使 三 角 学 脱离 天 文学 而 正式 成 为 数 
学 的 一 个 独立 科目 的 系统 著作 。 
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三 角 学 的 发 展 , 大 体 可 以 说 ,其 
重点 首先 是 在 天 文学 上 ， 从 中 产生 
出 球面 三 角 ， 最 后 发 展 到 平面 三 角 
学 。 公 元 前 1600 年 的 古巴 比 伦 人 便 
ERE OE S NEA ERES 
曾 做 出 一 个 弦 表 。 门 纳 劳 斯 曾 给 出 
了 三 角形 的 一 个 基本 定理 .之 后 托 
勒 密 在 其 《天 文学 大 成 》 
(Almagest) 中 发 展 了 纺 表 .这 些 弦 
表 在 欧洲 一 直 被 利用 ， 直 到 需 格 蒙 
塔 努 斯 的 著作 发 表 之 前 没有 多 大 变 
动 。 三 角 学 的 下 一 个 发 展 是 在 东方 。 
印度 人 和 阿拉 伯 人 都 为 之 做 出 了 贡 
献 。 印 度 人 考虑 半 弦 和 贺 的 半径 .这 
样 他 们 就 发 现 了 现代 三 角 学 赖 以 存 
在 的 基础 一 正弦 比 。 阿 拉 伯 人 艾 布 
瓦 法 〈Abu al-Wafa) 利用 正切 作为 
真正 的 三 角 线 ， 从 而 得 到 关系 : tg4 
:1 一 sin4:cos4。 之 后 比重 尼 (al- 
Birüni) 对 于 平面 三 角 写 出 了 正弦 法 
则 .所 有 这 些 进 步 都 通过 翻译 介绍 
到 了 欧洲 ， 雷 格 蒙 塔 努 斯 在 写作 
《 论 各 种 三 角形 》 时 , 知晓 托 勒 密 以 
及 一 些 印度 .阿拉 伯 数 学 家 的 著作 。 
他 知道 孩 表 、 正弦 、 余弦 律 等 . 雷 格 
蒙 塔 努 斯 做 出 了 自己 的 贡献 ,他 建 
立 了 三 角 学 知识 的 统一 基础 ， 使 之 
成 为 一 个 系统 的 整体 。 

《 论 各 种 三 角形 》 基 于 欧 几 里 得 
几何 , 共 分 五 篇 ,第 一 篇 的 头 一 部 分 
(从 定理 1 到 19) 讨 论 了 量 和 比 .其 余 
部 分 给 出 了 直角 、 等 腰 及 不 等 边 三 
角形 的 几何 解 . 其 中 定理 20、27、28 
中 提 到 或 明确 使 用 了 正弦 函数 . 斜 
三 角形 的 四 种 情形 的 解 在 定理 49、 
50、52、53 中 得 到 处 理 .三 角 学 知识 
的 系统 处 理 开始 于 第 二 篇 的 定理 1。 
这 里 雷 格 蒙 塔 努 斯 盖 述 了 正弦 定 


理 。 利 用 该 定理 他 对 定理 4 和 定理 5 
中 的 斜 三 角形 进行 处 理 ， 当 三 角形 
中 两 角 和 一 边 已 知 ， 或 两 边 及 其 一 
对 角 已 知 时 ， 三 角形 余下 的 元 素 便 
可 以 求 得 .此 外 ， 在 定理 12、13 中 ， 
雷 格 蒙 塔 努 斯 提出 了 求 三 角形 边 长 
的 代数 解法 ,其 中 用 到 解 二 次 方程 。 
其 次 ， 定理 26 隐 含 了 三 角形 面积 的 
三 角 公 式 。 第 三 篇 是 一 个 为 第 四 篇 
作 准 备 的 初等 基础 .第 四 篇 定理 25、 
26、27 处 理 了 直角 球面 三 角形 ， 定 
理 28 一 34 给 出 解 斜 球面 三 角形 的 六 
种 情形 。 第 五 篇 继续 解 球面 三 角形 。 
定理 2 是 球面 三 角形 中 的 余弦 定理 ， 
用 现代 符号 表示 为 

cos a— cos b cos c 

sin b sin c 


总 之 ， 雷 格 蒙 塔 努 斯 为 完善 的 
三 角 学 在 平面 和 球面 几何 中 建立 了 
牢固 的 基础 。 他 的 后 继 者 哥 白 尼 等 
人 从 其 著作 中 为 自己 的 三 角 学 汲取 
了 营养 。《 论 各 种 三 角形 ) 全 文 的 英 
译 出 版 于 1967 年 (Barnabas Hughes， 
Regiomontanus on Triangles, Univ. of 
Wis. Pr. ) 。 

《算术 、 几 何 、 比 及 比例 全 
"B? (Summa de arithmetica, 
geometria , proportioni et propor- 
tionalita) 意大利 数学 家 帕 乔 利 
(Luca Pacioli, 约 1445 一 约 1517) 著 。 
1494 年 出 版 于 威尼斯 。 是 作者 的 两 
部 重要 著作 之 一 〔 男 一 为 《神圣 比 
例 》(Divina proportione, 1509)3,'EZ 
在 数学 上 虽然 没有 多 少 独特 的 创 
E, [BARTH MEdEUEGESO (HE 
书 》 之 后 第 一 本 内 容 全 面 的 数学 著 
作 。 它 也 是 最 早 印刷 的 数学 书 之 一 。 

本 书 分 两 部 分 ， 内 容 包括 理论 


cos 4 一 
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和 实用 算术 ， 代 数 基础 ， 意 大 利 各 
地 使 用 的 币值 、 重 量 、 度 量 表 、 复 
式 夭 记 法 以 及 欧 见 里 得 几何 的 概 
述 ， 几 乎 罗列 了 当时 的 所 有 数学 知 
识 . 材 料 的 来 源 主 要 是 欧 几 里 得 、 托 
勒 密 . 博 伊 西 斯 和 斐 波 那 契 的 著作 。 
书 中 采用 了 印度 -阿拉 伯 数 码 , 大 量 
采用 符号 . 帕 乔 利 在 书 中 论述 了 三 
次 方程 问题 , 认为 ;“z’ 十 mz 二 4, zx? 
十 x 二 mz (m, n 是 正 数 ) 现在 之 不 可 
解 , 正 象 化 圆 为 方 问题 一 样 。” 该 书 
尤为 引 人 注 目的 是 在 第 一 部 分 第 9 
编 “ 关 于 计算 与 记录 ”的 标题 下 分 
36 章 ， 就 复式 簿 记 进 行 了 极为 详尽 
的 论述 ， 被 认为 是 关于 复式 簿 记 的 
最 早 的 文献 . 帕 乔 利 对 当时 流行 的 
簿 记 知 识 进 行 了 整理 .他 列举 的 德 
记 的 特点 有 如 下 刀 点 : CD WERKE 
系 是 日 记 帐 、 分 类 帐 及 总 帐 三 种 帐 
Wt: D 分 类 帐 除了 进行 所 请 
的 分 类 外 ， 还 有 核算 、 统 一 价 额 的 
任务 ; (3〉 双 亏 核算 每 次 都 是 在 各 
项 业务 的 终了 进行 ， 不 存在 商品 买 
卖 的 预算 和 商品 盘点 ; (4) 使 用 与 
现在 不 同 的 独特 的 汇总 结 帐 与 预算 
的 方法 。 

该 书 在 16 世 纪 广 为 流传 ， 对 当 
时 欧洲 数学 的 发 展 有 重要 影响 , 卡 
尔 达 诺 在 其 《实用 算术 》(1539) 中 
曾 专 辟 一 章 纠 正 帕 乔 利 的 错误 ， 并 
向 帕 乔 利 致谢 。 塔 尔 塔 利 亚 的 《数量 
概论 》(1556 一 1560) 遵循 了 帕 乔 利 
著作 的 风格 。 邦 贝 利 在 其 《代数 学 》 
的 引言 中 称 ， 帕 乔 利 是 斐 波 那 契 之 
后 第 一 位 对 代数 学 有 贡献 的 数学 
家 。 

《算术 、 几 何 、 比 及 比例 全 书 》 
在 1523 年 出 了 第 二 版 ，1543 年 被 译 


成 英文 ， 从 此 其 影响 超出 了 欧洲 大 
陆 诸 国 。 

《大 术 》(Artis magnae sive de 
regulis algebraicis liber unus, — 
般 称 Ars magna) 意大利 学 者 卡 
尔 达 诺 (Girolamo Cardano, 1501— 
1576) 著 , 1545 年 在 纽伦堡 出 版 , 卡 
尔 达 诺 是 十 六 世纪 人 文 主义 的 代表 
人 物 , 也 是 数学 史上 有 和 名 的 怪人 ,他 
博学 多 才 , 精力 过 人 ,通晓 医学 、 数 
学 与 天 文学 , 且 襄 好 赌博 与 占星 术 。 
终生 放荡 不 时 ,行为 怪异 .他 对 当时 
的 一 切 知识 倾注 了 满腔 热情 ， 著 述 
EE, 涉及 很 多 方面 。 

《大 术 》 是 他 最 重要 的 数学 著 
作 ， 尤 以 其 中 首次 披露 了 一 般 三 次 
方程 的 求 根 公 式 而 闻名 于 世 。 由 此 
而 引起 的 与 另 一 位 意大利 数学 家 塔 
尔 塔 利 亚 的 争执 是 数学 史上 有 和 名 的 
事件 ,大 约 1500 年 左右 ,意大利 波 仑 
亚 大 学 的 数学 教授 费 罗 解 出 了 S 
mr 一 % 类 型 的 三 次 方程 ， 并 把 他 的 
TEHER dE RI LH] T1535 4E dE 
奥 尔 对 塔 尔 塔 利 亚 的 挑战 ， 卡 尔 达 
诺 得 悉 塔 尔 塔 利 亚 已 经 知道 三 次 方 
程 的 解法 。 于 是 恳求 塔 尔 塔 利 亚 将 
方法 传授 给 他 。 大 概 是 在 发 暂 保 密 
的 前 提 下 ， 塔 尔 塔 利 亚 把 他 的 方法 
告诉 了 卡尔 达 诺 。 后 来 当 卡 尔 达 诺 
肯定 塔 尔 塔 利 亚 的 方法 与 费 罗 的 方 
法 是 相同 时 ， 便 不 顾 他 的 暂 言 ， 将 
这 一 方法 发 表 在 《大 术 》 之 中 。 因 而 
后 人 称 此 方法 为 “卡尔 达 诺 公式 。” 
这 一 行为 遭 到 了 塔 尔 塔 利 亚 的 强烈 
择 击 。 卡 尔 达 诺 先 以 具体 方程 为 例 
说 明了 一 般 方程 十 mz 一 x (n, 2 为 
正 数 ) 的 解法 .对 以 上 方程 卡尔 达 诺 
引入 t 和 4 两 个 参 变 量 ,并 令 i 一 w= 
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nus G, ZRNA = 


v t 一 Vu， 并 利用 以 上 两 个 假 
定 进行 消 元 ,得 到 一 个 二 次 方程 , 解 


Jon m n 
之 得 : = C3 Car 


u= C50 CRI eR ( 
和 4 之 后 , 取 两 者 之 正 立 方 根 ,卡尔 
KREA =y t 一 V4 得 到 方 
程 的 一 个 根 。 之 后 用 几何 方法 对 他 
的 方法 给 出 了 证 明 。 卡 尔 达 诺 还 解 
出 了 如 下 三 种 特殊 类 型 的 方程 : zs 
一 7 十 ?223 十 miz 十 2 一 0，z3 十 7 一 az。 
对 如 起 十 6z: 二 100 这 类 方程 ， 他 先 
以 y 一 2 代替 x 设法 消去 x? 项 ， 得 到 
p —1242-84, 归 入 上 述 类 型 的 方程 
解 之 ,而 对 zs 十 6x' 二 100 这 样 的 方 
程 ,他 知道 可 设 x?=y 作为 y 的 三 次 
方程 来 处 理 , 在 书 中 他 自始至终 都 
给 出 正 根 和 负 根 ， 但 他 没有 认真 对 
待 虚 根 。 尽 管 他 在 解 方程 时 曾 得 到 
5 十 w 一 15 和 5 一 w 一 15 这 样 的 复 
数 ， 认 为 它们 的 乘积 是 40， 由 此 他 
认为 “算术 是 精致 而 又 不 中 用 的 。” 
对 三 项 方程 的 可 约 情形 ， 他 的 讨论 
详细 之 至 ,但 在 1545 年 的 版 本 中 , 没 
有 涉及 不 可 约 情形 。 

除了 所 谓 卡 尔 达 诺 公 式 ，《 大 
术 》 中 载 录 了 卡尔 达 诺 的 许多 创造 ， 
反映 了 他 对 代数 学 的 许多 新 思想 : 
在 一 个 一 般 三 次 方程 中 消去 二 次 项 
的 线性 变换 ; 注意 到 高 于 一 次 的 方 
程 具有 一 个 以 上 的 根 ; 当 方 程 的 一 
个 根 已 知 时 方程 降 次 等 . 书 中 还 载 
录 了 四 次 方程 的 解法 、 是 卡尔 达 诺 
的 女 嫣 费 拉 里 得 到 的 。 卡 尔 达 庶 还 
研究 了 数值 方程 的 近似 解法 ， 考 虑 


了 方程 的 根 与 系数 的 关系 ， 而 在 此 
以 前 人 们 只 注重 方程 的 求解 ， 因 此 
他 被 认为 是 代数 方程 论 的 先驱 .在 
1570 年 新 版 的 《大 术 》 中 ， 讨 论 了 
三 次 方程 的 不 可 约 情形 ， 卡 尔 达 诺 
公式 被 推广 到 虚数 .尽管 这 一 工作 
非常 星 涩 且 没 有 给 出 不 可 约 情 形 的 
解 ， 但 所 用 的 代数 变换 仍然 是 很 重 
要 的 。 
《大 术 ) 是 十 六 世纪 最 重要 的 数 
学 著作 之 一 。 在 它 出 版 后 的 几 十 年 
里 ， 一 直 被 认为 是 最 好 的 代数 学 著 
作 。 韦 达 曾 对 它 详 加 研究 ,并 在 代数 
学 中 引入 了 系统 的 符号 ， 从 而 使 代 
数学 的 发 展 产 生 了 质 的 飞 喷 。 
《数量 概论 》(General trattato 
di numeri et misure) 意大利 数 
学 家 塔 尔 塔 利 亚 (Niccolò Tartaglia , 
约 1499 一 1557) 著 , 共 6 篇 ,于 1556 一 
1560 年 间 出 版 .作者 出 身 寒 微 ,自学 
成 本 ， 其 原名 为 丰 坦 那 ， 因 孩提 时 
脸 部 受伤 而 引起 口吃 ， 故 有 “ 塔 尔 
塔 利 亚 ” 之 称 ， 意 即 “ 口 吃 者 ”。 塔 
尔 塔 利 亚 意 在 仿效 帕 乔 利 的 《算术 、 
几何 、 比 及 比例 全 书 》, 将 本 书写 成 
一 本 包含 他 的 新 发 现 的 百科 全 书 式 
的 巨著 , BARZH, 未 能 完成 , 后 
半 部 分 是 在 他 去 世 后 出 版 的 。 
与 塔 尔 塔 利 亚 的 名 字 联 系 在 一 
起 的 最 重要 的 数学 内 容 是 三 次 方程 
的 解法 .意大利 数学 家 费 罗 曾 于 16 
世纪 头 10 年 发 现 了 三 次 方程 的 解 
法 ,但 未 发 表 。1535 年 塔 尔 塔 利 亚 在 
与 菲 奥 尔 〈 费 罗 的 学 生 ) 的 数学 竞 
赛 中 重新 发 现 了 这 一 -解法 ， 但 也 没 
有 公开 发 表 ,1539 年 3 月 25 日 在 卡尔 
达 诺 的 娠 求 下 ， 塔 尔 塔 利 亚 将 自己 
的 发 现 告诉 了 他 ， 条 件 是 不 得 告诉 
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别人 ， 但 1545 年 卡尔 达 诺 在 其 著作 
《大 术 》 中 将 这 一 方法 公开 了 出 来 ， 
并 对 费 罗 和 塔 尔 塔 利 亚 表示 了 感 
激 。 塔 尔 塔 利 亚 被 卡尔 达 诺 的 行为 
激怒 ， 与 他 的 学 生 费 拉 里 之 间 开 展 
了 一 场 数 学 竞赛 ， 互 相 之 间 交 换 许 
多 包含 各 种 问题 的 小 册子 ， 并 于 
1548 年 8 月 10 日 在 米兰 大 教堂 进行 
了 一 场 公 开 辩 论 . 这 些小 册子 不 仅 
包括 算术 、 代 数 、 几 何 ,， 而 且 还 有 
地 理 、 天 文 、 建 筑 等 内 容 ， 生 动 地 
反映 了 十 六 世纪 意大利 的 精密 科学 
的 状况 .其 中 有 些 内 容 又 写 进 了 《 数 
量 概论 》 一 书 中 。 在 该 书 中 出 现 了 
“ 塔 尔 塔 利 亚 三 角形 ”[ 亦 称 “ 帕 斯 
卡 三 角形 ” (1665) züp "S321 — fü 
X" arg». 

《数量 概论 》 第 一 篇 是 实用 算 
AR ,包含 四 则 运算 的 练习 和 应 用 , 例 
题 是 从 实际 商业 贸易 中 选取 的 。 第 
二 篇 主要 是 基于 欧 几 里 得 《几何 原 
本 》 的 理论 算术 ,研究 了 比例 论 、 无 
理 量 理论 、 完 全 数 等 ,讨论 了 开平 
方 和 开 立 方 的 计算 ， 使 用 了 近似 公 


EYE m ah dr bea 4- 


JET 给 出 了 “ 塔 尔 塔 利 亚 三 


角形 ”。 第 三 篇 是 实用 几何 学 。 第 四 
篇 为 理论 几何 学 ， 其 中 介绍 了 阿 基 
米 德 的 《 论 球 和 圆柱 》。 第 五 篇 研究 
了 平面 和 立体 几何 的 作 图 问题 ， 最 
后 第 六 篇 是 代数 学 方面 的 内 容 ， 是 
由 作者 的 遗 稿 片断 组 成 的 ， 讨 论 了 
方程 的 解法 。 

(35 S873? (The Whetstone of 
Witte) 英国 数学 家 雷 科 德 
(Robert Recorde, 1510—1558) X, 


1557 年 出 版 于 伦敦 .这 是 第 一 篇 用 
英文 写成 的 代数 学 著作 。 除 此 书 外 
雷 科 德 还 扎 有 《技艺 基础 》 (The 
Ground of Artes,1543) B., (mE 
石 } 是 作者 唯一 一 本 没有 再 版 的 书 ， 
无 疑 是 因为 它 对 于 伦敦 的 艺人 来 说 
不 如 《技艺 基础 》 等 书 有 直接 的 用 
途 。《 技 艺 基础 ) 是 雷 科 德 最 受 欢 迎 
BB. 在 第 一 版 中 只 讨论 了 整数 的 
各 种 运算 .黄金 律 等 .1552 年 扩充 再 
版 ， 加 入 了 分 数 运算 、 假 位 法 等 内 
容 。 其 后 多 次 再 版 ,在 一 个 半 世 纪 的 
时 间 里 一 直 是 算术 教科 书 的 楷模 ， 
最 后 一 版 出 版 于 1665 年 ,在 此 书 中 ， 
雷 科 德 首次 在 英语 国家 使 用 了 
“十 ”及 “一 ”号 ,这 是 今天 数学 中 
加 、 减 号 的 原型 。 

《页 智 石 》 包含 有 打算 写 于 《 技 
艺 基 础 》 中 的 “算术 的 第 二 部 分 ”以 
及 通过 二 次 方程 介绍 的 初等 代数 内 
容 。 它 基于 德语 资料 ,特别 是 绍 伊 中 
尔 (Johann Scheubel) 和 施 蒂 费 尔 
(M. Stifel) 的 著作 ,其 代数 使 用 了 
德语 符号 . 雷 科 德 在 这 些 符 号 中 加 
入 了 新 的 等 号 “二 ”, 从 而 使 之 完全 
变 成 了 符号 代数 ， 这 就 是 现在 的 等 
号 的 来 源 。 作 者 说 他 所 知道 的 最 相 
象 的 两 种 东西 是 两 根 平行 线 ， 所 以 
用 两 根 平行 线 来 表示 相等 。 除 此 之 
外 ,该 书 还 有 一 些 值 得 注意 的 特点 ， 
如 :代数 长 除法 中 零 系数 的 使 用 : 通 
过 使 用 任意 数 检验 代数 运算 的 正确 
性 ， 而 不 是 运用 逆 运 算 来 检验 ;以 
及 对 二 次 方程 的 处 理 等 内 容 颇 为 新 
颖 。 雷 科 德 不 承认 方程 的 负 根 ,但 确 
实 使 用 了 负 系 数 , 所 有 二 次 方程 都 
写成 平方 项 等 于 根 加 或 减 去 一 个 
数 ， 或 者 是 平方 项 等 于 一 个 数 减 去 


经 典 数 学 著作 203 


根 的 形式 (ap 22 一 4 十 pz， =q pe, 
?二 J 一 9)。 对 上 述 方程 他 给 出 了 通 
常 的 解 公 式 ， 但 对 于 具有 两 正 根 的 
方程 x? 二 pz 一 9， 他 着 重 使 用 了 根 与 
系数 的 关系 式 : zi tHT2z= pP, X24. 

《代数 学 》(L’” algebra) X 
大 利 数学 家 、 工程 师 邦 贝 利 (Rafael 
Bombelli, 1526 一 1572) 著 。1572 年 出 
版 大 部 分 关于 代数 学 的 内 容 ,第 四 、 
五 两 卷 手稿 直到 1923 年 才 被 发 现 ， 
并 于 1929 年 出 版 , 邦 贝 利 是 意大利 
文艺 复兴 时 期 最 后 一 位 代数 学 家 。 
他 的 前 辈 们 曾经 将 这 门 学 科 推 向 一 
个 发 展 高 潮 . 先 有 帕 乔 利 (Luca 
Pacioli) 于 1494 年 出 版 < 算术、 几何 、 
比 及 比例 全 书 》, 并 于 十 六 世纪 初 在 
REH AARS (Scipione dal 
Ferro) 也 是 当时 第 一 流 的 数学 家 。 
之 后 有 卡尔 达 诺 、 塔 尔 塔 利 亚 及 费 
拉 里 对 解 三 次 与 四 次 方程 的 突出 贡 
献 . 这 些 人 都 生活 工作 于 附近 的 意 
大 利 北 部 城市 .卡尔 达 诺 的 《实用 算 
术 》 一 书 于 1539 年 发 表 ，1545 年 出 
版 了 著名 的 《大 术 》, 由 此 引起 的 卡 
尔 达 诺 与 塔 尔 塔 利 亚 之 间 的 争执 在 
意大利 的 主要 城市 里 是 家 喻 户 晓 
的 。 这 就 是 邦 贝 利 撰写 该 书 的 背景 。 
邦 贝 利 认 为 除了 卡尔 达 诺 之 外 还 没 
有 人 能 够 很 深入 代数 学 这 一 科目 ， 
但 对 卡尔 达 诺 的 表述 他 并 不 满意 ， 
因此 他 准备 写 一 本 书 以 其 清楚 明了 
的 表述 使 任何 人 都 可 以 不 借助 别 的 
书 掌握 代数 学 这 门 学 问 。 该 书写 于 
1557 一 1560 年 之 间 ， 是 一 本 系统 地 
逻辑 地 表述 代数 学 的 著作 ， 其 中 邦 
贝 利 不 仅 综合 了 当时 这 一 科目 的 所 
有 知识 ， 而 且 以 自己 的 新 贡献 丰富 
了 它 。 


《代数 学 》 全 书 共 分 五 卷 . 第 I 
卷 包 括 基 本 概念 CELER. XR. 
三 项 式 ) 的 定义 及 基本 运算 的 演算 。 
卷 1 引入 代数 短 和 符号 ,之 后 解 一 
次 、 二 次 、 三 次 及 四 次 方程 .当时 邦 
贝 利 只 考虑 正 系数 的 方程 ， 因 此 他 
必须 处 理 大 量 的 情形 ,包括 5 种 二 次 
方程 .7 种 三 次 方程 42 种 四 次 方程 ， 
对 每 一 种 类 型 的 方程 都 给 出 解 的 法 
Wl, 并 用 实例 示 之 。 卷 N V 是 该 书 
的 几何 部 分 ,在 卷 N 中 将 几何 方法 
应 用 于 代数 ， 卷 Y 则 致力 于 用 代数 
方法 解 几何 问题 ,在 该 书 的 前 三 卷 
中 可 以 看 到 委 番 图 著作 的 影响 。 其 
中 对 不 可 约 三 次 方程 的 处 理 表明 邦 
贝 利 是 远 远 超出 其 时 代 的 ， 他 的 处 
理 方式 差不多 正 是 今天 的 方式 。 卡 
尔 达 诺 曾经 注意 到 费 罗 的 一 般 法 则 
是 不 能 运用 于 三 次 方程 的 情形 的 ， 
但 邦 贝 利 处 理 虚 数 的 技巧 使 他 证 明 
了 在 这 种 情形 下 法 则 的 适用 性 ,他 
发 现 了 不 可 约 三 次 方程 的 根 中 出 现 
的 复数 的 立方 根 ， 指 出 复 根 总 是 伴 
随 其 共 施 出现, 他 给 出 了 计算 复数 
的 公式 ， 并 给 出 了 表明 其 应 用 的 实 
例 . 在 第 V 卷 中 他 还 指出 三 等 分 角 
问题 可 以 化 为 解 三 次 不 可 约 方程 。 
尽管 他 没有 对 四 次 方程 的 解 有 重要 
贡献 ， 但 他 展示 了 费 拉 里 的 公式 在 
各 种 情形 下 的 应 用 。 他 的 目的 是 讲 
解 “ 高 等 算术 ”, 把 代数 提高 到 一 个 
独立 的 学 科 的 地 位 ， 将 代数 学 与 算 
术 分 离开 来 .事实 上 他 是 第 一 个 普 
及 丢 番 图 著作 的 人 。 除 此 之 外 ,他 对 
代数 学 的 最 突出 贡献 是 他 采用 的 符 
号 。 他 采用 半圆 表示 未 知 量 的 宪 ,将 
指数 放 在 半圆 中 ， 如 4 表示 未 知 量 
z， 2 表示 xz*?，5 山 或 表示 5z, 符号 
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RU 则 表示 根 号 ,这 种 思想 对 后 世 产 
生 了 影响 。 卷 NN、V 表明 了 他 对 几何 
学 的 广博 知识 ， 他 不 认为 用 代数 方 
法 得 出 的 结果 必须 用 几何 证 明 ， 从 
而 打破 了 从 古 希腊 以 来 的 传统 ,此 
外 ， 在 《代数 学 》 中 邦 员 利 第 一 个 
用 连 分 数 来 通 近 平方 根 ， 并 明确 定 
义 了 负数 。 

《代数 学 一 书 莫 定 了 邦 贝 利 在 
数学 史上 的 地 位 ， 此 书 对 低地 国家 
的 影响 从 斯 蒂 文 的 工作 中 可 以 明显 
地 看 到 ,斯 蒂 文 认为 “ 邦 贝 利 是 我 们 
时 代 的 大 算术 学 家 ”。 大 约 在 《代数 
学 》 出 版 一 个 世纪 之 后 ， 莱 布 尼 获 
在 自学 数学 时 便 采 用 该 书 作 为 学 习 
三 次 方程 的 指南 ， 用 菜 布 尼 获 的 话 
说 ， 邦 贝 利 是 “分 析 术 的 卓越 大 

《 论 十 进 》(De Thiende) — fi 
兰 数 学 家 、 工 程 师 斯 蒂 文 (Simon 
Stevin, 1548—1620) 3€ ,15854E. Te 3E 
顿 出 版 .原文 为 佛 兰 芒 语 ,同年 有 法 
文 版 本 (La Disme) 出 版 。 作 者 生 于 
荷兰 的 布 鲁 日 ( 今 属 比利时 ), 做 过 
荷兰 军队 的 军需 官 ， 对 商业 矢 记 和 
工程 技术 有 和 贡献， 实际 事务 的 需要 
使 他 最 先 认 识 到 十 进 制 的 优越 性 ， 
因而 竭力 倡导 。 

在 数学 史上 ， 本 书 虽然 被 认为 
是 欧洲 第 一 本 系统 论述 十 进 分 数 
《小数 ) 理论 的 书 , 但 斯 蒂 文 的 意图 
却 是 利用 十 进位 思想 和 他 发 明 的 记 
数 符号 避免 分 数 ， 而 以 整数 运算 取 
代 之 。 他 在 该 书 的 标题 下 写 道 :“ 教 
授 商 业 中 过 到 的 一 切 计算 如 何 可 以 
只 使 用 整数 而 无 需 分 数 之 助 进 行 ”。 
当时 的 欧洲 ， 由 于 受 巴 比 伦 及 希 腾 
数学 传统 的 影响 ， 数 学 与 天 文学 计 


算 都 是 采用 六 十 进位 制 ,极为 复杂 。 
Wo ote cp p Ao E 
然 看 起 来 笨拙 ， 但 由 于 利用 了 十 进 
位 值 制 ,因而 大 大 简化 了 分 数 运算 。 
当然 十 进 分 数 的 发 明 不 能 归功 于 任 
fT A. MEA (Pelos) 1492 年 曾 
用 小 数 点 分 出 被 除数 的 一 位 ， 二 位 
或 三 位 ( 当 除 数 是 10，100 或 1000 的 - 
倍数 时 ) WE (Adam Reise) 1522 年 
印刷 了 一 张 平方 根 表 ， 其 中 无 理 数 
计算 到 三 位 值 ,最 重要 的 是 鲁 多 尔 
夫 (Christoff Rudolff) 1530 年 在 一 张 
复 利 表 中 使 用 了 符号 | 作为 小 数 点 。 
但 斯 蒂 文 是 第 一 个 系统 讨论 十 进 分 
数 及 其 算术 的 人 。 他 在 《 论 十 进 》 的 
前 言 中 强调 了 十 进 思想 的 重要 性 ， 
全 书 篇 幅 很 小 ,正文 分 为 两 部 分 ,此 
外 有 六 个 附录 ,正文 第 一 部 分 给 出 
了 十 进 数 的 定义 :“ 十 进 数 是 一 种 基 
于 以 十 进位 思想 的 算术 ， 它 使 用 通 
常 的 阿拉 伯 数 码 ， 其 中 任何 数 都 可 
以 写 出 来 ， 利 用 它 商业 中 遇 到 的 一 
切 计算 都 可 以 只 用 整数 而 无 需 分 数 
之 助 进行 ”( 定 义 1)。 之 后 给 出 了 具 
体 表 示 方 式 和 符号 “任意 已 知 数 称 
为 单位 并 有 符号 @”( 定 义 2);“ 单 
位 的 十 分 之 一 称 为 第 一 级 ， 有 符号 
人 由。 第 一 级 的 十 分 之 一 称 为 第 二 级 ， 
有 符号 加 ， 依 此 类 推 ” (定义 3)。 
“定义 2 和 定义 3 的 数 称 为 十 进 数 ” 
(定义 4) 。 正 文 第 二 部 分 前 明了 十 进 
数 的 四 则 运算 法 则 .根据 斯 带 文 的 
记 数 法 (有 两 种 ， 如 2@3@D5@7@ 


和 32989 都 表示 2. 357) ,他 分 别 以 实 
例 演 示 ,利用 4 个 命题 规定 了 加 、 减 、 
乘 、 除 运算 的 方式 . 除 此 之 外 的 六 个 
附录 分 别 讲述 了 十 进 分 数 在 实际 问 
题 计算 中 的 应 用 .如 附录 1! 给 出 了 在 
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测量 计算 中 的 应 用 ,附录 5 则 介绍 了 
天 文 计 算 , 斯 带 文 主张 应 在 一 切 度 
量 衡 和 币制 中 使 用 十 进 制 。 

从 斯 蒂 文 尚 嫌 策 抄 的 记 数 法 
中 ， 十 进 分 数 〈 小 数 ) 的 原理 已 明 
显 可 见 了 ,事实 上 ,中 国 利用 十 进 分 
数 比 斯 蒂 文 时 得 多 .但 该 书 对 欧洲 
计算 数学 和 度量 衡 制 的 影响 ， 使 它 
在 数学 史上 有 着 不 朽 的 价值 。《 论 
十 进 》 有 法 文 (1585，1608)、 德 文 
(1965)、 英 文 (1608, 1619, 1921, 
1929) 等 多 种 版 本 。 

《分 析 术 入 门 》 On artem 
analyticem isagoge) 法 国 数学 家 
"Bi (Francois Viète, 1540—1603) 
著 ，1591 年 出 版 。 作 者 是 职业 律师 ， 
闻 时 也 是 16 世 纪 第 一 流 的 数学 家 ， 
本 书 建 立 了 符号 代数 学 的 基础 。 
“分 析 ” 在 这 里 是 相对 于 “综合 ”而 
言 的 ， 对 韦 达 来 说 ， 代 数 是 发 现 数 
学 真理 的 特 设 步 又 ， 它 执行 了 分 析 
的 过 程 ， 所 以 韦 达 把 他 的 代数 称 为 
分 析 术 ,在 代数 学 中 , 韦 达 之 前 虽然 
也 有 一 些 人 如 欧 几 里 得 、 委 番 图 等 
人 曾 用 字母 代替 特定 的 数 ， 但 这 种 
用 法 只 是 偶然 的 。 韦 达 是 第 一 个 有 
意识 地 、 系 统 地 使 用 字母 的 人 ， 他 
不 仅 用 字母 代表 未 知 量 〈 用 元 音 表 
TO 以 及 未 知 量 的 乘客 ， 而 且 用 字 
母 表示 一 般 的 系数 (用 辅音 B.C、D、 
等 表示 已 知 量 )。 据 此 对 方程 作 了 一 
般 的 表示 ， 从 而 把 代数 学 从 求 未 知 
数 的 一 些 技巧 提高 到 方程 式 理论 的 
高 度 ， 这 是 数学 史上 最 重要 的 进步 
之 一 ， 它 为 代数 学 的 进一步 发 展开 
和 辟 了 道路 。 

《分 析 术 入 门 ) 共 8 章 , 在 该 书 第 
1 章 中 , 韦 达 对 “分 析 ” 术 进行 了 重 


新 表述 ， 他 在 帕 波 斯 的 两 种 分 析 即 
“理论 的 ”分 析 和 “问题 的 ”分 析 基 
础 上 又 添加 了 第 三 种 ,他 名 之 为 
“注释 的 ?分 析 。 在 第 2 章 中 韦 达 在 欧 
几 里 得 《几何 原本 》 第 I、E、YV 、 
U, W, WEKA, EX E 
理 的 基础 上 提出 了 一 些 他 自己 的 约 
定 ， 从 而 为 展开 方程 理论 创造 了 条 
件 。 在 第 3 章 中 他 给 出 了 基本 的 “ 齐 
性 原则 ”, 据 之 只 有 同类 的 量 可 以 进 
行 比 较 ， 因 而 他 的 方程 均 限 定 为 齐 
次 的 ,这 里 显示 出 希腊 数学 的 特征 。 
在 第 4 章 中 他 提出 了 “类 计算 的 典型 
规则 ”, 它 们 对 应 于 通常 的 计算 中 应 
用 的 四 则 运算 法 则 ， 这 里 韦 达 把 他 
的 符号 性 代数 称 为 “类 的 算术 ” 
(Logistice speciosa) ， 以 区 别 于 普通 
的 “ 数 的 算术 ”(Logistice numerosa) 。 
他 的 这 种 区 分 就 规定 了 算术 与 代数 
的 分 界 ， 代 数学 从 此 成 为 研究 一 般 
类 型 的 形式 和 方程 的 学 问 。 在 第 5 章 
中 韦 达 研 究 了 方程 的 基本 运算 ， 其 
中 命题 1 给 出 了 方程 中 移 项 的 规则 ; 
命题 2 告知 如 何 化 约 方程 的 次 数 ; 命 
题 3 介 绍 了 将 方程 转化 为 比例 的 形 
式 的 方法 。 第 6 章 讨 论 了 综合 与 分 析 
的 关系 。 在 第 7 章 中 ， 韦 达 讨 论 了 他 
给 出 的 第 三 种 分 析 术 的 作用 ， 这 种 
方法 被 应 用 于 数 〈 当 所 求 的 量 可 表 
示 为 数 时 )、 长 度 、 平面 与 立体 ( 当 
所 求 的 东西 本 身 必须 表示 出 来 时 )。 
在 第 8 章 中 韦 达 给 出 了 一 些 定义 如 
方程 是 未 知 量 和 确定 量 的 一 个 比 
较 , 此 外 ,还 给 出 了 一 些 规则 和 他 的 
另外 一 部 著作 的 纲要 。 

虽然 《分 析 术 入 门 》 是 一 部 
“复古 的 数学 分 析 著作 ”( 韦 达 语 ) 一 


韦 达 在 该 书 开篇 主要 引述 了 两 部 希 


i n 
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腊 数 学 著作 即 帕 波斯 的 《数学 汇 
编 》 的 第 而 篇 和 丢 番 图 的 《算术 》， 
而 且 在 该 书 中 保留 了 齐 性 原则 一 但 
他 自觉 地 在 数学 中 引入 了 一 套 系 统 
的 符号 ， 导 致 了 代数 学 中 的 一 场 革 
命 , 并 大 大 推进 了 整个 数学 的 发 展 。 

《奇妙 的 对 数 表 的 描述 》 
(Mirifici logarithmorum canonis 
descriptio...) 苏格兰 数学 家 纳 
皮尔 O. Napier, 1550—1617) 著 。 
1614 年 出 版 于 爱丁堡 。 纳 皮尔 是 对 
数 的 发 明 者 之 一 ， 该 书 是 关于 对 数 
的 最 早 著作 。 

对 数 思 想 约 始 于 1594 年 。 纳 皮 
尔 当 时 的 动机 是 寻求 一 种 球面 三 角 
计算 的 简便 方法 ， 以 便利 天 文学 计 


^E») (Mirifici logarithmorum canonis 
constructio; …) 中 。 在 纳 皮尔 的 发 明 
中 ， 算 术 级 数 与 几何 级 数 的 理论 起 
着 核心 作用 .它们 的 项 之 间 的 对 应 
关系 已 为 16 世 纪 的 许多 数学 家 所 注 
意 。 施 蒂 弗 尔 在 其 《整数 算术 》 
(1544) 中 给 出 了 相当 于 | 
asa =at, (qn) —am 

的 基本 法 则 ， 但 他 只 研究 了 离散 集 
合 的 对 应 关系 。 纳 皮尔 的 几何 模型 
中 则 建立 了 基于 连续 运动 的 算术 与 
几何 级 数 的 项 之 间 的 对 应 。 设 有 两 
点 沿 两 平行 直线 运动 .在 直线 AZ 
上 纳 皮尔 令 4 朝向 2 运动 , 速度 正 
比 于 到 Z 点 的 距离 .考虑 某 - :小段 
时 间 t， 设 AB. BC, CD, «4 AS 


算 。 纳 皮尔 的 发 明 使 计算 数学 产生 ”上 时 间 内 质点 所 通过 的 距离 并 设 在 
了 革命 。 他 的 思想 发 表 在 该 书 及 他 ”这 段 时 间 里 速度 不 变 ， 并 与 初始 速 
去 世 后 出 版 的 《奇妙 的 对 数 表 的 构 。 上 度 相同 。 则 据 条 件 有 
A B CDE a Z 
A B C E b L 
4B BO CD .. ao2 的 对 数 。 纳 皮尔 取 AZ - 107, 其 对 
AZ BZ CZ 


因而 AZ. BZ, CZ, e XXE KK HERE 
成 一 几何 级 数 . 同 时 , 设 另 一 点 与 4 
同时 沿 另 一 直线 AL 匀速 运动 ， 使 
得 当 42 上 点 到 达 B、C、D、… 时 ， 
AL 上 的 点 分 别 到 达 B. C. D, eL 
显然 AB BO = CD ==…, 因 而 
A'B', AO, AD, … 成 等 差 数 列 。 在 此 
基础 上 ， 纳 皮尔 给 出 对 数 的 定义 如 
FT: 设 上 述 两 质点 在 同一 时 刻 分 别 
到 达 a、85 两 点 , 则 线段 Ab 就 定义 为 


数 为 0， 则 当 Rn 之 10? 时 ， n 的 对 数 就 
小 于 0。 用 现代 符号 表示 : 若 46=y， 
加 一 0， aZ-—zrz, AZ—zy—r-—10', 则 


d 
uo € d" 

其 中 * 是 参数 ， 消 去 x 有 
£L» ep =t 


X logi c -, 
纳 皮尔 利用 他 的 定义 ， 计 算 了 一 系 
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列表 ， 其 中 包含 下 列 值 ， 
1 
107 a= 75)" n=0, 1, 2, 3, 
; 100; 
1 
107 0-19)" n=0, 1, 2, 3, 


M, 50, 
最 后 是 
5 1 

107 0—19g)' 《1 一 1 

45—0, 1, 2, =, 20; 

m—0, 1, 2, =, 68, 
显然 , 纳 皮 尔 对 数 ( 记 作 Nap.log) 5j 
自然 对 数 GE in) 不 同 ， 它 们 的 
关系 为 

10 


Nap*logz 一 107m — 


1624 年 ， 布 里 格 斯 将 纳 皮 尔 的 对 数 
改 为 常用 对 数 。 纳 皮尔 的 著作 一 发 
表 ， 他 的 方法 便 广 为 流传 ， 极 大 地 
便利 了 计算 。 

值得 一 提 的 是 ， 瑞 士 数学 家 比 
尔 吉 O. Bürgi) 略 早 于 纳 皮尔 曾 独 
立地 得 到 相当 于 自然 对 数 的 概念 ， 
但 迟 芭 1620 年 才 发 表 。 

《不 可 分 量 几 何 学 》 
( Geometria indivisibilibus 
nova 


». 


continuorum quadam 
ratione promota) 直译 为 《以 运 
用 连续 体 的 不 可 分 量 的 新 方式 推进 
的 几何 学 }。 意 大 利 数学 家 卡 瓦 列 里 
(Bonaventura Cavalieri 约 1598— 
1647) 著 , 于 17 世 纪 三 十 年 代 完 成 ， 
1635 年 出 版 于 波 伦 那 。 卡 瓦 列 里 是 
积分 学 的 先 躯 之 一 《不 可 分 量 几 何 
学 》 是 他 的 主要 著作 ， 也 是 积分 学 
史上 的 重要 文献 ， 他 在 本 书 中 提出 
的 方法 是 古 希腊 的 “穷竭 法 ”到 牛 
顿 、 莱 布 尼 获 的 微 积分 的 过 渡 ， 对 
微 积分 的 建立 起 了 很 大 的 促进 作 


R. 
《不 可 分 量 几 何 学 》 共 有 七 卷 ， 
在 第 一 卷 中 卡 瓦 列 里 阐述 了 他 的 一 
些 有 关 平 面 和 立体 的 假定 ， 主 要 致 
力 于 旋转 体 ， 一 般 圆 柱 和 圆锥 (以 
任意 闭 曲线 为 产生 曲线 ) 及 这 些 立 
体 的 部 分 截 段 (特别 是 那些 相似 的 
部 分 )， 提 出 了 一 些 引 理 。 最 有 趣 的 
是 处 理 平面 和 立体 图 形 的 切线 的 第 
一 部 分 ,其 中 引 理 3 是 分 析 学 中 的 重 
要 定理 一 一 中 值 定理 的 雏形 。 卡 瓦 
列 里 是 基于 几何 的 观点 阐述 的 ， 他 
表明 在 函数 f(x) 表示 的 曲线 上 至 
少 存在 一 点 <， 使 该 点 的 切线 平行 
于 点 G. f 6D. 0G. f (0)) 之 间 
的 连 线 . 在 第 二 卷 中 卡 瓦 列 里 介绍 
了 他 的 不 可 分 量 方法 ， 其 目的 是 提 
供 一 种 求 面积 和 体积 的 方法 ， 这 种 
新 颖 的 方法 是 基于 希腊 人 关于 量 的 
理论 的 ,他 引入 了 “所 有 直线 ” 
(omnes lineae) 的 概念 , 称 之 为 一 给 
定 图 形 的 不 可 分 量 ， 并 用 来 作为 求 
积 的 工具 ， 证 明了 一 些 有 关于 不 可 
分 量 集合 的 一 般 定理 。 卡 瓦 列 里 可 
能 受到 将 一 平面 或 立体 看 成 由 无 穷 
小 量 组 成 这 一 直觉 思想 的 影响 。 古 
希腊 德 资 克 利 特 以 来 的 一 些 数学 家 
曾 将 这 种 思想 作为 他 们 求 积 方法 的 
HRA, ANEP RERI 
分 方法 的 基础 ， 他 曾经 在 他 的 《 酒 
桶 新 立体 几何 》 中 运用 无 穷 小 方法 
处 理 许多 求 积 问题 。 但 尽管 卡 瓦 列 
里 对 此 留 下 很 深 的 印象 ， 但 他 认为 
开 普 勒 的 方法 基础 太 不 牢固 ， 他 认 
为 牢固 的 基础 只 能 由 坚持 希腊 传统 
即 不 使 用 无 穷 小 证 明 才 能 得 到 。 虽 
KS, 关于 连续 体 的 构成 卡 瓦 列 里 没 
有 一 个 固定 的 观点 .为 了 处 理 立体 
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图 形 ,在 本 书 的 第 二 卷 定义 2 中 卡 瓦 
列 里 引入 了 平面 集合 的 概念 ， 他 认 
为 对 夹 于 两 平面 4、8 之 间 的 一 立 
体 ,“ 所 有 平面 ”由 一 平面 4 平行 地 
向 平面 8 移动 时 ,立体 与 平面 的 交 
接 图 形 所 组 成 ， 这 些 平面 的 集合 就 
构成 该 立体 .此 外 , 卡 瓦 列 里 给 出 了 
“所 有 点 ”“ 所 有 横 坐 标 ” 等 概念 , 这 
是 构成 他 的 不 可 分 量 方法 的 基本 概 
念 ,之 后 在 第 二 卷 命 题 3、4 中 给 出 了 
他 的 不 可 分 量 方法 的 基本 定理 ， 命 
题 3 建 立 了 面积 和 直线 集合 之 间 以 
及 体积 和 平面 集合 之 间 的 关系 ， 若 
MORR “MAR” (omnes), l, p 
分 别 表示 直线 和 平面 , F. SRRA 
形 ， 则 卡 瓦 列 里 建立 了 如 下 关系 : 
Fi:F2—0r O 0r O, 
Sı 182705, o» :0s, Cp) o 
命题 4 售 有 一 个 结果 ,通常 称 为 “ 卡 
瓦 列 里 原理 ” 即 如 果 两 平面 (或 立 
体 ) 图 形 具有 相等 的 高 ,车 由 平行 于 
底 且 从 它们 到 底 等 距 的 直线 (或 平 
面 ) 组 成 的 部 分 总 有 相等 的 比 , 则 平 
面 ( 或 立体 ) 图 形 也 具有 同一 比 。 中 
国 的 祖 临 也 曾 提出 ( 另 说 刘 徽 亦 提 
出 ) 同 样 的 原理 ,“ 短 势 既 同 , 则 积 不 
容 异 。” 第 二 卷 中 也 含有 第 三 至 五 卷 
的 一 些 引 理 ,其 最 后 8 个 命题 是 纯 代 
数 的 ,与 不 可 分 方法 无 直接 联系 。 命 
题 5 一 34 包 括 : (4) 关 于 两 平行 四 边 
形 之 间 的 比 的 基本 陈述 :(B) 直 线 
集合 之 间 的 比 ,正方 形 集合 之 间 的 
比 ,等 等 的 计算 , 处理 了 相当 于 


[ tdt, [ GHD (i—0)d 5g 8 dg — 


些 积分 问题 ;(C) 关 于 两 相似 平面 
图 形 之 比 、 两 立体 图 形 之 比 与 它们 
的 直线 比 之 间 的 关系 的 两 个 基本 定 


理 ;(D) 有 关 两 圆柱 之 比 、 两 圆锥 之 
比 及 两 楼 锥 之 比 的 一 些 结果 ,在 第 
三 卷 至 第 五 卷 中 卡 瓦 列 里 将 他 的 新 
方法 用 于 获得 有 关 圆 锥 曲线 的 求 面 
积 、 体 积 问题 ,如 在 第 三 卷 的 前 一 部 
分 的 33 个 定理 ,除了 求 两 椭圆 之 比 
外 ,主要 是 关于 正方 形 集合 .矩形 集 
合 与 由 椭圆 确定 的 图 形 之 间 的 关系 
的 计算 。 这 些 关系 在 后 一 部 分 的 29 
个 原理 中 被 用 于 各 种 立体 的 求 积 问 
题 。 为 了 由 求 一 直线 和 一 阿 基 米 德 
螺 线 围 成 的 图 形 的 面积 , 卡 瓦 列 里 
在 第 六 卷 中 推广 了 他 的 “所 有 ” 
(omnes) 的 概念 ,引入 了 “所 有 周 长 ” 
“所 有 竹 ” 的 定义 ,得 到 了 一 些 有 关 
曲线 y=x 的 求 积 的 结果 ,在 第 七 
卷 中 ,他 吉 开 他 先前 的 “所 有 ”概念 ， 
给 出 了 所 谓 “ 卡 瓦 列 里 原理 ”的 一 种 
新 形式 ,运用 它 得 到 一 些 相 当 于 二 
次 多 项 式 积分 的 新 的 几何 结果 。 
《不 可 分 量 几 何 学 } 共 700 多 页 ， 
异常 难 读 ,但 它 受到 许多 十 七 世纪 
数学 家 的 重视 ,1653 年 便 又 重印 ,在 
当时 产生 了 很 大 影响 , 托 里 切 利 
(E. Torricelli) 曾 称 卡 瓦 列 里 开辟 了 
一 条 求 积 问题 的 “皇家 之 路 ”.《 不 可 
分 量 几何 学 ) 一 书 至 今 仍 具 有 现实 
意义 .1940 年 俄 译本 出 版 ,1966 年 被 
全 文 译 成 意大利 语 出 版 。 
《平面 与 立体 轨迹 引 论 》CAd 
locos planos et solidos isagoge) 
法 国 数学 家 费 马 (Pierre de Fermat, 
1601 一 1665) 著 。 大 约 写 于 1629 年 ， 
但 直到 1679 年 才 出 版 ,本 书 使 费 马 
与 第 卡 儿 共享 着 解析 几何 创立 者 的 
盛誉 ,由 于 对 求 极 大 、 极 小 值 与 曲线 
的 切线 的 研究 , 费 马 被 认为 是 微分 
学 的 创始 人 之 一 ,同时 他 开创 了 近 
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代数 论 的 研究 ,又 是 概率 论 的 早期 
研究 者 。 

费 马 认为 自己 的 数学 工作 继承 
T Iik (Francois Viète) 的 传统 。 他 
以 韦 达 的 符号 代数 与 方程 的 理论 作 
为 自己 数学 研究 的 工具 ,更 进一步 ， 
他 试图 将 代数 与 几何 研究 结合 
来 .他 们 的 数学 研究 是 以 希腊 人 的 
著作 为 起 点 的 . 帕 波 斯 的 《数学 汇 
编 》 的 第 七 卷 中 被 认为 含有 一 些 所 
谓 的 “分 析 的 ”著作 CRISE OL 
何 原本 》 这 样 的 “综合 的 ”著作 )， 
惜 已 失传 ， 费 马 追 随 韦 达 等 人 试图 
将 它们 复写 出 来 ， 其 中 包括 阿波 罗 
尼 奥 斯 的 《 论 平 面 轨迹 》- 一 文 。 他 认 
为 希腊 人 的 研究 尽管 处 理 了 数量 众 
多 的 轨迹 ,但 没有 形成 一 般 的 理论 。 
这 里 轨迹 的 意义 沿 留 希腊 人 的 用 
抛物 线 、 双 曲线 等 称 为 立体 轨迹 。 因 
此 费 马 写成 了 《平面 与 立体 轨迹 引 
论 》。 该 书 尽管 用 希腊 几何 的 传统 风 
格 写成 ， 但 费 马 利 用 代数 分 析 试 图 
给 出 帕 波 斯 给 出 的 一 些 定理 的 证 
明 。 他 认为 阿波 罗 尼 奥 斯 讨 论 的 所 
有 轨迹 都 可 表示 成 含有 两 个 未 知 数 
的 不 定 代数 方程 的 形式 ， 运 用 韦 达 
的 方程 理论 对 这 些 方程 的 分 析 就 可 
以 洞悉 轨迹 的 本 质 与 作法 。 费 马 写 
道 :“ 当 两 个 未 知 量 出 现 于 一 个 最 后 
的 方程 中 时 ,我们 就 有 一 条 轨迹 ,其 
中 一 未 知 量 的 端点 描述 出 一 条 直线 
或 曲线 直线 是 简单 的 、 唯 一 的 ; 由 
线 则 有 无 穷 多 类 一 圆 、 抛 物 线 、 双 
曲线 、 椭 圆 等 ， 如 此 费 马 建立 了 方 
程 与 曲线 之 间 的 对 应 。 费 马 取 一 固 
定 直线 为 轴 , 其 上 一 定点 为 原点 ,从 
原点 沿 轴 量 出 第 一 个 未 知 量 4 的 


可 变 长 度 ， 第 二 个 未 知 量 的 相应 值 
为 8。 他 以 此 为 长 度 从 第 一 个 未 知 
量 的 末端 开始 并 与 轴 成 一 定 角 〔 通 
常 为 直角 ) 作出 一 线段 ， 则 第 二 个 
未 知 量 的 各 种 不 同 长 度 的 末端 就 在 
4、 吾 平面 上 产生 一 条 曲线 。 跟 简 卡 


Ax) 


儿 一 样 , 费 马 没 有 利用 坐标 系 ,而 是 
采用 具有 一 移动 纵 坐标 的 一 条 轴 。 
这 是 坐标 几何 的 後 始 , 费 马 将 一 般 
二 次 方程 he? 十 By 十 Czy 十 Dz 十 县 十 
二 0 依据 系数 的 可 能 取 值 分 为 七 
种 不 可 约 情形 ,表明 每 一 种 不 可 约 
方程 如 何 定义 一 条 曲线 : 产 一 码 ( 直 
线 )、cxy 二 (等 轴 双 曲线 )、hr? 土 Cxy 
— By! CH ERO , Az? — Ey Cg RO e — 
Ax? = Ay (BD F — Ac — By! Gl RO 
F ^r Ai? — By! OX XD .在 每 一 种 情 
形 下 ,他 证 明 方 程 包含 作出 曲线 的 
一 切 必 要 数据 ,由 于 费 马 的 目的 是 
想 重 新 写 出 阿波 罗 尼 奥 斯 的 著作 ， 
他 保留 了 希腊 数学 中 的 一 些 限定 ， 
如 方程 中 的 量 必须 同性 ,此 外 ,他 不 
使 用 负 坐 标 , 因 而 作出 的 曲线 是 不 
完整 的 。 

尽管 费 马 与 笛 卡 儿 的 坐标 几何 
本 质 上 相同 ,但 其 表述 却 这 然 相 异 ， 
费 马 集中 于 基于 曲线 的 方程 ,曲线 
的 几何 作 图 问题 ,大 量 运 用 了 韦 达 
的 代数 和 方程 论 知识 ; 相 比 之 下 ,第 
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卡 儿 忽视 作 图 问题 ,在 《几何 学 》 中 
致力 于 一 种 新 的 更 高 级 的 方程 论 ， 
但 他 们 却 卷 入 了 一 场 优先 权 的 争 
论 . 他 们 创立 坐标 几何 的 功绩 都 已 
得 到 历史 的 承认 .《 平 面 与 立体 轨迹 
引 论 》 已 成 为 解析 几何 史上 的 经 典 
著作 。 坐 标 几 何 的 创立 极 大 地 推动 
了 整个 数学 的 发 展 。 

《 求 极 大 值 与 极 小 值 的 方 
法 》(Methodus ad disquirendam 
maximam et minimam) 法 国 数 
学 家 费 马 (Pierre de Fermat, 1601 一 
1665) 著 。 写 于 1636 年 前 ,由 于 费 马 
从 来 不 愿 公开 发 表 自 己 的 著作 ,只 
是 在 给 朋友 的 信 中 或 以 其 它 方式 记 
下 自己 的 发 现 ,因而 其 著述 的 年 代 
不 能 确定 .该 文 记述 了 费 马 利用 “ 准 
等 式 ”(adequality ) 求 极 值 的 著名 方 
法 ,是 微分 学 前 史上 的 重要 经 典 文 
献 。 

费 马 的 求 极 值 的 方法 后 来 成 为 
求 代数 多 项 式 的 一 阶 导 数 的 法 则 ， 
跟 他 的 坐标 几何 思想 一 样 也 是 起 源 
于 将 韦 达 的 代数 应 用 于 柏 波 斯 的 
《数学 汇编 } 中 的 一 个 问题 的 研究 。 
帕 波 斯 曾 试图 将 一 已 知 线段 分 成 数 
份 , 使 部 分 线段 所 成 的 矩形 相互 成 
最 小 比 ,在 对 这 一 问题 的 代数 分 析 
中 , 费 马 意识 到 可 以 将 其 与 二 次 方 
程 联系 起 来 .他 认为 这 意味 着 方程 
的 常数 项 只 能 取 使 方程 只 有 单一 重 
根 解 的 特殊 值 .如 费 马 考虑 了 “将 一 
线段 分 成 两 部 分 ,使 两 线段 的 乘积 
最 大 ”这 种 简单 情形 .这 一 问题 的 代 
数 形式 即 ic—2^— c, Rp 6 是 所 给 
线段 长 度 ,c 是 部 分 线段 的 乘积 ,如 
果 c 是 所 有 乘积 中 的 最 大 值 , 则 方 
程 只 能 有 一 个 重 根 。 基 于 该 方程 有 


两 相 异 根 .4 的 假设 , 费 马 得 到 姑 
一 ze 和 yy c AT b=, 
一 中 "认为 这 些 关系 对 上 述 形式 的 
任意 二 次 方程 都 一 般 地 成 立 , 费 马 
然后 考虑 了 一 个 重 根 即 o y 的 情 


形 。 他 发 现 x=8/2,c== 吕 /4, 如 此 便 


求 得 上 述 问 题 的 正确 解 , 费 马 认为 
他 的 这 一 方法 是 完全 普遍 的 ,在 《 求 
极 大 值 与 极 小 值 的 方法 》 中 , 费 马 将 
假定 的 两 相 蜡 根 记 为 4 和 4 十 EE， 
CB] cR zd. ER E og ze Rl 
的 差 ,例如 , 求 表达 式 RR 
fü Ea PT. 

w= = Ms, 

blaty) — atp =M’, 
A 2oy Hoy? — 3r y— 3z — ? — 0, 
用 y 除 上 式 得 方程 

2 好 十 她 一 3z2 一 3zy 一 刀 一 0。 
这 一 关系 对 形 如 i! — i$ — M B (E 
意 方程 都 成 立 。 但 当 M? 是 极 值 时 方 
程 有 一 个 重 根 , 即 xz 一 z 十 7 或 y 一 0， 
Br EA 25x — 32? = 0 8, r =2b/3, M? = 
49/27, 38 B5 09 7r RAS JH T EE E 
项 式 ?(z)。 为 了 运用 韦 达 的 方程 理 
论 确定 多 项 式 的 系数 之 一 与 根 的 关 
系 , 它 故意 假定 了 两 相等 根 的 不 等 
性 , 当 费 马 使 两 个 根 相等 时 ,这 一 关 
系 就 导致 了 一 个 极 值 解 . 费 马 称 其 
令 两 根 相 等 之 前 的 方程 为 “ 准 等 
式 ”。 

费 马 的 极 大 与 极 小 的 方法 有 两 
个 重要 的 应 用 ,第 一 个 是 求 曲线 的 
切线 的 方法 ,已 给 曲线 的 方程 , 费 马 
能 够 在 曲线 上 的 任 一 点 作出 曲线 的 
切线 , 设 曲 线 上 一 点 P 处 切线 PT 
已 作出 (如 图 ) 费 马 和 欲求 出 该 切 年 
TQ 以 确定 7 了 的 位 置 ,他 设 QQ 是 TQ 
KINE, KEX z, AA ATPa 
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A 人 PRT 所 以  TQiPQ— EST RES 
认为 7.R8 和 PiR 差不多 长 ,因此 


T Q Qi 


TQ:PQ— E: (PQ — PQ) , i Bl B 
方程 为 y= 了 (z) ,此 即 TO: f (D) — E 
[f C+ E) — £f G2]. FR Jt, TQ = 
E*f(z) 
fGr5- jo 8 RIED BR 
方程 ,用 已 除 上 式 的 分 子 .分 母 、 然 
后 令 = 0 就 求 得 7@。 第 二 个 重要 
的 应 用 是 确定 几何 形 的 重心 的 方 
法 。 费 马 实际 上 是 利用 了 一 个 无 穷 
小 增 量 ,这 种 方法 应 以 极限 理论 为 
基础 ,但 费 马 并 没有 严格 的 极限 工 
具 。 
1638 年 春 费 马 的 极 大 、 极 小 方 
法 和 求 切线 法 引起 了 费 马 与 笛 卡 儿 
之 间 的 一 场 关 于 优先 权 的 争论 ,但 
跟 坐 标 几何 的 情形 一 样 ,他 们 很 快 
便 认 识 到 对 方 的 各 自 的 独创 性 。 
1642 年 费 马 的 方法 发 表 后 ,许多 数 
学 家 很 快 便 得 到 了 他 们 各 自 的 更 一 
般 的 方法 不久, 费 马 关于 极 大 、 极 
小 值 的 方法 就 被 牛顿 和 莱 布 尼 茨 的 
微 积分 所 取代 。 
《几何 学 》(CGeometrie) 法 国 
数学 家 ,哲学 家 、 自 然 科 学 家 笛 卡 儿 
(René Descartes, 1596—1650) 著 。 
1637 年 作为 附录 发 表 在 笛 卡 儿 的 巨 
著 《 方 法 论 》(Discours de la méthode) 
中 。 几 何 学 ) 以 符号 代数 学 为 基础 ， 
将 代数 学 应 用 于 几何 学 ,从 而 建立 
了 一 门 新 的 数学 分 支 一 一 解析 几何 


学 ,在 数学 史上 有 着 不 朽 的 地 位 。 

作为 近代 理性 主义 哲学 的 创始 
人 ,第 卡 儿 对 数学 的 研究 只 是 他 为 
达到 更 高 目标 所 做 的 努力 的 一 部 
分 ,他 的 目的 是 要 建立 一 种 新 的 可 
靠 的 知识 体系 ,并 寻求 指导 推导 和 
发 现 科 学 真理 的 一 般 方法 论 .他 认 
为 数学 提供 了 获得 必然 结果 及 有 效 
地 证 明 其 结果 的 方法 ,而 数学 方法 
便 是 在 一 切 领域 里 建立 真理 的 可 靠 
方法 《几何 学 ) 便 是 为 了 证 明 他 的 
方法 的 有 效 性 而 写 ,第 卡 儿 批评 了 
自 希腊 人 以 来 几何 学 过 于 抽象 且 过 
多 地 依赖 于 图 形 的 倾向 ,并 对 当时 
代数 学 的 星 汲 与 教条 加 以 指责 , 主 
张 代 数 和 几何 相 结 合 , 便 产 生 了 《 几 
何 学 ) 一 书 。 

《几何 学 ) 一 共 分 三 部 分 。 第 一 
部 分 是 全 书 的 基础 部 分 ,主要 致力 
于 用 代数 解决 几何 问题 .他 首先 指 
出 :几何 作 图 实际 上 要 求 对 线段 作 
加 减 乘除 ,对 个 别 线段 取 平 方 根 , 因 
为 这 几 种 运算 既是 代数 运算 ,因而 
它们 可 以 用 代数 的 术语 表 出 ,即使 
得 几何 线段 的 代数 成 为 可 能 ,从 而 
莫 定 了 新 解析 几何 的 基础 .对 于 几 
可 作 图 ,他 用 字母 来 表示 已 知 和 未 
知 线段 ,然后 试图 错 清 这 些 线段 之 
间 的 相互 关系 ,并 使 得 同一 个 量 可 
以 用 两 种 方法 表达 出 来 ,这 样 就 得 
到 一 个 方程 .之 后 用 已 知 线段 表 
出 未 知 线段 ,就 利用 该 未 知 线段 的 
代数 方程 将 它 画 出 ,这 种 确定 的 几 
何 作 图 问题 的 结果 是 一 个 唯一 的 长 
度 。 其 后 , 笛 卡 儿 考 虑 了 不 确定 问 
题 ,其 结果 是 以 许多 长 度 作 为 答案 。 
这 些 长 度 的 端点 充满 一 条 曲线 .他 
对 帕 波斯 问题 的 解决 便 隐 含 了 现代 
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解析 几何 (坐标 几何 ) 的 基本 思想 。 
所 谓 帕 波斯 问题 即 在 平面 上 给 定 > 
条 直线 , 求 所 有 这 样 的 点 的 位 置 ( 即 
轨迹 ), 从 这 点 向 每 一 已 知 直 线 以 已 
知 角 作 直线 ,使 所 得 到 的 wy2 条 线 
段 的 乘积 与 其 余 w/2 条 的 乘积 成 定 
E CH ”为 奇数 时 ,使 (* 十 1)7/2 条 线 
段 的 乘积 与 其 余 (n 一 1)/2 条 的 乘积 
成 定 比 )。 币 卡 儿 给 出 了 w=4 时 的 
解 。 假 定 AB, AD, EF, GH 是 已 知 四 
条 直线 , 笛 卡 儿 假定 C 点 在 所 求 轨 
迹 上 ,使 连 线 CBCD CF. CH 满足 条 
件 . 为 了 应 用 代数 分 析 , 他 取 线 段 
4B 从 4 点 量 取 的 长 度 为 他 的 第 一 
个 未 知 数 z,BC 的 长 度 为 第 二 个 未 
知 数 y, 如 此 ,他 将 轨迹 想象 为 由 与 
AB 保持 成 一 固定 角 的 纵 轴 BC 的 端 
点 CC 所 生成 ,其 长 度 是 4B 之 长 的 
函数 ,这 样 就 建立 了 平面 上 的 点 与 
一 对 实数 的 对 应 关系 ,这 正 是 解析 
几何 学 的 实质 .当然 现今 所 谓 标准 
的 笛 卡 儿 坐 标 系 并 未 在 《几何 学 》)-- 
书 中 出 现 , 我 们 可 以 称 第 卡 儿 建立 
了 一 个 倾斜 坐标 系 ,而 且 他 的 x,y 
值 只 取 正 值 ,这 标志 着 坐标 几何 的 
开端 。 笛 卡 儿 进一步 发 展 了 他 的 曲 


标 轴 的 选取 无 关 ,并 考虑 用 一 坐标 
轴 写 出 两 个 不 同 曲线 的 方程 , 联 立 
解 出 这 两 个 方程 来 找 出 这 两 条 曲线 
的 交点 ,这 是 用 代数 解决 几何 问题 
方面 的 一 次 飞跃 。 

在 4 几何 学 ) 第 二 部 分 中 第 卡 儿 
考虑 了 曲线 的 分 类 及 其 性 质 ,打破 
了 和 希腊 人 的 分 类 传统 ,而 用 代数 方 
程 的 直接 可 解 性 区 分 “几何 曲线 "与 
“ 非 几 何 曲 线 ”, 他 把 复杂 的 高 次 曲 
线 也 作为 “几何 ”曲线 ,而 把 不 能 用 
代数 方程 表示 的 曲线 称 为 机 械 曲 
线 . 用 现代 术语 ,所 请 几何 曲线 就 是 
代数 曲线 而 机 械 曲 线 就 是 超越 曲 
线 ,这 样 笠 卡 儿 开辟 了 全 新 的 曲线 
领域 ,之 后 对 几何 曲线 作 了 分 类 。 
《几何 学 的 第 三 部 分 又 回 到 了 第 一 
部 分 的 问题 ,解决 了 一 些 几 何 作 图 
问题 ,更 重要 的 是 展开 了 笛 卡 儿 关 
于 方程 的 代数 理论 ,第 卡 儿 的 理论 
从 将 每 一 个 方程 写成 p(z)==0 的 形 
式 开始 ,其 中 p(x) 是 只 有 实 系 数 的 
代数 多 项 式 , 他 叙述 并 直觉 地 证 明 
了 代数 学 基本 定理 ,给 出 了 判别 方 
程 根 的 符号 的 所 谓 笛 卡 儿 符号 法 
MXF a 次 方程 笛 卡 儿 运 用 方程 
的 基本 对 称 函 数 消去 方程 中 含有 
2 的 项 ,从 而 开辟 了 通 往 三 次 .四 
次 方程 一 般 解 的 道路 ,并 导致 了 关 
于 方程 解 的 一 般 理 论 , 推 动 了 代数 
学 的 发 展 。 

在 《4 几何 学 中 征 卡 儿 充 分 发 挥 
了 代数 学 的 威力 ,利用 坐标 系 把 代 
数 和 几何 结合 起 来 ,使 解析 几何 成 
为 一 种 普遍 的 方法 。 从 此 ,数学 一 改 
十 希腊 以 来 依赖 于 几何 学 的 局 面 ， 
大 大 地 向 前 迈进 了 一 步 。 解 析 几 何 
学 的 诞生 极 大 地 便利 了 和 牛顿. 莱 布 
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尼 蒋 的 微 积分 的 创立 ,改变 了 整个 
数学 的 面 狐 , 是 数学 发 展 史 上 的 重 
要 里 程 碑 。 
值得 一 提 的 是 , 另 一 位 法 国 数 
学 家 费 马 (Pierre de Fermat) 在 1629 
年 也 独立 地 发 现 了 坐标 几何 学 的 基 
本 原理 ,但 他 关于 坐标 几何 的 著作 
《平面 与 立体 轨迹 引 论 》(Ad Locos 
planos et solidos isagoge) 直到 1679 年 
才 出 版 ,这 在 当时 曾 引 起 了 优先 权 
的 激烈 争论 ,但 笛 卡 儿 和 费 马 研究 
坐标 几何 的 目的 和 方式 有 着 显著 的 
不 同 ,他 们 作为 坐标 几何 的 创始 人 
的 地 位 都 已 在 数学 史 中 得 到 确认 。 
《圆锥 曲线 论 稿 》(Brouillon 


project d'une atteinte 


aux 
événemens des rencontres du 
cone avec un plan) 法 国 数学 
家 , 建筑 工程 师 德 扎 格 (Girard 
Desargues, 1591—1661) 著 。 书 名 直 
译 为 《试图 处 理 圆锥 与 平面 相交 情 
形 的 文稿 》。 发 表 于 1639 年 ,据说 初 
版 只 印 了 50 本 ,不 久 就 全 部 佚 失 了 。 
直到 1845 年 法 国 数学 史家 沙 勒 
(Michel Chasles) 偶 然 发 现 了 德 扎 格 
的 学 生 拉 伊 尔 (P. de La Hire) 的 一 
份 手 抄本 , 便 将 其 发 表 在 1864 年 出 
版 的 德 扎 格 著作 集中 。 但 1950 年 左 
右 建 筑 史 家 莫 伊 西 (Pierre Moisy) 又 
在 巴黎 国立 图 书馆 发 现 了 原版 本 ， 
由 法 国 数学 史家 塔 顿 (Reng Taton) 
收入 《 德 扎 格 数学 全 集 ) 中 心 圆锥 曲 
线 论 稿 的 全 部 英 译文 已 发 表 在 4 德 
扎 格 的 几何 学 著作 》(J. V. Field and 
J. J. Gray, The Geometrical Work of 
Girard Desargues, Springer-Verlag, 
1987) —1m. 

自学 成 才 的 德 扎 格 是 十 七 世纪 


最 富 独创 精神 的 数学 家 之 一 ,是 射 
影 几 何 学 的 先 颈 。 圆 锥 曲线 论 稿 》 
开创 了 射影 几何 学 的 研究 。 德 扎 格 
的 目的 是 想 给 在 当时 的 技术 领域 中 
起 重要 作用 的 透视 图 ,石料 截面 图 
等 以 合理 的 基础 ,试图 明确 其 几何 
学 原理 。 他 想 用 “普遍 的 方法 "和 “ 统 
一 的 语言 "来 研究 和 表现 那些 看 来 
不 同 的 东西 ,如 有 关 圆 锥 曲线 的 定 
理 。 在 本 书 中 他 以 投射 和 截 景 作为 
他 的 “普遍 的 方法 ”, 并 由 此 统一 处 
理 了 几 种 不 同类 型 的 圆锥 曲线 。 首 
先是 他 引入 了 无 穷 远 点 和 无 穷 远 直 
线 , 之 后 叙述 了 一 个 现今 称 为 德 扎 
格 定理 的 基本 定理 , 即 从 一 点 O 到 
一 三 角形 ABC 的 顶点 的 连 线形 成 
一 投射 锥 ,该 投射 锥 的 一 个 截 景 就 
含有 一 三 角形 ABO, Hp A A,B 
与 B,C 5j C 分 别 对 应 , 则 两 三 角形 
的 对 应 边 ( 即 AB 与 ABL BO 与 B'C', 
4 如 与 4C) 相 交 的 三 个 交点 必 在 一 
条 直线 上 。 反 之 , 若 两 三 角形 的 三 对 
对 应 边 相交 于 共 线 的 三 点 , 则 连接 
对 应 顶点 的 三 条 连 线 必 相交 于 一 
点 。 德 扎 格 分 别 对 于 二 维和 三 维 的 
情形 给 出 了 该 定理 的 两 个 证 明 。 此 
外 , 德 扎 格 得 到 了 射影 几何 的 另 一 
基本 结论 : 交 比 在 投影 之 下 的 不 变 
性 .他 在 本 书 中 处 理 的 对 合 关系 ,至 
今 仍然 是 射影 几何 中 一 个 重要 的 概 
念 。 他 从 图 形 所 在 平面 外 一 点 把 整 
个 图 形 作 一 投射 ,并 取 投 射 锥 的 一 
个 截 景 ,得 到 一 个 重要 而 普遍 的 结 
论 : 若 作 一 圆锥 曲线 的 内 接 四 边 形 ， 
则 任 一 不 过 顶点 的 直线 与 圆锥 曲线 
以 及 完全 四 边 形 对 边 相 交 的 四 对 点 
有 对 合 关系 。 这 就 是 著名 的 德 扎 格 
对 合 定理 。 德 扎 格 还 引入 了 调和 点 
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id 证 明了 关于 圆锥 曲线 的 一 些 定 


“在 (圆锥 曲线 论 稿 ) 中 ， 德 扎 格 
不 仅 引 入 了 诸如 无 穷 远 元 素 等 新 概 
念 以 及 证 明了 许多 新 定理 ,最 重要 
的 是 他 开始 以 投射 和 截 景 作为 一 种 
新 的 证 明 方 法 。 通 过 投射 和 截 景 统 
一 处 理 了 几 种 不 同类 型 的 圆锥 曲 
线 , 从 而 开辟 了 一 条 通 向 一 门 新 几 
何 学 的 道路 。 圆 锥 曲线 论 》 一 书 用 
法 文 写成 ,不 同 于 当时 一 惯用 拉丁 
文 著述 的 习惯 ,并 尽量 采用 通俗 语 
言 ,引入 了 许多 形象 的 术语 ,但 也 因 
而 使 它 异 常 难 读 , 在 出 版 的 当时 并 
未 得 到 普遍 的 重视 ,尽管 德 扎 格 的 
天 才 备 受 稍 卡 儿 . 费 马 等 人 的 推崇 。 
《圆锥 曲线 论 稿 } 一 书 一 度 失传 的 主 
要 原因 还 在 于 当时 解析 几何 、 微 积 
分 蜡 军 突起 ,吸引 了 当时 最 优秀 的 
数学 家 的 注意 ,因而 射影 几何 学 这 
一 新 兴学 科 被 忽视 了 。 德 扎 格 的 研 
究 在 十 九 世 纪 重新 被 人 们 发 现 并 受 
到 重视 是 在 法 国 数学 家 蒙 日 及 其 学 
生 庞 斯 列 等 人 复兴 了 综合 几何 学 之 
后 。 德 扎 格 的 理论 成 为 其 后 射影 几 
何 研究 的 基础 因此 ,《 圆 锥 曲线 论 
稿 ?在 射影 几何 学 史上 仍然 具有 重 
要 地 位 。 

< E s db £& iE ? (Essay pour 
les coniques) 法 国 数学 家 、 物 理 
学 家 .思想 家 帕斯卡 (B. Pascal, 
1623 一 1662) 著 .1639 一 1640 年 写成 
出 版 .这 本 小 册子 只 发 行 了 很 少 份 ， 
当时 极 少 有 人 知道 ,旋即 失传 ,直到 
1779 年 才 重 新 找到 .这 是 继 德 扎 格 
的 《圆锥 曲线 论 稿 } 之 后 第 二 篇 重要 
的 射影 几何 学 著作 。 


受 德 扎 格 的 敦促 ,帕斯卡 开始 
研究 射影 几何 学 .他 很 快 就 掌握 了 
德 扎 格 的 《圆锥 曲线 论 稿 的 基本 思 
想 :无 穷 远 元 素 的 引入 ;圆锥 曲线 定 
义 为 圆锥 的 平面 截 线 ;将 圆锥 曲线 
作为 圆 的 射影 进行 研究 ;对 合 关系 
等 .1639 年 6 月 ,16 岁 的 帕斯卡 就 做 
出 了 他 的 第 一 个 伟大 发 现 , 即 现今 
称 为 帕斯卡 的 “神秘 六 线形 ”的 性 质 
定理 ,用 现代 语言 叙述 即 ; 若 一 六 
形 内 接 于 一 圆锥 曲线 , 则 每 两 条 对 
边 相交 所 得 的 三 点 在 同一 直线 上 。 
帕斯卡 并 且 看 到 了 基于 此 性 质 对 圆 
锥 曲线 进行 综 台 射影 研究 的 可 能 
性 ,其 后 他 便 写成 (圆锥 曲线 论 》, 其 
中 载 录 了 帕斯卡 自己 发 现 的 包括 上 
述 定理 在 内 的 几 个 典型 命题 ,论文 
是 作为 进一步 研究 的 提纲 写 出 的 ， 
勾画 了 他 刚刚 构思 的 一 篇 关于 圆锥 
曲线 的 重要 论文 的 概要 .因此 ,对 上 
述 重要 的 帕斯卡 定理 他 没有 给 出 完 
善 的 证 明 。 他 只 是 说 由 于 这 对 于 加 
成 立 , 故 通过 取 投 射 和 取 截 景 , 它 对 
于 所 有 圆锥 曲线 都 成 立 .遗憾 的 是 ， 
帕斯卡 构思 的 第 二 篇 关于 圆锥 曲线 
的 大 作 终 未 公开 发 表 , 看 来 帕斯卡 
于 1640 年 12 月 前 就 已 取得 相当 的 进 
展 ,他 从 自己 的 定理 中 推导 出 了 阿 
波 罗 尼 奥 斯 的 《圆锥 曲线 论 ) 中 的 大 
部 分 定理 .但 其 后 他 只 是 断断续续 


地 完善 该 论文 .尽管 德 扎 格 和 梅森 


分 别 于 1642 和 1644 年 提 到 这 篇 文 
章 , 但 显然 直到 1648 年 帕斯卡 才 得 
到 关于 帕 波 斯 问题 的 纯粹 几何 的 一 
般 定 解 ( 帕 波 斯 问题 是 163? 年 笛 卡 
儿 在 其 著作 中 显示 其 新 解析 几何 学 
威力 的 主要 例子 ) .帕斯卡 的 成 功 表 
明 , 在 这 一 领域 中 射影 几何 与 笛 卡 
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儿 解 析 方 法 具有 同样 的 威力 .因而 
帕斯卡 在 其 论文 的 最 后 一 部 分 “ 圆 
锥 曲线 构成 的 几何 轨迹 ”中 保留 了 
这 一 问题 。 

1654 年 帕斯卡 声称 他 的 论文 已 
近 于 完成 ,说 整 篇 著作 基于 他 16 岁 
前 发 明 的 一 个 基本 命题 ( 即 上 述 帕 
斯 卡 定理 ) ,他 还 提 到 了 一 些 特殊 的 
几何 命题 ,其 射影 方法 可 以 有 效 地 
应 用 于 这 些 问题 :由 三 个 或 四 个 条 
件 确定 的 圆 或 球 ; 由 五 个 已 知 元 素 
(点 或 切线 ) 确 定 的 圆锥 曲线 ;由 直 
线 , 圆 或 圆锥 曲线 构成 的 几何 轨迹 ; 
以 及 一 般 射 影 方法 。 看 来 只 有 荣 布 
尼 蒋 看 过 论文 的 手稿 ,我 们 知道 的 
大 部 分 有 关 论 文 的 准确 细节 都 是 莱 
布 尼 落 提供 的 。 莱 布 尼 蒋 曾 提 到 它 
的 内 容 分 为 六 部 分 :中 圆锥 曲线 的 
射影 生成 ;@“ 神 秘 六 线形 ”的 定义 
和 性 质 一 一 帕斯卡 定理 及 其 应 用 ， 
@ 极 点 , 极 线 及 中 心 与 直 色 的 射影 
性 质 ;@ 与 圆锥 曲线 的 经 典 定义 有 
关 的 各 种 性 质 ;@ 由 五 种 已 知 元 素 
确定 的 圆锥 曲线 的 作法 ;@ 立 体 轨 
迹 问 题 ( 帕 波斯 问题 ) ,尽管 莱 布 尼 
蒋 透 露 的 这 些 内 容 不 足以 使 我 们 给 
出 帕斯卡 论文 的 全 貌 , 但 已 足 能 显 
示 其 内 容 的 丰富 性 和 帕斯卡 的 思想 
的 清晰 .帕斯卡 充分 意识 到 了 射影 
方法 的 威力 ,假如 这 一 著作 能 在 当 
时 得 到 很 好 的 研究 (假如 德 扎 格 的 
著作 也 不 是 很 快 失传 ), 可 以 想象 它 
对 射影 几何 学 的 发 展 将 有 巨大 推动 
作用 .不 幸 的 是 ,直到 19 世 纪 这 一 科 
目 才 在 庞 斯 列 及 其 后 继 者 的 著作 中 
发 展 起 来 . 庞 斯 列 是 最 早 认 识 到 帕 
斯 卡 对 射影 几何 作出 重要 贡献 的 人 
之 一 。 


E E S E E 


(E 83 R 7R ? Arithmetica 
infinitorum) 英国 数学 家 沃 利 斯 
(John Wallis, 1616 一 1703) 著 。1655 
年 出 版 于 伦敦 .该 书 的 出 版 确立 了 
沃 利 斯 做 为 一 个 数学 家 的 声誉 。 他 
的 兴趣 包括 破译 密 信 、 语 法 学 。 他 的 
著述 广泛 包括 语言 学 .档案 学 Ý 
乐 .神学 等 ,并 曾 长 期 为 政府 破译 密 
信 。 在 二 十 岁 左右 开始 学 习 数 学 , 独 
立地 得 到 一 些 发 现 ,1649 年 被 任命 
为 牛津 大 学 萨 维尔 几何 学 教授 。 几 
年 后 便 出 版 了 该 书 , 它 成 为 十 七 世 
纪 数 学 史上 的 一 个 里 程 碑 。 
十 七 世纪 初期 无 穷 小 问题 已 经 
得 到 很 多 研究 ,其 中 开 普 勒 在 他 的 
《 酒 桶 新 立体 几何 》(1615) rp EE 
了 烦琐 的 希腊 穷竭 法 ,例如 ,认为 贺 
是 由 无 穷 多 小 三 角形 组 成 ,其 无 穷 
小 的 底 边 在 圆周 上 ,从 而 开创 了 无 
穷 小 研究 的 新 时 代 。 之 后 卡 瓦 列 里 
创立 了 不 可 分 量 几 何 学 (1635) ,得 
到 著名 的 所 谓 卡 瓦 列 里 原理 。 在 《无 
穷 算术 》 的 献 辞 中 , 沃 利 斯 对 先 华 们 
的 工作 做 了 评论 ,他 特别 提 到 卡 瓦 
列 里 的 方法 如 何 激 起 他 对 化 圆 为 方 
问题 的 兴趣 ,在 沃 利 斯 之 前 已 有 一 
些 几 何 学 家 独立 求 得 曲线 y==z* 下 
的 面积 , 当 指数 ”为 正 整数 时 ,他 们 
的 方法 是 充分 的 ,但 当 ?为 负数 或 
分 数 ( 如 双 曲 线 情形 ) 时 就 出 现 了 困 
难 。 在 该 书 中 , 沃 利 斯 首先 通过 扩展 
“连续 性 原则 ”, 极 其 娴熟 地 运用 归 
纳 法 (不 同 于 今天 的 数学 归纳 法 ) 将 
指数 扩展 到 负数 和 分 数 , 从 而 推广 
了 许多 关于 面积 的 结果 。 这 里 沃 利 
斯 也 有 失误 ,根据 他 的 推理 ,认为 


天 是 无 穷 大 (首创 co 符号 表示 无 穷 
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大 ), 那 么 t+, 二 7,… 应 该 是 比 


无 穷 还 要 大 (命题 6 " ,而 没有 认识 
到 这 只 是 纵 坐 标 另 一 边 的 空间 中 面 
积 的 度量 ,下 一 步 活 利 斯 转向 应 用 
他 的 方法 求 具有 更 复杂 表示 的 曲 
线 ,如 y= 二 (a 十 z)* 所 围 的 面积 ,事实 


上 ,他 求解 了 积分 [ a 
秆 ,不仅 如 此 ,他 还 研究 了 其 推广 的 
积分 


I(k,n)— (1—2 dz, 
0 


他 先是 列表 求 出 对 bon 为 整数 时 
VEG B dL. Z I FU T Ee 
Jepe WM Rma 
pom ou (hpo t 
(他 利用 口 表 示 生 ) ,这 里 他 注意 


2XA4XAX6X 8 
XA XOT 2X12X 


x 

14 
这 两 个 结果 趋 于 相等 (命题 191) , 因 
而 有 结果 


3 X5X7X7X 
Xi z 


x3x5 
xX9x9 
2XAXAX6X6X8X 
S ROC TO CIO XI. 


这 里 他 将 其 序列 扩展 到 了 无 穷 ， 得 
到 这 一 著名 的 无 穷 乘积 表达 式 , 其 
中 巧妙 地 运用 了 插值 方法 ,该 方法 
基于 连续 性 假设 .这 种 对 无 穷 序 列 、 
无 穷 连 乘 积 的 大 胆 使 用 使 沃 利 斯 成 
为 牛顿 和 菜 布 尼 落 之 前 在 把 分 析 方 
法 引入 微 积分 方面 工作 做 得 最 多 的 


D=% 


人 。 

《无 穷 算 术 》 对 沃 利 斯 的 同时 代 
人 和 后 人 产生 了 巨大 的 影响 ,其 重 
要 性 不 仅 在 于 他 处 理 的 单个 问题 
上 ,更 在 于 他 的 方法 。 他 的 分 析 观 点 
是 反 传统 的 几何 观点 的 。 他 的 列表 
表示 函数 的 思想 也 是 卓越 的 《无 穷 
算术 》 对 牛顿 的 影响 是 独一无二 的 ， 
其 直接 的 结果 是 牛顿 二 项 式 定理 的 
发 现 。 该 书 成 为 其 后 见 何 学 中 的 一 
切 发 展 的 基础 。 

《几何 学 讲义 》(CLectiones 
geometricae) ”英国 数学 家 巴 罗 
(Isaac Barrow, 1630—1677) 著 ， 
1670 年 出 版 。 该 书 对 微 积分 的 发 展 
起 了 重要 作用 。 作 为 剑桥 大 学 的 首 
届 路 卡 斯 教授 , 巴 罗 在 十 七 世纪 六 
十 年 代 中 期 就 曾 讲述 过 该 书 的 内 
容 。 他 的 学 生 牛 顿 曾经 在 1664 一 
1665 年 听 过 他 的 讲授 ,并 帮助 巴 罗 
准备 讲义 。 无 疑 它 对 牛顿 创立 微 积 
分 产生 了 影响 。. 正 是 巴 罗 最 先 承认 
牛顿 的 天 才 , 并 于 1669 年 将 路 卡 斯 
教授 席位 让 贤 于 牛顿 

《几何 学 讲义 》 共 有 13 讲 ,在 前 5 
讲 中 他 定义 了 度量 一 切 运动 的 时 间 
的 流动 变量 .之 后 考虑 了 通过 结合 
运动 的 点 和 直线 而 产生 的 曲线 的 性 
质 . 在 第 6 一 12 讲 讲述 了 他 对 前 人 工 
作 的 系统 推广 (其 中 包括 向 卡 儿 , 沃 
利 斯 、 费 马 、 惠 更 斯 .帕斯卡 等 人 的 
工作 ) 和 他 自己 的 新 发 现 。 内 容 涉 及 
求 切线 ,面积 .曲线 的 长 等 问题 ,第 
13 讲 中 是 与 前 面 没 多 大 关系 的 内 容 
一 一 关于 方程 的 几何 作 图 法 。 巴 罗 
的 讲义 通 篇 采用 古典 的 几何 观点 来 
处 理 切 线 问题 和 求 积 问题 ,而 不 是 
象 活 利 斯 那样 采取 分 析 的 方法 , 例 


ee 
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如 他 把 曲线 的 切线 定义 为 同 曲 线 仅 
在 一 点 切 触 的 直线 .但 他 给 出 了 通 
过 计算 求 切 线 的 方法 ,并 认为 这 种 
方法 比 前 人 的 方法 “更 有 利 、 更 一 
般 ”( 第 10 讲 ) .在 此 过 程 中 , 他 利用 
了 微分 三 角形 或 特征 三 角形 (如 
ED. AZA PRO 出 发 ,利用 
APRQ 相似 于 ANMP 的 事实 ,断定 切 


RAIRE —QR/PR—PM/MN, 巴 罗 


认为 , 当 弧 PP' 足 够 小 时 ,就 可 以 把 
它 和 P 点 切线 上 的 一 段 Po 等 同 起 
来 ,从 而 用 特征 三 角形 PRP' 代 赫 三 
角形 PR@。 再 利用 曲线 的 方程 ,舍弃 
掉 小 量 的 高 次 寡 , 便 求 得 曲线 在 P 
处 切线 的 斜率 .实际 上 , 巴 罗 是 把 切 
线 看 作 是 当 增 量 PR 趋 于 零 时 割 线 
的 极限 位 置 ,并 通过 忽略 “高 阶 无 穷 
小 ”的 方法 来 取 极 限 ,更 重要 的 是 ， 
他 在 该 书 的 第 10 讲 中 给 出 了 表明 曲 
线 的 切线 问题 和 求 积 问题 之 间 的 互 
递 关系 的 一 个 重要 定理 ,这 是 对 微 
积分 基本 定理 的 最 早 认识 .但 可 异 
的 是 他 只 是 在 古典 的 几何 意义 下 处 
理 该 问题 ,而 没有 侧重 于 新 的 计算 
方法 和 计算 程序 ,而 这 才 是 发 明 微 
积分 的 关键 .虽然 巴 罗 被 有 些 学 者 
认为 是 微 积 分 的 发 明 者 ,但 巴 罗 本 
人 并 没有 认识 到 他 的 这 一 “基本 定 
理 ” 能 为 “以 独特 计算 法 为 其 特征 的 


一 门 新 科学 ”奠定 基础 ,这 被 作为 说 
明 “ 发 现 ” 与 “认识 到 重要 意义 ”之 间 
的 明显 区 别 的 一 个 极 好 实例 。 但 无 
论 如 何 ,他 的 发 现 为 最 终 创 立 微 积 
分 做 出 了 积极 贡献 。 

《运用 无 穷 多 项 方程 的 分 析 
学 》(De analysi per aequationes 
numero terminorum infinitas ) 
英国 数学 家 物理 学 家 .天 文学 家 和 
自然 哲学 家 牛顿 (I. Newton ,1642 一 
1727) 著 。 写 于 1669 年 ,但 迟 至 1711 
年 才 发 表 。 

创建 微 积 分 是 牛顿 最 卓越 的 数 
学 贡献 .他 将 前 人 发 现 的 关于 求 曲 
线 的 切线 . 求 极 大 极 小 值 这 类 问题 
以 及 男 一 类 求 面积 .体积 等 问题 的 
一 些 特 殊 方 法 ,技巧 统一 为 一 般 的 
算法 ,并 确定 了 微分 与 积分 两 类 运 
算 的 互 逆 关系 ,因而 与 莱 布 尼 获 同 
享 创建 微 积分 的 盛誉 。 他 关于 微 积 
分 的 发 现 始 于 1664 年 .1666 年 10 月 
他 写成 一 篇 手稿 记录 了 自己 的 发 
现 . 后 来 称 为 “1666 年 10 月 流 数 短 
论 ”(The October 1666 Tract on 
Fluxions)。 这 是 关于 微 积 分 的 最 早 
的 论文 ,但 直到 新 近 才 发 表 . 其 中 便 
包含 了 历史 上 第 一 次 以 明显 形式 出 
现 的 微 积 分 基本 定理 .1668 年 梅 卡 
托 的 《对 数 技术 》 出 版 ,其 中 包括 他 
关于 log (1 十 xz) 的 著名 级 数 和 牛顿 
几 年 前 已 经 得 到 但 未 发 表 的 一 个 重 
要 结果 .关于 优先 权 的 考虑 促使 牛 
顿 于 1669 年 初夏 写 出 了 《运用 无 穷 
多 项 方程 的 分 析 学 》, 虽 然 这 本 小 册 
子 直 到 1711 年 才 出 版 ,并 且 仅 仅 包 
括 牛 顿 1664 一 1666 年 工作 的 片断 ， 
但 由 于 在 朋友 中 的 流传 ,使 当时 的 
一 些 数 学 家 得 以 了 解 牛顿 的 发 
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现 。 
该 书 首先 通过 一 些 未 加 证 明 的 
法 则 氢 述 了 他 (借助 于 微 积分 基本 
定理 ?计算 曲线 y= 二 f(z) 下 的 面积 
的 一 般 方法 (牛顿 认为 ;“ 与 其 严格 
地 证 明 , 还 不 如 简单 地 解释 ”)。 
第 一 个 法 则 ;如果 y=a*, 则 
所 求 面积 是 


—— ah 
Ge m 


BONEN: MR y 是 由 具有 
上 述 形 式 的 一 些 项 组 成 的 , 则 所 求 
面积 是 由 其 中 每 一 项 分 别 产生 的 面 
积 组 成 的 ,” 一 一 这 说 明 逐 项 积分 的 
合理 性 。 

第 三 个 法 则 :“ 如 果 y 或 y 的 任 
何 一 项 比 上 述 形式 复杂 ( 即 不 是 多 
进行 运算 ,其 方式 如 同 算术 中 的 乘 
和 除法 、 开 方 ,或 者 解 假定 成 立 的 方 
e” 

为 了 通过 “ 解 假定 成 立 的 方程 ” 
计算 面积 ,牛顿 举例 说 明了 方程 的 
一 种 近似 解法 , 即 现今 所 谓 的 “牛顿 
法 ”。 用 这 种 方法 解 多 项 式 方程 


fG)- Zar=0 
的 过 程 如 下 所 述 ; 设 真正 的 根 为 


z*， 给 定 它 的 第 个 近似 值 x,, 将 
z. =r, tp 代入 方程 ,得 到 


0 一 人 aa - jac 2» 


一 Daai + D Ie 
所 以 

0=f(z,)+ pf! (zs 十 和 
通过 忽略 ?的 高 次 项 ,得 到 


R fG) € 


形 如 
f(x,y)=0 

的 方程 ,牛顿 将 上 述 方程 进行 了 推 
广 ,作为 z 的 窜 级 数 求 出 y, 然 后 将 
兰 级 数 逐 项 积分 ,计算 f(z, 9 一 0 
下 的 面积 。 通 过 将 上 述 逐 次 近似 法 
用 于 级 数 的 反 演 ,牛顿 第 一 次 得 到 
了 sinz 和 cosz 的 竹 级 数 。 此 外 ,牛顿 
还 利用 这 些 三 角 函 数 的 寡 级 数 来 计 
算 摆 线 和 割 圆 曲线 下 的 面积 。 

《 流 数 法 与 无 穷 级 数 》 
( Methodus fluxionum et 
serierum infinitarum) 英国 数学 
家 、 物 理学 家 、 天 文学 家 和 自然 哲学 
家 牛顿 (I. Newton, 1642 一 1727) 著 。 
BET 1671 年 .这 是 牛顿 在 数学 方面 
的 代表 作 , 其 中 将 1666 年 10 月 的 
流 数 短 论 进 行 了 扩充 。 其 英 译 本 于 
1736 年 出 版 ,但 原 拉丁 文本 迟到 
1779 年 才 出 版 。 牛顿 生前 一 直 在 利 
用 这 部 著作 ,其 手稿 形式 便 由 于 一 
些 数学 家 借阅 而 广为人知 。 

《 流 数 法 与 无 穷 级 数 》 对 于 牛顿 

的 流 数 分 析 方 法 提供 了 比 《 运 用 无 
穷 多 项 方程 的 分 析 学 》 更 一 般 、 更 好 
的 阐述 。 其 前 一 部 分 包含 了 后 一 本 
书 的 扩充 ,并 且 包 括 用 于 求解 代数 
方程 和 微分 方程 的 无 穷 级 数 法 ( 待 
定 系 数 法 ?的 详细 讨论 。 接 着 ,以 20 
个 正式 叙述 的 问题 为 标题 ,相当 广 
泛 地 收集 了 牛顿 的 级 数 法 和 流 数 法 
的 应 用 实例 。“ 流 数 法 ”反映 了 这 一 
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理论 的 力学 背景 , 流 数 被 定义 为 可 
借 运 动 描述 的 连续 量 一 一 流量 的 变 
化 率 。 牛 顿 表 述 流 数 法 的 基本 问题 


为 :已 知 流量 间 的 关系 , 求 它们 的 流 


数 的 关系 ,以 及 逆 运 算 。 在 “问题 
3 一 一 极 大 值 和 极 小 值 的 确定 ”中 ， 
牛顿 给 出 了 下 述 原 理 : 

当 一 个 量 取 极 大 或 极 小 值 时 ， 
它 的 流 数 既 不 增加 也 不 减少 ,…。 所 
以 求 出 它 的 流 数 ,并 令 这 个 流 数 等 
FẸ. 

X H , AAE A, On) 
=0 的 点 即 是 f(x) 的 极 值 点 。 他 列 
举 了 能 用 这 种 方法 求解 的 9 个 几何 
问题 ,如 问题 4 是 作曲 线 的 切线 .在 
该 书 中 ,牛顿 继续 使 用 无 穷 小 瞬 作 
为 流 数 计算 的 基础 ,他 记 时 间 的 瞬 
为 0, 它 所 引起 的 流量 的 瞬 为 20， 
如 ,…, 他 在 具体 计算 中 指出 那些 仿 
0 的 项 可 被 看 作 零 而 略 去 。 例如 ,已 
知 方程 空 一 az? 十 azg 一 外 一 0 ,分别 以 
z 十 20.y 十 90 代替 x,y, 得 

(z 十 20)3 一 a (z--30)* -Fa(z + 
20) (y 2-90) — Gy-- 900? 一 0。 
展开 左边 各 项 并 代入 2 — ax! + ary 
一 六 二 0, 两 边 同 除 以 0, 然 后 路 去 含 
0 的 项 , 即 得 流 数 关系 

3i2 一 2aiz 十 cig 十 o 咏 一 3 为 2 一 0。 

在 问题 8 中 ,牛顿 正式 引入 了 他 的 
代 换 积分 法 ,给 出 了 蓝 时 线 、 摆 线 和 
阿 基 米 德 螺 线 的 巧妙 的 求 积 方法 ， 
这 些 求 积 法 利用 了 一 种 强 有 力 的 积 
分 变换 法 ,其 中 总 括 了 分 部 积分 法 
和 代 换 积分 法 .问题 12 是 关于 曲线 
长 度 的 确定 ,牛顿 利用 基本 的 流 数 
法 计算 弧 长 ,他 由 特征 三 角形 导出 
了 绝 长 的 关系 式 。 在 例 5 中 求 出 了 
Snpra 


__ (a—r} 

, M z(a—2z) 
的 长 度 。 在 最 后 一 个 求 弧 长 的 例题 
中 ,牛顿 应 用 他 的 级 数 


3 5 7 


求 出 割 圆 曲线 
yer eig —- 


TE CO, 23 C TR] E LIE 89 756 53 £RORURE 
开 式 为 
2 
{=z 十 地 . 
604 z 
593025 4 T 

《 流 数 法 与 无 穷 级 数 》 中 还 包括 
两 个 积分 表 。 第 一 个 表 的 标题 是 : 
“与 直线 图 形 有 关 的 曲线 一 览 表 ”， 
其 中 列 出 了 相应 的 面积 能 够 通过 微 
分 或 反 微 分 明确 算出 的 一 些 曲线 。 
第 二 个 表 是 :与 圆锥 曲线 有 关 的 曲 
线 一 览 表 ”, 其 中 列 出 了 一 些 曲 线 ， 
其 相应 的 面积 能 够 通过 适当 的 圆锥 
曲线 下 的 面积 来 表示 。 和 牛顿 列举 了 
一 些 面 积 的 计算 ,以 说 明 他 的 积分 
表 的 应 用 。 

在 该 著作 的 一 个 附录 (1969 年 
才 首 次 发 表 ) 中 ,牛顿 发 展 了 一 种 曲 
线 的 “最 初 与 最 终 ” 比 的 几何 理论 ， 
后 来 部 分 地 纳入 了 1687 年 版 《< 自然 
哲学 的 数学 原理 ;的 第 一 编 第 一 章 
及 后 来 的 4 论 曲线 的 求 积 》 中 。 

《自然 哲学 的 数学 原理 》 
(Philosophiae naturalis principia 
mathematica) 伟大 的 英国 数学 
家 、 物 理学 家 、 天 文学 家 、 自 然 哲 学 
家 牛顿 (I. Newton, 1642—1727) € , 
1687 年 出 版 。 在 科学 史上 ,甚至 在 
整个 人 类 文明 的 进程 中 《原理 ;》 的 
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出 版 都 是 一 件 特别 引 人 注 目的 大 事 
件 。 这 是 一 部 划时代 的 巨著 。 RA 
它 是 一 部 研究 天 体力 学 的 著作 ,但 
它 在 数学 史上 也 有 着 极为 重要 的 地 
位 。 这 不 仅 因为 它 是 第 一 本 公开 出 
版 的 包含 牛顿 的 微 积分 发 明 的 著 
作 , 而 且 因为 原理 } 中 提出 的 课题 
和 研究 方法 极 大 地 影响 了 后 世 的 数 
学 研究 。 

《原理 } 分 为 三 编 。 第 一 编 意 在 
从 数学 观点 发 展 一 般 动力 学 内 容 ， 
是 对 自由 空间 ( 既 无 阻力 的 空间 ) 中 
压力 作用 下 物体 运动 的 数学 处 理 。 
第 二 编 研究 物体 在 阻尼 介质 中 的 运 
动 ,从 而 商定 了 流体 动力 学 的 理论 
基础 。 第 三 编 的 标题 为 “ 论 宇 宙 系 
统 ”, 其 中 第 一 编 中 的 重要 结果 在 访 


编 中 的 物理 学 和 天 文学 问题 中 得 到 . 


了 应 用 .在 牛顿 的 体系 中 ,行星 的 运 
动 . 蔡 星 的 运动 以 及 潮汐 现象 得 到 
了 统一 的 阐述 。 在 该 编 中 ,牛顿 叙述 
了 万 有 引力 定律 。 在 《4 原理》 的 序言 
中 ,牛顿 声称 自己 要 “努力 把 自然 现 
象 放 在 数学 的 控制 之 下 ”, 其 目的 是 
发 现 并 宣告 “一 切 事物 按照 测度 、 数 
量 和 重量 安排 "的 准确 方式 ,用 数学 
SÉ SEA. fik Jo flde d BARI 
学 的 原理 其 实 不 是 哲学 的 ,而 是 数 
学 的 。 因 而 第 一 编 中 将 物体 运动 作 
了 系统 的 数学 处 理 , 而 在 第 二 编 中 
数学 兴趣 甚至 大 于 物理 兴 

《原理 ?中 的 陈述 是 建立 在 牛顿 
自己 的 数学 发 现 的 基础 之 上 的 , 通 
常 被 认为 是 以 希腊 几何 学 风格 写成 
的 。 从 该 书 中 ,人 们 看 到 的 不 是 微 积 
分 的 解析 公式 ,而 是 几何 的 比例 公 
式 。 在 试图 说 明 其 流 数 法 的 早期 来 
源 时 ,牛顿 声称 他 先 用 他 的 方法 推 


导出 证 明 , 然 后 将 它们 重新 表述 为 
综合 几何 的 形式 。 但 仔细 的 考察 表 
Hj ,牛顿 这 种 方法 背后 的 各 种 概念 
不 是 来 自 经 典 几 何 而 是 来 自 微 积 
分 。 外 表 的 欧 几 里 得 形式 掩盖 了 牛 
顿 著作 的 真正 特征 。 从 命题 到 命题 ， 
从 引 理 到 引 理 ,牛顿 总 是 通过 先 建 
立 几 何 条 件 或 相应 的 比 ,然后 立刻 
引入 一 些 经 过 一 些 仔细 定义 的 极限 
过 程 。 这 种 证 明 或 发 现 的 方式 是 基 
于 一 些 关于 极限 过 程 的 一 般 原 理 
的 。 关 于 极限 的 论述 是 在 第 一 编 开 
始 的 第 一 部 分 的 几 个 引 理 中 给 出 
的 ,在 4 原理 ) 中 ,只 要 涉及 微 积分 的 
基本 概念 ,牛顿 就 给 出 了 几 种 解释 ， 
他 试图 为 他 的 最 终 比 的 说 法 辩护 ， 
说 明 最 终 比 不 是 最 后 量 的 比 ,而 是 
无 限 地 减少 的 这 些 量 的 比 所 趋 近 的 
极限 。 而 在 《原理 ;第 二 编 的 第 二 部 
分 (尤其 引 理 2) 中 ,牛顿 又 展示 了 
另 一 种 分 析 方法 ,在 那里 牛顿 介绍 
了 “了 瞬 ”的 概念 和 方法 。 他 定义 瞬 为 
变量 或 不 定量 的 瞬间 的 增 量 或 减 
量 。 牛顿 认 为 这 一 引 理 包含 了 一 个 
一 般 方 法 的 基础 。 所 以 牛顿 在 《 原 
理 》 中 事实 上 给 出 了 新 分 析 学 的 三 
种 表述 , 即 用 无 穷 小 的 概念 ,利用 最 
终 比 或 极限 ,以 及 运用 流 数 法 。 

《原理 》 于 1687 年 出 版 后 ,在 
1713 和 1716 年 分 别 出 了 第 二 或 第 
三 版 ,其 中 第 三 版 由 拉丁 文 译 成 了 
英文 。1931 年 我 国 出 版 了 中 译本 
( 郑 太 杆 译 《自然 哲学 的 数学 原理 》， 
商务 印 书 馆 , 1931 年 4 月 初版 ， 
1957 年 5 月 重印 ), 许 多 学 者 对 之 
作 了 细致 研究 。 

《广义 算术 》(Arthmetica 
universalis) 英国 数学 家 、 物 理学 


经 典 数学 著作 221 


家 、 天 文学 家 、 自 然 上 哲学 家 牛顿 (1 
Newton ,1642 一 1727) 著 。1707 年 出 
版 。 系 根据 作者 于 1673 一 1683 年 间 
的 讲义 编写 而 成 。 书 中 载 录 了 和 牛顿 
在 几何 问题 的 代数 解法 及 方程 论 方 
面 的 一 些 重要 结果 。 英 文 各 版 本 分 
别 于 1720,1728 和 1769 年 出 版 于 
伦敦 。1948 年 被 译 成 俄 文 出 版 。 
牛顿 使 用 了 笛 卡 儿 的 符号 , 首 
先 说 明了 使 用 数字 及 字母 的 算术 演 
B ,接着 对 方程 及 其 根 的 一 般 性 质 
进行 论述 .关于 方程 式 的 演算 ,他 总 
结 了 7 个 规则 。 他 用 代数 方法 所 解 
的 61 道 算术 问题 ,由 于 其 巧妙 性 及 
多 样 性 ,经常 被 人 引用 。 如 问题 50， 


“一 石 落 井 ,请 根据 听 到 石头 择 击 井 . 


水 的 声音 (的 时 间 ) 确 定 井 的 深度 ”， 
把 抽象 的 数学 问题 转化 为 具体 的 物 
理学 问题 来 考虑 ,充分 表现 了 作者 
的 特点 。 关 于 代数 方程 的 一 般 性 质 ， 
作者 用 几何 图 解 ,说 明了 实 系数 方 
程 的 虚 根 必定 成 对 出 现 ,给 出 了 求 
实 系 数 多 项 式 方 程 根 的 上 界 的 法 
则 ,论述 了 根 与 系数 的 关系 ,决定 根 
的 近似 值 的 规则 ,牛顿 注意 到 , 当 方 
程 存在 虚 根 时 ,确定 方程 正 根 与 负 
根 个 数 的 笛 卡 儿 符 号 法 则 不 能 给 出 
正确 的 结果 ,因而 在 书 中 叙述 了 (但 
未 证 明 ) 确 定 方 程 正 实 根 和 负 实 根 
的 最 多 个 数 的 另 一 种 方法 ,从 而 能 
推出 复 根 至 少 能 有 多 少 个 .此 外 , 牛 
顿 给 出 三 .四 次 方程 的 解法 ,以 及 代 
数 方程 的 图 象 解法 。 书 中 还 载 录 了 
EMMAT a KRATERE m PCR 
的 和 的 著名 公式 。 

《一 种 求 极 大 、 极 小 值 与 切 
线 的 新 方法 》(Nova methodus 


pro maximis et minimis,---) 德 


国 自 然 科 学 家 、 数 学 家 、 哲 学 家 莱 布 
f£ ix (G. W. Leibniz, 1646—1716) 
3k. 1684 年 发 表 于 《学 艺 》(Acta 
Eruditorum R RE. REŽ HEK 
发 表 的 他 关于 微分 学 的 第 一 篇 论 
文 , 也 是 数学 史上 第 一 篇 公开 发 表 
的 微 积分 学 著作 ,因而 有 着 不 朽 的 
意义 。 莱 布 尼 蒋 与 牛顿 共享 着 独立 
发 明 微 积 分 的 盛誉 ,他 关于 微 积 分 
的 重要 发 现 都 发 表 在 《学 艺 》 上 。 
1686 年 , 莱 布 尼 蒋 发 表 了 他 关于 积 


分 学 的 第 一 篇 文章 ,提出 了 fe- 
CEO TELES 
线 ) 这 一 基本 结果 。 就 在 这 篇 文章 
中 ,积分 符号 | 第 一 次 出 现在 印刷 


出 版 物 上 。 在 1693 年 的 4 学 艺 》 杂 志 
上 , 莱 布 尼 获 发 表 了 微 积分 基本 定 
理 及 其 证 明 。 

莱 布 尼 蒋 关于 微 积分 的 基本 思 
想来 源 于 他 对 序列 的 和 与 差 的 研 
究 。 他 的 许多 成 果 , 以 及 他 的 思想 的 
发 展 过 程 都 包含 在 他 从 1673 年 起 
写 的 笔记 中 。 其 中 最 决定 性 的 突破 
是 在 巴黎 时 期 (1672 一 1676 年 , 牛 
顿 创造 高 潮 之 后 的 8 至 10 年 ) 得 到 
的 。 莱 布 尼 蒋 的 分 析 的 或 符号 的 微 
积分 的 重要 特征 是 :无 穷 小 差分 ( 微 
分 ) 与 无 穷 小 求 和 (积分 ) 的 中 心 作 
用 ,以 及 二 者 之 间 的 互 道 关系 ;作为 
切线 问题 (微分 ) 和 求 积 问题 (积分 ) 
之 间 的 纽带 的 特征 三 角形 ;通过 代 
换 的 积分 变换 。 在 《一 种 求 极 大 、 极 
小 值 与 切线 的 新 方法 }》 中 ,在 引入 微 
分 时 没有 进行 许多 无 穷 小 考察 (这 
种 考察 曾 是 微分 概念 产生 的 起 因 ) 。 
给 定 任意 数 dz dy 的 定义 是 使 得 比 
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值 借 等 于 切线 的 斜率 的 数 。 这 里 只 
是 没有 给 出 切线 的 真正 定义 。 菜 布 
尼 获 写 道 :“ 我 们 只 应 当 记 住 , 求 切 
线 就 是 画 一 条 连接 曲线 上 距离 为 无 
穷 小 的 两 点 的 直线 , 即 具 有 无 穷 多 
个 角 的 多 边 形 一 边 的 延长 线 ,因为 
我 们 可 以 用 这 样 的 多 边 形 来 代替 曲 
RET. BS DIEI KA E 
TOT AUR  BURCBLI BLA — de ge 
则 ,但 对 其 来 源 未 作 和 解释 。 此 外 , 文 
中 还 指出 : 当 纵 坐标 ， BE * 增加 而 
增加 时 ,dw 是 正 的 ; 当 wb 减少 时 ,如 
是 负 的 。 莱 布 尼 获 还 注意 到 因为 “ 当 
o 既 不 增加 也 不 减少 时 ,就 不 会 出 
现 这 两 种 情况 ,这 时 "是 平稳 的 ”， 
所 以 极 大 或 极 小 值 的 必要 条 件 是 do 
=0。 同 样 ,他 还 说 明 损 点 的 必要 条 
件 是 ddv) 二 0。 作 为 上 述 极 大 、 极 小 
VETE ENS ETT. 
了 下 述 问 题 ;“ 设 给 定 两 点 C WE. 
以 及 同一 平面 上 的 一 条 直线 SS. iR 
在 SS 上 找 -一 点 P, 使 得 当 把 有 和 C 
DULEETINZETT T ET 
构成 的 矩形 (CF 5 h ZI FE 
与 给 定 的 线段 > 构成 的 矩形 二 者 之 
和 为 最 小 ”他 把 这 一 结果 解释 为 光 
线 由 密度 为 >( 相 对 于 光速 ) 的 介质 
进入 密度 为 上 的 介质 时 的 折射 定 
律 ,直线 SS 表示 两 种 介质 之 间 的 
界面 。 他 还 说 :熟悉 微 积分 的 人 能 
够 这 样 魔术 般 地 处 理 的 一 些 问题 ， 
曾 使 其 他 高 明 学 者 百 思 不 得 其 解 。” 

“这 不 过 是 一 种 更 高 超 的 几何 
学 的 开端 , 它 甚 至 可 以 用 来 解决 一 
些 最 困难 的 ,最 奇妙 的 应 用 数学 问 
题 ,如 果 没 有 我 们 的 微分 学 或 者 类 
似 的 方法 ,这 些 问题 处 理 起 来 决 不 


会 这 样 容易 "在 这 章 的 结尾 , 莱 布 
尼 欧 解决 了 笛 卡 儿 未 能 解决 的 一 个 
问题 : 求 纵 坐标 为 o 的 曲线 ,使 其 次 
HIE r 为 常数 :r=a, 对 于 这 样 的 曲 
线 有 
即 
o=a £ 

Ta ° 
莱 布 尼 茨 考虑 z 值 的 一 个 等 差 数 
列 ,其 公差 为 dr b, jX BT 


do— 3s, 
a 


因此 ,对 应 的 纵 坐 标 o 的 序列 与 其 
差 的 序列 成 正比 。 由 于 这 是 几何 级 
数 特有 的 性 质 , 所 以 莱 布 尼 蒋 断言 : 
“如 果 z 值 构成 算术 序列 , 则 o 值 构 
成 几何 序列 。 换 句 话 说 ,如 果 w 是 一 
些 数 , 则 z 是 它们 的 对 数 ,因此 ,所 
求 的 曲线 是 对 数 曲 线 。” 
《发 微 算法 》CHatubi sanpo) 

日 本 数学 家 关 孝 和 (Takakazu Seki, 
约 1642 一 1708) 著 .1674 年 出 版 。 关 
孝 和 是 日 本 传统 数学 和 算 的 葛 基 
人 ,也 是 关 氏 学 派 ( 关 流 ) 的 创始 人 ， 
在 日 本 被 尊 为 算 圣 。 这 是 他 生前 出 
版 过 的 唯一 一 部 算 书 。 他 的 许多 著 
作 只 在 其 学 派 内 部 传 抄 ,有 《三 部 
书 》t 七 部 书 ) 等 , 关 孝 和 去 世 后 ,其 
弟子 又 编纂 出 版 了 《 括 要 算法 》 
(1712) 一 书 。¢ 发 微 算法 3 刊行 数 年 
后 ,版 模 因 火灾 遗失 。 初 版 本 现 只 在 
京都 大 学 保存 一 本 。 由 于 关 孝 和 的 
方法 难 懂 ,其 弟子 建部 贤 弘 出 版 了 
《发 微 算法 演 段 谚 解 )(4 卷 ,1685)， 
在 其 第 一 卷 中 完整 地 收入 了 这 一 著 
作 , 并 对 之 作 了 阐释 ,从 而 使 人 们 得 
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以 了 解 关 氏 的 工作 。 

中 算 家 朱 世 杰 的 《 算 学 启蒙 》 对 
关 孝 和 的 数学 研究 产生 了 很 大 影 
响 。1670 年 第 一 位 掌握 了 天 元 术 的 
H 本 数学 家 泽 口 一 之 (Kazuyuki 
Sawaguchi, 1670) 利用 天 元 术 解 决 
了 许多 数学 问题 , 编 成 一 本 七 卷 本 
的 数学 问题 集 ( 古 今 算 法 记 》 在 卷 
末 附 有 15 个 问题 。 他 认为 这 些 问题 
是 不 能 用 天 元 术 解 答 的 。 关 孝 和 首 
创 使 用 笔算 (中 国 传统 数学 使 用 筹 
算 , 因 而 不 能 方便 地 处 理 代 数 表达 
式 ) ,解决 了 这 些 问 题 , 撰 成 《发 微 算 
法 } 一 书 。 关 孝 和 引进 傍 书 法 和 代数 
符号 利用 笔算 列 出 几 个 方程 式 、 然 
后 通过 消去 未 知 数 得 到 一 个 高 次 方 
程 , 再 用 天 元 术 解 之 。 但 在 《发 微 算 
法 ) 中 ,得 到 这 一 高 次 方程 的 中 间 阶 
段 ( 即 使 用 笔算 的 部 分 ) 全 部 省 略 
了 ,只 记录 了 解 高 次 方程 的 步 又 和 
答案 。 建 部 贤 弘 的 著作 便利 了 人 们 
对 这 部 书 的 理解 。《 发 微 算法 ) 中 没 
有 包括 关 孝 和 发 现 的 一 些 重要 定 
理 , 这 些 在 当时 是 保密 的 .除了 创立 
RER, 他 还 使 用 了 行列 式 ,得 到 数 
字 系 数 高 次 方程 的 近似 解法 ,开创 
了 ”“ 稳 理 ” 的 研究 等 .在 他 的 著作 中 ， 
关 孝 和 对 自己 得 到 的 定理 作 了 系统 
地 处 理 以 方便 他 的 弟子 们 钻研 《发 
微 算法 》 和 由 其 弟子 们 整理 的 《 括 要 
算法 》.《 七 部 书 ) 等 ,对 了 解 关 孝 和 
的 数学 成 就 以 及 和 算 的 发 展 有 重要 

《机 会 论 》(The Doctrine of 
Chances) 法 国 一 英国 数学 家 棣 
X db (Abraham de Moivre, 1667— 
1754) 著 .其 拉丁 文本 首次 发 表 于 英 
国 《皇家 学 会 哲学 会 刊 )(1711)。 其 


后 扩充 的 英文 版 本 的 第 一 二 ,三 版 
分 别 出 版 于 1718、1738 及 1756 年。 
这 是 早期 概率 论 的 重要 著作 。 

棣 英 弗 的 概率 论 研究 早期 受到 
喜 更 斯 和 壹 莫 尔 的 影响 。 喜 更 斯 的 
《 论 赌博 中 的 计算 )(1657) 以 及 蒙 莫 
尔 的 著作 是 1711 年 以 前 唯一 系统 
的 概率 论著 作 。 由 于 这 些 著作 的 激 
发 , 棣 莫 弗 陆续 获得 一 些 发 现 . 这 些 
重要 结果 随时 收入 机 会 论 ) 的 各 版 
本 中 。 他 逐渐 得 到 了 二 项 概率 分 布 
的 近似 , 它 作为 正太 或 高 斯 分 布 ,成 
为 其 后 两 个 世纪 概率 论 和 统计 中 有 
效 的 发 现 工具 。 标 莫 弗 的 发 现在 当 
时 极 大 地 澄清 了 概率 的 概念 。 至 少 
从 15 世纪 以 来 ,人 们 已 经 认识 到 随 
机 事件 中 稳定 频率 的 存在 ,但 没有 
人 能 给 出 “机 会 "和 稳定 频率 如 何 相 
关 的 清晰 的 数学 表达 。 伯 努 利 在 其 
《 猜 度 术 ) 的 第 四 部 分 中 给 出 了 第 一 
个 回答 。 他 证 明了 现今 所 谓 弱 大 数 
定律 。 棣 莫 弗 对 二 项 分 布 的 逼近 被 
认为 是 试图 推进 伯 努 利 的 结果 。 

在 某 些 试验 中 , 设 有 利 “ 机 会 ” 
与 不 利 “机 会 ”的 比 是 .在 4 次 重复 
试验 中 , 令 m ERDEKE. ZR 
由 两 界限 界定 的 ?的 一 个 范围 ,从 
努 利 证 明了 m/n 位 于 这 些 界限 中 的 
概率 随 n KKTM K, E e 
于 无 穷 时 趋 近 于 1。 尽 管 他 能 建立 
收敛 的 事实 ,但 伯 努 利 无 法 确定 在 
何 种 程度 上 概率 收 剑 。 棣 莫 弗 对 这 
一 问题 的 回答 载 于 (机 会 论 ) 最 后 一 
版 中 ,其 中 ,在 次 试验 中 准确 地 得 
到 m 次 成 功 的 概率 由 (e 十 5) 的 展 
FRPP m HRH B(A Jare, 


其 中 4 是 已 知 机 会 之 比 ,68=1 一 a。 
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因而 上 述 问 题 即 是 通 近 展 成 级 数 的 
二 项 式 (a 十 6)" 的 项 的 和 。 通 过 (1 十 
1)* 的 二 项 展开 的 研究 , 棣 莫 弗 得 到 
了 运用 所 谓 斯 特 灵 公 式 对 a! 的 近 
似 , 即 or+3e-*。 他 知道 常数 C 是 一 
无 穷 级 数 的 极限 和 ,斯 特 灵 发 现 C 
= 2x 。 因 而 ,其 实 是 棣 莫 弗 发 现 
TERSA. Han! 的 近似 , 棣 
莫 弗 得 到 了 相当 于 现在 的 正 态 近似 
的 结果 .实际 上 ,这 是 正 态 概率 积分 
的 首次 出 现 。 棣 莫 弗 的 近似 是 概率 
论 中 的 一 个 定理 , 它 表明 已 知 关于 
机 会 的 分 布 的 初始 规律 ,能 够 得 到 
观察 频率 介 于 任意 两 给 定 界 限 中 的 
概率 的 近似 。 他 没 意 识 到 他 的 结果 
能 够 解决 逆 概 率 问题 。 但 知道 他 的 
定理 对 统计 学 有 影响 ,虽然 在 《机 会 
论 ) 中 ,他 没有 实际 展开 这 一 问题 ， 
但 其 思想 具有 极 大 的 价值 。 棣 莫 弗 
还 得 到 了 泊 松 有 还 近 的 一 个 特例 。 在 
《机 会 论 ) 中 ,还 讨论 了 有 关 游 戏 持 
续 时 间 的 问题 。 给 出 了 关于 机 会 的 
组 合 问 题 的 一 个 更 清楚 的 表述 。 还 
论述 了 差分 方程 的 应 用 。 棣 黄 弗 关 
于 正 态 允 近 的 工作 中 实际 上 使 用 了 
母 函 数 ,这 在 后 来 的 概率 论 发 展 中 
发 挥 了 巨大 作用 。 

《 猜 度 术 》(Ars conjectandi» 
瑞士 数学 家 力学 家 ,天 文学 家 雅 各 
布 。 伯 努 利 (Jakob Bernoulli , 1654— 
1703) 著 。 作 者 是 数学 史上 著名 的 数 
学 世家 伯 努 利家 族 的 成 员 。 他 对 微 
积分 、 变 分 法 等 多 有 贡献 。 所 谓 “ 伯 
努 利 双 纽 线 ”“ 伯 努 利 方程 ” 均 以 他 
的 名 字 命 名 。 对 于 对 数 螺 线 的 欣赏 ， 
使 他 遗言 要 在 自己 的 墓碑 上 刻 上 这 
条 曲线 ,并 附 以 颂 词 :“ 纵 使 变化 , 依 
然 故 我 .” 他 著述 其 丰 , 但 最 富有 创 


造 性 .最 重要 的 著作 是 《 猜 度 术 》。 

《 猜 度 术 》 是 历史 上 概率 论 方面 
的 早期 重要 著作 之 一 ,但 内 容 不 够 
完整 。 在 作者 死 后 于 1713 年 出 版 。 
书 中 载 录 了 作者 1679 一 1685 年 间 
在 概率 论 方面 的 研究 成 果 , 并 作为 
附录 包含 了 作者 在 1689 一 1704 年 
间 完 成 的 五 篇 关于 级 数 的 文章 。 正 
文 分 为 四 部 分 ,第 一 部 分 基本 上 是 
关于 惠 更 斯 的 著作 《4 论 赌博 中 的 计 
算 ) 的 一 个 精彩 评注 。 惠 更 斯 的 著作 
是 概率 论 中 最 早 的 著作 ,1657 年 作 
为 斯 堆 滕 的 书 《数学 练习 》 的 附录 出 
版 。 伯 努 利 对 它 做 了 深入 的 研究 。 在 
第 二 部 分 中 , 伯 努 利 基于 斯 霍 腾 
(1657)、 莱 布 尼 区 (1666)、 沃 利 斯 
(1685) 等 人 的 有 关 工 作 讨论 了 组 合 
论 问题 。 主 要 结果 是 运用 所 谓 伯 努 
利 数 通过 完全 归纳 法 证 明了 » 为 正 
整数 时 的 二 项 式 定 理 。 在 第 三 部 分 
中 , 伯 努 利 把 排列 与 组 合 的 理论 运 
用 到 概率 论 中 ,给 出 24 个 有 关 在 各 
种 赌博 情形 中 利益 预测 的 例子 。 第 
四 部 分 含有 作者 对 概率 论 的 哲学 思 
考 : 概 率 作 为 确定 性 的 度量 ,必然 性 
与 偶然 性 ,把 握 与 数学 期 望 预 前 与 
期 后 概率 以 及 根据 赌博 者 的 智 营 情 
况 决 胜 的 预测 等 。 在 这 部 分 中 给 出 
了 著名 的 伯 努 利 大 数 定律 : 若 己 是 
事件 发 生 一 次 的 概率 ,q 是 该 事件 
不 发 生 的 概率 , 则 在 % 次 试验 中 该 
事件 至 少 出 现 m 次 的 概率 等 于 
OHY 的 展开 式 中 从 r 项 到 包括 
pe "为止 的 各 项 之 和 。 这 是 当时 最 
重要 的 概率 论 结果 。 

伯 努 利 的 概率 论 思 想 对 这 门 学 
科 其 后 的 发 展 产 生 了 深远 的 影响 。 
《 猜 度 术 ) 一 书 是 概率 论 史上 的 重要 
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经 典 著作 之 一 。 
《 正 的 和 反 的 增 量 方法 》 
( Methodus incrementorum 
directa et inversa) ”英国 数学 家 
3k Hj (Brook Taylor, 1685—1731) 
著 , 出 版 于 1715 年 ,其 中 载 录 了 作 
者 于 1712 年 发 现 的 把 函数 展开 成 
级 数 的 著名 的 泰勒 公式 。 该 著作 表 
明 泰勒 是 有 限 差分 演算 的 奠基 者 之 
一 ,并 最 先 将 其 用 于 插值 和 级 数 求 
和 。 
泰勒 的 数学 成 就 远 不 止 于 泰 其 
定理 的 发 现 ,但 它 是 泰勒 最 著名 的 
结果 。 在 《 正 的 和 反 的 增 量 方 法 的 
定理 下 命题 的 讨论 中 ,有 如 下 表 
述 :如 果 = 变 为 >+w z, 则 z 等 于 


n n n 
TUIS 


2 ' 32 
泰勒 用 z 等 表示 增 量 或 有 限 差 ,用 z 
等 表示 牛顿 的 流 数 。 上 述 表 述 对 牛 
顿 的 《自然 哲学 的 数学 原理 ) 第 三 卷 
引 理 5 的 插值 等 式 在 符号 上 作 了 改 
进 ,泰勒 是 从 z 的 差分 表 中 归纳 得 
到 这 一 公式 的 。 其 后 泰勒 令 : v= 
nz v= v—z=(n—1)z v=v— z, 
… 得 到 如 下 表述 :“ 当 z 增 加 为 > 十 
vs 便 增 为 
Tti] 


Dagat”. 
泰勒 定理 的 原始 表述 用 现代 符号 即 
写成 下 面 的 形式 。 f(s 二 及 = 
fo EFIE EQ 


MEO 
n! 

这 是 在 定理 下 的 系 理工 中 给 出 的 ， 
其 叙述 如 下 :“ 对 瞬时 增 量 写 出 与 其 
成 比例 的 流 数 并 使 所 有 的 六 ,了 ,2， 
;9 相等 , 则 当时 间 均 匀 变 化 
时 ,z 变 为 :十 w, 因 而 + 就 变 为 
z+ yht poprat? 
Tt 。 一 旦 认识 到 当 
“时 间 均 匀 变 化 ”时 z 是 常数 ,而 
三 一空 , 且 "是 独立 变量 的 增 量 ， 


上 式 便 成 为 泰勒 级 数 的 现代 形式 。 
泰勒 没有 给 出 该 定理 的 严格 证 
明 。 他 利用 此 公式 将 函数 展 成 级 数 
并 用 来 解 微分 方程 ,但 没有 认真 考 
虑 级 数 的 收敛 性 。 泰勒 在 该 书 的 第 
二 版 (1717) 中 曾经 提 到 其 特殊 情形 
即 马克 劳 林 公 式 。 

在 该 书 中 泰勒 还 讨论 了 微 积分 
在 一 系列 物理 问题 中 的 应 用 ,他 得 
到 了 微分 方程 的 奇 解 公式 ,研究 了 
弦 振 动 问题 ,他 通过 求解 方程 

d'i—á (=V PHP) 
LINE v3 ty N, J PR 
题 研究 之 先河 。 

《 流 数 通论 》(Treatise of 
Fluxions) 英国 数学 家 马克 劳 林 
(C. Maclaurin,1698 一 1746) 著 。 共 2 
卷 , 于 1742 年 出 版 。 该 书 被 认为 是 
最 早 为 牛顿 的 流 数 方法 作 逻 辑 、 系 
统 的 阐述 的 著作 ,其 目的 是 维护 牛 
顿 的 学 说 ,企图 为 微 积 分 注入 严密 
性 ,在 1821 年 柯 西 的 (分析 教程 ) 出 
版 以 前 , 它 一 直 是 严格 性 的 典范 。 

牛顿 的 “ 初 未 比 ? 方 法 当时 曾 遭 


—————— — n oe a 
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到 很 多 反对 ,其 中 最 强烈 的 遗 责 来 
自 贝克 莱 主 教 。 贝 克 莱 于 1734 年 出 
版 了 一 本 小 册子 名 为 《分 析 学 家 
一 一 致 一 位 不 信教 的 数学 家 的 一 封 
信 》, 对 牛顿 的 学 说 进行 了 攻击 (“不 
信教 的 数学 家 ” 指 牛 顿 的 朋友 哈 
雷 )。 贝 克 莱 认 为 两 个 消失 的 量 之 间 
的 一 个 有 限 比 是 不 可 想象 的 ,“ 这 些 
流 数 是 什么 ?” 他 问 道 ,“ 这 些 消失 的 
增 量 的 速度 是 什么 ? 它们 既 不 是 有 
限量 也 不 是 无 穷 小 量 ,但 又 不 是 无 。 
我 们 不 可 以 称 它们 为 消失 的 量 的 鬼 
魂 吗 ?” 作 为 牛顿 的 热心 的 学 生 , 马 
克 劳 林 以 《 流 数 通论 ) 回 击 贝克 莱 。 
在 其 前 言 中 ,马克 劳 林 声 明了 他 的 
动机 ,他 认为 以 贝克 莱 的 能 力 都 误 
解 了 流 数 法 ,因而 建立 起 完善 的 基 
础 是 必要 的 。 为 捍卫 牛顿 的 方法 他 
进行 了 不 遗 余力 地 努力 。 他 写 道 : 
“在 卷 1 中 我 们 仿效 牛顿 对 流 数 概 
念 的 阐释 ,认为 只 要 有 运动 ,构想 速 
度 是 没有 困难 的 ,… 我 有 意 避 免 尽 
管 方便 但 有 时 有 争议 的 几 种 表述 ， 
…”“ 有 些 人 不 喜欢 在 几何 学 中 太 多 
使 用 无 穷 和 无 穷 小 ,特别 是 牛顿 .在 
证 明 流 数 法 的 基础 中 他 避 开 了 它 
们 ,而 以 一 种 与 几何 学 的 严格 性 更 
一 致 的 方式 建立 它 .” 马 克 劳 林 效 仿 
牛顿 , 握 弃 了 变量 是 由 无 穷 小 元 素 
组 成 的 观点 ,采用 运动 学 的 方法 思 
考 问题 。 他 的 本 领 是 整体 地 使 用 几 
何 。 因 而 他 企图 根据 希腊 几何 学 和 
阿 基 米 德 的 穷竭 法 建立 流 数 学 说 ， 
他 希望 因此 训 开 极限 概念 ,自然 , 马 
克 劳 析 的 努力 未 能 成 功 。 

《 流 数 通论 ) 解 决 了 几何 学 、 静 
力学 以 及 引力 论 中 的 大 量 问题 。 他 
对 最 速 降 线 和 各 种 等 周 问题 作出 了 


卓越 的 研究 ,对 无 穷 级 数 作 了 细致 
的 探讨 ,包括 对 级 数 收敛 的 检验 .他 
认为 ,收敛 级 数 的 项 必须 持续 下 降 ， 
并 小 于 任意 给 定 的 小 量 .“ 在 这 时 ， 
级 数 开头 几 项 就 几乎 等 于 它 整 个 的 
值 了 .他 给 出 了 无 穷 级 数 收敛 的 积 


HAIE: Doa) 收敛 当 且 仅 当 


f ooa 有 穷 , 其 中 oc) RE 


“sz*<co 上 有 穷 并 且 是 同 号 的 。 马 
克 劳 林 用 几何 形式 给 出 了 这 一 判别 
法 。《 流 数 通 论 ) 中 描述 了 函数 的 马 
克 劳 林 展 开 , 即 


fG)— £C + (O43 fO) 
EIOS 
这 是 泰勒 展开 的 特殊 情形 。 马 克 劳 
林 用 待定 系数 法 给 出 了 证 明 . 此 外 ， 
他 令 

£02) — AF BZ CZ! Y DZé 4 
则 

f'(Z) 2 B--20C2-4- 3DZ? 4- --- 

f" (2)— 2€C4- 6DZ4- --- 
在 每 个 等 式 中 令 2 一 0, 就 定 出 4， 
B,C,…。 这 里 他 没有 为 收敛 问题 担 
心 ,而 直接 应 用 结果 。 

《寻求 具有 某 种 极 大 或 极 小 
性 质 的 曲线 的 技巧 》(Methodus 
inveniendi lineas curvas maximi 
minimive proprietate gaudentes) 

瑞士 数学 家 欧 拉 (Leonhard Euler, 
1707 一 1783) 著 。1744 年 出 版 于 洛 
桑 一 日 内 瓦 。 欧 拉 是 十 八 世 纪 最 伟 
大 的 数学 家 ,也 是 历史 上 堪 与 阿 基 
米 德 .牛顿 ,高 斯 并 列 的 最 伟大 的 数 
学 家 之 一 。 他 精通 力学 .天 文学 与 物 
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理学 。 其 著作 数量 超过 历史 上 任何 
一 位 数学 家 ,生前 即 有 大 约 560 种 
书 与 文章 发 表 。《 欧 拉 全 集 》 自 1911 
年 开始 出 版 ,计划 分 三 辑 共 72 卷 。 
其 中 第 一 辑 数学 共 29 卷 已 全 部 出 
齐 。 
《寻求 具有 某 种 极 大 或 极 小 性 
质 的 曲线 的 技巧 ) 一 书 , 是 变 分 学 史 
上 的 里 程 碑 , 它 的 出 版 标志 着 变 分 
法 作为 一 个 新 的 数学 分 支 的 诞生 。 
在 这 本 书 中 , 欧 拉 给 出 了 历史 上 变 
分 法 的 主要 问题 的 第 一 个 清楚 的 表 
述 , 并 创造 了 变 分 问题 解 的 一 般 方 
法 。 是 自 牛 顿 以 来 有 关 变 分 法 问题 
发 展 的 一 个 高 峰 。1696 年 约翰 4H 
努 利 (John Bernoulli) 提 出 了 著名 的 
最 速 降 线 问题 :寻求 从 一 定点 到 不 
是 在 它 垂直 下 方 的 另 一 点 的 一 条 曲 
线 ,使 得 一 质点 沿 该 曲线 从 已 知 定 
点 下 滑 所 用 的 时 间 最 短 .和 牛顿. 莱 布 
尼 蒋 及 伯 努 利 兄 弟 都 给 出 了 正确 的 
解答 。 这 一 问题 归结 为 寻求 函数 
gz) 使 J= Ẹ sanpa 


达到 极 大 或 极 小 值 。1734 年 , 欧 拉 
推广 了 最 速 降 线 问题 ,然后 着 手 寻 
找 这 种 问题 的 更 一 般 方 法 。 他 用 有 
限 和 代替 问题 中 的 积分 ,用 差 商 代 
蔡 被 积 函数 中 的 导数 ,然后 变动 坐 
标 , 并 计算 积分 中 的 变 差 。 他 成 功 地 
证 明了 使 / 取 极 值 的 函数 必须 满足 
常 微分 方程 hl 0-0 


这 一 方程 迄今 仍然 是 变 分 法 的 基本 
微分 方程 .该 结果 发 表 在 1744 年 的 
《寻求 具有 某 种 极 大 或 极 小 性 质 的 
曲线 的 技巧 > 一 书 中 ,并 给 出 了 许多 
应 用 ,包括 悬 链 曲面 和 可 展 螺旋 面 


是 极 小 曲面 .从 1736 年 至 1744 年 ， 
欧 拉 改进 了 他 自己 的 方法 ,解决 了 
大 量 问题 ,这 些 成 果 都 包含 于 上 书 
中 ,该 书 的 题目 表明 , 欧 拉 广泛 地 使 
用 了 中 数 作为 平面 曲线 的 几何 表 
述 , 他 引入 了 函数 和 变 分 的 概念 ,并 
区 分 了 绝对 极 值 和 相对 极 值 问题 ， 
他 介绍 了 后 者 如 何 可 以 化 归 为 前 
者 。 欧 拉 表 明 变 分 法 问题 总 可 以 化 
归 为 微分 方程 的 积分 。 一 个 半 世 纪 
后 情况 发 生 了 变化 。 欧 拉 用 来 只 是 
获得 他 的 微分 方程 的 直接 方法 在 寻 
找 变 分 问题 及 相应 的 微分 方程 的 精 
确 或 近似 解 中 获得 了 独立 的 价值 。 
几何 地 论证 使 本 书 变 得 很 烦 
琐 , 但 其 中 欧 拉 处 理 了 大 量 的 例子 
来 证 明 他 的 方法 的 方便 和 一 般 性 。 
十 人 世纪 五 十 年 代 中 期 , 欧 拉 改变 
了 他 对 变 分 问题 的 表述 。1766 年 他 
提出 了 变 分 法 这 一 名 称 ,该 名 称 一 
直 沿 用 至 今 《 寻 求 具有 某 种 极 大 或 
极 小 性 质 的 曲线 的 技巧 ?的 出 版 立 
即 给 欧 拉 带 来 了 声誉 ,他 被 认为 是 
当时 最 伟大 的 数学 家 。 
《代数 学 人 门 》CVollstindige 
Anleitung zur Algebra) 瑞士 数 
Æ AC BK fit (Leonhard. Euler, 1707— 
1783) 著 , 德 文本 出 版 于 1770 年 ,最 
先 以 俄 文 形式 发 表 于 圣彼得堡 (第 
一 卷 1768, 第 二 卷 1769) 1766 年 
欧 拉 接受 沙皇 叶 卡 捷 琳 娜 二 世 的 邀 
请 第 二 次 到 俄国 首都 圣彼得堡 ,不 
久 便 因 眼 疾 双 目 失明 (由 于 工作 劳 
A 1735 年 欧 拉 便 右 目 失明 ) ,之 后 
他 着 手写 这 部 书 , 是 由 他 口述 ,仆人 
笔录 而 成 的 。 本 书 出 版 后 很 快 被 译 
成 英文 ,荷兰 文 .意大利 文法 文 等 
多 种 文字 出 版 ,对 19 世纪 以 至 20 
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世纪 的 代数 学 教科 书 以 极 大 影响 。 

本 书 由 两 部 分 组 成 。 第 一 部 分 
内 容 属于 定量 分 析 , 其 中 含 四 节 , 第 
一 节 是 关于 简单 量 的 各 种 计算 方 
法 ,首先 欧 拉 定 义 了 量 :“ 能 够 增加 
或 减少 的 东西 就 称 为 量 。” 他 举例 认 
为 “ 钱 数 是 量 , 因 为 它 既 可 以 增加 又 
可 以 减少 ,同样 重量 也 是 量 .” 之 后 
网 拉 从 解释 加 号 “十 ”与 威 号 “一 ”入 
手 ,给 出 了 简单 量 的 加 减 乘除 四 则 
运算 以 及 开 方 等 ,对 数 等 运算 ,给 
出 了 用 分 数 指数 表示 无 理 数 的 方法 
等 。 第 二 节 介绍 了 计算 复合 量 的 多 
种 方法 ,同样 先 给 出 复合 量 的 加 、 
碱 .乘除 四 则 运算 ,之 后 介绍 了 将 
分 数 表 为 无 穷 级 数 的 方法 ,给 出 了 
无 理 量 的 计算 方法 ,并 将 求 根 术 用 
于 复合 量 , 对 指数 分 别 为 无 理 数 和 
负数 的 情形 分 别 作 了 讨论 。 第 三 节 
论述 了 比 和 比例 ,分 别 讨论 了 算术 
比 ,算术 比例 .几何 比 以 及 几何 比例 
的 运算 ,论述 了 算术 级 数 和 几何 级 
数 问题 ,并 用 之 于 利息 的 计算 ,这 里 
欧 拉 对 于 级 数 的 论述 是 不 很 严格 
的 ,他 没有 认真 对 待 级 数 的 收敛 问 
题 ,出 现 了 将 等 比 级 数 1 十 2 十 4 十 8 
十 … 的 和 作为 一 1 的 情况 。 第 四 节 
有 关 代数 方法 及 其 解法 , 欧 拉 先 介 
绍 了 简单 方程 即 一 次 方程 的 解法 ; 
然后 对 各 类 二 次 .三 次 及 四 次 方程 
分 别 探讨 了 它们 的 代数 解法 ,对 于 
五 次 以 及 五 次 以 上 的 方程 他 写 道 ， 
“在 这 之 前 的 各 种 尝试 全 部 失败 。” 
这 一 问题 引起 了 欧 拉 的 充分 注意 。 
值得 一 所 的 是 ,就 在 1770 年 拉 格 朗 
日 深入 探讨 了 代数 方程 根 式 求解 问 
题 ,考虑 了 有 理 函 数 当 变量 发 生 置 
换 时 所 取 值 的 个 数 ,成 为 置换 群 论 


”的 先导 。 第 二 部 分 是 关于 不 定 分 析 


的 ,包含 了 网 拉 关 于 丢 番 图 分 析 的 
一 些 发 现 。 此 前 欧 拉 曾经 用 连 分 数 
给 出 了 方程 6 — dy! — 10a 是 正 的 非 
平方 整数 ) 的 最 小 整数 解 的 计算 方 
法 。1753 年 欧 拉 证 明了 x’ 十 六 二 2 
(其 中 z.y.z 均 为 整数 ) 解 的 不 可 能 
性 ,他 的 证 明基 于 无 穷 递 降 法 ， 
利用 了 形 为 十 5 一 3 的 复数 ， 
这 在 《代数 学 入 门 ) 中 做 了 详尽 的 描 
述 。 
《无 穷 分 析 引 论 》(Introductio 
in analysin infinitorum) 瑞士 
数学 家 欧 拉 (Leonhard Euler ,1707 一 - 
1783) 著 。1748 年 出 版 于 洛 
桑 。 

欧 拉 的 《无 穷 分 析 引 论 》《 微 分 
学 原理 》(Institutiones calculi 
differentialis, 1755) 及 《积分 学 原理 》 
( Institutiones calculi integralis, 
1768- 一 1770) 组 成 著名 的 分 析 学 三 
部 曲 , 是 分 析 学 发 展 中 的 里 程 碑 。 它 
们 是 十 八 世纪 分 析 学 的 缩影 ,不 仅 
做 为 标准 的 分 析 教 科 书 ,而 且 由 于 
它们 包含 了 自 牛 顿 . 莱 布 尼 蒋 以 来 
分 析 学 中 大 量 新 的 创造 成 果 , 直 到 
1821 年 柯 西 的 《分析 教程 》 出 版 以 
前 ,在 很 长 时 间 里 一 直 是 分 析 学 的 
最 权威 的 著作 。《 无 穷 分 析 引 论 ) 分 
两 卷 ,在 这 本 书 中 欧 拉 第 一 次 突出 
强调 函数 概念 ,并 试图 把 它 作 为 整 
个 内 容 的 基础 ,是 第 一 本 沟通 微 积 
分 与 初等 分 析 的 介绍 。 第 一 卷 共 18 
章 , 主要 致力 于 初等 函数 论 .第 一 章 
开头 (§ 4) 欧 拉 便 给 出 了 一 般 函 数 
的 定义 :由 一 个 变量 与 一 些 常 量 通 
过 任何 方式 组 成 的 解析 表达 式 。 在 
欧 拉 之 前 一 些 特殊 的 初等 函数 已 得 
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到 了 很 好 的 研究 。 约 翰 。 伯 努 利 曾 
经 将 函数 概念 公式 化 。 欧 拉 在 此 明 
确 地 将 函数 定义 为 量 的 解析 表达 
式 , 并 表明 数学 分 析 是 函数 的 科学 ， 
他 写 道 : 函 数 间 的 原则 区 别 在 于 组 
成 这 些 函 数 的 变量 与 常量 的 组 合法 
之 不 同 。 他 定义 了 多 元 函数 ,区 分 了 
代数 函数 与 超越 函数 , 显 函数 与 隐 
函数 等 .虽然 ,在 弦 振 动 问题 的 研究 
中 发 生 了 关于 函数 福 念 的 争论 ,这 
促使 欧 拉 去 扩展 自己 的 函数 概念 ， 
但 十 八 世纪 占 统治 地 位 的 函数 概念 
仍然 是 函数 是 由 一 个 解析 表达 式 给 
出 的 。 欧 拉 的 函数 定义 反映 了 十 八 
世纪 的 状况 。 第 二 章 (§ 28) 中 隐 含 
了 代数 学 基本 定理 :z 的 一 个 整 函 
数 ( 指 有 理 系数 多 项 式 ) 其 最 高 次 项 
指数 为 a, 则 它 含 有 ?个 单项 式 。 第 
四 章 讨论 用 无 穷 级 数 表达 画 数 ,他 
认为 (8 59) 每 一 个 z 的 函数 都 可 展 
开 成 级 数 4 十 BZ 十 CZ? 十 DZ; 十，…。 
第 五 章 论述 含有 两 个 或 更 多 个 变量 
的 函数 。 第 七 章 讨论 指数 与 对 数 函 
数 的 级 数 表示 ,这 里 欧 拉 只 考虑 了 
正 自 变量 的 对 数 函 数 ,给 出 了 著名 
的 表达 式 :we 一 lim (1 十 子 ) (这 里 i 
表示 无 穷 大 的 数 ,后 来 欧 拉 用 i 表 
示 w 一 1)。 第 八 章 研究 圆 函数 ,第 
一 次 描述 了 三 角 函 数 的 解析 理论 ， 
并 给 出 了 棣 莫 弗 公式 et = coss + 
isinz 的 一 个 推导 ,尽管 不 很 严格 。 
第 九 章 的 突出 点 是 正弦 函数 的 无 穷 
乘 积 X on. Hl 


(-5)0-2)0-89) = 
第 十 章 中 处 理 了 大 量 无 穷 级 数 
$n. Sp — E £8 H E P8 CS 


sinz = z 


另 一 个 无 穷 表 达 式 。 第 十 三 章 
讨论 循环 级 数 。 第 十 六 章 是 这 本 书 
的 一 个 高 潮 ， 其 中 载 录 了 欧 拉 在 
1740—1744 年 间 关 于 分 拆 消 数 与 
母 函 数 的 发 现 ， 其 后 成 为 数论 研究 
的 有 效 工 具 。 第 十 八 章 研究 了 连 分 
数 ， 收 入 了 欧 拉 在 1737 和 1739 年 
的 两 篇 文章 给 出 的 连 分 数 的 一 个 系 
统 理论 .第 二 卷 属于 解析 几何 内 容 ， 
论述 了 高 次 平面 曲线 理论 ， 介 绍 了 
平面 和 空间 图 形 的 微分 几何 ， 他 超 
越 他 们 同时 代 人 给 出 了 二 阶 曲线 理 
论 的 代数 发 展 ， 并 用 类 比 研究 了 三 
次 曲线 理论 ， 但 其 主要 贡献 是 第 一 
次 彻底 研究 了 二 阶 曲面 的 一 般 方 
程 。 

欧 拉 一 反 牛 顿 以 来 的 传统 , 拒 
绝 把 几何 学 作为 微 积分 的 基础 ,并 
纯粹 形式 地 研究 函数 , 即 从 它们 的 
分 析 表 达 式 来 论证 ,从 而 将 微 积 分 
从 几何 中 解放 出 来 ,将 它 建 立 在 算 
术 和 代数 的 基础 上 ,这 为 分 析 学 的 
严格 化 开辟 了 正确 的 道路 。 他 拒绝 
使 用 无 穷 小 概念 ,虽然 他 使 用 的 级 
数 推理 在 今天 看 来 并 不 严格 。 此 外 
在 《微分 学 原理 》 和 《积分 学 原理 》 
中 , 载 录 了 欧 拉 关于 常 微分 方程 和 
偏 微分 方程 的 大 量 新 发 现 。 他 的 分 
析 学 三 部 曲 对 其 后 分 析 学 的 发 展 产 
生 了 巨大 的 影响 ， 

《数学 中 》(Histoire des 
mathématiques) 法国 数 学 家 、 数 
学 史家 蒙 带 克拉 (. E. Montucla， 
1725—1799) 著 。 两 卷 本 初版 于 
1758 4E, 后 蒙 蒂 克拉 进行 了 修订 充 
实 , 1799 一 1802 年 扩充 为 四 卷 出 
版 ,但 前 两 卷 出 版 之 后 , 蒙 带 克拉 就 
去 世 了 。 后 两 卷 由 他 的 朋友 拉 庚 德 
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(J. de Lalande) 主 持 完成 。 这 是 近代 
西方 数学 史 研 究 的 第 一 部 重要 经 典 
著作 。 

人 们 研究 数学 史 的 历史 很 早 。 
在 西方 , 古 希 腊 的 欧 德 莫 斯 
(Eudemus, 公 元 前 4 世纪 、 亚 里 士 多 
德 学 派 成 员 ) 就 写 过 一 本 算术 史 、 一 
本 几何 学 史 、 一 本 天 文学 史 。 但 除了 
后 世 作 者 引述 过 的 片断 材料 之 外 ， 
这 些 著 作 都 失传 了 ,公元 5 世纪 时 ， 
另 一 位 希腊 数学 家 普 洛 克 洛 斯 
《Proclus) 对 欧 几 里 得 《几何 原本 》 第 
一 卷 的 评注 是 重要 的 希腊 数学 史 文 
献 ,流传 至 今 。 中 世纪 阿拉 伯 国 家 的 
一 些 传记 作品 和 数学 著作 中 曾 讲述 
一 些 数学 家 的 生平 及 有 关 数 学 中 材 
料 , 在 蒙 蒂 克 拉 之 前 , 曾 有 两 本 著作 
致力 于 数学 史 ,一 本 是 沃 西 斯 (G. 工 
Vossius ) 的 (1650), 一 本 是 海 布 伦 纳 
(J. C. Heilbronner) 的 (1742)。 但 这 
些 星期 的 工作 仅仅 是 个 开头 ,含有 
许多 错误 和 传说 ,不 成 其 为 正史 。 后 
两 种 著作 ,只 是 人 名 .日 期 .著作 名 
的 堆砌 。 蒙 蒂 克 拉 熟 悉 所 有 这 些 材 
料 , 他 认为 需要 有 一 部 关于 数学 思 
想 发 展 的 综合 的 历史 ,正如 培根 等 
人 曾 呼吁 过 的 那样 。 受 他 们 的 激发 ， 
蒙 蒂 克拉 担当 起 这 一 极为 困难 、 工 
作 量 浩 繁 的 任务 。 他 的 丰富 的 专业 
知识 和 对 原始 著作 的 把 握 能 力 使 他 
取得 了 成 功 。 

Sg subire T 1754 年 发 表 《 圆 
面积 研究 的 历史 》, 这 是 最 早 系 统 地 
研究 圆周 率 历史 的 著作 ,为 他 赢得 
了 声誉 。《 数 学 史 》 一 书 对 各 个 世纪 
的 数学 发 展 敌 了 精确 的 描述 .此 外 ， 
也 包括 可 以 应 用 数学 的 领域 ,如 天 
文 ,力学 .光学 .音乐 等 。 他 认为 前 者 


是 由 “纯粹 的 抽象 的 东西 组 成 ”, 后 
者 则 是 “混合 物 ”,“ 更 通常 地 叫做 物 
理 一 数学 的 那些 东西 ”纯粹 数学 的 
内 容 只 占 三 分 之 一 篇 幅 。1758 年 两 
卷 本 中 的 第 一 卷 概括 了 数学 的 起 
源 、 希 腊 数 学 (包括 拜 占 廷 时 期 ) ,以 
及 直到 17 世纪 初 的 西方 数学 ;第 二 
卷 全 部 致力 于 17 世纪 ,。 蒙 带 克 拉 原 
想 在 第 三 卷 中 直 写 至 18 世纪 中 叶 ， 
但 未 果 , 主 要 因为 材料 太 浩 繁 .在 第 
二 版 中 ,内 容 括 至 整个 18 世纪 。 第 
三 卷 包括 纯粹 数学 .光学 和 力学 ;第 
四 卷 为 天 文学 .数学 地 理学 .航海 
学 


在 康 托 尔 的 《数学 史 讲 义 》 出 版 
之 前 , 蒙 蒂 克 拉 的 《数学 史 》 是 西方 
唯一 一 部 权威 的 数学 史 著 作 , 后 者 
对 前 者 产生 了 很 大 影响 。《 数 学 史 》 
直至 今日 仍 有 参考 价值 ,特别 是 它 
对 17 世纪 数学 的 阐述 。 

《分 析 力 学 》(Mekcanique 
analytique) ”法 国 数学 家 ,力学 
家 、 天 文学 家 拉 格 朗 日 (Joseph. Louis 
Lagrange, 1736 一 1813) 著 。 是 作者 
留 居 柏 林 期 间 所 作 , 于 1788 年 出 
版 。 该 著作 出 现 于 牛顿 的 (自然 哲学 
的 数学 原理 ) 之 后 一 百年 ,是 此 间 最 
重要 的 经 典 力学 著作 ,其 中 成 功 地 
运用 了 变 分 原理 和 分 析 的 方法 , 建 
立 起 完整 和 谐 的 力学 体系 ,显示 了 
分 析 学 的 巨大 威力 。 

《分 析 力 学 》 分 为 两 大 部 分 ,第 
一 部 分 为 静 力 学 ,第 二 部 分 为 动力 
学 。 在 每 部 分 中 都 分 别处 理 了 流体 
和 刚体 的 情形 。 在 每 一 节 的 开头 都 
有 一 段 历史 综述 。 第 一 部 分 共有 八 
章 。 如 第 1 章 中 介绍 了 静 力 学 的 各 
种 原理 ,第 5 章 便 是 静 力 学 各 种 问 
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题 的 解 。 第 二 部 分 共 含 六 章 ,其 中 第 
1 章 给 出 了 静 力 学 的 各 种 原理 。 第 1 
章 介绍 了 动力 学 问题 的 微分 方程 解 


法 。 拉 格 朗 日 的 目的 是 将 力学 理论 C 


和 力学 中 解决 问题 的 艺术 化 归 为 一 
般 的 公式 ,其 简单 推导 将 产生 解决 
每 一 个 问题 所 需要 的 方程 。 拉 格 朗 
日 在 该 书 的 前 言 中 写 道 ,“ 本 书 的 计 
划 是 完全 新 的 ,… 在 这 项 工作 中 找 
不 到 图 形 ,我 在 其 中 所 阐明 的 方法 ， 
既 不 要 求 作 图 ,也 不 要 求 几 何 的 或 
力学 的 推理 ,而 只 是 一 些 遵照 一 至 
而 正规 的 程序 的 代数 (分 析 ) 运 算 。 
喜欢 分 析 的 人 将 高 兴 地 看 到 力学 变 
为 它 的 一 个 新 的 分 支 ,并 将 感激 我 
扩大 了 他 的 领域 ”这 表明 了 作者 的 
意图 ,其 中 牛顿 的 几何 方法 被 彻底 
握 弃 ,分 析 方 法 取得 了 极 大 的 成 功 。 
拉客 朗 日 大 量 应 用 了 由 网 拉 、 达 名 
贝尔 以 及 十 八 世纪 数学 家 发 展 的 分 
析 技 巧 ,尤其 是 拉 格 朗 日 本 人 所 发 
展 的 变 分 法 得 到 广泛 应 用 。 拉 格 刘 
日 从 一 个 统一 的 观点 出 发 综合 了 各 
种 不 同 的 力学 原理 ,证 明了 它们 的 
联系 与 相互 依赖 性 ,致使 对 它们 的 
有 效 性 与 范围 的 判断 成 为 可 能 。 
。 《分 析 力 学 ) 出 版 后 , 拉 格 朗 日 
认为 必须 再 出 第 二 版 ,以 便 加 进 新 
近 的 某 些 发 展 。 第 二 版 的 第 一 卷 出 
版 于 1811 年 ,正当 进行 第 二 卷 的 工 
作 时 , 拉 格 朗 日 去 世 了 ,第 二 卷 迟 至 
1816 年 出 版 (这 两 卷 1965 年 又 出 
了 重印 本 ) .在 第 二 版 中 加 入 了 拉客 
朗 日 对 天 体力 学 的 卓越 贡献 。 

《分 析 力学 } 是 拉 格 朗 日 最 重要 
的 著作 。 作 为 一 部 经 典 科学 著作 , 它 
对 物理 学 和 数学 的 很 多 分 支 (如 党 
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响 , 甚 至 在 今天 仍 具 有 现实 意义 。 它 
标志 着 拉 格 朗 日 是 第 一 个 真正 的 分 
析 学 者 。 

《解析 函数 论 》(CTheorie des 
fonctions analytiques) 法国 数 
学 家 、 力 学 家 、 天 文学 家 拉 格 朗 日 
(Joseph Louis Lagrange. 1736— 
1813) € , 1797 年 出 版 ,是 第 一 本 完 
整 的 试图 重建 微 积 分 基础 的 著作 ， 
在 分 析 严 格 化 运动 中 起 了 极为 重要 
的 作用 。 

自从 牛顿 和 莱 布 尼 茨 创立 微 积 
分 以 来 , 微 积分 的 不 严格 的 基础 便 
屡 遭 攻击 ,其 中 最 为 著名 的 是 英国 
贝克 莱 主教 。 他 的 《分 析 学 家 ;在 十 
八 世纪 数学 家 中 产生 了 很 大 的 反 
响 。 加 之 教学 工作 的 需要 , 拉 格 朗 日 
认识 到 ,无 穷 小 .极限 ,最 初 最 终 比 
作为 分 析 学 的 基础 是 不 充分 的 。 在 
巴黎 综合 工科 学 校 教授 分 析 学 ,使 
他 有 可 能 写 出 《解析 函数 论 》, 其 中 
他 做 了 最 早 的 雄心 勃勃 的 尝试。 本 
书 的 副标题 反映 了 作者 的 观点 :“ 远 
离 无 穷 小 或 消失 的 量 或 极限 或 流 数 
的 任何 考虑 ,而 归结 为 有 限量 的 代 
数 分 析 。” 这 表明 作者 的 计划 注定 不 
能 彻底 实现 ,也 提示 了 后 来 柯 西 将 
分 析 学 化 归 为 代数 分 析 这 一 企图 的 
来 源 。 

拉 格 朗 日 以 对 此 前 所 有 的 分 析 
基础 的 鲜明 的 批判 开始 他 的 《解析 
函数 论 》, 这 一 批判 后 来 成 为 分 析 学 
标准 文献 的 一 部 分 ,受到 柯 西 、 波 尔 
查 诺 等 人 的 重视 。 按 照 拉 格 朗 日 的 
观点 ,无 穷 小 是 不 严格 的 ,无穷 小 分 
析 是 通过 错误 补偿 获得 正确 结果 
的 ,因此 不 能 作为 分 析 学 的 基础 . 牛 
顿 的 流 数 论 也 无 法 接受 ,因为 其 中 
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的 数学 量 似乎 是 由 运动 产生 的 , 显 
然 数学 不 应 该 以 这 种 从 物理 学 中 借 
来 的 “外 来 思想 ”做 为 基础 ,此 外 , 拉 
格 朗 日 认为 牛顿 的 方法 “有 很 大 的 
不 便 , 当 它 们 ( 指 所 考虑 的 量 ) 一 旦 
同时 都 变 为 无 时 ,它们 的 比 在 我 们 
的 头脑 里 就 不 再 有 清楚 而 确切 的 想 
法 了 ”。 至 于 当时 存在 的 极限 概念 ， 
拉 格 朗 晶 认为 它 太 模糊 、 太 狭隘 ,是 
几何 的 而 非 代数 的 ,因而 不 可 靠 , 拉 
格 朗 日 的 目的 是 将 微 积分 归结 为 代 
数 ,从 而 给 微 积 分 提供 十 人 论证 的 
全 部 严密 性 。 他 所 指 的 代数 乃 是 无 
。 穷 级 数 的 代数 。 他 希望 利用 这 一 事 
3c :任何 一 个 函数 f(z) 都 能 表 成 
f GER) =f G)-E pt af? 
4- ri sh H- 

的 形式 。 他 用 一 个 纯 形 式 的 论据 判 
定 :正如 能 从 f(z) 得 到 ? 一 样 ,我 们 
可 以 从 ?得 到 29, 而 对 上 式 中 的 其 
它 系 数 7,s,…, 也 可 以 得 到 类 似 的 
结论 ,因此 如 用 (zx) 表示 pA f" 
(zx) 表示 从 F'(z) 导 出 的 函数 , 则 


p—fG» =O), 


r= em 
因此 ， 

FaHD=FE) HAF) 

EDGE 

实际 上 , 拉 格 朗 日 没有 认真 考 
虑 时 数 的 存在 性 ,而 级 数 的 收银 问 
题 也 被 忽视 了 。 因 此 他 的 计划 未 能 
实现 ,但 是 他 对 待 分 析 基 础 的 观点 
直接 影响 了 柯 西 和 波 尔 查 诺 。 波 尔 
查 诺 在 他 的 《纯粹 分 析 的 证 明 ) 中 赞 
扬 了 拉 格 朗 日 将 分 析 学 脱离 几何 和 
运动 的 概念 ,而 归结 为 代数 的 努力 。 


而 当 柯 西 1810 FAHER ERTI 
他 的 工程 职务 时 ,所 带 的 四 本 书 中 
就 有 《解析 函数 论 》。 柯 西 和 波 尔 查 
诺 从 拉 格 朗 日 的 著作 中 学 到 的 不 只 
是 技巧 ,更 重要 的 是 过 异 于 前 人 的 
对 分 析 基 础 的 态度 ,从 而 对 分 析 严 
格 化 运动 乃至 对 整个 数学 的 发 展 做 
出 重要 贡献 。 拉 格 朗 日 通过 估 的 著 
作 和 在 巴黎 综合 工科 学 校 的 教学 影 
响 了 一 大 批 数学 家 。 他 用 割 级 数 表 
示 天 数 的 处 理 方法 对 分 析 学 的 发 展 
产生 了 影响 ,成 为 实 变 函 数论 的 起 
点 。 
《几何 学 基础 》(CElements de 
géométrie) 法国 数 学 家 勒 让 德 
(A. 一 M. Legendre,1752 一 1833) 著 。 
1794 年 初版 于 巴黎 .1823 年 出 到 第 
12 版 ,内 容 与 初版 大 臻 相同。1845 
年 由 布 兰 吹 (A. Blanchet) ££ i] STR. 
至 1876 年 出 了 第 21 版 。1819 年 在 
美国 坎 布 里 奇 首次 出 版 英 译本 ,至 
1890 年 有 多 种 英 译本 问世 。1822 年 
德 文 译本 出 版 于 柏林 。1837 年 布 加 
勒 斯 特 出 版 了 罗马 尼 亚 文 译本 。 该 
书 出 版 后 ,在 几乎 一 个 世纪 的 时 间 
里 被 作为 权威 的 初等 几何 学 教科 
书 , 统 治 了 欧洲 这 一 科目 在 19 世纪 
的 教学 。 
本 书 内 容 的 表述 效仿 欧 几 里 
得 .其 附录 丰富 了 它 的 内 容 , 至 今 仍 
有 意义 。 书 中 没有 包括 当时 蒙 日 及 
其 学 生 在 综合 几何 学 方面 的 各 种 贡 
献 。 勒 让 德 在 二 十 多 年 的 时 间 里 搞 
过 平行 公设 问题 《几何 学 基础 ?的 
各 次 版 本 反映 了 他 对 这 一 问题 的 努 
力 过 程 ,也 显示 了 人 们 在 寻求 非 欧 
几何 学 的 过 程 中 所 过 到 的 各 种 各 样 
的 典型 困难 。 勒 让 德 首先 认识 到 , 著 
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名 的 欧 几 里 得 第 五 公设 实际 上 和 
“三 角形 内 角 和 等 于 两 直角 ”是 等 价 
的 ,因此 ,他 为 7 了 “证明” 欧 几 里 得 第 
五 公设 ,试图 不 用 欧 氏 公设 来 证 明 
“三 角形 的 内 角 和 等 于 两 直角 ”这 一 
事实 。 他 得 到 如 下 两 个 结论 :第 一 : 
“ 直 边 三 角形 的 三 个 角 之 和 不 能 大 
于 两 直角 ”, 这 个 结论 的 证 明 利用 了 
《几何 原本 ;平行 公设 之 前 的 所 有 公 
设 , 公 理 和 定理 ;其 次 , “如果 存在 一 
个 三 角形 ,其 内 角 之 和 等 于 两 直角 ， 
则 任 一 三 角形 的 内 角 之 和 都 等 于 两 
直角 .” 然 而 ,这 些 漂 亮 的 定理 对 于 
证 明 平行 公设 是 无 济 于 事 的 ,因为 
勒 让 德 未 能 证 明 : 一 个 三 角形 的 内 
角 之 和 不 能 小 于 两 直角 。 人 象 牛顿 的 
所 有 信徒 一 样 , 勒 让 德 确信 绝对 空 
间 和 直 边 三 角形 的 “绝对 度量 ”。 他 
曾经 利用 “同性 度量 原则 ”试图 建立 
三 角形 内 角 和 定理 ,自然 只 能 得 到 


根 .” 这 表明 他 已 意识 到 r 为 超越 数 
这 一 事实 。 

《 画 法 几何 学 》(Géométrie 
descriptive) ”法国 数学 家 蒙 日 
(Gaspard Monge, 1746—1818) 著 ， 
1798—1799 年 出 版 。 作 者 对 微分 几 
何 及 解析 几何 学 有 重大 贡献 ,同时 
是 新 兴 的 画 法 几何 学 的 创始 人 。 本 
书 是 画 法 几何 的 第 一 本 专著 , 它 的 
出 版 标志 着 画 法 几何 成 为 几何 学 的 
一 个 专门 分 支 。 它 不 仅 在 科学 上 有 
重大 意义 ,而 且 在 实际 事务 中 有 广 
泛 的 应 用 。 对 一 切 技术 工作 者 来 说 ， 
它 是 一 种 “语言 >。 蒙 日 把 那些 经 过 
长 期 探索 得 到 的 成 规 以 及 经 过 反复 
实践 取得 的 简练 的 方法 ,汇合 在 一 
起 形成 这 部 逻辑 上 无 懈 可 击 的 理论 
体系 ,根据 这 些 简单 而 严密 的 规律 ， 
人 们 就 能 以 准确 的 方式 表示 出 物体 
的 形状 。 反 过 来 ,在 图 形 一 旦 画 出 之 


一 些 雇 论 .例如 , 设 一 三 角形 的 一 边 
a 及 其 两 夹 角 B.C 已 知 , 则 此 三 角 
形 确定 。 因 而 ,第 三 角 4 是 已 知 量 
的 函数 ;4 一 8(8,C,a)。 但 4.B.C 是 
纯粹 数 ,a 是 一 个 长 度 , 现 在 将 4 视 
作 未 知 数 解 方 程 4=6(4,B,a) ,得 
方程 a==J(4、8.C)。 如 此 ,a 是 一 个 
不 确定 的 纯粹 的 数 ,了 矛盾。 根据 同性 
量度 原则 ,要 求 这 一 长 度 在 起 初 的 
公式 中 消失 ,因而 4 一 (0B,C) 。 通 过 
考虑 一 直角 三 角形 及 其 高 线 , 容易 
发 现 4 十 5 十 C 一 r。 

此 外 《几何 学 基础 》 还 包含 了 
三 角 学 的 初步 知识 ,证 明了 圆周 率 
Tz 和 zm 是 无 理 数 。 勒 让 德 还 写 道 ， 
“很 有 可 能 , 数 不 能 包含 在 代数 的 
无 理 数 中 , 亦 即 它 不 能 是 其 系数 全 
部 为 有 理 数 的 有 限 项 的 代数 方程 的 


后 ,人 们 就 能 按照 这 些 准确 的 图 形 
识别 出 物体 的 形状 。 除 此 之 外 ,此 书 
还 几乎 包含 了 日 后 充实 到 这 一 数学 
新 分 支 的 所 有 内 容 的 萌芽 。 这 一 著 
作 的 高 度 的 独创 性 和 独 辟 的 新 途 
径 , 重 新 引起 人 们 对 综合 几何 学 研 
究 的 兴趣 。 另 外 ,此 书 用 以 曾 述 新 理 
论 的 方法 ,非常 简单 明晰 , 堪 称 典 

蒙 日 对 画 法 几何 学 的 构想 ,大 
约 始 于 1775 年 前 后 。 由 于 它 在 军事 
技术 方面 的 应 用 ,其 内 容 在 当时 的 
法 国 是 保密 的 ,直至 1798 年 禁令 解 
除 ,此 后 才 得 以 公开 出 版 .本 书 是 蒙 
日 于 1795 年 在 巴黎 高 等 师范 学 校 
授课 讲义 的 基础 上 整理 出 版 的 。 其 
后 传 至 其 它 许多 国家 。 法 文 原著 于 
1798 年 公开 出 版 后 ,至 1847 年 共 
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有 七 个 版 本 。 原 书 共 五 章 , 自 1820 
年 第 四 版 起 ,增添 了 由 他 的 学 生 布 
里 松 根据 蒙 日 讲稿 整理 出 的 关于 阴 
影 和 透视 的 理论 。 目 前 该 著作 已 有 
德 文 .英文 .意大利 文 .西班牙 文 及 
俄 文 译 本 。 中 文 译本 出 版 于 1984 
年 ,名 为 《 蒙 日 画 法 几何 学 )( 雇 先 庚 
译 , 湖 南 科学 技术 出 版 社 )。 

本 书法 文 原著 无 章节 标题 ,中 
文 译本 增添 了 标题 , 共 分 五 章 。 第 一 
章 为 “ 画 法 几何 学 的 目的 与 方法 及 
基本 问题 ”, 开 篇 前 明了 画 法 几何 学 
的 两 个 目的 ,第 一 个 目的 是 在 只 有 
长 . 宽 两 种 尺度 ( 即 维 ) 的 纸 上 ,为 表 
达 一 切 具 有 长 、 宽 .高 三 种 尺度 的 自 
然 物 体 提 供 方 法 ”;“ 第 二 个 目的 是 
为 根据 准确 的 图 形 来 了 解 物体 的 形 
状 提供 方式 方法 ,并 从 图 形 推 导出 
物体 的 形状 和 相互 位 置 的 真相 。? 之 
后 介绍 了 投影 法 。 第 二 章 论述 曲面 
的 切 平面 和 法 线 ,给 出 了 根据 各 种 
条 件 作 出 切 平 面 的 方法 。 第 三 章 论 
述 曲面 的 交 线 ,前 述 了 作曲 面相 贯 
线 投 影 的 一 般 方法 及 某 些 特殊 情 
形 。 第 四 章 为 曲面 相 贯 线 作 图 方法 
在 解 题 中 的 应 用 。 第 五 章 讨论 了 双 
曲率 曲线 的 曲率 和 曲面 的 曲率 。 

蒙 日 将 画 法 几何 视 为 纯粹 几何 
和 无 穷 小 几何 各 分 支 中 发 现 种 证明 
的 有 力 工具 。 自 从 坐标 几何 取得 巨 
大 成 功 以 来 ,纯粹 几何 的 研究 与 应 
用 部 分 地 被 气 弃 了 ,是 蒙 日 恢复 了 
对 它 的 兴趣 。 他 的 工作 极 大 地 影响 
了 他 的 学 生 耕 斯 列 等 人 的 研究 , 开 
改 了 通 向 现代 几何 学 的 道路 。 

《天 体力 学 》(Traité de 
mécanique céleste) 法 国 数学 
家 ,天 文学 家 拉 普 拉 斯 (Pierre- 


Simon Laplace, 1749—1827) €, 
1799—1825 年 间 出 版 。 全 书 是 五 卷 
本 的 巨著 。 该 著作 使 拉 普 拉 斯 赢得 
了 “法 国 的 牛顿 "的 称号 。 在 这 部 著 
作 中 , 拉 普 拉 斯 给 出 了 太阳 系 力学 
问题 的 “完全 的 ”分 析 解 。 把 牛顿 以 
来 , 达 朗 贝尔 、 克 莱 罗 、 欧 拉 , 拉 格 朗 
日 以 及 拉 普 拉 斯 本 人 取得 的 成 果 统 
一 成 了 一 个 系统 的 整体 。 它 成 为 迄 
至 拉 普 拉 斯 为 止 天 文学 工作 发 展 的 
顶峰 。 事 实 上 , 它 如 此 完美 ,以 致使 
他 较 接近 的 后 继 者 无 法 再 添加 新 的 
东西 。 

《天 体力 学 》 具 有 多 方面 的 功 
用 , 既 具 有 教科 书 的 性 质 , 又 是 研究 
论文 的 汇编 ,又 可 作为 参考 书 , 年 
鉴 . 它 既 包含 理论 科学 ,也 包含 应 用 
科学 。 前 两 卷 形 成 一 个 很 大 的 理论 
体系 ,从 方法 论 上 看 ,其 是 的 是 将 天 
文学 化 归 为 力学 中 的 问题 ,其 中 行 
星 运动 的 要 素 变 成 了 任意 量 , 从 现 
象 学 上 看 ,其 目的 是 从 引力 定律 得 
到 一 切 观测 数据 。 第 一 部 分 是 有 关 
静 力 学 和 动力 学 定律 的 数学 前 述 ， 
其 中 有 两 点 属于 拉 普 拉 斯 本 人 的 创 
新 ,其 一 关于 力学 的 一 般 原理 的 第 
5 章 中 ,在 面积 守恒 的 讨论 中 引入 
了 他 的 不 变 平面 的 概念 ;其 二 是 第 
6 章 中 关于 已 知 力 与 速度 的 关系 的 
任意 数学 上 可 能 的 假设 的 物体 组 的 
运动 规律 的 讨论 。 第 二 部 分 给 出 了 
理论 天 文学 所 需要 的 分 析 知 识 。 第 
三 部 分 讨论 行星 图 象 。 其 中 最 主要 
的 创新 乃 是 椭 球 体 引力 理论 与 子午 
线 的 大 地 测量 结果 的 比较 。 他 发 展 
了 测 地 线 的 解析 几何 ,导出 了 适合 
于 地 球 情形 的 表达 式 。 第 四 部 分 论 
述 海 与 大 气 的 运动 现象 。 第 五 部 分 
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结束 了 第 二 卷 ,是 关于 天 体 旋 转 的 
论述 。 拉 普 拉 斯 拟 将 前 两 卷 作为 一 
个 整体 (第 一 编 ) ,其 余 为 第 二 编 .在 
第 三 卷 的 序 中 , 他 写 道 ;“ 在 这 本 著 
作 的 第 一 编 ( 指 第 一 .二 卷 ) 中 ,我们 
给 出 了 物体 平衡 与 运动 的 一 般 原 
理 。 这 些 原 理 对 天 体 运 动 的 应 用 , 通 
过 几何 的 (分 析 的 ?论证 ,不 必 作 任 
何 假定 ,就 可 导出 万 有 引力 定律 ,而 
重力 的 作用 与 抛射 体 运动 则 是 这 个 
定律 的 特例 。 然 后 我 们 考虑 了 服从 
于 这 个 伟大 的 自然 定律 的 体系 ,用 
奇妙 的 分 析 , 得 到 了 它们 的 运动 和 
图 形 的 一 般 表达 式 , 以 及 覆盖 在 它 
们 表面 上 的 流体 振动 的 一 般 表达 
式 。 从 这 些 表达 式 我 们 推断 出 大 家 
知道 的 潮汐 现象 ;纬度 的 变化 与 地 
球 表面 的 引力 ;岁差 ;月 球 引 力作 用 
以 及 土星 环 的 形状 与 转动 …… ,我 
们 还 推导 出 行星 运动 的 主要 方程 ”。 
他 说 第 二 编 的 主要 目的 是 改进 天 文 
表 的 精度 。 第 三 卷 全 部 被 第 六 部 分 
中 的 行星 理论 和 第 七 部 分 中 的 月 球 
理论 占据 。 第 四 卷 主要 论述 行星 的 
卫星 ,其 中 第 八 部 分 几乎 全 部 致力 
于 木星 的 卫星 ,在 第 九 部 分 中 , 拉 普 
拉 斯 发 展 了 从 第 二 部 分 中 提出 的 一 
般 运 动 方程 计算 车 星 摄 动 的 公式 ; 
第 十 部 分 的 小 标题 为 “有 关 世 界 体 
系 的 各 种 论点 ”, 包 含 了 大 量 新 材 
料 , 反 映 了 拉 普 拉 斯 兴趣 的 转移 ,在 
结束 第 四 卷 的 时 候 ,他 的 兴趣 转向 
牵涉 物理 的 问题 .前 四 卷 是 (天 体力 
学 ) 的 主体 。 

《天 体力 学 ) 应 用 了 大 量 深奥 的 
数学 知识 ,只 是 拉 普 拉 斯 从 不 耐心 
地 解释 他 是 如 何 得 出 其 结果 的 ,而 
要 填补 这 些 空白 却 须 花 相当 的 功 


夫 。 围 绕 《 天 体力 学 有 许多 有 趣 的 
轶 事 , 据说 拿破仑 一 世 曾 问 拉 普 拉 
斯 ,在 这 部 巨著 中 为 什么 没有 提 到 
上 帝 。 拉 普 拉 斯 回答 说 “陛下 ,我 不 
需要 这 个 假设 !”。 英 国 数学 家 哈密 
顿 因 发 现 《 天 体力 学 } 中 的 一 个 错误 
而 开始 他 的 数学 生涯 ;格林 由 阅读 
该 书 而 发 展 了 他 的 关于 电磁 的 数学 
理论 的 思想 。 这 些 都 表明 《天 体力 
学 ) 对 当时 及 后 世 产生 了 很 大 影响 。 
美国 数学 家 ,天 文学 家 鲍 迪 奇 曾 将 
五 卷 中 的 前 四 卷 译 成 英文 出 版 。 

《概率 的 分 析 理 论 》(Theorie 
analytique des probabilités) 法 
国 数学 家 .天 文学 家 拉 普 拉 斯 
(Pierre-Simon Laplace, 1749—1827) 
35.1812 年 出 版 ,1814 年 出 第 二 版 。 
其 序言 是 一 篇 题 为 《关于 概率 的 哲 
学 ) 的 论文 ,表明 了 拉 普 拉 斯 关于 概 
率 的 哲学 观 。 他 认为 世界 的 未 来 完 
全 是 由 它 的 过 去 决定 的 ,而 且 只 要 
掌握 了 世界 在 任 一 给 定时 刻 的 状态 
的 数学 信息 ,就 能 预知 未 来 .本 书 集 
古典 概率 论 之 大 成 ,同时 为 概率 论 
的 近代 发 展开 辟 了 道路 并 提供 了 方 
法 ,为 十 九 世纪 概率 论 的 巨大 发 展 
奠定 了 基础 。 

本 书 是 在 拉 普 拉 斯 于 1810 年 、 
1811 年 写 的 几 篇 论文 的 基础 上 写 
成 的 。1812 年 出 版 于 巴黎 。 其 中 的 
两 篇 分 析 论 文 最 独创 的 部 分 是 得 到 
了 中 心 极限 定理 。 全 书 由 两 部 分 组 
成 ,第 一 部 分 的 小 标题 为 “ 母 函 数 的 
计算 ”, 致 力 于 母 函 数 计算 的 数学 方 
法 及 其 一 般 数学 理论 ,试图 以 母 函 
数理 论 作为 概率 论 的 基础 。 第 二 部 
分 小 标题 为 “概率 的 一 般 理论 ”, 这 
里 拉 普 拉 斯 从 分 析 转 向 概率 论 本 
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身 , 提 供 了 具体 概率 问题 的 解答 。 他 
把 由 许多 数学 家 和 他 自己 发 展 的 机 
遇 理 论 中 的 各 种 类 型 的 问题 作 了 统 
一 处 理 。 第 1 章 以 概率 论 作 为 人 类 
智力 局 限 所 需要 的 一 个 知识 分 支 这 
一 著名 特征 开始 ,给 出 了 概率 论 的 
一 般 原 理 。 在 叙述 了 概率 本 身 的 定 
义 及 独立 事件 的 乘法 规则 之 后 , 拉 
普 拉 斯 给 出 了 关于 原因 的 概率 的 定 
理 作为 第 三 个 基本 原理 ,之 后 ,他 以 
不 对 称 钱币 为 例 考 虑 了 被 错误 地 认 
为 相等 的 概率 的 影响 。 较 后 他 区 分 
了 数学 期 望 与 心理 期 望 。 第 2 章 考 
察 了 由 已 知 概率 的 简单 事件 构成 的 
复合 事件 的 概率 ,如 抽 彩 中 奖 的 概 
率 问题 ,从 袋 中 摸 球 问题 等 .第 3 章 
处 理 极限 ,虽然 不 如 他 1810 年 得 到 
中 心 极限 定理 的 论文 叙述 清晰 ,但 
给 出 了 各 种 各 样 的 例子 。 从 普通 二 
项 式 问 题 开始 讨论 ,显示 了 拉 普 拉 
斯 对 随机 过 程 有 所 认识 。 第 4 章 处 
理 误 差 的 概率 ,先是 说 明 大 量 误差 
的 误差 和 界 于 已 知 界限 中 ,之 后 确 
定 出 误差 和 的 概率 的 界限 ,考虑 了 
正 负 误 差 不 相等 的 概率 的 情形 ,得 
到 其 分 布 。 最 后 处 理 了 误差 的 统计 
预测 。 第 5 章 讨论 概率 在 现象 本 身 
及 其 原因 的 研究 中 的 应 用 。 第 6 章 
题 为 “关于 原因 与 未 来 事件 的 概率 
一 一 从 观测 事件 中 得 来 ”实质 属于 
统计 推断 问题 。 第 7 章 包括 对 某 些 
旧 材 料 的 新 处 理 .第 8.9、10 三 章 均 
很 简短 ,研究 了 寿命 预测 年金 率 、 
保险 ,心理 期 望 等 问题 。 第 11 章 是 
第 二 版 时 加 进去 的 ,讨论 了 证 据 的 
概率 。 拉 普 拉 斯 对 他 的 模型 的 研究 
利用 了 中叶 斯 分 析 。1820 年 , 拉 普 
拉 斯 又 将 该 书 整理 补充 出 了 第 三 
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版 ,其 内 容 基 本 固定 下 来 , 现 收 在 拉 
普 拉 斯 全 集 第 七 卷 中 。 

《算术 研究 》(Disquistiones 
arithmeticae) ”德国 数学 家 ,物理 
学 家 、 天 文学 家 高 斯 (Carl Friedrich 
Gauss 1777 一 1855) 著 。1801 年 出 
版 。 这 部 伟大 著作 为 作者 二 十 岁 时 
所 作 ,开创 了 数论 研究 的 新 纪元 。 其 
中 ,高 斯 把 记号 标准 化 了 ,系统 处 理 
并 推广 了 现存 的 定理 ,把 要 研究 的 
问题 和 解决 问题 的 方法 进行 了 分 
类 ,并 引进 了 新 的 方法 , 它 不 仅 是 现 
代数 论 研 究 的 开端 ,而 且 决 定 了 直 
到 目前 为 止 有 关 这 一 课题 研究 的 方 
向 《算术 研究 用 拉丁 文 写成 ,内 容 
深奥 ,异常 难 读 。1863 年 狄 利克 雷 
撰写 了 《数论 讲义 》 (Vorlesungen 
über Zahlentheorie) 一 书 , 对 之 作 了 
明晰 的 阐释 ,使 高 斯 的 思想 得 到 广 
泛 传 播 。《 算 术 研 究 ) 作 为 数学 史上 
的 伟大 经 典 名著 , 至 今 仍 具 有 现实 
意义 。 有 法 文 (1807)、 德 文 (1889 初 
版 ,1965 重 版 ) 俄 文 (1959) 及 英文 
(1966) 等 多 种 译本 。 

直到 高 斯 在 数论 (高 等 算术 ) 方 
面 做 出 决定 性 的 贡献 之 前 ,这 门 学 
科 还 只 有 一 些 孤立 的 结果 ,虽然 这 
些 结果 常常 是 光辉 的 。《 算 术 研 究 》 
共 七 节 。 高 斯 一 开始 便 试图 统一 这 
门 学 科 。 在 序言 中 他 写 到 ,我 偶然 
发 现 了 整数 论 中 的 真理 。 我 不 仅 认 
为 那 真理 本 身 优 美 而 且 因为 其 它 漂 
亮 的 诸 性 质 皆 可 与 其 相关 联 地 来 考 
虑 ,所 以 我 就 想法 探究 其 原理 ,努力 
给 出 严格 的 证 明 。” 他 在 第 一 节 中 引 
进 了 同 余 的 记号 ,并 在 此 后 系统 地 
应 用 了 它 。 虽 然 欧 拉 、 拉 格 朗 日 及 蔓 
让 德 等 人 已 经 引进 局 余 的 概念 ,但 
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高 斯 第 一 个 对 之 作 了 系统 的 处 理 。 
接着 在 第 二 节 中 研究 了 一 次 同 余 式 
理论 ,给 出 了 拉 格 朗 日 建立 的 多 项 
式 同 余 式 的 基本 定理 的 证 明 。 即 一 
个 4 次 同 余 式 
AX*-BX*7 b EMXHEN 

—0 mod P 

不 能 有 多 于 个 互 不 同 余 的 根 ( 其 
中 为 素数 ,P 不 能 整除 4)。 在 第 
三 节 中 高 斯 处 理 了 等 的 同 余 式 。 他 
用 同 余 式 理论 给 出 了 费 马 小 定理 的 
一 个 证 明 ,. 第 四 节 研 究 二 次 剩余 ,在 
证 明了 一 些 关 于 二 次 同 余 式 的 定理 
之 后 ,高 斯 还 用 二 次 剩余 的 概念 给 
出 了 二 次 互 反 律 的 第 一 个 严格 证 
明 。 二 次 互 反 律 是 十 八 世纪 数论 中 
最 富 独创 狂 的 发 现 之 一 , 欧 拉 和 蔓 
让 德 都 曾 试图 给 出 证 明 但 都 不 完 
全 。 二 次 互 反 律 是 同 余 式 论 中 的 一 
个 基本 结果 ,高 斯 把 它 誉 为 算术 中 
的 宝石 。 后 来 高 斯 又 给 出 了 这 一 定 
律 的 好 几 个 证 明 。 除 此 之 外 ,高 斯 还 
讨论 了 多 项 式 的 同 余 式 。 第 五 节 臻 
力 于 型 的 理论 ,其 中 高 斯 系统 化 并 
扩展 了 型 的 理论 ,他 从 拉 格 朗 日 的 
著作 中 抽象 出 了 型 的 等 价 概念 。 在 
给 出 型 的 等 价 定义 之 后 ,证 明了 一 
系列 关于 型 的 等 价 的 定理 ,接着 研 
究 了 型 的 复合 ,其 后 转向 三 元 二 次 
型 的 处 理 。 型 的 理论 后 来 成 为 十 九 
世纪 数论 的 主要 课题 。 第 六 节 是 上 
述 内 容 的 种 种 应 用 。 第 七 节 中 讨论 
了 分 圆 方程 XY? 一 1 一 0(P 是 素数 )。 
高 斯 证 明了 这 个 方程 的 根 可 用 一 个 
方程 序列 2 一 0,2:=0.…… 的 根 有 
限 表 出 ,这 些 方程 的 系数 分 别 是 该 
序列 中 前 面 的 方程 的 根 的 有 理 函 
数 ,他 的 结果 对 代数 求解 一 般 的 


次 方程 问题 具有 重要 意义 ,对 正 P 
边 形 的 几何 作 图 问题 也 具有 重要 
性 .《 算 术 研究 } 的 出 版 几乎 立刻 使 
高 斯 被 公认 为 “数学 王子 ”。 
《关于 曲面 的 一 般 研究 》 

CDisquisitiones generales circa 
superficies curvas) 德国 数学 家 、 
物理 学 家 、 天 文学 家 高 斯 (Carl 
Friedrich Gauss, 1777—1855) X, 
1828 年 发 表 于 格 丁 根 。 该 著作 开创 
了 曲面 内 蕴 几 何 学 ,是 微分 几何 发 
展 史 上 的 里 程 碑 。 其 思想 后 来 被 黎 
曼 等 人 所 发 展 ,对 几何 学 发 展 产生 
了 深远 的 影响 《关于 曲面 的 一 般 研 
究 ) 用 拉丁 文 写 成 ,后 有 法 文 (1852、 
1859)、 德 文 (1884、1889)、 俄 文 
《1895)、 匈 牙 利文 (1897) 及 英文 
(1902) 等 多 种 译本 。 

高 斯 对 微分 几何 的 研究 始 于 他 
在 大 地 测量 方面 的 工作 , 早 在 1796 
年 他 就 研究 过 测量 问题 ,从 1816 年 
开始 的 大 量 实际 物理 测量 和 理论 思 
考 导致 了 《关于 曲面 的 一 般 研 究 》。 
1822 年 高 斯 曾 以 关于 曲面 保 形 变 
换 的 一 般 解 的 论文 获 哥本哈根 科学 
院 奖 ,进而 他 试图 “展开 其 它 一 些 新 
观点 并 发 展 一 些 新 定理 ?。 在 《关于 
曲面 的 一 般 研 究 》 中 ,高 斯 沿用 欧 拉 
的 方法 用 两 个 参数 RI v EHE TET 
程 表示 为 

z—z(u,v),y—y(u,v), 

z-z(u,v), 
并 以 此 展开 对 曲面 的 系统 研究 ,这 
样 产 生 的 表达 式 中 将 含有 15 个 元 
素 , 即 ryz KF uo 的 一 阶 .二 阶 
偏 微分 系数 ,但 这 便利 了 向 另 一 种 
表达 式 转 换 。 如 果 用 这 种 方法 表达 
曲面 的 性 质 , 则 任意 曲面 上 的 基本 
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量 弧 长 元 素 ( 在 (2,y,z) 坐 标 中 是 ds? 
二 ?十 好 十 dz?) 便 可 写成 d = Biat 
+ 2Fdud» + Gi ,其 中 .FG 为 u,v 
的 函数 。 曲 面 上 两 条 曲线 的 夹 角 是 
另 一 个 基本 量 。 设 9 是 两 个 方向 (一 
个 由 du: 血 决 定 , 另 一 个 由 各: dv 
决定 ) 之 间 的 夹 角 ,高 斯 证 明了 如 下 
事实 


Edudu' + F (dudy 十 do 
Vig nnm 


~ Edu? t+ 2Fdudv-]- Gdv? 
^/ Edu! ? --2Fdu! dv! -- Gdv'? 
接着 高 斯 研究 了 曲面 的 曲率 。 他 得 
到 了 曲面 (总 ) 曲 率 K 的 表达 式 为 
_LIN—M’ 
EG— F ’ 
并 证 明 它 就 是 欧 拉 早 提出 过 的 在 
(z,y,z) 处 的 两 个 主 曲率 之 乘积 。 之 
后 高 斯 作出 一 个 重要 的 断定 , 即 曲 
面 的 几何 性 质 仅 由 ds? 的 表达 式 中 
By E.F.G 决定 。w 和 + 的 这 些 函 数 
便 是 事情 的 全 部 。 为 此 高 斯 得 到 了 
所 谓 高 斯 特征 方程 ,证 明 曲 面 的 曲 
率 k 是 依赖 于 B.F 和 GG。 曲面 的 性 
质 仅仅 依赖 于 E. Fd G 这 一 事实 
有 许多 含意 ,例如 ,如 果 一 张 曲面 无 
伸缩 地 弯曲 , 则 曲面 的 所 有 性 质 也 
将 保持 不 变 . 进 一 步 ,如 果 两 张 曲面 
能 够 彼此 建立 一 一 对 应 , 则 这 两 张 
曲面 称 为 等 距 的 ,它们 必然 具有 相 
同 的 几何 。 特 别 地 ,高 斯 指出 ,它们 
在 对 应 点 一 定 有 相同 的 总 曲率 。 这 
是 一 个 极其 漂亮 的 定理 。 自 然 , 若 一 
曲面 在 一 平面 上 可 展 , 则 其 上 曲率 
处 处 为 零 。 

在 关于 曲面 的 一 般 研究 ) 中 ， 
高 斯 还 研究 了 另 一 个 极其 重要 的 课 
题 , 即 寻找 曲面 上 的 测 地 线 (高 斯 使 
用 了 “最 短线 ”的 名 称 , 测 地 线 这 一 


cos 0 一 


名 词 是 刘 维尔 1850 年 引进 的 , 取 自 
大 地 测量 学 ), 他 证 明了 约翰 ' 伯 努 
利 提出 的 一 个 定理 : 测 地 线 的 主 法 
线 垂直 于 曲面 。 此 外 高 斯 证 明了 一 
条 关于 曲率 的 著名 定理 。 设 + 是 一 


个 曲面 的 可 变 曲率 ， | | 是 该 由 


率 在 面积 4 上 的 积分 , 则 对 于 一 个 
由 测 地 线 构 成 的 三 角形 来 说 


| | tA ( 即 三 角形 的 总 曲率 ) 等 于 


三 角形 的 三 个 角 之 和 与 两 直角 的 
E. 
高 斯 关于 微分 几何 的 工作 意义 
深远 ,他 证 明了 曲面 的 几何 可 以 集 
中 在 曲面 本 身上 进行 研究 。 这 是 曲 
面 论 研究 的 一 个 重要 突破 ,开创 了 
内 蕴 几 何 。 它 表明 曲面 本 身 可 以 看 
成 是 一 个 空间 ,因为 它 的 性 质 由 ds? 
确定 ,这 是 具有 决定 意义 的 结论 , 因 
为 这 意味 着 至 少 在 曲面 上 有 非 欧 几 
何 。 更 甚 ,同一 张 曲面 又 可 以 有 不 同 
的 几何 。 高 斯 工作 中 蕴含 的 这 些 重 
要 思想 后 来 由 卓越 的 几何 大 师 黎 曼 
继承 和 发 展 。 
< £t E 5 Sr AI UE BA Y CRein 
analytischer Beweis...) 捷克 数 
学 家 .哲学 家 波 尔 查 谱 (Bernard 
Bolzano,1781 一 1848) 著 。1817 年 出 : 
版 于 布拉格 。 该 书 是 分 析 严 格 化 过 
程 中 的 一 个 里 程 碑 。 书 中 波 尔 查 诺 
首次 给 出 了 对 分 析 基 础 的 正确 处 理 
方法 。 
十 九 世 纪 初 的 欧洲 数学 家 关心 
两 个 主要 问题 , 即 欧 几 里 得 平行 公 
理 的 地 位 和 给 数学 分 析 提 供 严 密 坚 
实 的 基础 问题 。 波 尔 查 诺 对 此 均 有 
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建树 .当然 ,他 并 不 是 唯一 的 一 个 也 
不 是 第 一 个 关心 数学 中 严格 证 明 问 
题 的 人 ,但 在 分 析 的 基础 问题 上 超 
过 了 他 以 前 的 所 有 数学 家 ,尽管 他 
们 比 波 尔 查 诺 有 更 成 熟 的 技巧 。 事 
实 上 , 自 牛 顿 和 葬 布 尼 茨 于 十 七 世 
纪 创 立 微 积分 以 来 ,他 们 所 引入 的 
无 穷 小 概念 便 一 直 遭 到 哲学 家 和 数 
学 家 的 强烈 反对 。 对 无 穷 小 的 热烈 
探讨 贯彻 了 整个 十 八 世 纪 , 其 中 贝 
克 莱 主 教 在 《分析 学 家 》(1734) 中 的 
攻击 是 很 著名 的 。 尽 管 莱 布 尼 获 本 
人 并 不 认为 无 穷 小 量 的 存在 性 已 很 
好 地 确立 了 ,并 认为 可 避免 使 用 它 
们 ,但 他 认为 可 以 作为 理想 的 量 象 
处 理 普通 的 量 一 样 进行 计算 。 但 由 
此 引起 了 极 大 的 混乱 。 为 克服 无 穷 
小 带 来 的 困难 ,数学 家 们 提出 了 许 
多 方案 。 拉 格 朗 日 提出 可 以 在 函数 
的 泰勒 级 数 展开 之 基础 上 处 理 分 析 
学 ,这 一 方法 曾 被 广 为 采 纳 。 达 朗 贝 
尔 则 认为 可 将 微 积分 建立 在 极限 概 
念 的 基础 上 .但 他 们 都 未 取得 成 功 。 
第 一 个 成 功 的 处 理 是 由 波 尔 查 诺 在 
该 书 中 首次 给 出 的 。 

在 《纯粹 分 析 的 证 明 》 中 , 波 尔 
查 诺 致力 于 如 下 重要 定理 的 证 明 : 
对 两 个 连续 函数 了 和 0, dm f(a) 
< (a), H £(502 90) NE a 5 p 
之 间 存 在 一 z, 使 f(z) 二 6(z)。 他 首 
先 注意 到 以 前 的 证 明 都 或 多 或 少 地 
依赖 于 几何 直观 ,这 是 波 尔 查 诺 极 
力 想 摆脱 的 。 这 一 点 表明 他 在 分 析 
基础 严格 化 方面 采取 了 正确 的 道 
路 。 波 尔 查 诺 认 为 该 定理 的 严格 证 
明 需 要 预先 给 出 连续 函数 的 可 靠 定 
义 。 的 确 在 文中 给 出 了 第 一 个 不 牵 
涉 无 穷 小 的 关于 函数 连续 性 的 定 


义 , 因 而 极为 重要 ,该 定义 至 今 仍 被 
采用 。 他 在 以 后 的 著作 《函数 论 ) 第 
一 卷 中 把 该 定义 更 精确 地 表述 如 
下 :车 取 4z 足够 小 时 ,如 果 F(z 十 
4z) 一 PR(z) 的 绝对 值 小 于 任 一 给 定 
的 分 数 1/N, 且 当 4z 取 更 小 的 值 
时 , 仍 保持 如 此 , 则 函数 F(z) 称 为 
是 (在 :处 ) 连 续 的 。 波 尔 查 诺 还 区 
分 了 左右 连续 ,在 定理 的 证 明 中 , 利 
用 了 一 个 引 理 , 即 建立 了 有 和 界 实 数 
集 的 最 小 上 界 的 存在 ,如 果 某 一 性 
质 M 不 能 适用 于 一 变量 :的 所 有 
值 , 但 小 于 某 一 量 x 的 所 有 z 都 具 
有 性 质 性, 则 存在 一 量 U, 它 是 所 有 
这 样 的 量 z 的 最 大 值 。 这 在 后 来 被 
证 明 是 实数 理论 的 基石 。 波 尔 查 诺 
对 这 个 引 理 证 明 的 实质 是 ,把 有 界 
区 间 分 成 两 部 分 ,而 选取 包含 集合 
的 无 穷 多 个 元 素 的 那 一 部 分 ,然后 
重复 这 一 手续 ,直到 他 得 到 给 定 实 
数 集 的 最 小 上 界 为 止 。 外 尔 斯 特 拉 
斯 在 十 九 世 纪 六 十 年 代 应 用 波 尔 查 
诺 的 方法 证 明了 外 尔 斯 特 拉 斯 一 波 
尔 查 诺 定理 。 

尽管 上 述 两 定理 已 经 显示 了 
《纯粹 分 析 的 证 明 》 的 丰富 的 内 容 ， 
它 还 包含 有 另 一 同等 重要 的 定理 ， 
被 称 为 柯 西 收敛 条 件 。 波 尔 查 诺 证 
明了 :如 果 充分 大 时 ,序列 FG), 
Fa (z) FC) pee Fna) e AGE n 
项 FC) SHIR Fat (a) 
之 差 小 于 任 一 已 知 量 , 则 存在 唯一 
的 定 值 ,该 序列 台 近 于 它 一 一 要 多 
通 近 有 多 到 近 。 该 定理 的 证 明 是 不 
完善 的 ,而 且 也 只 能 如 此 ,因为 其 完 
善 证 明 需 要 实数 的 准确 定义 ,这 在 
当时 是 不 具备 的 。 完 善 的 实数 理论 
直到 十 九 世 纪 下 半 叶 才 建 立 起 来 。 
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《纯粹 分 析 的 证 明 》 是 朝向 分 析 
严格 化 的 极为 重要 的 一 步 ,但 可 异 
的 是 这 一 工作 被 忽视 达 半 个 世纪 之 
久 , 直 到 十 九 世 纪 下 半 叶 人 们 才 充 
分 认识 到 它 的 重要 性 。 

《分 析 教 程 》(Cours d'analyse 
de l'école royale palytechnique ) 

法 国 数学 家 柯 西 (Augustin 一 Louis 
Cauchy,1789— 1857) €, 1821 年 出 
版 于 巴黎 。 是 作者 为 巴黎 综合 工科 
学 校 所 写 ,这 是 严格 微 积分 的 英 基 
之 作 。 该 书 与 作者 的 其 它 几 种 分 析 
基础 方面 的 著作 《无 穷 小 分 析 教 程 
概论 X1823)《 微 积分 讲义 1829) 
等 对 分 析 学 以 至 整个 现代 数学 产生 
了 深远 的 影响 , 它 导致 了 分 析 严 格 
化 运动 ,引起 分 析 学 中 的 一 场 革命 。 

自从 牛顿 和 莱 布 尼 茨 创立 微 积 
分 以 来 ,分 析 学 便 一 直 没 有 一 个 严 
格 的 基础 。 由 他 们 引入 的 无 穷 小 等 
概念 在 分 析 学 中 产生 了 广泛 的 争 
议 , 为 了 克服 无 穷 小 带 来 的 混乱 , 数 
学 家 们 提出 了 许多 方案 。 拉 格 朗 日 
提出 可 以 在 函数 的 泰勒 级 数 展开 的 
基础 上 处 理 分 析 学 ,这 一 方法 曾 被 
广 为 采 纳 。 达 朗 贝 尔 则 认为 可 将 微 
积分 建立 在 极限 概念 的 基础 上 。 他 
们 都 未 能 取得 成 功 。 第 一 个 成 功 的 
处 理 是 由 捷克 数学 家 波 尔 查 诺 在 
《纯粹 分 析 的 证 明 》(1817) 中 给 出 
的 ,但 他 的 著作 被 忽视 达 几 十 年 之 
久 。 在 当时 流行 的 观点 仍然 是 :对 实 
数 为 真 的 命题 对 复数 也 真 ;对 有 限 
量 为 真 的 对 无 穷 小 也 真 ; 对 收敛 级 
数 为 真 的 对 发 散 级 数 也 真 。 柯 西 拒 
绝 这 种 所 谓 “ 代 数 通则 ”, 开 始 认真 
对 待 分 析 学 中 的 每 一 个 基本 概念 。 
他 运用 代数 工具 将 先前 所 有 依赖 于 


几何 学 直观 的 概念 定义 在 严格 的 基 
础 上 ,从 而 为 整个 分 析 学 的 严格 化 
开辟 了 一 条 正确 的 通路 。 
《分 析 教 程 》 共 分 12 章 ,书后 有 
9 个 附注 。 第 1 章 介 绍 实 函 数 ; 第 2 
章 讲 述 无 穷 小 量 及 函数 的 连续 性 ; 
第 3 章 介绍 对 称 函 数 、 交 错 孙 数 及 
齐 次 函数 ;第 4.5 章 整 函数 与 连续 
画 数 的 确定 ;第 6 章 收敛 与 发 散 级 
数 ; 第 7 章 虚 数 的 表示 ;第 8 章 变量 
与 复 函 数 ;第 9 章 收敛 与 发 散 的 复 
数 级 数 ; 第 11 章 有 理 分 数 的 分 解 ; 
第 12 章 循环 级 数 。 附 注 内 容 有 关 
正 、 负 量 的 理论 (附注 1); 方 程 的 数 
值 解 (附注 3); 形 数 ( 附 注 6); 二 重 
级 数 ( 附 注 7); 无 穷 乘 积 ( 附 注 9) 
等 。 在 本 书 的 导言 中 柯 西 表明 了 他 
试图 给 分 析 学 以 严密 性 的 意图 。 之 
后 便 从 定义 变量 .函数 开始 论述 。 
“人 们 把 依次 取 许 多 互 不 相同 的 值 
的 量 叫做 变量 ”。“ 当 变量 之 间 这 样 
联系 起 来 的 时 候 , 即 给 定 了 这 些 变 
量 中 的 一 个 值 ,就 可 以 决定 所 有 其 
它 变量 的 值 的 时 候 , 人 们 通常 想象 
这 些 量 是 用 其 中 的 一 个 来 表达 的 ， 
这 时 这 个 量 就 取 名 为 自 变量 , 而 自 
变量 表示 的 其 它 量 就 叫做 自 变 量 的 
函数 ”。 由 此 给 出 了 极限 和 连续 的 概 
念 ,“ 当 同一 个 变量 依次 所 取 的 值 无 
限 地 趋 近 于 一 个 定 值 ,最 终 使 它们 
与 该 定 值 之 差 要 多 小 就 多 小 ,这 个 
定 值 就 称 为 所 有 其 它 值 的 极限 ”。 
“f(z) 是 变量 x 的 一 个 沙 数 ,z 界 于 
给 定 的 两 限 之 间 , 若 对 于 两 限 之 间 
z 的 每 一 个 值 , 差 f(z 十 o) 一 f(z) 的 
(绝对 〉 值 依 a 无 限 地 变 小 ， 则 称 
f(z) 是 连续 函数 。 换 名 话说， 函数 
f(z) 对 界 于 给 定 界限 之 间 的 z 是 连 
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续 的 ,如 果 变 量 的 无 穷 小 增 量 总 导 
致 函数 自身 的 一 个 无 穷 小 增 量 ”。 这 
里 柯 西 将 无 穷 小 量 定义 为 以 零 为 极 
FAR ER. APARTE T BERE 
以 来 对 无 穷 小 量 的 模糊 认识 .同样 ， 
柯 西 将 导数 定义 为 一 个 比值 的 极 
限 ,并 强调 把 积分 定义 为 和 的 极限 
来 代 蔡 把 积分 看 作 是 微分 法 的 逆 ， 
这 是 历史 上 第 一 个 关于 定 积 分 的 恰 
当 定 义 。 此 外 , 柯 西 在 (分析 教 程 》 中 
对 级 数 的 收敛 性 作 了 深刻 的 研究 ， 
这 是 关于 级 数 收敛 性 的 第 一 个 具有 
广泛 意义 的 论述 。 他 写 道 :“ 令 5,= 
2 十 五 十 加 十 … 十 ww-: 是 级 数 前 z 项 
的 和 ,表示 自然 数 , 若 对 于 不 断 增 
加 的 4 的 值 ,和 &, 无 限 趋 近 于 某 一 
极限 8, 则 级 数 称 为 收敛 的 ,这 个 极 
限 值 叫做 该 级 数 的 和 。 反 之 ,如 果 ? 
无 限 增加 时 S. 不 趋 于 一 个 固定 的 
极限 ,该 级 数 就 称 为 发 散 的 , 且 级 数 
没有 和 ”。 之 后 ,他 给 出 了 柯 西 收敛 
判别 准则 , 即 序列 {5.) 收 敛 于 一 个 
极限 8, 当 上 且 仅 当 5, — 8. 的 绝对 
值 对 于 一 切 ” 和 充分 大 的 «都 小 于 
任何 给 定 的 量 。 

当然 , 柯 西 的 著作 若 用 现代 标 
准 来 衡量 ,严密 性 是 不 够 的 .例如 他 
使 用 的 “无 限 趋 近 ”“ 要 多 小 有 多 
小 ”等 术语 并 未 完全 赔 高 直观 。 柯 西 


认为 ,如 果 FG) = 》)w.(z), SUR 


是 收敛 的 , 若 u(x) 都 连续 , 则 F(x) 
也 连续 ,他 忽视 了 一 致 连续 的 要 求 。 
此 外 ,当时 实数 理论 还 没有 完善 ,但 
柯 西 的 著作 鼓舞 了 许多 人 在 分 析 严 
格 化 方面 的 努力 。 阿 贝尔 在 柯 西 工 
作 的 基础 上 提出 了 一 致 收敛 的 概 
念 ,并 在 信 中 高 度 赞扬 了 柯 西 的 工 


作 , 称 柯 西 为 “当今 懂得 应 该 怎样 对 
待 数学 的 人 ”。 阿 员 尔 极为 欣赏 (分 
析 教 程 》 认 为 “每 一 个 在 数学 研究 
中 喜欢 严密 性 的 人 都 应 该 读 这 本 杰 

《分 析 教 程 》 是 十 九 世 纪 数 学 严 
格 化 的 典范 ,1828 年 被 译 成 德 文 出 
版 。 
《关于 定 积分 理论 的 报告 》 
(Mémoire sur la théorie des 
intégrales définies) 法 国 数学 家 
柯 西 (A. 一 L. Cauchy, 1789 一 1857) 
著 。1814 年 在 巴黎 科学 院 宣 读 ， 
1825 年 送 去 发 表 ,1827 年 出 版 。 出 
版 时 柯 西 增加 了 两 个 注解 ,加 进 了 
这 期 间 该 理论 的 新 发 展 。 该 文 开创 
了 复 变 函 数论 的 研究 ,在 复 变 函数 
论 的 历史 上 具有 重大 意义 。 

柯 西 对 复 变 函数 论 的 研究 是 他 
最 重要 的 工作 之 一 ,在 这 方面 发 表 
了 一 系列 论文 ,取得 卓越 成 就 ,今天 
该 领域 的 基本 定理 是 与 他 的 名 字 紧 
密 联系 在 一 起 的 。 尽 管 如 此 ,他 没有 
写 出 他 本 该 写 的 这 方面 的 综合 著 
作 。 该 报告 是 他 在 复 函 数论 方面 的 
第 一 篇 重要 论文 。1825 4E , 柯 西 写 
了 另 一 篇 重要 论文 “关于 积分 限 为 
虚数 的 定 积分 的 报告 >(1874 年 发 
表 )。 这 被 认为 是 他 最 重要 的 工作 ， 
但 是 柯 西 本 人 一 直 没有 认识 到 它 的 
重要 价值 .直到 1851 年 他 还 从 未 提 
到 过 它 .而 是 多 次 又 回 到 1814 年 的 
《报告 》, 在 柯 西 自己 的 心目 中 是 极 
为 赏识 1814 年 的 这 篇 报告 的 。 

在 柯 西 之 前 ,对 特殊 的 复 函 数 
欧 拉 就 曾经 研究 过 。 达 朗 贝 尔 也 发 
展 了 所 谓 柯 西 一 笋 曼 积分 方程 。 但 
即使 在 19 世纪 初 复数 也 未 获 一 致 
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认可 。 直 到 当时 在 复 函数 方面 量 鼓 
舞 人 心 的 冒险 行动 是 欧 拉 和 拉 普 拉 
斯 关于 将 积分 路 径 从 实数 域 扩展 到 
复数 域 , 从 而 得 到 定 积分 新 公式 的 
粗略 的 设想 。 尽 管 高 斯 看 来 已 知道 
大 部 分 关于 复 函 数 的 基本 事实 ,但 
当时 他 没有 发 表 任何 东西 。 

柯 西 在 1814 年 (报告 的 序言 
中 说 ,他 的 工作 是 由 于 受到 欧 拉 和 
拉 普 拉 斯 的 影响 所 致 。 在 该 文中 他 
处 理 了 在 流体 力学 研究 中 出 现 的 二 
重 积分 的 积分 换 序 问题 ,他 把 复 函 
数 表示 为 两 个 变量 的 实 函数 对 。 由 
于 勒 让 德 的 批评 ,在 1825 年 送 去 发 
表 时 柯 西 在 脚注 中 恢复 了 复 观 点 ， 
尽管 他 还 未 承认 复 积分 路 径 。 柯 西 
在 《报告 中 实际 上 处 理 的 问题 在 今 
天 看 来 似乎 有 些 奇 怪 。 他 考虑 了 复 
变量 2 一 z* 十 区 的 可 微 函 数 了 = 十 
志 , 利 用 柯 西 一 黎 曼 积分 方程 之 一 ， 
fg SUAE numm pyy 上 的 
二 重 积分 


站 aa= f Jota. 


通过 该 积分 的 演算 ,他 得 到 如 下 基 
本 等 式 


[ Qu(zi,y) 一 u(xo,y))dy 
o 


= li (vzT,91) — vx,y0) Mz, 
z0 


利用 另 一 个 柯 西 一 黎 曼 方程 ,他 得 
到 第 二 个 等 式 ,结合 二 者 ,他 得 出 


i li Gi) — fGi yy 
To 


= [ (Gp) 一 了 (zygo))dz， 
žo 


即 沿 矩 形 回路 的 柯 西 积分 定理 。 证 
明 中 假定 了 应 数 的 正则 性 。 当 然 在 


以 后 柯 西 发 展 了 他 的 理论 ,但 即使 
在 1814 年 的 报告 中 , 柯 西 积分 定理 
也 被 证 明 是 强 有 力 的 工具 。 许 多 新 
旧 定 积分 可 以 用 此 方法 得 到 验证 。 
今天 使 用 二 重 积分 的 方法 看 起 来 有 
点 奇怪 ,但 在 当时 必定 是 极 自 然 的 。 
事实 上 ,高 斯 在 他 的 关于 代数 基本 
定理 的 第 三 个 证 明 (1816) 中 也 同样 
使 用 二 重 积分 。 

的 确 ,1814 年 4 报告》 中 没有 明 
显 指出 复 函 数理 论 怎 样 被 包括 在 
内 ,但 1825 年 的 《报告 ) 中 ,他 朝 现 
今 所 谓 柯 西 积 分 定理 前 进 了 一 大 
步 。 他 定义 了 复 域 中 任意 路 径 上 的 
定 积分 ,并 通过 变 分 指出 在 了 (2Z) 的 
正则 区 域 中 这 样 的 积分 只 依赖 于 路 
径 的 端点 。 后 来 他 定义 了 留 数 概念 ， 
得 到 一 些 重要 定理 ,并 发 展 了 他 的 
复 函数 的 观点 。 所 有 这 些 研究 都 始 
源 于 1814 年 的 《报告 》。 从 1821 年 
后 ,差不多 25 年 中 , 柯 西单 独 一 人 
发 展 了 复 函 数理 论 。 他 的 一 系列 工 
作 葛 定 了 这 门 学 科 的 基础 。 

《 热 的 分 析 理 论 》(CTheorie 
analytique de la chaleur) 法 国 
数学 家 、 物 理学 家 傅 里 时 (Jean 
Baptiste Joseph Fourier , 1768-—1830) 
35.1822 年 出 版 。 本 书 中 作者 用 数 
学 公式 将 基本 物理 原理 表述 得 极为 
清晰 和 详尽 ,开创 了 数学 物理 研究 
的 新 篇 章 。 是 数学 应 用 于 物理 学 的 
一 个 里 程 碑 , 对 数学 和 理论 物理 学 
的 发 展 都 有 着 深远 的 影响 。 

该 书 的 主要 部 分 是 作者 在 
1807 年 底 向 巴黎 科学 院 递 交 的 一 


篇 关于 热传导 问题 的 论文 ,其 中 傅 


里 叶 研究 了 热 在 均匀 各 向 同性 的 介 
质 中 的 传导 问题 ,解决 了 特殊 热 传 
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导 问 题 。 他 从 探讨 国体 内 部 的 温度 

变化 规律 入 手 , 首 先 推 导出 热传导 
方程 

Sai 0 

为 解 上 述 方程 , 傅 里 时 发 现 解 

Tr ER EC RT UL A 5 8 980886 A 

他 认为 任意 周期 函数 f(z) 都 可 表 

fœ 一 E 十 之 (a,cosvz 


— bv *sinvz) (—a«a— n) 
但 他 从 未 给 出 严格 证 明 。 在 科学 院 
的 论文 审查 委 会 的 成 员 中 , 拉 普 拉 
斯 、 蒙 日 等 都 很 欣赏 埔里 叶 的 工作 ， 
但 拉 格 朗 日 却 强烈 反对 ,因为 侍 里 
叶 为 表述 某 些 物体 中 的 初始 温度 分 
DI WEE EE E 


1 f 1 之 
Ia = [ron T 2 
| cos [ f(t) cosrtadt 


十 sinrz Î flDsinri dt], ®© 


而 拉 格 朗 日 在 十 八 世 纪 五 十 年 代 研 
究 弦 振动 问题 时 对 三 角 级 数 是 持 贬 
低 态度 的 。 但 科学 院 为 鼓励 傅 里 叶 
发 展 自己 的 思想 ,于 1810 年 确定 将 
热传导 问题 作为 悬赏 课题 。 次 年 傅 
里 叶 向 科学 院 呈 递 了 重新 修改 过 的 
论文 ,其 中 包括 对 在 无 穷 介 质 中 热 
传导 的 新 分 析 ,在 这 些 情 形 中 , 传 里 
叶 级 数 的 周期 性 不 适合 表达 初始 条 
件 , 因 而 傅 里 叶 以 傅 里 叶 积 分 定理 
取代 之 ,他 将 它 写 成 


zf(r) = f fd 
f cosg(z — Dda 的 形式 。 该 论文 


获得 此 项 奖金 ,但 因 缺 乏 “ 严 格 性 与 
一 般 性 ”受到 批评 。 此 后 于 1822 年 
他 首次 将 该 论文 编 入 《 热 的 分 析 理 
论 ) 发 表 . 健 里 叶 的 工作 超出 了 牛顿 
的 《自然 哲学 的 数学 原理 》 所 限定 的 
力学 范围 ,第 一 次 将 物理 问题 表述 
为 线性 偏 微分 方程 中 的 边 值 问题 。 
此 外 ,他 发 明 的 解 方程 的 强 有 力 的 
数学 工具 (如 用 积分 解 各 种 微分 方 
程 的 方法 ) 导 致 了 一 系列 后 续 工作 ， 
有 力 地 推动 了 十 九 世 纪 偏 微分 方程 
的 发 展 . 此 外 ,他 的 工作 还 使 人 们 不 
得 不 重新 认识 函数 .连续 等 基本 数 
学 概念 。 今 天 ,数学 中 所 谓 传 里 叶 级 
数 , 传 里 叶 积 分 等 内 容 就 是 从 他 的 
著作 中 发 展 而 来 的 ,这 些 名 称 也 正 
标志 着 他 的 重要 贡献 ,他 的 理论 成 
为 傅 里 叶 分 析 的 起 产 。 尽 管 他 的 工 
作 曾 受到 压制 ,但 幸运 的 是 他 后 来 
履 次 重 述 他 的 工作 ,直到 其 理论 被 
HRZ AK OBRA HE BUCO 
成 为 数学 史上 的 经 典 名 著 。1878 年 
出 版 了 《 热 的 分 析 理 论 ) 的 英 译本 ， 
法 文 第 二 版 收入 1888 年 《 傅 里 叶 全 
集 3 的 第 一 卷 中 。 

《 论 图 形 的 射影 性 质 》(CTraite 
des propriétés projectives des 
figures) 法 国 数学 家 、 力 学 家 庞 
斯 列 (Jean Victor Poncelet, 1788— 
1867) 著 。1822 年 发 表 。 这 是 第 一 本 
完全 致力 于 射影 几何 学 的 著作 , 它 
标志 着 现代 射影 几何 学 的 开始 。 庞 
斯 列 第 一 个 充分 认识 到 射影 几何 学 
是 具有 独特 方法 和 目标 的 新 的 数学 
分 支 , 从 而 在 该 著作 中 对 这 门 学 科 
作 了 系统 处 理 ,对 十 九 世 纪 数 学 发 
展 产生 了 重大 影响 。 

庞 斯 列 曾 是 法 国 大 数学 家 蒙 日 
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和 卡 诺 (L. N. M. Carnot) 的 学 生 , 在 
巴黎 综合 工科 学 校 时 听 过 他 们 的 几 
何 学 讲座 ,是 蒙 日 和 卡 诺 引 导 了 综 
合 几 何 学 研究 的 复兴 。1812 年 庞 斯 
列 跟随 拿破仑 的 军队 远征 俄国 ,不 
久 便 被 俘 办 于 萨 拉 托 夫 的 监狱 中 。 
在 狱 中 , 他 不 借助 于 任何 参考 材料 ， 
着 手 回忆 并 重新 推导 了 从 蒙 日 等 人 
那里 学 来 的 纯粹 与 解析 几何 知识 ， 
之 后 便 开始 创造 出 新 的 结果 。 这 些 
发 现 葛 定 了 他 关于 射影 几何 学 工作 
的 基础 。1814 年 回国 后 ,他 继续 了 
他 的 研究 。 1820 年 他 向 巴黎 科学 院 
递交 了 题 为 “ 论 圆锥 曲线 的 射影 性 
Ji " (Essai sur les propriétés projectives 
des sections coniques) 的 论文 ,其 中 包 
含 了 他 的 新 几何 学 思想 。 庞 斯 列 想 
以 圆锥 曲线 为 例 表明 几何 学 的 语言 
和 概念 可 以 通过 系统 地 使 用 无 穷 远 
元 素 和 虚 元 素 而 得 到 推广 。 该 论文 
成 为 1822 年 出 版 的 4 论 图 形 的 射影 
性 质 盖 书 中 的 一 部 分 。 

在 4 论 图 形 的 射影 性 质 ?》 中 > HE 
斯 列 研究 了 几何 图 形 在 投影 与 截 影 
下 保持 不 变 的 性 质 , 即 图 形 的 射影 
ER PUST FERRE, AETA 
代 射 影 几 何 学 的 基础 。 他 通过 系统 
地 引入 无 穷 远 元 素 和 虚 元 ,构成 了 
复 射影 几何 所 用 的 空间 。 他 象 德 扎 
格 、 帕 斯 卡 等 人 一 样 采用 了 中 心 投 
影 , 即 从 一 个 点 投影 ,并 把 它 提高 成 
为 研究 几何 问题 的 一 种 方法 。 在 他 
的 工作 中 ,有 三 个 观念 是 主导 性 的 。 
第 一 个 是 透射 的 图 形 , 两 个 图 形 是 
透射 的 ,如 果 一 个 能 够 从 另 一 个 经 
过 一 次 投射 与 截 影 或 一 串 投射 与 截 
影 得 出 。 第 二 个 主导 观念 就 是 连续 
性 原理 。 在 该 书 中 他 写 道 :如果 一 


个 图 形 从 另 一 个 图 形 经 过 连续 的 变 
化 得 出 ,而 且 后 者 与 前 者 同样 地 一 
般 ,那么 马上 可 以 断定 ,第 一 个 图 形 
的 任何 性 质 第 二 个 图 形 也 具有 。” 对 
此 他 在 本 书 中 作 了 大 胆 的 应 用 ,证 
明了 许多 定理 ,并 用 它 来 讨论 虚 图 
形 。 至 于 这 一 原理 的 真实 性 , 庞 斯 列 
承认 能 够 从 代数 上 证 明 这 原理 ,但 
他 坚持 认为 它 并 不 依赖 于 这 样 一 个 
证 明 。 他 的 第 三 个 核心 观念 是 关于 
圆锥 曲线 的 极点 和 极 线 的 概念 ,他 
给 出 了 从 极点 到 极 线 和 从 极 线 到 极 
点 的 一 般 表述 ,并 用 之 作为 建立 许 
多 定理 的 方法 。 至 于 对 偶 原 理 这 一 
射影 几何 学 的 重要 原理 , 庞 斯 列 在 
研究 圆锥 曲线 的 配 极 的 过 程 中 已 经 
充分 确定 ,并 且 认 为 配 极 关系 是 这 
一 原理 成 立 的 重要 原因 。 此 外 , 庞 斯 
列 不 仅 使 用 了 中 心 射影 ,也 广泛 地 
利用 了 其 它 类 型 的 变换 (如 双 有 理 
变换 等 ) ,取得 许多 结果 。 庞 斯 列 的 
功绩 以 往 是 被 低估 了 ,他 的 著作 所 
显示 的 射影 几何 和 度量 几何 的 区 别 
预示 了 现代 结构 概念 的 出 现 。 他 的 
几何 工作 是 迈 向 现代 几何 的 重要 的 
一 步 。 

《 论 图 形 的 射影 性 质 》 于 
1865—1866 年 由 庞 斯 列 本 人 出 版 
了 第 二 版 , 含 两 卷 ,其 中 第 一 卷 是 该 
书 第 一 版 的 重印 ,但 添加 了 注释 .第 
二 卷 收集 了 庞 斯 列 1822 年 后 的 几 
何 学 论文 。 

《高 于 四 次 的 一 般 方程 的 代 
数 求 解 之 不 可 能 性 的 证 明 》 
(Beweis der Unmóglichkeit der 
algebraischen Auflösung der 
allgemeinen Gleichungen, 
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Übersteigen ) 挪威 数学 家 阿 贝 
尔 (Niels Henrik Abel, 1802— 1829) 
著 。 发 表 于 著名 的 《 克 列 尔 杂 志 兴 即 
《纯粹 与 应 用 数学 杂志 》) 创 刊 号 上 
(1826 年 )。 

求解 多 项 式 方程 一 直 是 一 个 得 
到 不 懈 研 究 的 古老 课题 。 用 代数 方 
法 求解 一 般 的 三 次 和 四 次 方程 由 塔 
尔 塔 利 亚 、 卡 当 、 费 拉 里 等 人 解决 
后 ,人 们 便 致 力 于 用 代数 方法 求解 
四 次 以 上 的 方程 。 对 此 许多 大 数学 
家 做 出 了 努力 ,其 中 包括 莱 布 尼 蒋 、 
欧 拉 、 拉 格 朗 日 等 人 。 拉 格 朗 日 的 工 
作 尤 为 深入 和 彻底 ,他 的 方法 对 求 
解 一 般 的 二 次 三 次 和 四 次 方程 都 
卓有成效 。 但 他 试图 用 这 种 方法 去 
解 五 次 方程 时 , 便 发 现 工 作 是 如 此 
艰难 ,最 终 不 得 不 放弃 了 .后 来 拉 格 
朗 日 得 出 结论 说 ,用 代数 运算 求解 
高 于 四 次 的 一 般 方程 看 来 是 不 可 能 
的 。 他 判断 说 ,或 者 是 这 个 问题 超越 
了 人 的 智力 范围 ,或 者 是 根 的 表达 
式 的 性 质 必定 不 同 于 当时 所 知道 的 
一 切 。 高 斯 对 二 项 方程 x* 一 1=0 的 
研究 对 代数 地 求解 一 般 的 4 次 方程 
的 问题 也 具有 重要 意义 。 阿 贝尔 早 
在 中 学 时 代 就 对 此 问题 产生 了 浓厚 
的 兴趣 ,他 读 了 拉 格 朗 日 和 高 斯 的 
著作 ,并 试图 按照 高 斯 对 二 项 方程 
的 处 理 方法 研究 高 次 方程 的 可 解 
性 .开始 ,他 认为 自己 已 经 解决 了 用 
根 式 解 一 般 的 五 次 方程 的 问题 ,但 
构造 例子 时 ,他 认识 到 了 自己 方法 
的 错误 。 几 年 之 后 ,他 重新 拾 起 这 一 
问题 ,这 次 采取 了 相反 的 观点 ,成 功 
地 解决 了 县 了 几 个 世纪 之 久 的 问 
题 ,证 明了 一 般 的 五 次 或 更 高 次 方 
程 的 解 是 不 能 用 根 式 表示 的 。 阿 贝 


尔 认识 到 该 结果 的 重要 性 ,决定 自 
费 将 其 印刷 出 版 .为 节省 开支 ,1824 
年 他 将 其 结果 压缩 成 只 有 六 页 的 短 
文 印刷 出 来 ,此 即 《 论 代数 方程 ,其 
中 证 明了 一 般 五 次 方程 的 不 可 解 
性 》. 为 扩大 影响 ,该 文 用 法 文 写成 ， 
但 遗憾 的 是 并 未 在 外 国 数学 家 (其 
中 包括 高 斯 ) 中 产生 什么 影响 ,其 艰 
涩 难 懂 影响 了 人 们 的 迅速 理解 。 

1826 年 ,当时 在 柏林 的 阿 贝 尔 
协助 克 列 尔 创建 了 著名 的 《纯粹 与 
应 用 数学 杂志 》, 首 卷 中 刊载 了 阿 贝 
尔 的 七 篇 论文 ,其 中 包括 《高 于 四 次 
的 一 般 方程 的 代数 求解 之 不 可 能 性 
的 证 明 ) 一 文 ,这 是 1824 年 文章 的 
扩充 。 这 里 阿 贝 尔 给 出 了 必 备 的 代 
数 背景 ,包括 代数 域 扩 张 的 讨论 。 全 
文 共 分 四 节 , 第 一 节 讨 论 了 代数 函 
数 的 一 般 形式 ;第 二 节 讨 论 了 已 知 
方程 满足 的 代数 函数 的 特征 ;第 三 
节 中 对 置换 做 了 探讨 ;第 四 节 中 给 
出 了 五 次 方程 的 一 般 解 的 不 可 能 性 
的 证 明 。 从 而 立即 得 出 高 于 五 次 的 
一 般 方程 的 代数 求解 之 不 可 能 。 证 
明 中 他 利用 了 著名 的 定理 :可 用 根 
式 求解 的 方程 的 根 能 以 这 样 的 形式 
给 出 ,出 现在 根 的 表达 式 中 的 每 个 
根 式 都 可 表 成 方程 的 根 和 某 些 单位 
根 的 有 理 函 数 。 这 一 结果 现在 通常 
称 为 阿 贝尔 一 一 鲁 非 尼 定 理 , 但 当 
时 他 并 不 知道 鲁 非 尼 的 结果 。 

阿 贝 尔 的 这 一 著名 工作 结束 了 
人 们 用 代数 求解 一 般 的 高 次 方程 的 
徒劳 的 努力 ,也 引导 出 了 新 的 问题 ， 
因为 某 些 特殊 的 方程 还 是 可 以 用 根 
式 求解 ,因而 阿 贝尔 又 着 手 探讨 可 
用 根 式 求解 的 方程 的 根本 特性 。 由 
于 阿 贝尔 过 早 的 去 世 , 这 一 任务 便 


246 简明 数学 史 辞 典 


由 人 姻 罗 瓦 承担 并 出 色 地 完成 了 。 这 
是 十 九 世 纪 数 学 史上 最 出 色 的 工作 
之 一 此 外 , 阿 贝 尔 还 是 椭圆 函数 论 
的 葛 基 人 之 一 。 他 的 工作 对 十 九 世 
纪 数 学 的 发 展 产 生 了 巨大 影响 。 
《数学 分 析 在 电磁 理论 中 的 
应 用 》(An Essay on the 
Application of Mathematical 
Analysis to the Theories of 
Electricity and Magnetism) X 
国 数学 家 格林 (Geotge Green, 
1793 一 1841) 著 .位 势 论 的 经 典 文献 
之 一 。1828 年 通过 格林 的 朋友 们 的 
赞助 在 诺丁汉 私人 出 版 。 由 于 格林 
自学 成 才 , 基 本 上 处 于 与 学 术 界 隔 
绝 的 环境 中 ,这 一 重要 著作 没有 立 
即 引起 重视 。 第 一 次 只 印刷 了 不 足 
100 本 ,很 快 便 很 难 找到 了 。1841 年 
汤姆 森 CW. Thomson, Hl kelvin Bj 
B. 1824—1907) TE — RLRE 
文献 中 见 到 作者 引用 格林 的 这 一 著 
作 , 但 直到 1845 年 他 才 得 到 它 。 汤 
姆 森 开 始 认识 到 它 的 巨大 价值 ,于 
1850—1854 年 在 克 列 尔 的 《纯粹 与 
应 用 数学 杂志 》 上 将 它 重 新 发 表 , 并 
加 了 导言 ,从 而 产生 了 很 大 的 影响 。 
通过 汤姆 森 , 麦 克 斯 书 及 其 它 人 ,由 
格林 发 展 的 位 势 的 一 般 数学 理论 导 
致 了 支承 二 十 世纪 工业 的 电 的 数学 
理论 。 位 势 论 已 发 展 为 数学 的 一 个 
独立 分 支 。 1928 年 爱 因 斯 坦 曾 致电 
诺丁汉 市 祝贺 《数学 分 析 在 电磁 理 
论 中 的 应 用 》 发 表 100 周年 。 爱 因 斯 
坦 赞 扬 格 林 的 工作 走 在 其 它 数 学 家 
(包括 高 斯 ) 的 前 头 。 
格林 的 工作 基本 上 是 处 于 隔绝 
状态 下 独立 进行 的 ,他 在 该 文 的 前 
言 中 为 他 的 资料 来 源 有 限 而 抱 撼 。 


的 确 , 他 只 引用 了 泊 松 、 拉 普 拉 斯 、 
傅 里 叶 、 柯 西 等 少数 几 位 作者 的 工 
作 。 文 中 一 开始 便 强调 了 位 势 函 数 
的 中 心地 位 。 拉 普 拉 斯 和 泊 松 等 人 
已 经 用 到 过 位 势 函数 ,但 “位 势 ” 这 
一 名 称 是 格林 首先 引入 的 。 之 后 他 
发 展 了 位 势 函 数 的 一 般 性 质 并 将 它 
应 用 于 电磁 学 。 格 林 从 位 势 方程 
之 + 党 十 宫 一 0( 简 记 为 4»—0) 
开始 ,证 明了 位 势 论 中 极为 重要 的 
下 述 定理 , 设 0 与 是 zz 的 任 
意 两 个 连续 函数 ,它们 的 导数 在 一 
任意 物体 的 任何 点 上 有 限 , 则 (用 现 
代 记 号 ) 
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LEE 是 物体 表面 指向 内 部 的 法 
向 ,io 是 曲面 元 。 之 后 他 引入 了 后 
来 所 谓 的 格林 函数 的 概念 ,如 今 格 
林 函 数 已 成 为 偏 微分 方程 的 一 个 基 
本 概念 ,并 被 日 益 广 泛 地 应 用 于 现 
代 物 理 的 许多 领域 ,格林 用 “位 势 函 
数 ” 的 术语 称呼 这 个 特殊 函数 ,他 求 
得 位 势 方程 解 的 方法 与 用 特殊 函数 
的 级 数 的 方法 相反 , 称 为 奇异 点 方 
法 。 


格林 的 工作 孕育 了 以 汤姆 森 、 
麦克 斯 韦 等 为 代表 的 剑桥 数学 物理 
学 派 , 他 是 分 析 引 入 英国 后 第 一 个 
沿 大 陆 上 的 工作 方向 前 进 的 英国 大 
数学 家 。 

《数学 分 析 在 电磁 理论 中 的 应 
用 》 后 来 有 两 种 摹 真 复制 重印 本 ( 柏 
林 ,1889; 哥 德 堡 ,1958)。 德 文 译本 
曾 于 1895 年 作为 《 奥 斯 特 瓦尔 德 精 
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密 科 学 经 典 》(COstwalds Klassiker der 
exakten Wissenschaften, Leipzig) 第 
61 号 出 版 。 
《椭圆 函数 论 新 基础 》 
( Fundamenda nova  theoriae 
functipnum ellipticarum) 德国 
数学 家 雅 可 比 (Carl Gustav. Jacob 
Jacobi, 1804 一 1851) 著 。1829 年 出 
版 。 雅 可 比 与 阿 贝尔 共享 发 现 棋 加 
函数 的 盛誉 。 该 著作 是 雅 可 比 研究 
工作 的 总 结 , 是 酉 圆 函 数论 的 重要 
经 典 著作 。 
椭圆 函数 论 是 十 九 世纪 数学 家 
兴趣 的 中 心 点 。 在 雅 可 比 和 阿 贝尔 
之 前 ,高 斯 .网 拉 、 拉 格 朗 日 、 勒 让 德 
等 人 曾经 取得 椭圆 函数 论 中 的 许多 
关键 性 结果 ,但 他 们 只 考虑 椭圆 积 
分 。 雅 可 比 和 阿 册 尔 差不多 同时 有 
了 从 椭圆 积分 的 反 函 数 入 手 进行 研 
究 这 一 重要 思想 ,从 而 开辟 了 通 往 
今天 椭圆 函数 论 的 道路 。 雅 可 比 的 
思想 的 发 展 主要 体现 在 该 著作 中 。 
本 书 由 两 部 分 组 成 ,第 一 部 分 主要 
处 理 袖 圆 函 数 的 变换 。 雅 可 比 以 第 
一 类 一 般 椭圆 积分 为 起 点 ,通过 结 
合 两 种 变换 ,得 到 了 第 一 类 椭圆 积 
分 的 乘积 这 一 漂亮 结果 .之 后 , 雅 可 
EE SC PRÉ p ama 引入 烽 贺 积分 


oso | Tc Egg 
中 ,这 样 x 二 sinp 二 sinama。 进一步 引 
入 cosamu = am (k — u) (i0) , 
Am 二 MI 一 sin?aom (这 些 在 今 
天 分 别 被 表示 为 suu, enu 和 dnw), 建 
立 了 这 些 函 数 间 的 关系 。 此 外 , 雅 可 


比 将 虚数 引入 椭圆 函数 论 ,利用 代 
换 sing = itany, ££ f. T 2€ X& sinam 


(Gu, k) — itanam(u ,k ) HA kk d E E 
Tad. Bf GRUT NS EE 
的 双 周 期 性 、. 零 值 . 无 穷 值 及 在 半 周 
期 上 值 的 变化 等 结果 。 在 第 一 部 分 
的 最 后 , 雅 可 比 发 展 了 被 所 有 变换 
模 满足 的 三 阶 微分 方程 《椭圆 函数 
论 新 基础 的 第 二 部 分 处 理 椭 阅 函 
数 的 表示 ,致力 于 将 椭圆 函数 展开 
成 各 种 无 穷 乘 积 和 级 数 。 他 给 出 的 
椭圆 函数 sinama , cosama , Aamu 的 第 
一 个 表示 是 以 无 穷 乘 积 商 的 形式 。 
引入 函数 
jo) PED ic 
(gama) 
之 后 ,他 处 理 第 二 类 积分 。 第 三 类 积 
分 被 化 为 第 一 类 和 第 二 类 积分 。 函 
数 


H(u)-— H(0) "exp ( f zon) 


在 他 的 椭圆 函数 中 起 了 重要 作用 。 
第 二 部 分 另外 的 内 容 是 将 H Qo) 3X 
样 的 函数 表示 为 无 穷 乘 积 和 传 里 时 
级 数 ,从 而 得 到 一 些 卓越 的 公式 。 最 
后 , 雅 可 比 以 椭圆 函数 论 在 数论 中 
的 应 用 的 讨论 结束 全 书 。 

此 书 出 版 后 的 多 年 中 , 雅 可 比 
继续 了 他 在 椭圆 函数 论 方面 的 工 
作 。 他 讲授 椭圆 函数 论 多 年 ,以 致 他 
对 这 一 课题 的 探讨 成 为 函数 论 本 身 
发 展 所 遵循 的 模式 。 

《代数 通论 》(CTreatise on 
Algebra) 英国 数学 家 皮 科 克 
(George Peacock, 1791—1858) 著 。 
1830 年 初版 。1842 一 1845 年 出 版 了 
两 卷 本 的 修订 版 ,在 该 书 中 , 皮 科 克 
试图 给 负数 和 复数 以 坚实 的 逻辑 基 
础 ,首创 以 演绎 方式 建立 代数 学 ,对 
于 抽象 代数 概念 的 演进 起 了 重要 的 
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推动 作用 。 

1800 年 左右 ,数学 家 们 自由 地 
使 用 各 类 实数 以 至 复数 ,但 是 并 没 
有 这 些 数 的 精确 定义 ,也 没有 关于 
数 的 运算 的 合理 性 的 任何 逻辑 检 
验 。 因 而 对 于 利用 文字 或 符号 表达 
式 进行 运算 的 正确 性 便 不 能 建立 。 
皮 科 克 最 先 考 虑 了 这 一 问题 。 为 了 
说 明 用 文字 表达 式 进行 运算 的 正确 
性 ,这 些 表 达 式 要 能 代表 负数 ,无 理 
数 和 复数 ,从 而 给 出 负数 和 复数 的 
坚实 的 逻辑 基础 ,他 将 代数 领域 划 
分 为 算术 代数 和 符号 代数 。 前 者 符 
号 表示 正 整数 ,所 以 有 坚实 的 基础 ， 
这 里 仅 有 导致 正 整数 的 运算 才 被 允 
许 。 符 号 代数 采用 算术 代数 的 规则 ， 
但 取消 限于 正 整 数 的 限制 。 在 算术 
代数 中 推出 的 全 部 结果 与 符号 代数 
中 结果 都 一 样 。 但 算术 代数 中 的 表 
达 式 在 形式 上 是 普遍 的 ,在 值 上 是 
特殊 的 。 而 符号 代数 中 的 表达 式 在 
值 上 和 形式 上 都 是 普遍 的 。 例 如 在 
ERRE Lane —ant 1 m a 是 
正 整数 时 成 立 , 因 而 在 符号 代数 中 
它 对 所 有 的 mM n RRE. EPE 
的 论证 被 称 为 型 的 永恒 性 原理 。 关 
于 符号 代数 , 皮 科 克 认为 :四 符号 在 
值 和 表示 上 都 是 无 限 的 ;@ 无 论 是 
什么 符号 ,在 它们 上 作 运 算 , 对 所 有 
情况 都 能 进行 ;@ 符 号 组 合 的 法 则 
属于 这 样 一 类 法 则 , 即 当 符 号 是 算 
术 量 时 , 且 当 它 受 到 的 运算 用 算术 
代数 中 同样 的 名 字 来 称呼 时 , 它 与 
算术 代数 的 法 则 普遍 符合 。 从 这 些 
原理 出 发 ,他 相信 能 推出 等 价 的 型 
的 永恒 性 原理 “无论 什么 代数 的 
型 , 当 符号 在 形式 上 是 普遍 的 ,而 在 
值 ( 正 整数 ) 上 是 特殊 的 时 局 是 等 价 


的 , 则 当 符 号 在 值 上 和 形式 上 都 是 
普遍 的 时 候 同样 是 等 价 的 。” 皮 科 克 
试图 利用 该 原理 证 明 复数 运算 是 合 
理 的 ,其 结论 是 武断 的 。 在 《代数 通 
论 ) 的 第 二 版 中 , 皮 科 克 肯 定 了 这 个 
原理 。 在 这 里 他 引进 了 正式 的 代数 
科学 。 他 认为 代数 和 几何 一 样 , 是 演 
绎 的 科学 。 代 数 的 步 台 必须 根据 法 
则 条 文 的 一 个 完全 的 陈述 ,这 些 法 
则 条 文 支配 着 步骤 中 用 到 的 运算 。 
至 少 对 于 代数 这 门 演绎 科学 而 言 ， 
运算 的 符号 除了 法 则 给 予 它 的 意义 
而 外 ,没有 其 它 意义 。 

皮 科 克 的 型 的 永恒 性 原理 是 从 
所 采用 的 公理 推出 来 的 。 因 而 尽管 
皮 科 克 的 观点 有 局 限 性 (例如 按照 
他 的 原则 , 非 交换 代数 就 成 为 不 可 
能 的 ) ,但 他 的 这 种 处 理 方式 为 代数 
中 更 抽象 的 思想 的 发 展 铺 平 了 道 
路 ,尤其 影响 了 布尔 关于 逻辑 代数 
的 思想 ,是 朝 抽 象 代数 迈 出 的 重要 
的 一 步 。 

《 论 方 程 的 根 式 可 解 性 条 
件 》(Abhandilung uber die 
Bedingungen der Amuflósbarkeit 
der Gleichungen durch 
Wurzelgróssen) jk H S5 «c (n 
Z9 F (Evariste Galois, 1811—1832) 
著 。 在 他 死 后 由 刘 维 尔 修订 整理 发 
表 于 《纯粹 与 应 用 数学 杂志 》(1846) 
上 。 徊 罗 瓦 这 位 转瞬 即 逝 的 明星 是 
数学 史上 罕见 的 天 才 。 他 以 二 十 多 
的 韶华 死 于 非 命 。 身 后 只 留 下 了 不 
AE 100 页 的 著作 ,但 其 内 容 却 是 惊 
人 的 丰富 .他 继续 阿 贝 尔 的 工作 , 借 
助 于 群 的 理论 对 代数 方程 的 可 解 性 
问题 给 出 了 明确 的 解答 ,解决 了 这 
一 从 18 世纪 以 来 就 吸引 了 众多 数 
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学 家 注意 的 重要 课题 ,从 而 为 近世 
代数 更 定 了 基础 。 他 的 其 它 致力 于 
椭圆 函数 论 及 阿 贝尔 积分 的 著作 以 
及 对 数学 哲学 和 方法 论 的 观点 , 表 
明 他 对 现代 数学 有 着 不 可 思议 的 远 
见 卓 识 。 人 项 罗 瓦 对 现代 数学 的 发 展 
产生 了 巨大 的 影响 。 但 伽 罗 瓦 同时 


代 的 人 没有 一 个 理解 他 ,因而 这 篇 


文章 的 遭遇 极为 坎坷 。 他 的 思想 极 
其 深刻 且 早 熟 。 早 在 中 学 时 代 便 着 
手 方程 理论 的 研究 ,开始 他 曾 认 为 
自己 解决 了 一 般 的 五 次 方程 ,但 认 
识 到 错误 后 ,开始 重新 研究 ,终于 借 
助 于 群 论 彻底 解决 了 这 一 问题 。 
1829 年 5 月 他 写 了 关于 代数 方程 
的 解 的 论文 ,经 由 柯 西 呈 交 给 法 国 
科学 院 , 但 柯 西 未 能 遵照 科学 院 的 
委托 及 时 审议 该 论文 。1830 4 2 H 
末 , 和 伯 罗 瓦 又 呈送 了 该 文 的 修改 稿 ， 
希望 得 到 科学 院 的 数学 大 奖 ,但 论 
文 的 审 稿 人 传 里 叶 不 久 便 去 世 了 ， 
文章 也 被 遗失 。 伽 罗 瓦 的 几 度 失望 
影响 了 他 的 世界 观 。1831 年 1 月 27 
日 应 泊 松 的 要 求 , 合 罗 瓦 对 前 面 文 
章 再 作 修 改革 成 此 文 ,再 次 提交 科 
学 院 ,但 未 得 到 泊 松 的 公正 评价 。 一 
个 重要 原因 是 泊 松 未 能 深刻 理解 此 
文 。 不 久 , 伽 罗 瓦 便 决 斗 而 死 。 在 他 
死 的 前 夜 ,预感 到 自己 的 命运 ,不 得 
不 匆匆 写 下 了 一 份 关于 他 的 研究 的 
简单 说 明 ,托付 给 他 的 朋友 谢 瓦 利 
埃 。 这 份 遗书 实际 上 是 写 给 高 斯 和 
雅 可 比 的 。 匣 罗 瓦 死 后 , 谢 瓦 利 埃 将 
此 信 发 表 。 这 可 以 说 是 数学 史上 最 
富 悲剧 性 的 作品 。 

《 论 方程 的 根 式 可 解 性 条 件 }》 是 
爷 罗 瓦 最 重要 的 著作 ,在 他 的 遗书 
中 被 放 在 首要 的 位 置 。 在 该 文中 ,人 多 
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罗 瓦 继续 了 拉 格 朗 日 、 高 斯 \ 阿 贝尔 
等 先辈 们 的 工作 ,但 同时 做 出 了 完 
全 独到 的 工作 。 其 中 不 但 彻底 解决 
了 根 式 求解 代数 方程 的 问题 ,而 且 
发 展 了 一 整套 关于 群 和 域 的 理论 。 
在 现代 数学 中 ,他 的 思想 被 称 之 为 
人 匣 罗 瓦 理论 。 他 认为 每 个 方程 对 应 
于 一 个 代数 数 域 , 这 些 代数 数 介 于 
由 该 方程 的 根 产生 的 域 和 该 方程 的 
系数 决定 的 域 中 间 , 而 且 不同 的 域 
对 应 于 不 同 的 群 。 方 程 的 全 部 根 产 
生 的 域 后 来 被 称 为 伽 罗 瓦 域 ,这 个 
域 对 应 一 个 群 , 即 由 方程 根 的 置换 
构成 的 群 , 称 为 徊 罗 瓦 群 . 伽 罗 瓦 域 
的 子 域 和 伽 罗 瓦 群 的 子 群 之 间 是 一 
一 对 应 的 .其 罗 瓦 指出 ,一 个 不 可 约 
的 代数 方程 是 根 式 可 解 的 , 当 且 仅 
当 它 的 群 是 可 解 的 , 即 含 有 具有 某 
些 性 质 的 一 组 正规 子 群 的 合成 序 
列 。 尽 管 这 一 一 般 原 则 事实 上 并 没 
有 使 一 个 方程 的 实际 求解 更 简单 ， 
但 它 确实 提供 了 发 现 关 于 低 于 五 次 
的 一 般 方 程 .二 项 方程 以 及 某 些 其 
它 特 殊 类 型 的 方程 的 可 解 性 的 所 有 
已 知 结果 的 手段 ,而且 籍 此 几乎 便 
可 立即 证 明 高 于 四 次 的 一 般 方程 用 
根 式 是 不 可 解 的 ,因为 它 的 群 是 不 
可 解 的 。 伽 罗 瓦 意识 到 这 一 研究 已 
经 超出 了 代数 方程 的 根 式 可 解 性 问 
题 ,认为 可 用 来 解决 更 一 般 的 无 理 
数 的 分 类 问题 。 他 虽然 没有 抽象 的 
群 与 域 的 名 词 ,但 确实 使 用 了 和 群 和 
域 的 概念 ,因而 伽 罗 瓦 被 认为 是 近 
世代 数 的 创始 人 。 

伽 罗 瓦 的 深刻 思想 是 在 几 十 年 
后 才 为 人 们 所 彻底 理解 。 从 十 九 世 
纪 后 半 叶 开始 ,他 的 工作 在 科学 的 
各 个 领域 产生 了 广泛 的 影响 。 
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《绝对 空间 的 科学 》 
(Scientiam spatii absolute... ) 
匈牙利 数学 家 J. 波 尔 约 (Jinos 
Bolyai,1802 一 1860) 著 。 作 为 他 父亲 
F. 波 尔 约 的 一 本 书 的 一 个 附录 首 
次 发 表 于 1832 年 。 这 篇 仅 有 26 页 
的 文章 是 非 欧 几何 学 史上 的 经 典 著 
作 , 它 确立 了 波 尔 约 作为 非 欧 几何 
的 独立 发 现 者 在 数学 史上 的 地 位 。 

工 波 尔 约 的 父亲 是 一 位 数学 
家 , 曾 致力 于 证 明 欧 几 里 得 第 五 公 
HLE., 早熟 的 了 波 尔 约 从 父亲 那 
里 继承 了 对 平行 线 问 题 的 兴趣 ,但 
1820 年 他 父亲 就 劝告 他 不 要 试图 
去 证 明 “ 过 直线 外 一 点 ,只 能 作 一 条 
该 直线 的 平行 线 ” 这 一 公设 .在 给 儿 
子 的 信 中 ,F。 波 尔 约 写 道 : 

“你 不 要 误 入 平行 线 这 一 坡 途 ， 
它 会 剥夺 你 的 一 切 闲 归 ,你 的 
健康 , 你 心灵 的 宁静 以 及 你 的 
全 部 幸福 一 一 这 个 无 底 洞 会 
淹没 一 千 个 象 牛顿 这 样 的 巨 
A”. 
但 同年 了 波 尔 约 已 开始 沿 着 最 线 
导致 他 发 现 非 欧 几 何 的 方向 思考 
了 。1823 年 经 过 证 明 欧 氏 公 设 的 徒 
劳 之 后 ,他 假设 几何 学 可 以 没有 平 
行 公设 而 构造 出 来 ,并 取得 成 功 ,此 
BARERATASXu eto 
为 常数 )。 在 1823 年 11 月 3 日 给 父 
亲 的 信 中 他 兴高采烈 地 写 道 :“ 从 无 
之 中 ,我 创造 了 一 个 全 新 的 世界 ”。 
1825 年 2 月 ,他 给 父亲 看 了 一 份 手 
稿 ,内 含 关 于 绝对 空间 的 理论 , 即 在 
这 样 的 空间 中 ,在 一 平面 上 经 过 一 
点 P 和 不 过 P 的 直线 4, 存 在 一 束 过 
P 但 不 与 i 相交 的 直线 , 当 线 东 减 


为 一 条 直线 时 ,空间 满足 欧 氏 公理 。 
F. 波 尔 约 不 能 接受 这 样 的 几何 学 ， 
因为 他 不 理解 为 什么 要 有 一 个 常 
数 , 但 还 是 决定 把 手稿 送 给 老 朋友 
高 斯 审阅 ,第 一 封 信 (1831. 6. 20) 没 
有 回音 ,但 高 斯 回答 了 第 二 封 信 
(1832. 1. 16)。 在 这 封 著名 的 信 中 ， 
高 斯 写 道 : 
“现在 谈 谈 你 儿子 的 著作 , 当 我 
说 ' 我 不 能 夸奖 它 ' 时 ,你 可 能 
会 惊讶 ,但 我 别 无 可 说 ,因为 
夸奖 它 就 等 于 专 耀 我 自己 .这 
篇 文章 的 整个 内 容 , 你 儿子 采 
取 的 方式 ,所 得 到 的 结果 , 几 
乎 处 处 与 我 的 思考 相同 .这 种 
袖 思 断断续续 用 了 我 30 到 
35 年 的 时 间 。 事实 上 ,我 极为 
这 封 信 给 工 波 尔 约 以 极 大 打 
击 , 他 感到 受 了 欺骗 ,但 高 斯 的 话 是 
真实 的 ,因为 高 斯 本 人 确实 也 独立 
地 发 现 了 非 欧 几 何 ,无 论 如 何 ,J. 波 
尔 约 还 是 同意 让 父亲 发 表 他 的 手 
稿 , 这 就 是 4 绝对 空间 的 科学 ?一文 。 
该 文 共有 43 小节, 其 中 给 出 了 工 . 
波 尔 约 得 到 的 关于 非 欧 几何 的 最 重 
要 的 结果 ,可 简 述 如 下 : 
(1) 平 行 线 的 定义 及 其 独立 于 
欧 氏 公设 的 性 质 。 
(2) 关 于 无 穷 半 径 的 图 与 球 。 无 
穷 半径 的 球 上 的 几何 与 通常 的 平面 
几何 是 一 致 的 。 
(3) 球 面 三 角 独 立 于 欧 氏 公设 。 
公式 的 直接 证 明 。 
(4) 非 欧 刀 何 中 的 平面 三 角 学 。 
应 用 于 计算 面积 和 体积 。 
(5) 可 用 初等 方法 解决 的 问题 ， 
化 圆 为 方 ,关于 第 五 公设 是 错误 的 
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假设 。 
众所周知 , 罗 巴 切 夫 斯 基 独 立 
地 发 现 了 非 欧 几何 ,但 他 和 J. 波 尔 
约 的 工作 也 有 区 别 。 罗 氏 给 出 了 虚 
几何 学 特别 是 在 其 分 析 方面 的 一 个 
完善 的 发 展 ,而 波 尔 约 更 深入 地 探 
讨 了 几何 定理 对 于 欧 氏 公设 的 独立 
性 或 依赖 性 问题 ,并 且 罗 氏 主 要 是 
在 欧 氏 公设 的 否 命题 的 基础 上 构造 
一 个 几何 学 体系 ,而 波 尔 约 则 提示 
了 独立 于 它 的 通常 几何 学 中 的 命题 
和 作 图 法 。 波 尔 约 直 接 表明 他 的 命 
题 是 绝对 正确 的 。 

J. 波 尔 约 的 著作 当时 并 未 引起 
大 的 反响 ,事实 上 它 在 很 长 时 间 里 
是 被 忘记 了 ,后 来 直到 贝尔 特 拉 米 
和 克 莱 因 的 工作 之 后 才 得 到 公认 。 
该 文 1867 年 被 译 为 法 文 , 1868 年 
译 成 意大利 文 , 英 译本 在 1896 年 出 
版 。 
《几何 图 形 相互 依赖 性 的 
系统 发 展 》 ( Systematische 
Entwicklung der Abhigigkeit 
geometrischen Gestalten von 
einander) 德国 数学 家 施 泰 纳 
(Jakob Steiner, 1796 一 1863) 著 。 出 
版 于 1832 年 。 作 者 生 于 瑞士 ,做 过 
佩斯 塔 罗 齐 (Pestalozzi, 著名 教育 
家 ) 的 学 校 的 教师 ,受到 其 教学 原则 
的 强烈 影响 ,他 的 数学 研究 的 目的 
是 要 发 现 一 切 数学 内 容 的 有 机 的 统 
一 性 。 他 特别 力图 在 其 综合 几何 的 
研究 中 实现 这 一 目标 。 施 泰 纳 是 19 
世纪 中 期 纯粹 几何 学 派 的 代表 人 物 
之 一 ,以 改革 几何 学 为 已 任 , 偏 爱 综 
合 方法 以 至 嫌 恶 分 析 学 。 他 的 几何 
研究 是 为 了 发 现 简 单 原理 ,从 而 使 
许多 表面 上 看 来 互 不 相关 的 定理 就 


可 以 自然 地 导出 。 

本 书 是 施 泰 纳 的 重要 著作 ,其 
目的 是 运用 射影 概念 从 简单 的 几何 
结构 (如 点 、 线 、 线 东 、 面 、 面 束 ) 出 发 
建造 出 更 复杂 的 结构 ,其 结果 并 不 
特别 新 颖 ,但 方法 是 新 的 。 在 前 言 中 
他 写 道 :“ 本 书 试图 发 现 (几何 学 的 ) 
有 机 组 织 (Organismus) 通 过 它 , 最 不 
相同 的 空间 现象 就 可 以 相互 联系 起 
来 ,一 些 有 限 的 非常 简单 的 基本 关 
系 合 起 来 就 构成 一 个 框架 ,运用 此 
框架 ,余下 的 定理 就 可 以 毫 不 费力 
地 逻辑 地 发 展 起 来 。 通 过 适当 采纳 
少量 基本 关系 ,人 们 就 成 为 整个 领 
域 的 大 师 …, 这 里 主要 的 事情 既 非 
综合 方法 也 不 是 分 析 方 法 ,而 是 图 
形 的 相互 依赖 性 以 及 它们 的 性 质 由 
简单 到 复杂 的 过 渡 的 方式 的 发 现 。 
这 种 关联 与 过 渡 是 几何 学 中 余下 的 
一 切 单个 命题 的 真正 来 源 。%X《 几 何 
图 形 相互 依赖 性 的 系统 发 展 》 原 拟 
包括 五 部 分 ,但 1832 年 只 出 版 了 第 
一 部 分 ,余下 的 其 它 一 些 内 容 发 表 
在 施 泰 纳 的 遗 著 《 综 合 几 何 学 讲义 》 
( Vorlesungen über synthetische 
Geometrie, 1867) rH, 

施 泰 纳 运用 射影 方法 定义 了 圆 
锥 曲线 ,这 种 方法 现 已 成 为 标准 的 
方法 。 他 将 圆锥 曲线 定义 为 两 个 射 
影 相 关 的 线束 的 所 有 各 对 对 应 线 的 
交点 的 集合 。 这 里 所 谓 两 线束 的 射 
影 相 关 是 指 它们 都 与 第 三 个 线束 是 
透视 相关 的 。 如 此 施 泰 纳 用 较 简 单 
的 形 .线束 构造 出 了 圆锥 曲线 或 二 
次 曲线 。 施 泰 纳 充分 认识 到 他 的 方 
法 的 重要 性 ,虽然 牛顿 等 人 已 知道 
这 一 基本 定义 的 度量 表述 ,但 施 泰 
纳 首 先 将 其 作为 射影 几何 中 的 一 个 
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基本 命题 。 他 使 之 成 为 圆锥 曲线 论 
的 射影 处 理 的 基础 。 利 用 射影 对 应 
做 为 他 的 定义 的 基础 , 施 泰 纳 用 类 
似 的 方式 构造 出 了 直 纹 二 次 曲面 ， 
单 叶 双 曲面 和 双 曲 抛物 面 。 在 证 明 
中 他 采用 交 比 作为 基本 工具 ,然而 
他 不 采用 虚 元 素 , 也 不 使 用 带 负 号 
的 量 。 施 坦 纳 一 开始 就 使 用 了 对 偶 
原理 ,在 平面 对 称 几 何 学 的 定理 中 ， 
他 把 点 和 直线 相互 对 换 , 定 理 仍然 
成 立 , 在 立体 射影 几何 学 的 定理 中 ， 
把 点 和 平面 相互 对 换 ,而 直线 不 变 ， 
定理 也 成 立 。 施 泰 纳 把 圆锥 曲线 的 
定义 对 偶 化 ,得 到 一 种 新 结构 , 称 为 
线 曲线 , 他 把 作为 点 的 轨迹 的 通常 
的 曲线 称 为 点 曲线 ,点 曲线 的 诸 切 
线 是 一 个 线 曲 线 , 在 圆锥 曲线 的 情 
形 就 构成 对 偶 曲 线 。 利 用 他 的 点 贺 
锥 曲线 的 对 偶 概念 ,可 以 把 许多 定 
理 对 偶 化 ,虽然 施 泰 纳 没 有 建立 对 
偶 原 理 的 逻辑 基础 ,但 他 通过 把 图 
形 分 类 和 注重 对 偶 命 题 而 系统 地 发 
展 了 射影 几何 学 。 此 外 他 还 系统 地 
研究 了 二 次 曲线 和 二 次 曲面 。 

《具有 完善 的 平行 线 理论 的 
新 几何 学 原理 》(aoapre Hauana 
TeoMeTPHH C IIOJHOH  TeopuHen 
mapaJuembuex) 俄国 数学 家 罗 
E Hj K 斯 Æ (Hnukonañ Meanosnu 
Jloðauesckuð, 1792—1856 ) 著 。 
1835—1838 年 间 发 表 于 喀 山 大 学 
的 科学 文集 中 。 


罗 巴 切 夫 斯 基 是 具有 革命 性 的 . 


新 几何 学 一 一 非 欧 几 何 学 的 三 位 创 
始 人 之 一 。 他 独立 地 得 到 了 新 几何 
学 的 基本 原理 ,并 最 早 发 表 了 出 来 。 
在 该 书 发 表 之 前 , 早 在 1823 年 他 就 
写 过 一 本 《几何 学 》, 但 直到 1909 年 


才 第 一 次 发 表 。《 几 何 学 ) 中 的 有 些 
部 分 融 于 该 书 中 。1826 年 2 月 23 
日 他 在 喀 山 大 学 物理 数学 系 的 学 术 
会 议 上 宣读 了 题 为 “几何 原理 简 述 ” 
的 论文 。 这 是 他 的 新 几何 学 的 首次 
披露 。 他 关于 新 几何 学 公开 发 表 的 
第 一 篇 文章 是 “ 论 几 何 原理 ”, 发 表 
于 1829 一 1830 年 的 喀 出 大 学 杂志 
上 (中 译文 见 《数学 史 译 文集 续集 》， 
上 海 科技 出 版 社 ,1985)。 之 后 他 多 
次 表述 了 新 几何 学 。1835 年 发 表 
“ 虚 几 何 学 ”, 并 自己 译 成 法 文 在 克 
列 尔 杂志 上 发 表 。1840 年 他 在 柏林 
出 版 德 文 著作 《平行 线 理 论 的 几何 
研究 》。 这 是 他 新 几何 学 的 最 好 表 
述 , 曾 受到 高 斯 的 赞扬 (作者 本 着 
真正 几何 学 家 的 精神 以 大 师 之 手 处 
理 了 这 一 问题 ”一 一 高 斯 语 )。 他 最 
后 的 著作 是 (4 泛 几 何 学 》, 1855 一 
1856 年 间 在 喀 山 出 版 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 创 立 的 新 理论 称 
为 罗氏 几何 。 这 起 源 于 对 欧 几 里 得 
《几何 原本 》 中 第 五 公设 (或 平行 公 
设 ) 的 研究 .人们 试图 努力 消除 对 这 
一 公设 的 怀疑 ,或 者 想 用 其 它 更 为 
自明 的 公理 来 代替 平行 公理 ,或 者 
想 从 其 它 几 个 公理 推导 出 平行 公理 
来 .这 种 努力 持续 了 两 千年 之 久 ,这 
导致 了 非 欧 几何 的 诞生 。 罗 巴 切 夫 
斯 基 独 立地 认识 到 了 这 种 努力 的 徒 
劳 ,认识 到 了 平行 公理 的 独立 性 , 认 
为 有 可 能 采取 一 个 与 此 矛盾 的 命 
题 ,并 从 一 组 新 公理 推导 出 结论 ,这 
就 是 新 几何 学 的 出 发 点 ,在 4 具有 完 
善 的 平行 线 理论 的 新 几何 学 原理 》 
的 绪论 中 ,他 表述 了 这 一 观点 ,根据 
这 一 立场 ,他 把 欧 氏 几何 学 规定 为 
一 个 假说 的 综合 的 体系 ,从 而 展开 


和 
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新 几何 学 :在 前 六 章 中 ,致力 于 基本 
概念 的 定义 和 基本 定理 的 证 明 。 他 
先 定义 了 什么 是 直线 ;证 明 两 直线 
相交 只 有 一 个 交点 ;同一 直线 的 两 
垂 线 不 相交 等 。 在 第 七 章 中 他 坑 然 
放弃 了 欧 风 里 得 的 平行 公理 ,规定 
已 给 一 直线 /和 (上 外 一 点 p, 通 过 ? 
的 所 有 直线 关于 分 成 两 类 ,一 类 
与 4 相交 , 男 一 类 则 不 相交 。 这 两 类 
之 间 的 边界 线 是 平行 于 4 的 直线 ， 
“通过 p 有 一 条 以 上 与 /平行 的 直 
线 ” 作 为 公设 (第 93 节 ) , 据 此 公设 
以 及 《几何 原本 》 中 的 平行 公设 以 外 
的 命题 ,逐渐 得 出 了 他 的 新 理论 ,他 
定义 过 ? 的 平行 于 ! 的 直线 和 由 ? 
向 1 引 的 垂 线 之 夹 角 为 “平行 角 ”。 
设 由 ? 引 向 :的 垂 线 长 为 z, 平 行 角 


为 x(x), 他 证 明了 tg a 


>>1 ,常数 )(117 节 )。 之 后 ,作为 半 
径 无 限 大 的 圆 ,定义 了 “界线 ”, 并 定 
义 了 “界面 ”。 由 此 展开 了 三 角 法 , 导 
出 了 他 的 几何 中 平面 三 角形 边 与 角 
的 公式 ,并 说 明 当 三 角形 的 边 很 小 
时 ,就 可 以 得 出 普通 的 三 角 学 公式 。 
这 意味 着 欧 氏 几 何 是 新 几何 学 的 极 
限 情形 。 

客观 地 讲 ,本 书 有 它 的 局 限 性 ， 
比如 对 作为 理论 的 根基 的 公理 的 分 
析 还 是 不 很 明确 的 。 但 新 几何 学 的 
影响 是 巨大 的 。 罗 巴 切 夫 斯 基 为 他 
的 理论 得 到 承认 作 了 不 懈 的 努力 。 
与 其 同时 ,高 斯 和 J. 波 尔 约 也 得 到 
了 新 几何 学 的 基本 原理 。 直 到 非 欧 
几何 的 创始 人 死 后 , 非 欧 几何 才 得 
到 承认 。1866 年 意大利 数学 家 贝尔 
特 拉 米 的 论著 《 非 欧 几何 解释 的 尝 
试 > 一 文 表明 非 欧 几 何 的 相 容 性 与 


欧 氏 几何 的 相 容 性 事实 一 样 清晰 。 
TRE 1871 年 建立 了 非 欧 几何 的 
整体 模型 ,使 非 欧 几何 的 相 容 性 归 
结 为 欧 氏 几何 的 相 容 性 问题 ,从 而 
使 非 欧 几 何 获得 普遍 承认 。 
非 欧 几何 的 创立 从 根本 上 改变 
了 和信 们 的 几何 学 观念 ,导致 了 对 几 
何 基础 的 深入 研究 ,并 深刻 地 影响 
了 人 们 的 数学 真理 观 ,是 一 次 数学 
思想 的 革命 ,并 且 对 物理 学 观念 的 
改革 发 生 了 重大 影响 ,后 来 成 为 广 
义 相 对 论 的 数学 工具 ,并 被 作为 宇 
宙 的 几何 模型 。 非 欧 几何 的 创立 是 
数学 史 最 重大 的 事件 之 一 。 
《新 几何 学 原理 》 一 书 ,1897 年 
被 译 成 英文 ,1899 年 译 为 德 文 。 
《线性 扩张 论 》(Die lineale 
Ausdehnungslehre) 德国 数学 
家 .语言 学 家 格拉 斯 曼 (H. G. 
Grassmann, 1809—1877) 著 。 1844 
年 出 版 第 一 卷 。 时 在 1832 年 格拉 斯 
曼 开始 研究 一 种 新 的 几何 分 析 , 用 
它 可 以 简化 拉 普 拉 斯 的 (天 体力 学 》 
中 的 数学 表述 。 尽 管 当时 只 是 为 了 
解决 有 关 的 潮汐 问题 他 才 使 用 了 新 
方法 ,但 他 认识 到 了 自己 的 创造 的 
重要 意义 。1843 年 秋 他 完成 了 这 本 
重要 著作 的 第 一 卷 手 稿 ,名 为 《线性 
扩张 论 )。1844 年 以 《扩张 量 的 科学 
或 扩张 论 ) 为 题 出 版 可惜 由 于 急 述 
的 抽象 及 夹杂 有 神秘 的 教义 ,其 重 
要 性 未 被 同时 代 人 所 理解 《线性 扩 
张 论 一 书 一 直 被 专家 们 所 忽视 , 格 
拉 斯 曼 原 打算 续 写 第 二 卷 ,但 后 来 
改 为 重 写 该 书 。1862 年 他 出 版 了 该 
书 的 修订 本 , 题 为 (扩张 论 》, 不 幸 的 
是 ,新 版 本 并 不 比 原 书 好 。 尽 管 有 高 
度 的 独创 ,但 并 未 立 询 赢得 赞赏 ,不 
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满 于 自己 的 不 成 功 ,格拉 斯 曼 经 常 
离开 数学 研究 ,而 钻研 语言 ,并 成 为 
著名 的 焚 语 学 家 。1877 年 ,他 整理 
了 该 书 1844 年 版 的 新 版 本 准备 发 
表 , 于 次 年 他 去 世 后 出 版 ， 

线性 扩张 理论 是 格拉 斯 曼 最 重 
要 的 创造 , 它 介 于 解析 几何 与 综合 
几何 之 间 , 是 关于 几何 分 析 的 课题 。 
第 一 个 构想 几何 分 析 的 人 是 莱 布 尼 
藻 ,但 只 有 等 到 解析 几何 和 综合 
何在 19 世纪 都 有 了 相当 程度 的 发 
展 之 后 ,几何 分 析 体 系 才 能 建立 。 它 
的 基本 原理 之 一 就 是 有 向 线段 的 加 
法 。 麦 比 乌 斯 曾经 发 展 了 一 种 几何 
分 析 , 此 外 ， 由 1843 一 1853 年 间 发 
展 的 哈密 顿 的 四 元 数理 论 中 产生 了 
一 种 推广 复数 的 企图 ,但 这 一 推广 
只 有 牺牲 乘法 交换 律 才能 奏效 。 与 
此 同一 时 期 ,格拉 斯 曼 发 展 了 他 的 
扩张 论 ,其 代数 实体 是 扩张 的 量 ,其 
实 是 一 种 有 ?个 分 量 的 超 复数 。 用 
现代 术语 来 表述 ,它们 组 成 有 上 的 
一 个 4 维 向 量 空间 ,其 基 向 量 为 e， 
ez ttt ,er, 在 要 发 现 一 个 合适 的 基本 
域 S, 中 两 个 量 的 乘积 的 企图 中 , 格 
拉 斯 曼 和 哈密 顿 沿 着 不 同 的 方向 ， 
他 不 要 求 5 成 为 一 个 环 ,而 是 在 S. 
上 添加 一 个 (如 ) 维 的 向 量 空间 , 具 
有 茜 ej(1i 达 i 过) 三 x)。 他 引入 了 两 
类 乘法 , 即 内 积 和 外 积 。 对 外 积 (用 


括号 来 表示 ) ,有 
Leej) = — [ejei] =e; 
(xim jm, 
Ceie;) - 0 (1), 


因而 对 任意 vOv, mgr e 
建立 了 具有 基 Cil »€i2 .*** SS 
za<…<m<z) 的 秩 为 > 的 量 的 域 


机 


SE) 。 通 过 运用 公式 

Cejtesl = F lii 或 

二 一 ens 或 
一 0 

[根据 Geej 是 Ge 的 偶 置 
K, FERK PEIR S. 的 基 
量 的 外 积 可 以 表 为 Sm 的 一 个 量 。 
如 此 , 人 们 立刻 可 以 计算 5 的 任意 
量 的 外 积 。 通 过 化 为 基本 单位 和 运 
用 结合 律 和 乘法 分 配 律 ， 并 添加 任 
意 秩 的 量 , 就 得 到 (用 现代 术语 ) S。 
上 的 所 谓 格拉 斯 曼 代 数 。, 对 于 内 积 ， 
他 假定 elei i, ele 一 0 GE D. ER 
此 之 外 ， 他 还 发 展 了 一 种 乘法 ， 他 
称 之 为 “代数 乘法 ”， 它 遵守 ee 
eje (一 1，…，2) 这 一 法 则 ， 它 导 
致 今天 所 谓 的 多 项 式 环 。 这 里 格拉 
斯 曼 主 要 是 从 几何 中 ， 特 别 是 ” 维 
几何 (当时 4 维 几 何 仍然 处 于 萌芽 
状态 ) 中 得 到 他 的 扩张 论 的 思想 的 。 

格拉 斯 曼 的 扩张 伦 极 其 一 般 和 
综合 ,其 意义 远 远 超出 了 其 时 代 。 当 
时 在 几何 学 中 ， 数 学 家 们 仍 习惯 于 
所 谓 “ 真 实 ” 的 三 维 空间 思维 。 并 
未 看 到 在 虚构 的 维 空间 中 考虑 
“扩张 的 量 ” 的 必要 。 因 为 在 当时 关 
于 超 复数 的 有 用 的 例子 最 多 只 包含 
四 个 分 量 。 但 格拉 斯 曼 不 仅 考虑 了 
任意 维 数 的 流 形 ， 而 且 也 引入 了 看 
来 是 人 为 的 乘积 和 各 种 元 素 。 他 当 
时 还 未 能 预见 在 其 一 般 的 代数 方面 
扩张 论 的 结果 意义 远 为 深远 。 格 拉 
斯 曼 的 思想 有 助 于 引导 数学 家 们 进 
AKERE, PARRER, E 
量 、 向 量 等 等 诸 领域 的 先驱 工作 。 格 
拉 斯 最 的 重要 工作 导致 三 个 重要 方 
向 的 发 展 ， 首 先 ， 空 间 的 几何 概念 
的 扩展 ; 第 二 ， 影 响 了 向 量 分 析 的 
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诞生 ; 第 三 , 预示 近世 代数 的 发 展 。 

格拉 斯 曼 去 世 后 ， 扩 张 论 产生 
了 广泛 的 影响 , 意大利 皮 亚 诺 1888 
年 的 著作 《几何 分 析 》 (Calcolo 
geometrico》 中 发 展 了 他 的 思想 。 后 
在 德国 本 土 和 法 国 也 受到 欣赏 。 美 
国 数学 家 吉 布 斯 (J，W，Gibbs) 很 
早 就 欣赏 格拉 斯 曼 的 新 理论 ， 并 由 
此 发 展 出 向 量 代数 。 该 书 出 版 后 一 
^ii). NR (H. G. Forder) 的 
(ERAT BT) (Calculus of Extension, 
1941) 表明 了 扩张 论 在 英语 世界 的 
数学 家 中 的 持续 不 断 的 风力 。 

《位 置 的 几何 学 》(Geometrie 
der Lage) ”德国 数学 家 施 陶 特 
(Karl Georg Christian von Staudt, 
1798—1867) 著 。 出 版 于 1847 Æ. 
施 陶 特 的 “位 置 的 几何 学 ” 即 射影 
几何 。 在 该 书 中 ， 施 陶 特 不 依赖 度 
量 概念 建立 起 射影 几何 学 体系 ， 指 
出 射影 几何 学 比 欧 氏 几 何 更 为 基 
本 ， 从 而 使 射影 几何 学 葛 定 在 更 严 
格 的 基础 之 上 ， 

19 世纪 初 的 几 十 年 中 射影 几 
何 研究 得 到 复兴 并 蓬勃 发 展 。 法 国 
数学 家 庞 斯 列 和 热 尔 岗 等 人 对 之 做 
出 了 重要 的 贡献 。 他 们 发 现 ， 通 过 
利用 射影 ， 圆 、 正 方形 及 其 它 图 形 
可 以 变换 为 任意 的 圆锥 曲线 和 多 边 
形 ， 而 关于 圆 的 度量 定理 可 以 变换 
为 圆锥 曲线 的 度量 定理 。 庞 斯 列 和 
热 尔 岗 的 主要 贡献 是 配 极 理论 和 对 
偶 原 理 。 其 后 德国 数学 家 施 秦 纳 推 
进 了 射影 几何 的 综合 发 展 。 法 国 数 
学 家 沙 勒 也 发 现 了 一 些 射影 几 何 的 
基本 结果 。 但 是 从 射影 几何 的 最 早 
研究 者 德 扎 格 到 沙 蒜 ， 都 在 射影 几 
何 里 使 用 了 上 距离 的 概念 ， 如 交 比 的 


概念 便 是 用 距离 定义 的 ， 谁 也 未 能 
严格 地 坚持 射影 几何 的 观点 。 因 为 
距离 并非 射影 概念 ， 它 在 射影 变换 
下 不 是 不 变量 。 施 陶 特 的 著作 第 一 
个 采取 了 完全 严格 的 方法 。 在 《位 
置 的 几何 学 》 的 前 言 中 他 明确 表示 
了 脱离 度量 概念 而 建立 “位 置 的 几 
何 学 ”的 愿望 。 他 的 方案 称 为 “ 投 
的 代数 ”(the algebra of throws), 3E 
质 上 是 在 射影 的 基础 上 引进 一 种 类 
MESHA. EHRL 
个 点 ， 给 它 指 定 符号 0，1，co 。 然 
后 用 一 种 几何 作 图 法 一 “ 投 ”, 给 直 
线 上 的 任意 一 点 配 上 一 个 符号 。 从 
而 给 01ce 线 上 的 点 配 上 “有 理 坐 
标 ”。 要 把 无 理 数 配给 线 上 的 点 , 必 
须 引进 连续 性 公理 ， 施 陶 特 未 能 很 
好 地 处 理 ， 给 这 些 点 指定 坐标 施 陶 
特 并 未 用 距离 。 他 的 坐标 虽然 是 通 
常 的 数 记号 ， 却 只 是 充当 点 的 有 系 
统 性 的 识别 符号 。 所 以 对 这 种 
“ 数 ” 的 运算 不 能 使 用 普通 算术 法 
则 ， 而 必须 用 几何 作 图 来 定义 。 此 
后 ， 施 陶 特 定义 了 四 个 点 的 交 比 概 
念 。 如 果 这 四 个 点 的 坐标 为 rz ，zz， 
za，z4， 则 交 比 定义 为 

因而 ， 施 陶 特 不 依靠 距离 和 和 迭 合 的 
概念 就 得 到 了 建立 射影 几何 的 基本 
工具 。 自 然 ， 施 陶 特 的 著作 并 未 将 
射影 几何 学 建立 在 现代 意义 上 的 完 
善 的 公理 系统 之 上 。 他 从 欧 氏 几 何 
体系 中 采用 了 与 距离 、 角 度 等 无 关 
的 一 些 东 西 ， 利 用 了 平行 公设 ， 因 
而 必须 引入 无 穷 远 点 ， 这 是 施 陶 特 
建立 的 射影 几何 体系 的 一 个 缺点 ， 
因为 平行 性 不 是 射影 不 变 的 。 
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施 陶 特 在 调和 集 ( 交 比 为 一 1 
的 四 个 点 叫 调和 集 ) 的 基础 上 ,给 
出 了 基本 定义 : 两 点 束 是 射影 相关 
的 ， 如 果 在 一 一 对 应 下 调和 集 对 应 
于 调和 集 。 四 条 共 点 的 线 构成 一 个 
调和 集 ， 若 它们 与 任 一 斜 截 线 的 交 
点 是 一 个 调和 点 集 。 于 是 两 个 线束 
的 射影 对 应 也 能 定义 。 利 用 这 些 概 
念 施 陶 特定 义 了 平面 到 自身 的 直射 
变换 为 点 到 点 、 线 到 线 的 一 一 变换 ， 
并 证 明 它 把 调和 集 变 成 调和 集 ， 
《位 置 的 几何 学 》 出 版 后 , 施 陶 
特 继 续 发 展 了 他 的 思想 ， 在 其 后 发 
表 的 《位 置 的 几何 学 论 集 》(Beitiige 
zur Geometrie der Lage, 1856— 
1860) 中 ， 施 陶 特 利用 实 几 何 学 的 
概念 ， 引 入 了 一 维 、 二 维和 三 维 复 
射影 空间 ， 从 而 对 综合 几何 学 做 出 
了 重要 贡献 。 
《形式 逻辑 》 (Formal Logic) 
英国 数学 家 德 。 摩根 (Auqustus 
De Morgan, 1806—1871) 著 。1847 
年 发 表 。 这 是 在 改造 亚 里 士 多 德 逻 
辑 方面 迈 出 的 富有 成 效 的 一 步 。 德 
* 摩根 从 而 被 认为 是 逻辑 代数 的 创 
始 人 之 一 。 他 极为 多 产 ， 其 中 逻辑 
学 是 他 最 富 创 造 性 的 领域 。 他 对 十 
九 世 纪 的 数学 产生 了 一 定 的 影响 。 
亚 里 十 多 德 的 逻辑 二 千年 来 一 
直 是 理性 思维 最 重要 的 工具 ， 但 其 
不 完备 也 是 明显 的 ， 当 涉及 到 定量 
时 便 尤 其 显得 不 充分 。 德 。 摩 根 举 
了 这 样 一 个 例子 ， . 
“在 一 群 人 中 ， 
大 部 分 人 有 外 套 ， 
大 部 分 人 有 背心 ， 
所 以 ， 有 些 人 既 有 外 套 也 
有 背心 ”。 


他 断 音 ， 用 任何 通常 采用 的 亚 氏 符 
号 体系 都 不 能 证 明 这 一 真言 判断 。 
其 实 ， 在 德 。 摩根 之 前 ,已 经 有 一 
些 学 者 试图 发 展 亚 里 士 多 德 的 还 
辑 ， 笛 卡 儿 和 莱 布 尼 蒋 就 曾经 试图 
设计 一 种 一 般 的 或 抽象 的 推理 科 
学 ,使 之 适用 于 一 切 领 域 中 的 推理 。 
笛 卡 儿 已 经 谨慎 地 开始 去 构造 逻辑 
的 一 种 代数 ， 而 莱 布 尼 获 则 有 一 个 
宏伟 的 方案 。1666 年 他 写成 《 论 组 
合 的 艺术 》, 发 表 了 他 的 计划 , 认为 
他 的 普遍 的 符号 逻辑 将 包容 代数 做 
为 它 的 一 小 部 分 ， 将 其 称 为 “代数 
逻辑 的 综合 ”但 可 异 这 一 计划 未 能 
取得 多 少 实质 的 进展 。 德 。 摩 根 在 
《形式 逻辑 》 一 书 中 采取 一 种 较为 有 
效 的 办 法 ， 目 的 是 修正 改进 亚 里 士 
多 德 的 逻辑 体系 。 他 把 上 述 例子 的 . 
关系 以 定量 的 形式 给 出 ， 如 果 有 nm 
^ M. 而 有 a 个 M 是 4， 并 有 4 个 
M 是 8B， 那么 至 少 有 (a 十 6 一 m) 个 
4 是 8。 他 的 思想 的 要 点 , 即 词 项 可 
以 是 定量 的 ， 从 而 可 以 引进 更 多 正 
确 的 三 段 论 式 。 他 发 明了 一 套 符 号 
来 表示 简单 命题 ， 具 有 某 些 性 质 的 
东西 用 大 写字 母 X、Y、Z 来 表示 ,而 
用 小 写字 母 z、y、z 来 表示 不 具有 这 
些 性 质 的 东西 ， 如 

A. 每 一 个 是 了 Y, 表 为 X) 了 

E. PU XEY, 表 为 X.Y 

1. $ XEY, KH X 

0， 某 些 和 不 是 了 上 ， 表 为 和 :了 
其 中 符号 4. E I. 0 有 它们 通常 的 
亚 氏 意义 。 其 后 他 设计 出 法 则 来 建 
立 实 用 逻辑 推理 ， 这 些 结果 写成 形 
式 : 

X) 了 十 了 Y) Z=X) Z 
Y : X--YOZ-Z:X 
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X) Y--Z) Y-—az 
这 些 符 号 后 来 被 布尔 的 更 代数 化 的 
符号 所 取代 ， 但 它 帮 助 德 。 摩根 建 
立 一 些 运用 通常 的 法 则 得 不 到 的 推 
理 。 用 布尔 代数 的 符号 ， 以 下 两 个 
等 式 

(ANB) '=AUB' 

(AUB) '=A'NB! 
现今 仍 称 为 德 ， 摩根 律 。 德 。 摩根 
的 工作 对 布尔 的 工作 是 有 影响 的 ， 
在 与 《形式 逻辑 》 一 书 同年 出 版 的 
布尔 的 著作 《逻辑 的 数学 分 析 》 一 
书 中 ， 布 尔 声明 ， 他 曾 受到 德 ， 摩 
根 工作 的 启发 。 德 ， 摩根 还 第 一 个 
发 展 了 关系 逻辑 ， 他 的 工作 ， 对 数 
理 逻 辑 的 发 展 产 生 了 影响 。 

《 单 复 变 函数 的 一 般 理论 基 
EE) ( Grundlagen für eine 
aligemeine Theorie der Funktion 
einer veränderlichen komplexen 
Grösse) ”德国 数学 家 黎 曼 (Georg 
Friedrich Bernhard Riemann, 1826— 
1866) 写 于 1851 年 的 博士 论文 , 是 
复 变 函数 论 的 经 典 著作 。 其 中 给 出 
了 单 值 解析 函数 的 黎 曼 定义 ,创立 
了 黎 曼 面 的 概念 ， 使 之 成 为 处 理 多 
值 消 数 的 有 力 方法 ， 受 到 高 斯 的 高 
度 评价 ， 为 十 九 世 纪 后 期 复 变 函数 
论 的 发 展开 辟 了 道路 。 

1850 年 左右 , 复 分 析 方面 的 发 
展 告 一 段落 。 迅 速 发 展 起 来 的 椭圆 
函数 的 双 周 期 性 还 未 得 到 很 好 的 理 
解 , 超 椭圆 积分 产生 了 很 多 麻烦 ,一 
般 代数 旺 数 的 积分 仍然 是 个 谍 ， 尽 
管 有 阿 只 尔 定理 。 在 黎 曼 之 前 ， 柯 
西 于 十 九 世 纪 前 半 叶 为 复 变 函 数理 
论 奠定 了 基础 ， 他 定义 了 复 变 函数 
的 积分 ， 证 明了 柯 西 积 分 定理 ， 得 


到 一 系列 重要 结论 ， 但 有 一 点 他 并 
未 触及 ， 就 是 黎 曼 面 概念 。 黎 曼 以 
他 深邃 的 洞察 力 ,在 1851 年 对 复 变 
函数 的 理解 达到 了 一 个 新 的 高 度 。 
在 对 多 值 函数 的 探讨 中 ， 他 提出 了 
关键 的 黎 曼 面 概念 。 例如 函数 = 
Zz 是 多 值 的 。 事实 上 对 于 包 的 每 一 
个 值 , 及 的 两 个 值 对 应 。 为 了 研 
究 这 个 函数 并 保持 两 个 值 集 w Z 


和 一 MZ 分开， 即 把 分 支 分 开 来 ， 
黎 曼 给 每 一 分 支 引 进 一 个 2 DE 
面 ， 他 还 附带 在 每 一 平面 上 引进 一 
个 点 对 应 于 2 二 co。 这 两 个 平面 被 
看 作 是 一 个 位 于 另 一 个 的 上 方 ， 并 
且 在 两 个 分 支 给 出 相同 的 W 值 的 
那些 2 处 连接 起 来 。 这 样 WIS ZA. 
这 两 叶 就 在 2= 0 和 2 一 -处 连接 
起 来 。 这 些 Z 值 平面 就 称 为 黎 曼 
Ei. 显然, 如 果 2 在 黎 曼 面 上 变动 ， 
W 就 变 为 Z 的 一 个 单 值 函 数 ， 从 而 
利用 黎 曼 面 完成 了 多 值 函数 的 单 值 
化 。 对 于 复杂 的 多 值 函数 ， 黎 曼 面 
更 为 复杂 。 一 个 * 值 函数 需要 一 个 
叶 黎 曼 面 ， 可 能 有 有 限 多 支点 ， 必 
须 引 进 连结 每 两 个 支点 的 分 支 切 
制 ， 在 三 维 空间 里 是 无 法 准确 表示 
黎 曼 面 的 。 黎 曼 面 对 多 值 函 数 的 单 
值 化 ， 使 得 关于 单 值 函数 的 定理 可 
UE IZARA. T E E. 
黎 曼 面 上 的 复 变 函 数理 解 为 该 曲面 
的 一 个 保 角 映 射 ， 为 了 理解 这 种 映 
射 的 整体 多 价 性 ， 他 拓扑 地 分 析 了 
X RE. 一 曲面 7 称 为 “ 单 连通 ” 
的 ,如 果 每 一 横 剖 都 将 其 分 为 部 分 ; 
它 是 (m 十 1) 次 连通 的 ,如果 通过 
m 次 模 剂 它 成 单 连通 曲面 7。 根 据 
黎明 的 定义 ， 横 剖 线 是 连接 一 个 边 
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界 点 到 男 一 边界 点 的 曲线 ， 他 没有 
包括 闭 切 割 ， 或 者 他 原 未 在 曲面 上 
包括 无 穷 还 点 。 借 助 格林 定理 ， 黎 
曼 证 明了 单 连通 曲面 上 连续 可 微 的 
复 变 函数 的 积分 是 单 叶 的 。 

黎 曼 论 文 的 分 析 工 具 是 犹 利克 
ERE., KRAKI: 在 定义 于 域 
2 上 共有 相同 边 值 的 连续 函数 


中 , 使 曲面 积分 [flera uter 极 小 


化 的 “满足 位 势 方 程 人 As 一 0。 利 用 
狄 利克 雷 原理 ， 黎 曼 证 明了 他 的 映 
射 定理 ， 每 一 个 单 连通 域 耻 〈 有 边 
界 ), 可 以 通过 一 复 可 徽 函数 CPC fl 
映射 ) 一 对 一 地 映射 到 一 个 圆 内 。 当 
时 狄 利克 雷 原理 的 基础 并 不 牢固 ， 
, 歼 曼 的 证 明 也 不 严格 。 这 个 定理 现 
称 黎 曼 映 射 定理 ， 它 是 复 变 函数 几 
何 理论 的 基础 ， 根 据 此 定理 ， 对 于 
单 连通 区 域内 的 解析 函数 常 可 归 化 
到 单位 圆 内 去 研究 。 

黎 曼 的 著作 蕴含 的 丰富 思想 成 
为 后 世 数 学 家 许多 创造 工作 的 源 
R. 今天， 关于 黎 曼 面 的 研究 是 单 
复 变 函 数论 的 基本 问题 之 一 ， 而 且 
与 众多 的 现代 数学 分 支 ， 如 多 复 变 
函数 论 ， 复 流 形 、 代 数 几何 、 代 数 
数论 . 自 守 函数 等 有 着 紧密 的 联系 。 
该 文 已 收入 《 黎 曼 数学 全 集 ， 补 
W) (Gesammelte mathematische 
Werke. Nachträge, 1902). 中 。 

《关于 用 三 角 级 数 表 示 函 数 
的 可 能 性 》 (Uber die 
Darstellbarkeit einer Funktion 
durch eine trigonometrische 
Reihe) 德国 数学 家 黎 曙 (Georg 
Friedrich. Bernhard Riemann 1826— 
1866) 著 。 这 是 1854 年 黎 曙 为 取得 


格 于 根 大 学 讲师 资格 而 写 的 论文 ， 
发 表 于 1868 年 .该 文 对 依 立 叶 级 数 ” 
的 研究 做 出 了 重要 贡献 。 

傅立叶 在 其 著作 《 热 的 分 析 理 
论 》 中 的 工作 表明 ， 很 广 一 类 函数 
可 以 用 三 角 级 数 来 表示 ， 但 未 解决 
找 出 函数 具有 收敛 的 傅立叶 级 数 的 
确切 条 件 的 问题 。 狄 利克 雷 在 一 篇 
基本 论文 《关于 三 角 级 数 的 收敛 
性 》(1829) 中 , 给 出 了 表示 一 个 已 
知 函 数 了 (z) 的 傅立叶 级 数 是 收敛 
WHE EKAA S G) 的 第 一 组 充分 
条 件 如 下 : 

(D f CO 是 单 值 、 有 界 的 ; 

(2) f (D 是 分 段 连续 的 , 即 在 
( 闭 ) 周期 内 只 有 有 限 多 个 间断 点 ; 

QD f GO 是 分 段 单调 的 , 即 在 
一 个 周期 内 只 有 有 限 多 个 最 大 值 和 
最 小 值 。 

黎 曼 的 论文 的 目的 是 要 找 出 函 
数 f(z) 必 须 满 足 的 充 要 条 件 , 使 
在 区 间 (r, r) 中 的 一 点 z 处 
f(z) 的 傅立叶 级 数 收敛 到 f(z)。 
他 曾经 证 明了 一 个 基本 定理 : 如果 
IODE Cr, a) 上 有 界 且 可 积 ， 
则 傅立叶 系数 


ü, = l [ ypeowar， 


b, = Lf rcosinza: 


当 “ 趋 于 无 穷 时 趋 于 零 。 定 理 还 表 
明 ， 有 界 可 积 的 f(z) 的 傅立叶 级 
BE Cr, n) 中 的 一 点 z。 处 的 收 
敛 性 只 依赖 于 了 (z) 在 该 点 邻 域 中 
的 特性 ， 但 是 了 GO 的 传 立 叶 级 数 
收敛 到 它 自 身 的 必要 而 又 充分 的 条 
件 仍 未 找到 。 为 此 ， 黎 曼 开辟 了 一 
条 新 的 研究 路 线 , 研 究 三 角 级 数 ,但 
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不 需要 根据 上 述 公式 来 确定 傅立叶 
系数 。 PEA 


> a,sinnz +2 0 十 > b,cosnz 


出 发 并 定义 


As rb, 


于 是 上 述 级 数 等 于 
f(z) = AO. 


当然 了 O 只 对 俩 级 数 收 伍 的 z 值 

有 意义 。 我 们 用 2 来 表示 级 数 本 

F. 中 的 项 对 一 切 zx 或 某 个 z 可 以 

趋 于 零 ， 笋 曼 分 别 讨论 了 这 两 种 情 

形 。 如果 和 5 HTE, 则 2 的 项 

对 一 切 z 趋 于 零 。 令 了 (x) 是 函数 
F (x) 一 c 十 cz 十 4 ZA 


A, (£) —a,sinuz--b,cosnr 


它 是 接连 对 8 逐 项 积分 两 次 得 到 
的 。 黎 曼 证 明了 F (z) 对 一 切 x 收 
敛 而 且 关 于 z 连续。 他 证 明了 关于 
F(z) 的 一 系列 定理 , 这 些 定理 转 而 
SERUUM 

3 a,sinnx +Ë z + > b,cosnz 


KAMEI — AIA 2e 的 给 
定 函 数 的 必要 充分 条 件 ， 然 后 给 出 
了 上 述 三 角 级 数 在 z 的 一 个 特殊 值 
处 收敛 的 充 要 条 件 。 其 次 他 考虑 了 
另 一 种 情形 , 即 lmA 依赖 于 z 的 情 
形 ， 并 给 出 了 在 z 的 特定 值 处 级 数 
仙 收 敛 的 条 件 和 判别 法 则 。 

此 外 ， 黎 曼 还 在 此 文中 最 先 示 
例 表 明了 函数 的 连续 性 与 可 微 性 的 
TERI. 

《关于 几何 基础 的 假设 》 
(Uber die Hypothesen, welche 


Grunde 
liegen) ”德国 数学 家 黎 曼 (Georg 
Friedrich Bernhard Riemann, 1826— 
18660 36, AF 1854 4E 6 H 10 H 
在 格 丁 根 大 学 为 取得 讲师 资格 所 做 
的 演说 ， 题 目 是 由 高 斯 指定 的 。 这 
次 演说 是 数学 史上 最 精采 的 场面 之 
一 。 事 后 ， 高 斯 对 黎 曼 的 深刻 思想 
做 了 高 度 评价 。 该 文 于 1868 年 发 
表 ， 如 今 已 成 为 伟大 的 数学 经 典 文 
献 , 它 韵 定 了 黎 曼 几何 学 的 基础 ,是 
十 九 世纪 最 重要 的 数学 创造 之 一 。 
黎 曼 的 方法 是 如 此 先进 ， 即 使 当代 
数学 家 都 可 以 不 借助 任何 历史 评论 
去 研读 它 。 

高 斯 在 他 1827 年 的 重要 著作 
《关于 曲面 的 一 般 研 究 》 中 , 开创 了 
曲面 内 萄 儿 何 学 的 研究 。 他 的 兴趣 
影响 了 黎 曼 。 黎 曼 被 称 为 几何 哲学 
家 ,他 的 几何 学 研究 追随 了 高 斯 .但 
黎 曼 提出 的 空间 的 几何 并 不 只 是 高 
斯 的 微分 几何 的 推广 。 他 重新 考虑 
了 研究 空间 的 整个 途径 。 在 哲学 上 
他 受到 心理 学 家 赫 尔 巴 特 的 影响 ， 
认为 一 个 先 验 的 空间 〈 如 果 存 在 的 
话 ) 应 该 是 拓扑 的 而 不 是 度量 的 。 他 
对 任 一 空间 发 展 了 一 种 内 蕴 几 何 ， 
认为 拓扑 抽象 的 4 维 空间 是 % 维 流 
形 。 在 局 部 微分 中 ， 即 当 两 点 的 对 
应 坐标 相差 无 穷 小 时 ， 他 假定 距离 
的 平方 是 正定 二 次 型 


ds?— X $o ostis, 


其 中 9 JE AR 2. Ezr tt*X. 的 函数 ， 
Jij Jis 这 是 欧 民 距离 公式 

ls? 一 de 十 dx 十 … 十 3 
的 推广 。 如 此 ， 他 提出 了 黎 曼 度量 
的 概念 。 这 样 得 到 的 结构 如 今 称 为 


der Geometrie zu 
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黎 曼 空间 。 它 具有 最 短线 ， 称 为 测 
地 线 。 黎 曼 认 识 到 距离 只 是 加 到 流 
形 上 的 一 个 结构 ， 因 此 在 同一 流 形 
上 可 以 有 众多 的 黎 曼 度量 ， 从 而 摆 
脱 了 经 典 微分 几何 曲面 论 中 局 限于 
诱导 度量 的 束缚 。 这 是 一 个 杰出 的 
贡献 。 在 该 就 职 演说 中 ， 他 提出 的 
另 一 个 重要 的 概念 就 是 流 形 的 曲率 
的 概念 。 注 意 从 欧 氏 空间 中 da^ 展 
示 的 高 次 诱导 就 可 以 定义 ” 维 黎 曼 
空间 曲率 。 这 一 曲率 张 量 的 定义 是 
该 就 职 演说 的 要 则 ， 而 消逝 的 曲率 
张 量 就 局 部 地 刻 划 了 欧 氏 空间 。 欧 
氏 空 间 是 在 每 一 点 、 每 一 平面 方向 
有 相同 曲率 的 空间 的 特殊 情形 ， 其 
曲率 常数 可 以 是 正 的 〈 如 在 球面 
上 )， 也 可 以 是 负 的 〈 如 在 罗 巴 切 夫 
斯 基 和 波 尔 约 的 非 欧 几 何 中 )。 黎 曼 
关于 流 形 的 曲率 的 概念 是 高 斯 关于 
曲面 总 曲率 概念 的 推广 ， 对 于 流 形 
就 是 一 个 曲面 的 情形 ， 黎 曼 的 曲率 
恰 是 高 斯 的 总 曲率 。 

黎 曼 在 完成 了 = 维 几 何 的 一 般 
研究 ,并 说 明 如 何 引进 曲率 之 后 , 进 
而 考虑 了 特定 的 流 形 ， 对 常 曲率 空 
间 进 行 了 研究 。 他 还 区 分 了 空间 的 
无 界 性 和 无 限 性 。 在 文章 的 结尾 指 
出 ,物理 空间 是 一 种 特殊 的 流 形 , 关 
于 它 的 几何 不 能 只 从 流 形 的 一 般 概 
念 推出 来 ， 把 物理 空间 同 其 它 三 维 
流 形 区 别 开 来 的 那些 性 质 ， 只 能 从 
经 验 得 到 。 特 别 地 ， 欧 氏 几 何 的 公 
理 可 能 只 是 物理 空间 的 近似 写照 。 
他 相信 天 文学 将 判定 哪 种 几何 适合 
于 物理 空间 。 

黎 曼 的 演说 几乎 不 包含 公式 ， 
人 们 对 他 的 思想 的 接受 是 缓慢 的 。 
后 来 ， 黎 曼 空间 成 为 张 量 分 析 的 重 


要 来 源 , 许 多 人 都 扩展 了 这 一 思想 。 
在 十 九 世 纪 ， 黎 曼 空 间 被 认为 是 抽 
象 的 数学 理论 ， 当 时 作为 空间 的 哲 
学 没有 产生 什么 影响 ， 但 在 演说 中 
有 更 深刻 的 智慧 ， 广 义 相对 论 漂 党 
地 证 实 了 他 的 工作 。 在 黎 曼 的 论文 
所 发 展 的 数学 工具 中 ， 爱 因 斯 坦 发 
现 了 贬 入 他 的 物理 思想 的 框架 。 从 
那 以 来 ， 黎 曼 几 何 学 得 到 了 蓬勃 发 
展 。 今 天 ， 对 于 它 的 研究 已 经 从 局 
部 发 展 到 整体 ， 产 生 了 许多 深刻 的 
结果 ， 在 其 它 数 学 分 支 和 现代 物理 
学 中 起 着 重要 的 作用 。 
《四 元 数 讲 义 》 (Lectures on 
Quaternions) ”英国 数学 家 、 物理 
^£ Zo "à iE Wi (Wiliam Rowan 
Hamilton, 1805—1865) 3€. 1853 年 
出 版 ,哈密 顿 是 四 元 数 的 发 现 者 ,他 
在 这 方面 的 工作 主要 总 结 在 该 书 及 
他 死 后 出 版 的 《四 元 数 基础 》 
(Elements of Quaternions, 1866) rH, 
关于 四 元 数 的 发 现 , 哈密 顿 自 
己 有 段 描 述 ,“1843 年 10 月 16 日 ， 
当 我 和 哈密 顿 夫 人 步行 去 都 柏林 途 
中 经 过 勃 洛 翰 桥 的 时 候 ， 它 们 来 到 
了 人 间 ， 或 者 说 降生 了 ， 发 育成 熟 
了 。 这 就 是 说 ， 此 时 此 地 我 感到 思 
想 的 电路 接 通 了 ， 而 从 中 落下 的 火 
花 就 是 i, 7 之 间 的 基本 方程 ”这 
看 似 偶然 其 实 是 作者 长 期 思考 的 结 
果 。 至 少 在 此 15 年 前 哈密 顿 就 开始 
研究 这 一 问题 了 。 早 在 1828 年 , 哈 
密 顿 就 抱怨 代数 基础 的 不 稳定 。 当 
时 有 人 提出 了 复数 的 平面 表示 法 ， 
如 此 ,平面 上 的 点 就 跟 复数 建立 了 
一 一 对 应 关系 。 这 促使 哈密 顿 思考 
如 下 的 问题 :是否 可 能 发 现 超 复数 
与 三 维 空间 有 关 。 如 果 能 发 现 这 样 


ia 
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的 超 复数 ， 它 将 是 空间 的 自然 代数 
表示 .为 此 他 进行 了 不 懈 地 努力 .他 
写 出 了 三 维 复数 < 十 9 十 训 Gt 
二 一 1), 称 之 为 三 元 组 ,其 模 为 < 十 
多 十 刀 。 复 数 的 模 是 该 复数 与 它 的 共 
罗 复 数 的 乘积 ， 而 模 法 则 表明 两 复 
数 模 的 乘积 等 于 乘积 的 模 。 虽 然 对 
上 述 三 元 组 来 说 ， 两 个 这 种 模 的 乘 
积 可 以 表示 为 平方 和 的 形式 ， 但 它 
是 四 个 平方 数 的 和 ， 而 不 是 三 个 平 
方 数 的 和 。 这 一 事实 可 能 给 哈密 顿 
以 启发 ， 转 去 研究 四 数组 。 他 试验 
了 十 2 十 % 十 好 形式 的 超 复数 ， 看 
是 否 满足 模 法 则 ,结果 是 满意 的 ,只 
是 需要 牺牲 交 换 律 。 于 是 立刻 就 有 
四 元 数 的 乘法 律 : 
ij-k— — ji, j-i- tj, 
ki=j=—ik, f—j-EB-ik—-—1, 
在 哈密 顿 看 来 ， 四 元 数 比 空间 
的 任何 坐标 表示 都 更 基本 ， 因 为 四 
元 数 运 算 独立 于 任何 坐标 系 。 但 四 
元 数 并 没有 象 哈密 顿 希望 的 那样 在 
物理 学 中 取得 广泛 的 应 用 ， 物 理学 
家 们 继续 使 用 方便 的 笛 卡 儿 坐 标 
系 。 但 对 于 代数 来 说 这 无 疑 是 一 个 
革命 性 的 发 现 ， 它 促使 了 代数 观念 
的 转变 。 一 旦 数学 家 们 体会 到 可 以 
构造 一 个 有 意义 的 ,有 用 的 “ 数 ” 系 ， 
它 可 以 不 具有 实数 和 复数 的 交换 
性 ， 那 他 们 就 觉得 可 以 较为 自由 地 
考虑 甚至 更 偏离 实数 和 复数 的 通常 
性 质 的 构造 。 因 而 四 元 数 成 为 其 它 
非 交换 代数 成 长 的 温床 ， 其 至 对 甜 
阵 和 向 量 分 析 的 发 展 都 有 相当 的 影 
响 


”哈密 顿 的 著作 篇 幅 元 长 ， 创 千 
了 许多 新 名 词 ， 更 有 大 段 的 哲学 议 
论 ， 异 常 难 读 。 关 于 四 元 数 的 第 一 


本 可 读 性 强 的 著作 是 泰 特 (P. G. 
Tait，1831 一 1901) 的 《四 元 数 基本 
论文 》 (Elementary Treatise on 
Quaternions, 1867) 一 书 。 
《思维 规律 的 研究 》 (An 
Investigation of the Laws of 
Thought, on Which Are 
Founded the Mathematical 
Theories of Logic and 
Probabilities) 英国 数学 家 、 逻辑 学 
家 布尔 (George Boole，1815 一 
1864) 著 。1854 年 出 版 。 布尔 是 符 
号 逻辑 代数 的 创始 人 之 一 。 该 书 是 
他 在 逻辑 学 方面 的 重要 著作 。1847 
年 布尔 出 版 了 《逻辑 的 数学 分 析 》 
(Mathematical Analysis of Logic) 一 
书 。 该 书 来 源 于 当时 英国 数学 家 德 
摩根 (A. De Morgan) 和 苏格兰 哲 
学 家 哈密 顿 (Sir William Hamilton, 
不 要 与 四 元 数 的 发 现 者 、 爱 尔 兰 数 
学 家 Sir William Rowan Hamilton 混 
WO 之 闻 的 一 场 关于 数学 和 他 辑 的 
关系 的 论争 。 哈 密 顿 鄙 弃 数学 ， 认 
为 数学 研究 既 无 用 且 危险 ， 没 有 数 
学 家 能 够 对 逻辑 学 做 出 任何 重要 贡 
献 。 受 此 激发 ， 布 尔 对 逻辑 进行 了 
研究 。 他 在 《逻辑 的 数学 分 析 》 的 
前 言 中 声明 ， 如 果 按 照 哈 密 顿 本 人 
的 原则 ， 逮 辑 就 不 属于 哲学 。 他 断 
言 ， 逻 辑 与 形而上学 无 关 ， 而 应 与 
数学 联姻 。 他 试图 用 此 著作 将 逻辑 
学 象 几 何 学 一 样 建造 在 可 接受 的 公 
理 基 础 之 上 。 他 坚信 符号 化 会 有 利 
于 逻辑 学 的 严密 ， 因 而 他 在 书 中 试 
图 把 概念 和 命题 符号 化 ， 将 演绎 推 
理 翻译 成 代数 运算 。 这 标志 着 现代 
意义 上 的 符号 逻辑 的 开始 ， 迈 出 了 
从 莱 布 尼 蒋 和 德 摩根 以 来 试图 将 逮 
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辑 代 数 化 方向 上 的 关键 的 一 步 。 

《逻辑 的 数学 分 析 》 行 文 仓促 ， 
多 有 朴 误 。 儿 年 后 出 版 的 《思维 规 
律 的 研究 ) 不 仅 是 上 一 著作 的 扩展 ， 
而 且 开 始 将 他 的 符号 逻辑 应 用 于 概 
率 论 。 他 的 方法 是 着 重 于 类 的 逻辑 
的 分 析 。 他 认识 到 自己 创造 了 一 个 
新 的 数学 分 支 ， 一 种 类 似 于 实 代 数 
但 并 不 与 之 一 致 的 代数 。 对 这 种 代 
数 的 逻辑 运算 来 说 选择 符号 的 函数 
的 概念 是 基本 的 。 如 果 f (z) 是 含 
z 的 代数 符号 ， 则 它 必 表 示 论 域 的 
子 集 。 因 而 必须 由 来 自 z 和 z 的 元 
素 构成 。 这 样 了 GO —A4rBE, HU 
处 系数 4 和 下 由 z 的 值 取 0 和 1 确 
定 。 于 是 
f (z) =f OD z+f (0) (1 一 z) 。 
这 一 方法 用 于 含有 二 个 选择 符 
号 的 了 G, y) 表示 , 即 f (zx, y) = 
fa, 1) zyt+f A, 0) zz (1—y) 十 
f (0, 1) (1—z) y+f (0, 0) (1— 
z) (1—D)。 
更 一 般 地 也 可 写 出 来 。 这 样 可 用 选 
择 符号 表示 的 逻辑 问题 就 可 化 为 便 
于 解决 的 标准 形式 。 在 本 书 的 2 一 
15 章 , 布尔 试图 把 符号 代数 用 于 逻 
辑 运算 ， 用 布尔 自己 的 话说 ， 本 书 
的 设计 是 要 研究 推理 赖 以 进行 的 人 
类 心智 的 运 演 的 基本 规律 ， 用 符号 
语言 将 其 表示 出 来 ， 在 此 基础 上 建 
立 起 逻辑 科学 并 构造 出 它 的 方法 ， 
并 使 该 方法 本 身 成 为 概率 的 数学 理 
论 应 用 的 一 般 方法 的 基础 。 

在 十 九 世 纪 前 叶 ， 英国 数学 受 
到 拉 普 拉 斯 的 解析 表示 法 、 孔 多 塞 
(M. de Condorcet) 的 概率 、 统 计 的 
数学 处 理 等 新 方法 的 刺激 ， 开 始 注 
重 数学 的 形式 化 和 以 此 为 基础 的 解 
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释 的 多 样 性 ,在 本 书 的 第 16 一 21 章 
中 布尔 开始 将 其 符号 代数 应 用 于 概 
率 计算 。 如 果 p CO =r 是 一 事件 
的 概率 ,而 事件 XX 和 了 相互 独 
X. WP OAY) =y; "n xu 
Y Hg, MP QRY) =z 十 y; fü 
尔 的 清晰 准确 的 符号 使 他 能 够 纠正 
早期 概率 论 工 作 中 的 某 些 失误 。 
“布尔 代数 ”这 一 名 称 标 志 着 布 
尔 的 卓越 贡献 。 所 谓 类 的 布尔 代数 
主要 来 源 于 《思维 规律 的 研究 》 这 
一 经 典 著 作 ， 它 对 所 有 数学 分 支 的 
影响 正 日 益 扩 大 。 今 天 ,布尔 代数 
的 推广 在 拓扑 学 、 射 影 几 何 学 、 抽 
象 代数 的 结构 理论 、 泛 函 分 析 及 一 
般 遍 历 理论 中 都 有 着 重要 的 地 位 。 
罗素 曾 认为 从 此 书 中 “发 现 了 纯粹 
数学 ”布尔 的 理论 在 信息 的 储存 与 
加 工 方面 也 有 广泛 应 用 ， 对 计算 机 
科学 的 发 展 产生 了 深远 的 影响 。 
《数论 讲义 》 — (Vorlesungen 
über Zahlentheorie) ”德国 数学 
AURIS (G. P. L. Dirichlet, 
1805—1859) 著 。 作 者 是 高 斯 在 格 
廷 根 大 学 的 继任 者 , 在 他 死 后 1863 
年 由 他 的 学 生 和 朋友 戴 德 金 出 版 。 
这 是 继 高 斯 的 《算术 研究 》(1801) 
之 后 数论 史上 的 又 一 伟大 经 典 著 
作 。 
《数论 讲义 一 书 是 研究 高 斯 的 
《算术 研究 》 的 结果 。 高 斯 的 《算术 
人 研究》 开创 了 数论 的 新 纪元 ， 它 不 
仅 是 现代 数论 的 开端 ， 而 且 完 全 确 
定 了 后 来 这 一 课题 的 发 展 方向 。 但 
它 极为 深奥 难 解 ， 以 致 在 出 版 后 的 
25 年 时 间 里 还 没有 人 能 真正 读 懂 
它 .《 算 术 研 究 》 一 书 伴随 着 狄 利克 
雷 的 一 生 ， 他 一 直 都 在 研读 它 。 库 
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默 尔 说 该 书 不 是 在 狄 利克 雷 的 书架 
上 ， 而 是 经 常 摆 在 他 的 书桌 上 。 狄 
利克 雷 是 第 一 个 彻底 理解 并 闹 释 它 
的 人 .更 重要 的 是 他 超过 了 高 斯 ,得 
到 更 深刻 的 结果 。 
《数论 讲义 》 不 仅 第 一 次 给 出 了 
高 斯 《算术 研究 》 的 明晰 的 阐释 ,从 
而 使 高 斯 的 思想 得 到 广 为 传 播 ， 而 
且 给 出 了 狄 利克 雷 自己 的 卓越 贡 
献 . 狄 利克 雷 是 解析 数论 的 创始 人 。 
1837 年 他 证 明了 每 个 算术 序列 (a 
十 功 } (a, 5 互 素 ),， 含有 无 穷 多 个 素 
数 ， 其 中 使 用 了 现今 所 谓 狄 利克 雷 


级 数 Dear (n, 2 为 复数 )。 这 是 


解析 数论 的 第 一 篇 重要 论文 ， 标 志 
着 解析 数论 的 正式 诞生 。 虽 然 此 前 
欧 拉 自己 在 数论 中 使 用 了 分 析 ， 雅 
可 比 用 椭圆 函数 得 到 了 同 余 论 和 型 
理论 中 的 一 些 结果 ， 但 欧 拉 只 使 用 
了 很 少 一 点 分 析 ， 而 雅 可 比 的 数论 
结果 则 是 他 的 分 析 研 究 的 偶然 的 副 
产品 。1839 一 1840 年 狄 利 克 雷 又 得 
到 确定 二 次 型 类 数 的 公式 。1842 年 
他 继续 研究 有 理 系数 的 二 次 型 ， 试 
图 给 出 当 因子 分 解 唯一 村 的 代数 数 
的 系统 理论 ， 其 中 含有 所 谓 狄 利克 
雷 抽 展 原理 。 很 明显 他 注意 到 了 一 
般 代数 数 域 中 唯一 因子 分 解 的 不 成 
立 ,并 通过 二 次 型 的 推广 处 理 该 问 
题 .但 他 没 能 得 到 其 后 由 库 默 尔 、 戴 
德 金发 展 的 理想 的 概念 或 克 罗 内 克 
的 型 理论 。《 数 论 讲义 》 包 含 了 狄 利 
克 雷 自己 的 创见 .全 书 分 成 五 部 分 ， 
共 110 小 节 。 第 一 部 分 处 理 了 数 的 
可 除 性 。 第 二 部 分 研究 数 的 同 余 问 
题 .第 三 部 分 是 关于 二 次 剩余 问题 。 
第 四 部 分 中 给 出 了 二 次 型 理论 。 最 


后 研究 了 类 数 的 确定 问题 。 

《数论 讲义 》 一 书 出 版 后 多 次 青 
版 ， 对 其 后 数论 的 发 展 产 生 了 深远 
的 影响 。 在 以 后 的 版 本 中 ， 戴 德 金 
加 入 了 一 些 附 录 ， 其 中 包含 了 他 自 
己 的 代数 数论 研究 的 结果 ， 这 些 附 
录 被 认为 是 理想 论 产生 的 最 重要 的 
源泉 ， 而 理想 论 已 成 为 今天 代数 数 
论 的 核心 内 容 。 

《置换 与 代数 方程 》 (Traité 
des substitutions et des équations 
algébriques) ”法 国 数学 家 若 尔 当 
(Camille Jordan, 1838—1922) 著 。 
1870 年 出 版 于 巴黎 。 作者 是 十 九 世 
纪 著 名 数学 家 。 在 分 析 学 中 他 对 严 
格 证 明 的 要 求 比 大 多 数 同时 代 效 学 
家 都 远 为 精确 。 其 《分 析 教 程 》 
(1887) 是 十 九 世纪 后 期 分 析 学 的 标 
准 读本 ， 产 生 了 广泛 影响 。 他 在 代 
数 方面 的 成 就 更 为 引 人 注 目 ， 他 是 
第 一 个 为 伽 罗 瓦 理论 增色 的 人 ， 是 
当时 无 可 争辩 的 群 论 大 师 .《 置 换 与 
代数 方程 出 版 后 30 年 间 一 直 被 认 
为 是 群 论 的 权威 著作 。 他 的 工作 吸 
引 了 克 莱 因 和 李 成 为 他 的 学 生 。 

当 若 和 尔 当 开始 数学 生涯 的 时 
候 ， 伽 罗 瓦 的 深刻 思想 与 结果 仍 很 
少 为 人 理解 。1860 年 前 克 罗 内 克 差 
不 多 是 唯一 一 个 认识 到 其 巨大 威力 
并 成 功 地 将 该 思想 用 于 其 代数 研究 
中 去 的 第 一 流 数 学 家 。 若 尔 当 是 第 
一 个 沿 着 伽 罗 瓦 的 方向 系统 发 展 有 
限 群 论 及 其 应 用 的 人 。 在 其 最 先 的 
成 果 中 主要 的 有 合成 列 的 概念 及 著 
名 的 若 尔 当 一 赫 尔 德 定理 的 第 一 部 
分 。 他 证 明了 任意 合成 列 中 相继 群 
的 指数 组 的 不 变性 。 他 也 是 第 一 个 
研究 一 般 线 性 群 及 有 限 素 域 上 经 典 
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群 的 人 。 他 努力 将 其 结果 应 用 于 大 
量 问题 。 特 别 ， 他 能 确定 以 某 些 著 
名 几何 构 形 的 参数 为 根 的 方程 的 件 
罗 瓦 群 的 结构 。 此 外 ， 还 研究 了 有 
限 可 解 群 。 关 于 有 限 可 解 群 的 彻底 
分 类 是 极为 困难 的 ， 大 概 若 尔 当 认 
识 到 了 这 点 。 他 总 是 满足 于 制定 一 
种 算法 以 自动 产生 出 给 定 阶 数 n 的 
可 解 群 。 若 尔 当 的 思想 产生 了 很 多 
重要 的 新 概念 ， 例 如 最 小 正规 子 群 
等 概念 。 1870 年 若 尔 当 将 所 有 这 些 
结果 集中 于 他 的 《置换 与 代数 方 
程 》 一 书 中 。 其 中 他 第 一 次 将 置换 
群 与 伽 罗 瓦 的 方程 论 联系 起 来 。 所 
谓 置 换 群 是 指 置换 的 这 样 一 个 集 
合 ,该 集合 中 对 乘积 运算 是 封闭 的 。 
在 这 本 书 中 ， 若 尔 当 建立 了 同 构 和 
同 态 的 概念 。 置 换 与 代数 方程 》 出 
版 后 ， 若 尔 当 继续 群 论 研究 ， 其 中 
最 重要 的 成 果 当 属 群 论 中 的 一 系列 
有 限 性 定理 。 

《置换 与 代数 方程 在 十 九 世纪 
后 期 代数 学 的 发 展 中 产生 了 重要 作 
用 ,而 且 至 今 仍 具 有 现实 意义 。1957 
年 出 版 了 该 书 的 重印 本 。 

《连续 性 与 无 理 数 》 
C Stetigkeit und irrationale 
Zahlen) 德国 数学 家 戴 德 金 
(Richard Dedekind, 1831 一 1916) 著 。 
1872 年 发 表 。 该 论文 的 发 表 ， 使 戴 
德 金 与 康 托 尔 、 外 尔 斯 特 拉 斯 一 起 
成 为 当时 分 析 基 础 研究 的 领头 的 代 
表 人 物 ， 他 们 的 工作 是 柯 西 、 高 斯 
等 人 在 这 方面 工作 的 继续 。 该 文中 
的 所 谓 “ 戴 德 金 分 割 ” 成 为 今天 分 
析 基 础 中 处 理 无 理 数 的 基本 方法 之 


“里 在 1858 年 , 戴 德 金 在 苏黎世 


的 微 积分 基础 的 讲课 中 就 注意 到 算 
术 缺 少 真正 严格 科学 的 基础 。 同 年 
10 月 24 日 他 成 功 地 得 到 了 一 个 关 
于 连续 的 纯 算 术 定义 ， 并 得 到 无 理 
数 概念 的 一 种 精确 表述 。 十 四 年 后 


.他 发 表 了 当时 思考 的 结果 ， 即 是 


《连续 性 与 无 理 数 》 一文 。 该 文 由 序 
言及 七 小 节 组 成 。 他 通过 序 理论 , 运 
用 “分 割 ” 产 生 无 理 数 ， 从 而 将 实 
数 追 潮 到 了 有 理 数 。 第 4 小 节 是 文 
章 的 核心 ， 其 中 他 把 有 理 数 全 体 分 
为 4、 和 两 组 ,把 使 4 中 各 数 小 于 
中 的 每 一 数 的 分 组 称 为 一 个 分 割 
(A, 4 )， 分 割 的 交界 处 有 时 是 有 理 
数 ( 则 称 为 有 理 数 产生 的 分 割 ), 有 
时 就 不 是 有 理 数 。 这 样 有 理 数 全 体 
就 是 有 空 阶 的 、 非 连续 的 。 但 如 果 
把 直线 分 成 两 部 分 时 就 不 会 出 现 这 
种 情形 ， 因 为 直线 上 的 分 割 总 是 以 
直线 上 的 一 点 为 交界 点 。 戴 德 金 是 
把 直线 的 这 一 性 质 作为 直线 的 连续 
性 公理 而 确认 的 ， 换 句 话说 他 把 实 
数 看 成 是 有 序 的 连续 统 ， 因 此 ， 他 
重新 定义 了 无 理 数 。 他 写 道 :“ 现 在 ， 
当 有 一 分 割 CA, 4 ) 不 是 由 有 理 数 
产生 时 ， 每 一 种 这 样 的 情形 ， 我 们 
就 产生 了 一 个 新 的 无 理 数 a， 我们 
认为 a 是 完全 由 这 一 分 割 决 定 的 。 
我 们 将 说 该 数 a 对 应 于 这 一 分 割 ， 
或 它 产生 了 这 一 分 割 .” 如 此 就 把 由 
有 理 数 作成 的 分 割 CA, A) 所 得 到 
的 每 一 个 数 叫做 实数 。 之 后 ， 他 证 
明了 这 样 得 到 的 实数 是 有 和 直线 相 
同 的 连续 性 ， 并 且 给 出 了 四 则 运算 
法 则 。 最 后 据 此 提出 了 构筑 微分 、 积 
分 学 基础 的 几 个 方向 。 

戴 德 金 的 方法 已 成 为 处 理 实数 
系统 的 一 种 经 典 方法 。 有 时 他 也 被 


经 典 数学 著作 265 


称 为 是 “现代 的 欧 多 克 索 斯 ”, 因为 
欧 多 克 索 斯 曾 提出 一 种 比例 论 来 处 
理 无 理 数 ， 但 戴 德 金 关 于 所 有 分 割 
以 及 产生 它们 的 实数 存在 的 公设 是 
不 能 在 欧 几 里 得 或 欧 多 克 索 斯 那里 
发 现 的 。 因 而 戴 德 金 说 ， 仅 仅 欧 几 
里 得 原理 是 不 能 建立 一 个 完善 的 作 
为 量 的 比例 的 实数 的 理论 的 。 但 另 
一 方面 ， 通 过 他 的 无 理 数理 论 就 能 
产生 连续 域 的 完善 模型 。 

《对 于 近来 几何 学 研究 的 比 
较 考 察 》 ( Vergleichende 
Betrachtungen über neuere 
geometrische Forschungen) 德 
- 国 数学 家 克 菜 因 (F. KLein, 1849— 
1925) 于 1872 年 就 任 埃 朗 根 大 学 
教授 时 ， 在 埃 朗 根 大 学 评议 会 及 
哲学 院 开 学 典礼 上 所 作 的 就 职 演 
说 。 后 来 这 次 演说 中 陈述 的 重要 观 
点 以 “ 埃 朗 根 纲领 ” (Erlanger 
Programm) 之 称 闻 名 于 世 。 

作为 那个 时 代 领 头 的 数学 家 之 
一 ， 克 莱 因 对 许多 数学 分 支 做 出 了 
卓越 的 贡献 ， 包 括 应 用 数学 和 数学 
物理 。 他 在 几何 学 中 最 重要 的 成 就 
在 于 葛 定 非 欧 几 何 的 射影 基础 和 提 
出 埃 朗 根 纲 领 。 在 这 篇 文章 中 ， 克 
莱 因 认 为 “几何 学 尽管 本 质 上 是 一 
个 整体 ， 可 是 ， 由 于 最 近期 间 所 取 
得 的 飞速 发 展 ， 却 被 分 割 成 为 许多 
几乎 是 不 相干 的 分 科 。 其 中 每 一 个 
分 科 几 乎 都 是 独立 地 继续 发 展 着 ,” 


于 起 “公开 发 表 旨 在 建立 几何 学 的 


这 样 一 种 内 在 联系 的 各 种 考虑 就 显 
得 更 加 必要 了 .? 央 而 克 菜 因 对 几何 
学 提出 了 一 种 新 的 综合 观点 。 他 认 
为 ， 目 前 所 知 的 每 一 种 几何 都 是 基 
于 某 种 群 ,都 由 某 变换 群 所 刻 划 ,而 


每 一 种 几何 的 任务 乃 是 在 于 建立 变 
换 群 的 不 变量 。 这 样 ， 通 过 扩张 或 
限制 群 ， 我 们 就 从 一 种 几何 过 渡 到 
另 一 种 几何 。 例 如 ， 欧 氏 几 何 即 是 
度量 群 的 不 变量 的 研究 ， 而 射影 几 
何 则 是 研究 射影 群 的 不 变量 的 。 如 
此 ， 变 换 群 的 分 类 就 给 出 了 相应 的 
几何 学 的 分 类 。 全 文 共 分 十 节 ， 在 
第 一 、 二 两 节 中 叙述 了 基本 思想 ,第 
三 节 以 下 则 具体 地 叙述 了 射影 变换 
群 、 点 变换 群 、 接 触 变换 群 等 。 克 
莱 因 区 分 了 射影 群 、 仿 射 群 、 等 仿 
射 群 或 主 群 。 在 某 些 情形 ， 后 一 个 
群 是 前 面 一 个 的 子 群 。 带 有 它们 不 
变量 的 射影 几何 、 仿 射 几 何 、 等 仿 
射 几何 属于 这 些 群 。 克 莱 因 还 设想 
对 一 一 对 应 连续 变 模 下 具有 连续 逆 
变换 的 不 变量 进行 研究 ， 在 这 类 变 
换 下 不 变量 的 研究 是 拓扑 学 的 课 
题 ， 而 拓扑 学 是 已 知 的 具有 最 一 般 
群 的 几何 。 无 疑 地 这 在 当时 是 一 种 
大 胆 的 设想 。 

埃 朗 根 纲领 的 思想 方法 ， 支 配 
了 其 后 50 年 间 的 几何 学 研究 。 它 把 
几何 学 化 为 统一 的 形式 ， 深 化 了 人 
们 对 几何 学 的 认识 。 但 是 早 在 此 纲 
领 提出 之 前 就 已 经 存在 着 的 笋 曼 几 
何 学 和 黎 曼 空间 的 扩张 等 诸多 空间 
都 不 包含 在 其 中 。E. 嘉 当 的 联络 几 
何 也 显示 了 埃 朗 根 纲领 的 局 限 性 。 
无 论 如 何 ， 埃 朗 根 纲领 的 提出 具有 
深远 的 历史 意义 。 

中 译文 载 于 《数学 史 译 文集 》 
〈 上 海 科技 出 版 社 ，1981) rmn, 

《概念 语言 》(Begriffschrift , 
eine der arithmetischen 
nachgebildete Formelsprache des 


reinen Denkens) 德国 数学 家 、 
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逻辑 学 家 弗 雷 格 (Friedrich Ludwig 
Gottlob Frege; 1848 一 1925) 著 。1879 
年 出 版 于 哈雷 (1964 年 第 二 版 ) . 英 
译文 收入 《从 弗 雷 格 到 哥 德 尔 》 
(1967) 一 书 中 。 作者 弗 雷 格 是 逻辑 
主义 的 创始 人 之 一 ， 其 工作 备 受 罗 
素 推崇 。 弗 雷 格 终生 致力 于 用 逻辑 
为 算术 英 定 严格 的 基础 ， 代 表 作 尚 
有 《算术 基础 》(1884) 和 《算术 基 
本 规律 》(1893 一 1903) 。 

弗 雷 格 试图 给 出 数 的 一 个 满意 
的 定义 ,并 给 算术 以 严格 的 基础 ,为 
此 ， 他 发 现 普通 语言 无 能 为 力 ， 为 
了 克服 这 一 困难 ， 写 出 了 《概念 语 
言 》 一 书 ， 试 图 提供 一 种 完善 、 充 
足 地 分 析 与 表述 数学 证 明 的 有 效 工 
县 。 这 一 工具 逐步 发 展 为 现代 数理 
逻辑 。 而 弗 雷 格 则 成 为 数理 逻辑 的 
创始 人 。 所 谓 “概念 语言 ”是 一 种 
表意 语言 ， 用 它 进行 推理 最 易于 发 
现 隐 含 的 前 提 和 有 漏洞 的 步 又。 弗 
雷 格 认为 算术 定理 可 由 纯 逻 辑 规律 
出 发 证 得 。 为 了 保证 推理 过 程 的 绝 
对 严格 性 ， 他 特地 创设 了 这 种 符号 
语言 。 意 欲 作为 纯粹 思维 的 公式 语 
言 。 弗 雷 格 的 分 析 与 布尔 或 皮 亚 诺 
的 分 析 有 着 本 质 的 不 同 。 他 们 的 工 
作 并 未 将 数学 证 明 形式 化 ， 而 只 是 
使 之 更 易于 表达 概念 的 逻辑 结 
构 。 
弗 雷 格 在 《概念 语言 》 中 创造 


了 许多 特殊 符号 ， 其 中 | 为 断定 
49. Ha 表示 “4 是 一 个 事实 ”3 


T hargas, Ts ZRB 


含 4”; Hi 表示 下 列 情形 之 一 ， 


(1) A, BHAA; (2) 4 真 而 8 假 ，; 
(3) A, BAR. 弗 雷 格 用 小 竖 杠 表 
REE, 表明 其 它 命题 联结 词 
“和 ”与 “或 ”可 用 否定 与 蕴含 表示 。 
事实 上 ， 他 是 在 一 些 公理 的 基础 上 
发 展 了 命题 逻辑 ， 其 中 一 些 公理 在 
现代 逻辑 表示 中 保留 了 下 来 ， 进 而 
依靠 他 引入 的 函数 的 一 般 概念 建立 
了 量词 理论 。 用 @ (4) 表示 函数 


( 论 项 多 于 一 个 时 用 \| (4、B))。 


HARA uro EITE 
论 项 如 何 选择 , 0 (a) 是 一 个 事实 ; 


存在 性 表 济 [Te 广 F A oo. 这样 
就 构造 了 一 种 基本 自足 的 逻辑 演算 
即 一 阶 谓词 演算 。 应 该 看 到 ， 弗 雷 
格 并 没有 把 表述 纯粹 思维 的 体系 构 
造 为 一 个 形式 体系 ， 因 而 他 没有 提 
出 完备 性 与 相 容 性 问题 。 弗 雷 格 将 
概念 语言 应 用 于 一 般 序列 理论 ， 在 
《概念 语言 ) 第 部 分 中 定义 了 先 承 
关系 ,并 将 数学 归纳 法 建立 于 其 上 。 
这 一 关系 后 来 被 戴 德 金 非 正式 地 引 
入 数学 ， 罗 素 和 怀特 海 在 《数学 原 
理 》 中 正式 地 引入 了 这 一 关系 。 
《概念 语言 ) 基 本 上 构成 了 弗 雷 
格 在 《算术 基础 》 中 给 出 的 数 的 定 
义 的 基础 。 在 《算术 基础 》 中 他 批 
WT SURE. JEN GUAE 
辑 出 发 定义 数 。 他 的 理论 在 后 来 的 
《算术 基本 规律 ) 中 得 到 扩展 , 他 从 
逻辑 规律 出 发 推导 出 一 系列 算术 定 
理 。 虽 然 没 有 全 面 开 展 从 逻辑 推出 
数学 的 研究 ， 但 明确 提出 了 数学 可 
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以 化 归 为 逻辑 的 思想 。 弗 雷 格 的 思 
想 不 仅 对 数理 逻辑 的 发 展 ， 而 且 对 
数学 哲学 (如 维特 根 斯 坦 的 哲学 ) 的 
发 展 产生 了 很 大 影响 。 

《关于 由 微分 方程 确定 的 曲 
线 》 (Mémoire sur les courbes 
définies par une équation 
différentielle) 法 国 数学 家 、 数 学 
物理 学 家 、 天 体力 学 家 庞 加 莱 CTules 
Henri Poincaré, 1854—1912) 3€ , 发 
dT 1881 至 1886 年 间 ， 是 同一 标 
题 下 的 四 篇 论文 。 它 开创 了 庞 加 莱 
称 之 为 微分 方程 定性 理论 的 研究 ， 
这 种 全 新 的 理论 出 于 创造 者 之 手 并 
在 创造 者 本 人 手中 几乎 立刻 至 于 完 
善 ， 这 是 数学 中 少 有 的 例子 之 一 。 

庞 加 菜 的 目的 是 通过 考察 微分 
方程 本 身 而 对 微分 方程 的 稳定 性 问 


题 作 出 解答 。 他 要 寻求 回答 的 问题 ， 


用 他 自己 的 话说 是 : “(由 微分 方程 
的 不 同 解 所 确定 的 ) 动 点 ， 是 否 描 
出 一 条 闭 曲线 ? 它 是 否 水 远 逗 留 在 
平面 某 一 部 分 的 内 部 ? 换 句 话说 ,并 
且 用 天 文学 的 话 来 说 ， 我 们 要 问 轨 
道 是 稳定 的 还 是 不 稳定 的 ?” 虎 加 莱 
从 一 般 的 方程 /X= 二 dy/Y 出 发 , 其 
PX, YEr y 的 任意 多 项 式 , 其 
系数 是 实数 。 他 要 对 方程 的 所 有 解 
作出 定性 描述 ， 这 一 问题 与 解析 几 
何 中 根据 曲线 的 方程 探讨 其 一 般 形 
状 类 似 , 但 其 困难 性 则 无 法 比拟 .为 
了 把 握 积分 曲线 的 无 穷 多 分 支 ， 他 
TE (z, g) 平面 从 一 球 心 投射 到 球面 
上 ， 如 此 首次 在 紧 流 形 上 处 理 一 向 
量 域 的 积分 曲线 。 其 出 发 点 是 考察 
满足 条 件 X=Y = 的 方程 的 奇 点 ， 
他 将 这 些 点 分 为 “ 结 点 ”“ 鞍 点 ” 
"fu" “中心 ”四 类 。 为 了 考察 积 


分 曲线 的 形状 ， 庞 加 莱 引 入 了 “ 横 
[ MEE UE T T ET a, y) 
G (2, y) 二 c HEE c HERR 
的 ) 也 起 了 重要 作用 。 经 典 微分 方 
程 的 例子 使 人 们 相信 “一 般 ” 积 分 
曲线 将 由 一 个 方程 8 (n, y) =c 
(其 中 5 是 解析 的 ,常数 c 可 取 任 意 
值 ) 给 出 。 庞 加 莱 表 明 这 种 情形 只 
是 “例外 ”, 即 当 奇 点 中 无 结 点 和 焦 
点 时 ， 一 般 情况 下 没有 中 心 ， 只 有 
有 限 的 结 点 、 鞭 点 或 焦点 。 有 这 样 
一 些 闭 积分 曲线 ， 其 它 的 或 者 与 这 
些 闭 曲线 两 奇 点 切 触 ， 或 者 是 浙 近 
的 。 最 后 他 表明 他 的 方法 如 何 可 在 
明显 情形 中 用 来 确定 将 球 剖 分 成 不 
包含 闭 积 分 曲线 的 区 域 。 前 两 篇 论 
文 内 容 是 全 新 的 。 在 许多 新 结果 中 
庞 加 莱 提 出 了 无 切 触 环 和 极限 环 这 
样 的 闭 曲线 。 在 该 系列 的 第 三 篇 论 
文中 ， 庞 加 莱 研 究 了 高 次 方程 和 具 
有 形状 F(z, y, y) —0 (其 中 是 
z、y、 的 多 项 式 ) 的 一 阶 方程 的 更 
一 般 情形 。 通 过 考虑 曲面 GG. y, 
2) 一 0, 他 表明 该 问题 是 在 一 紧 代 数 
曲面 8 上 确定 的 向 量 域 的 积分 曲 
线 的 特例 。 这 使 他 立刻 引入 5 的 亏 
格 作为 问题 的 基本 不 变量 。 他 发 现 
了 关系 N 十 Ff 一 C= 二 2 一 2P, 其 中 N, 
有 和 C 分 别 是 结 点 、 焦 点 和 鞍点 数 
目 。 接 着 表明 他 从 前 关于 球 的 结果 
可 以 部 分 地 推广 到 一 般 情形 。 然 后 
对 5 是 环 面 (P=1) 的 情形 作 了 细 
致 地 、 漂 亮 地 研究 ， 它 们 可 能 无 奇 
点 ; 这样 便 出 现 了 积分 曲线 的 “ 遍 
历 假设 ”, 他 未 能 证 明 该 假设 在 一 般 
情形 下 成 立 ， 后 人 证 明了 这 点 。 在 
第 四 篇 论文 中 庞 加 莱 开 创 了 高 阶 方 
程 的 定性 理论 ， 或 者 说 开创 了 二 维 
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以 上 流 形 上 的 积分 曲线 的 研究 。 随 
着 维 数 的 增 大 , 奇 点 的 类 型 增多 ,但 
庞 加 莱 看 到 通过 引入 奇 点 的 克 罗 内 
克 指 标 ， 他 关于 二 维 情形 下 的 奇 点 
关系 式 可 以 推广 。 但 要 获得 准确 的 
一 般 描述 是 极为 困难 的 ， 庞 加 莱 只 
对 近 于 一 闭 积分 曲线 的 曲线 进行 了 
人 研究。 得 到 了 某 些 类 似 于 一 阶 方程 
所 具有 的 结果 。 

《关于 由 微分 方程 确定 的 曲线 》 
四 篇 文章 均 收 入 《 庞 加 莱 全 集 》 
COeuvres de Henri Poincaré, Paris, 
1916—1954) 第 1 卷 中 。 

《天 体力 学 新 方法 》 (Les 
méthodes nouvelles de la 
mécanique céleste ) 法 国 数学 
家 、 数 学 物理 学 家 、 天 体力 学 家 庞 
加 药 (Jules Henri Poincaré, 1854— 
1912) 著 。 三 卷 本 巨著 ， 第 一 卷 出 
版 于 1892 年 ， 第 二 卷 出 版 于 1894 
年 , 最 后 一 卷 出 版 于 1899 年 。 这 是 
庞 加 莱 最 著名 的 著作 。 其 中 载 录 了 
作者 在 天 体力 学 方面 的 无 数 新 结 
R. 给 出 了 著名 的 天 文学 中 三 体 问 
题 的 更 普遍 的 理论 和 新 的 研究 方 
法 。 它 不 仅 是 自 拉 格 朗 日 以 来 天 体 
力学 工作 的 顶峰 之 作 ， 而 县 成 为 后 
世 天 体力 学 家 和 数学 家 工作 的 丰富 
的 源泉 ， 对 数学 与 天 文学 的 发 展 都 
产生 了 巨大 的 影响 。 

在 这 里 要 历数 这 本 巨著 中 的 新 
结果 是 不 可 能 的 。1885 年 以 后 , JE 
加 莱 在 微分 方程 方面 的 论文 大 部 分 
都 有 关 天 体力 学 ,特别 是 三 体 问题 。 
在 近 百 篇 论文 中 ， 他 得 到 了 无 数 的 
新 结果 和 新 技巧 ， 所 有 这 些 都 融 进 
了 《天 体力 学 新 方法 》 和 《天 文学 
讲义 》 中 。1885 年 瑞典 国王 奥斯卡 


二 世 对 数学 家 提出 体 问 题 作为 大 
奖 题目 ， 庞 加 莱 以 《 论 三 体 问 题 和 
动力 学 方程 》(1890) 的 长 篇 论文 获 
奖 。 其 中 他 考虑 了 微分 方程 组 


uu (i, Tzs t. Tus A)» 


i=], 2, =, n, 
他 用 小 参数 u 的 睾 展 开 X, 并 假定 
这 方程 组 对 a=0 有 一 个 已 知 的 以 
了 为 周期 的 周期 解 
z;—6, (D, i—1, 2, , n, 

他 企图 寻找 方程 组 的 当 x 二 0 时 归 
化 为 多 O 的 周期 解 。 他 首先 推广 
了 柯 西关 于 常 微分 方程 组 的 解 的 较 
早 的 工作 ， 然 后 ， 庞 加 莱 证 明了 他 
所 要 寻找 的 周期 解 的 存在 性 ， 并 寻 
找 当 其 中 两 个 物体 的 质量 相对 于 第 
三 个 的 质量 很 小 〈 太 阳 系 中 即 如 此 
情形 ) 时 三 体 问题 的 周期 解 。 经 过 
假定 两 小 质量 物体 围绕 太阳 在 同一 
平面 上 的 两 个 同心 圆 上 运动 后 ， 便 
得 到 这 样 的 解 .如 果 假 定 “一 0 时 的 
轨道 是 椭圆 ， 并 且 它 们 的 周期 是 可 
公 度 的 ， 便 可 以 得 到 其 它 的 解 。 利 
用 这 些 解 ， 并 利用 他 对 方程 组 所 建 
立 的 理论 ， 庞 加 莱 便 得 到 其 它 的 周 
期 解 。 他 证 明了 有 无 穷 多 个 初始 位 
置 和 初始 速度 使 得 三 星体 相互 间 的 
距离 是 时 间 的 周期 函数 。 庞 加 莱 对 
足够 小 的 “还 证 明了 和 殉 周 期 解 的 存 
EE. RRT IER E 
有 两 类 .在 第 一 类 中 , 涩 1 趋 于 一 oo . 
或 十 ce 时 这 解 渐 近 地 趋 于 周期 解 ， 
第 二 类 解 由 二 重 渐 近 解 组 成 ， 也 就 
是 当 t 趋 于 一 cc 和 十 co 时 ， 这 种 解 
趋 于 一 周期 解 。 这 种 二 重 渐 近 解 有 
无 穷 多 个 。 为 了 获得 这 些 结果 ， 庞 
加 菜 第 一 个 发 明了 必需 的 一 般 工 
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R: 变 分 方程 、 特 征 指数 以 及 积分 
不 变量 。 所 有 这 些 都 总 结 在 《天 体 
力学 新 方法 》 中 , 通过 他 的 工作 , 对 
天 体力 学 进行 了 严格 处 理 ， 开 创 了 
动力 系统 稳定 性 的 研究 ， 证 明了 著 
名 的 “ 庞 加 莱 回 归 定 理 ”, 极 大 地 推 
进 了 天 体力 学 的 发 展 。 

《天 体力 学 新 方法 } 第 一 卷 共 七 
章 ， 主 要 处 理 周期 解 〈 第 三 章 )、 一 
致 积 分 的 不 存在 〈 第 五 章 ) 及 渐 近 
解 〈 第 七 章 )。 第 二 卷 共 十 九 章 , 讨 
论 了 纽 康 姆 等 人 的 方法 ， 批 判 了 摄 
动 论 ， 指 出 摄 动 论 超出 某 种 范围 就 
不 收 伍 了 。 第 三 卷 共 十 二 章 ， 详 细 
讨论 了 积分 不 变量 、 二 阶 方程 的 周 
期 解 及 二 重 渐 近 解 等 问题 。 

《位 置 分 析 》(Analysis situs) 

法 国 数学 家 、 数 学 物理 学 家 、 天 
Tk J 2E BE Hl 3€ (Jules Henri 
Poincaré, 1854—1912) 著 。 是 由 六 
篇 文章 组 成 的 一 个 系列 。 第 一 篇 基 
本 论文 发 表 于 1895 年 ,接着 是 一 直 
到 1904 年 发 表 在 几 种 期 刊 上 的 五 
篇 长 的 补充 。 这 是 庞 加 莱 在 组 合 拓 
扑 方面 最 重要 的 工作 ， 其 中 创立 了 
用 前 分 研究 流 形 的 方法 ， 为 组 合 拓 
扑 学 莫 定 了 基础 。 直 到 1933 年 高 同 
伦 群 发 现 之 前 ， 代 数 拓 扑 的 发 展 完 
全 基于 庞 加 莱 在 这 些 著作 发 展 的 思 
想 和 技巧 。 

“位 置 分 析 ” 这 一 名 称 来 自 莱 布 
尼 获 。 欧 拉 关 于 凸 多 面体 的 顶点 数 、 
棱 数 和 面 数 关系 公式 以 及 对 哥 尼 斯 
堡 七 桥 问题 的 解决 都 涉及 到 了 图 形 
的 组 合 性 质 。 其 后 麦 比 乌 斯 及 贝蒂 
等 人 对 这 一 领域 都 作出 了 贡献 。 到 
十 九 世 纪 末 ， 组 合 拓扑 中 发 展 得 颇 
为 完善 的 唯一 领域 是 闭 曲面 理论 。 


最 先 系 统 地 、 一 般 地 探讨 几何 图 形 
的 组 合理 论 的 人 是 庞 加 莱 ， 是 他 莫 
定 了 组 合 拓扑 学 的 基础 。 连 续 性 是 
庞 加 莱 的 数学 工作 的 主旋律 。 每 当 
他 遇 到 分 析 中 的 问题 时 ， 他 几乎 立 
刻 便 研究 当 条 件 连 续 地 变化 时 所 发 
生 的 情形 。1901 年 他 写 道 :“ 我 遇 到 
的 每 一 个 问题 都 把 我 引 向 位 置 分 
析 ,” 他 对 微分 方程 定性 理论 的 贡献 
基本 上 是 拓扑 工作 。 他 对 组 合 拓扑 
的 贡献 是 由 下 述 问题 激发 出 来 的 : 
ELEM MEE 都 是 复数 时 , 确定 代表 函 
数 f C, y, z2) =0 的 四 维 “ 曲 面 ” 
的 结构 。 在 1895 年 的 基本 论文 中 ， 
他 试图 通过 维 图 形 的 解析 表示 来 
建立 4 维 图 形 的 理论 。 其 后 转向 流 
形 的 ， 即 黎 曼 曲面 的 推广 的 纯 几 何 
理论 。 庞 加 莱 最 后 所 采用 的 办 法 出 
现在 他 的 第 一 个 补充 (1899) 中 。 他 
研究 流 形 所 使 用 的 是 弯曲 的 胞 腔 或 
图 形 小 块 。 我 们 今天 所 谓 的 单纯 同 
调 的 方法 完全 是 庞 加 莱 的 创造 ， 流 
形 的 三 角 剖 分 概念 .单纯 复 形 概念 、 
重心 重 分 概念 、 对 偶 复 形 、 复 形 的 
关联 系数 矩阵 以 及 从 它 对 贝 莫 数 的 
计算 等 。 借 助 于 这 些 工具 ， 庞 加 莱 
发 现 了 多 面体 的 欧 拉 定 理 的 推广 
( 现 称 为 欧 拉 一 庞 加 莱 公 式 ) 以 及 著 
名 的 关于 流 形 的 同调 的 对 偶 定 理 。 
在 1899 年 的 第 一 篇 补充 里 庞 加 莱 
引进 了 挠 系数 的 概念 .在 1895 年 的 
论文 中 ， 他 定义 了 流 形 的 基本 群 
〈 也 称 为 庞 加 莱 群 或 第 一 同 伦 群 , 它 
在 今天 的 拓扑 学 中 起 着 相当 重要 的 
作用 ,并且 给 出 了 它 与 第 一 贝蒂 数 
的 关系 。 在 最 后 一 篇 补充 中 ， 他 给 
出 了 一 个 例子 : 两 个 流 形 具有 相同 
的 同调 但 有 不 同 的 基本 群 。 此 外 他 
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给 出 了 一 个 颇 加 限制 的 猜测 ， 即 每 
一 个 单 连通 的 、 闭 的 、 能 定向 的 三 
维 流 形 同 胚 于 三 维 球 。 这 个 著名 的 
猜测 曾经 被 推广 成 : 每 一 个 单 连通 
的 \ 闭 的 4 维 流 形 ,如果 具有 n HERR 
的 贝蒂 数 和 挠 系数 ， 它 就 同 胚 于 
维 球 。 这 些 猜测 都 还 没有 得 到 完全 
证 明 。 另 一 个 著名 猜测 叫 席 加 莱 的 
主 猜想 . 这 个 猜想 说 , UR T M T: 
是 同一 个 三 维 流 形 的 单纯 (不必 是 
平 直 的 ) Aa, 则 了, 和 7 有 同 构 的 
重 分 。 这 一 猜想 对 低 于 三 维 的 有 限 
的 单纯 复 形 是 成 立 的 ,但 对 于 不 低 
于 五 维 的 流 形 是 错误 的 。 其 它 情形 
尚未 解决 。 庞 加 莱 不 仅 提出 并 解决 
了 许多 重要 问题 ， 创 造 了 许多 新 概 
念 和 新 方法 ， 而 且 留 下 了 许多 未 解 
决 的 问题 ， 它 们 至 今 仍然 有 力 地 影 
响 着 这 门 学 科 的 发 展 。 

《位 置 分 析 》 这 一 系列 论文 都 已 
KA (GEMER) (Qeuvres de 


Henri Poincaré, llvols, Paris, 1916— 


1954) 第 6 卷 中 。 
《函数 论 论 文集 》 
C Abhandiungen aus der 


Funktionenlehre) 德国 数学 家 外 
尔 斯 特 拉 斯 《Karl Theodor Wilhelm 
Weierstrass, 1815—1897) 著 ， 出 版 
于 1886 年 .这 是 作者 从 已 公开 发 表 
的 论文 中 选 出 7 篇 而 成 的 “自选 
集 ”, 这 些 论文 对 当时 的 数学 发 展 都 
产生 过 重要 影响 ， 是 数学 史上 的 重 
要 文献 。 

第 1 篇 为 “一 阶 解析 函数 论 ”， 
首次 发 表 于 《柏林 皇家 科学 院 文 
集 》(1876) 中 。 该 文 研 究 了 解析 函 
数 的 “正则 区 域 ” 其 中 对 函数 的 失 
去 正则 性 的 点 即 “ 奇 点 ”的 研究 占 


有 重要 地 位 。 外 尔 斯 特 拉 斯 把 函数 
的 奇 点 分 为 “真性 奇 点 ”和 “ 非 真 
性 奇 点 ”， 分 别 探 讨 了 它们 的 特性 。 
他 给 出 的 “外 尔 斯 特 拉 斯 定理 ” 具 
有 重要 意义 ， 后 来 经 过 法 国 数学 家 
EF (E. Picard) 的 严格 化 ， 形 成 
20 世纪 函数 论 的 一 个 分 支 , 现在 虽 
然 形式 不 同 ， 但 属于 此 范畴 的 研究 
仍 在 继续 发 展 着 。 在 第 2 篇 中 外 尔 
斯 特 拉 斯 将 米 塔 一 列 夫 勒 (M.。G. 
Mittag—Leffler) 所 建立 的 一 个 定理 
修改 为 容易 应 用 的 形式 ,今天 教科 
书 中 的 所 谓 “ 米 塔 一 列 夫 勒 定理 ” 便 
是 由 外 尔 斯 特 拉 斯 改写 过 的 形式 。 
第 3 篇 和 第 4 篇 是 “关于 函数 论 ”， 
它们 分 别 发 表 于 1880 和 1881 年 ， 
其 中 导入 了 “一 致 收敛 ”的 概念 , 研 
究 了 能 够 表 为 磊 级 数 的 函数 在 收敛 
圆 内 部 、 外 部 以 及 圆周 上 的 性 状 。 此 
外 ， 在 论文 的 末尾 ， 他 提出 了 关于 
函数 的 连续 性 与 可 微 性 的 重要 原 
则 ， 给 出 了 在 某 一 区 间 上 连续 但 处 


处 不 可 微 的 函数 的 例子 :》) nos 


Err), HER «Cael, abo 1d om, 


8 是 奇数 。 这 给 当时 的 数学 界 以 极 
大 的 震动 。 第 5 篇 和 第 6 篇 是 关于 
多 元 函数 的 研究 ， 第 5 篇 是 首次 以 
论文 的 形式 发 表 ， 它 是 阿 贝尔 积分 
研究 的 基础 ， 其 中 的 所 谓 “ 预 备 定 
理 ” 至 关 重 要 。 第 6 篇 发 表 于 1876 
年 ， 研 究 了 多 元 周期 函数 。 最 后 第 
7 篇 研究 了 作为 无 穷 乘积 的 函数 。 
外 尔 斯 特 拉 斯 的 函数 论 研 究 ， 他 的 
严格 批判 精神 是 数学 中 的 重要 遗 
产 。 他 使 函数 论 获 得 了 长 足 的 进步 ， 
对 现代 数学 产生 了 深远 的 影响 。20 
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世纪 重要 数学 家 外 尔 (H. Weyl) 将 
外 尔 斯 特 拉 斯 的 函数 论 和 黎 曼 的 机 
数论 进行 了 综合 ， 开 辟 了 新 的 函数 
论 研究 的 道路 。 

《算术 原理 》 (Arithmetices 
principia , nova methodo 
exposita) ”意大利 数学 家 、 逻辑 学 
家 皮 亚 诺 (Giuseppe Peano, 1858— 
1932) 著 。1889 年 出 版 。 其 中 给 出 
了 自然 数 公理 体系 ， 使 用 了 许多 符 
号 ， 对 符号 逻辑 和 数学 基础 研究 产 
生 了 重要 影响 。 

19 世纪 后 期 人 们 对 数学 的 逮 
辑 基础 的 普遍 关心 最 终 促 使 人 们 采 
取 步 又 来 构造 整数 的 基础 并 确立 整 
数 的 性 质 。 虽 然 在 从 事 整 数理 论 工 
作 的 人 们 中 有 少数 人 如 克 罗 内 
克 ) 认 为 象 自然 数 这 样 基本 的 东西 ， 
已 不 可 能 再 加 以 逻辑 分 析 了 。 戴 德 
金 在 其 著作 《 数 的 性 质 与 意义 》 中 
最 先 给 出 了 一 个 整数 理论 ， 但 他 的 
处 理 过 于 复杂 ， 不 够 清晰 ， 因 而 未 
能 引起 足够 重视 。 对 于 整数 的 处 理 ， 
最 能 适合 19 世纪 后 期 的 公理 化 倾 
向 的 ， 是 用 一 组 公理 来 引进 整数 的 
方法 。 皮 亚 诺 在 其 《算术 原理 》 中 
首先 完成 了 这 个 工作 。 皮 亚 诺 的 创 
造 独立 于 戴 德 金 的 工作 ， 他 的 第 一 
篇 逻辑 方面 的 文章 是 关于 演绎 逻辑 
演算 的 , 刊 于 1888 年 的 《基于 格拉 
斯 曼 线性 扩张 论 的 几何 演算 》 
( Calcolo geometrico secondo 
l'Ausdehung-sléhre di H. Grassmann) 
一 书 中 ， 其 中 综合 与 改进 了 布尔 等 
人 的 工作 。 在 1889 年 的 《算术 原 
理 》 中 ， 他 不 仅 改进 了 他 自己 的 逻 
辑 符 号 体系 ， 而 且 利用 他 的 新 方法 
去 获得 数学 中 的 重要 新 结果 。 皮 亚 
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诺 的 新 符号 使 得 推理 简明 清晰 ， 如 
所 表示 属于 DORREAN 表示 自 
然 数 类 ,a 十 表示 后 继 于 a 的 下 一 个 
自然 数 。 这 些 符号 如 今 已 被 广 为 采 
用 ,成 为 标准 的 逻辑 语言 。 

皮 亚 诺 从 不 经 定义 的 “类 ”、 
“后 继 者 ”、“ 属 于 ”等 概念 出 发 , 给 
出 了 自然 数 的 一 组 公理 如 下 : 

(1) 1 是 自然 数 ; 

(2) 每 一 个 自然 数 都 有 一 个 后 

ae OBAMA; 

(3) a、5 是 自然 数 ， Ea o 

后 继 者 相等 则 4 与 » 相 
等 ; 
(4) 1 不 是 任何 自然 数 的 后 继 


(5) 若 自 然 数 组 成 的 类 S 含有 
1， 又 若 当 S 含有 任 一 数 
时 , 它 一 定 含 有 其 后 继 者 ， 
JU 8 就 合 有 全 部 自然 数 。 
皮 亚 诺 采 用 了 关于 相等 的 自 
反 、 对 称 和 传递 公理 。 他 用 如 下 的 
叙述 来 定义 加 法 : 对 于 每 一 对 自然 
数 a 与 5, 有 唯一 的 和 a 十 5 存在 ,使 
a 十 1 二 a 十 ， 
4 十 (2 十 ) 一 (oa 十 好 十。 
其 乘法 定义 如 下 ;对 于 每 一 对 自然 
数 4 与 ,有 了 唯一 的 积 a。 b fre 
a » 1 一 4 
a * (8 十 ) 一 (ae。D) 十 ao。 
之 后 他 便 建立 了 人 们 熟知 的 自然 数 
的 所 有 性 质 . 从 自然 数 出 发 ,人 们 不 
难 定义 整数 .有 理 数 以 至 实数 , 复 
数 , 于 是 数学 的 严格 的 逻辑 基础 便 
建立 了 起 来 。 在 这 一 历史 发 展 进程 
中 , 皮 亚 诺 的 工作 起 了 重要 的 作用 。 
1895 一 1908 年 皮 亚 诺 出 版 了 
一 部 公式 集 ,运用 他 创立 的 符号 叙 
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述 并 证 明了 4200 多 条 数学 公式 和 
定理 。 但 其 工作 的 目的 并 非 要 将 数 
学 建立 在 逻辑 基础 上 .对 于 他 来 说 ， 
逻辑 只 是 数学 的 仆人 ,虽然 皮 亚 诺 
的 工作 给 罗素 以 很 大 的 影响 。 但 他 
的 理想 与 逻辑 主义 或 形式 主义 都 不 
相干 。 

《 连 分 式 研 究 》(Recherches 
sur les fractions continues) ff 
兰 数学 家 斯 蒂 尔 杰 斯 (Thomas Jan 
Stieltjes, 1856—1894) 著 , 发 表 于 
1894 一 1895 年 。 该 著作 第 一 次 将 连 
分 式 作为 复 解析 函数 论 的 一 部 分 做 
了 一 般 处 理 , 是 连 分 式 解析 理论 的 
开端 , 沿 此 方向 导致 了 希 尔 伯 特 空 
间 理 论 。 斯 蒂 尔 杰 斯 在 这 篇 文章 中 
研究 了 收敛 性 问题 以 及 定 积分 与 发 
散 级 数 的 关系 ,对 不 连续 函数 和 发 
散 级 数 给 予 了 重视 。 就 在 这 篇 文章 
中 第 一 次 出 现 了 后 来 以 他 的 名 字 命 
名 的 斯 蒂 尔 杰 斯 积分 。 

斯 蒂 尔 杰 斯 研究 了 连 分 式 


azt gz 十 azt a. azt 
1 1 
Tet € 
其 中 a 是 正 实 数 而 > 是 复 变 量 。 连 
分 式 中 的 收敛 与 发 散 根 据 和 逼近 序列 
P.(z)/8.《z) 的 敛 散 性 定义 。 其 中 每 
一 通 近 是 只 考虑 中 的 前 ”项 得 到 的 
有 理 函 数 。 斯 蒂 尔 杰 斯 证 明了 


已 (z) _ n Ca 
Xe -5o ooi t 


EK (0 E 1,2, n) 只 依赖 于 @ 
式 与 4 无关, 公式 加 导致 了 依 2 的 
降 短 将 展开 的 定义 


之 (一 pem, © 
这 里 CG; 是 正 实数 且 

Cu -Cnt2 

人 © 


当 上 述 比 的 序列 无 界 时 ,@ 对 一 切 
ZRB EDAR, WFE >09, 
使 @@ 对 一 切 满 足 121 盖 4 的 和 收敛 。 
之 后 斯 蒂 尔 杰 斯 证 明了 后 一 种 情况 
下 如 果 多 项 式 8.( 一 2) 的 根 依据 大 
小 排序 , 若 最 大 的 是 Xaas JU lim 
X.s 一 和 。 他 表明 对 一 切 有 正 实 部 的 
Z, 


Pasi) 

imga DO 9 
PA) 

limpi 0. 9 


IFZ HERC), F(A FG) 
是 实数 , 且 F(z) 之 F(z), 等 式 在 右 
半 平 面 (包括 正 实 轴 ?) 成 立 当 且 仅 当 


级 数 yw RC. F(z) 和 CO TER 
半 平 面 是 解析 的 ,总 之 ,斯 蒂 尔 杰 斯 
证 明 @ 是 收敛 的 当 是 仅 当 yw 是 


发 散 的 ,否则 连 分 式 便 是 摆动 的 。 余 
下 的 问题 是 将 此 法 导 推 至 左 半 平 面 
上 的 2Z( 除 了 负 实 轴 上 的 某 些 点 )。 
斯 蒂 尔 杰 斯 证 明了 极限 : 

lim Pz,(z) —P(z), 

limPza,t1(z)=P1(z), 

limga (z) mg), 

lim Qt (z) =q (2), 
都 存在。 7, 9g, p,q 都 解析 且 
n (2) q (z) —p (2) a (z) 一 1。 之 
后 ,他 建立 了 Fi (2) MF (2) 在 
切 开 的 平面 上 的 解析 性 。 对 于 E 
(Z) fü F CZ) 的 性 质 的 进一步 详细 
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研究 使 斯 蒂 尔 杰 斯 过 到 了 他 所 谓 的 
和 矩 量 问题 : 即 求 得 一 个 质量 分 布 ,其 
第 是 已 知 的 。 正 是 为 了 解决 矩 问题 ， 
他 引进 了 斯 蒂 尔 杰 斯 积分 。 首 先 他 
考虑 了 一 定义 于 正 实 轴 上 的 递增 的 
KEAR mw, 讨论 了 其 单 侧 极限 , 例 
如 他 表明 o dk z 处 是 连续 的 ， 当 且 
仅 当 o7! G) =p (z)。 其 后 他 假定 
p 是 一 个 阶梯 函数 (9(0)=0) ,定义 


了 积分 [remo , ® 


是 DIORG) 一 pla) X 


max (zi41—2;) —0 时 的 极限 , 其 中 a 
Si «un Le La = b, tia KG, 
之 后 他 建立 了 @ 的 分 部 积分 公式 


f rowo = fp) 


— f(a)p (a) 一 [oro , 


及 许多 积分 性 质 , 从 而 解决 了 矩 量 
问题 。 斯 蒂 尔 杰 斯 还 提出 并 解决 了 
一 个 反问 题 即 已 知 一 递增 函数 
(xz),%(0) 一 0, 那 么 通过 使 C — 


[ tico 就 得 到 类 似 于 四 的 一 
个 连 分 式 , 且 有 性 质 


d(u) 
F< I ru «FG), 


斯 蒂 尔 杰 斯 对 连 分 式 的 研究 总 
结 和 完善 了 此 前 这 一 科目 的 所 有 工 
作 , 是 数学 中 的 一 个 里 程 碑 , 他 提出 
的 积分 概念 发 展 了 黎 曼 的 积分 思 
想 , 如 今 已 成 了 数学 中 一 -种 常用 积 
分 ,在 物理 学 中 有 着 广泛 应 用 。 
《关于 超 限 数理 论 的 基础 》 
(Beitráge zur Begründung der 
transfiniten Mengenlehre) 德国 
数学 家 康 托 尔 (G. Cantor, 1845— 


1918) 著 。 分 两 部 分 先后 发 表 于 
1895 和 1897 年 的 《数学 年 刊 》 上 。 
后 收入 康 托 尔 的 全 集中 。 

康 托 尔 是 集合 论 的 创始 人 ,他 
关于 无 穷 集合 的 工作 起 源 于 三 角 级 
数 的 研究 。1873 年 11 月 在 给 戴 德 
金 的 信 中 他 提出 了 实数 集合 是 否 可 
数 的 问题 ,同年 12 月 7 日 在 给 戴 德 
金 的 信 中 他 声称 自己 成 功 地 证 明了 
实数 集合 是 不 可 数 的 。 那 一 天 可 认 
为 是 集合 论 诞生 之 日 。1874 年 他 发 
表 了 关于 集合 论 的 第 一 篇 论文 “ 关 
于 全 体 实 代数 数 的 一 个 性 质 *(CUber 
eine Eigenschaft des Inbegriffes aller 
reellen algebraischen Zahlen) ,证 明了 
代数 数 全 体 是 可 数 的 ,从 而 容易 证 
明 有 不 可 数 多 个 超越 数 。 这 是 惊人 
的 创举 。 在 之 后 发 表 的 一 系列 文章 
中 ,他 发 展 了 自己 的 理论 .他 用 一 一 
对 应 作为 基本 准则 ,提出 了 “ 势 ” 的 
概念 来 区 分 无 穷 集合 的 大 小 。 在 证 
明了 存在 相间 的 势 和 不 同 的 势 的 集 
合 ( 从 而 区 分 出 了 无 穷 之 间 的 差别 》 
之 后 ,他 继续 研究 集合 的 势 这 一 概 
念 ,并 引进 了 基数 与 序数 的 理论 .其 
中 超 限 基 数 与 超 限 序 数理 论 是 惊人 
的 创造 。 在 一 般 集合 论 发 展 中 认识 
到 对 每 一 个 集合 总 存在 势 更 高 的 集 
合 是 根本 重要 性 的 一 步 , 康 托 尔 最 
先 就 是 通过 他 的 序数 的 理论 来 证 实 
这 一 点 的 。 在 从 1879 到 1884 年 发 
表 的 几 篇 具有 同一 标题 “关于 无 穷 
的 线性 点 和 集 ”(Uber unendliche 
lineare Punktmannichfaltigkeiten ) 的 
文章 中 , 康 托 尔 发 展 了 他 的 这 一 理 
论 。 由 于 康 托 尔 的 关于 无 穷 集合 的 
一 系列 革命 性 之 作 未 被 当时 的 一 些 
重要 数学 家 所 接受 ,尤其 它 受到 了 
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来 自 柏林 大 学 的 权威 克 罗 内 克 的 强 
列 反对 ,加 上 长 期 研究 工作 的 疲劳 ， 
康 托 尔 一 度 陷入 精神 出 演 。 从 1884 
年 他 停止 了 数学 研究 工作 ,但 1887 
年 又 重新 回 到 数学 上 来 。 从 那 时 起 
到 他 去 世 一 共 只 发 表 了 3 篇 数学 文 
章 ,《 关 于 超 限 数理 论 的 基础 ) 是 最 
后 的 一 篇 。 

《关于 超 限 数理 论 的 基础 ) 在 超 
限 数理 论 的 历史 上 具有 决定 性 的 意 
义 。 在 这 篇 纲要 性 的 著作 中 , 康 托 尔 
重新 莫 定 了 他 的 超 限 基数 与 超 限 序 


数理 论 的 基础 。 全 文 共 分 20 节 ,第 . 


1 节 便 是 “ 势 ” 或 “基数 ”的 概念 。 文 
章 一 开头 康 托 尔 便 给 出 了 他 关于 
“集合 ”的 著名 定义 ,他 称 “ 集 合 ”M 
为 确定 的 个 别 东西 m 的 全 体 。 这 些 
东西 属于 我 们 的 直觉 或 思维 , 称 为 
M 的“ 元素”, 这 用 符号 表示 即 M= 
{m}。 之 后 定义 了 “ 势 ” 或 “基数 ”的 
概念 , 康 托 尔 写 道 : 

“我 们 用 M BR 基数’ 称 
由 我 们 的 能 动 思维 从 M 的 各 元 素 
到 的 性 质 和 其 顺序 中 抽象 出 来 的 一 
并 用 天 表示 该 双重 抽象 的 结果 , 即 
MM 的 基数 或 势 。 昌 然 现 代数 学 中 已 
不 再 使 用 康 托 尔 关 于 基数 或 序数 的 
定义 ,但 其 后 的 一 切 发 展 无 不 导 源 
于 康 托 尔 的 理论 范畴 。 第 2 节 中 康 
托 尔 讨 论 了 势 的 大 小 。 他 浙 定 对 任 
意 两 基数 a.5, 必 有 或 者 =b, RE 
a<6b, 或 者 ob 成 立 , 由 此 得 到 重要 
结论 :“ 对 两 集合 M,N, 如 果 MM 等 
于 N 的 一 部 分 N1, 而 入 等 于 MM 的 
一 部 分 M1, 则 M 与 入 相等 .”( 施 勒 
德 (1896) 和 伯 恩 施 坦 (1898) 在 没有 
“两 基数 之 间 三 种 数量 关系 必 有 其 


一 成 立 ” 的 前 提 下 都 独立 地 证 明了 
该 结论 )。 第 3、4 节 中 ,分 别 给 出 了 
势 的 相 加 与 相 乘 , 势 的 指数 的 概念 。 
第 5 节 讨论 有 限 基数 。 第 6 节 介 绍 
最 小 的 超 限 基数 。 第 7 到 11 节 
讨论 序 型 。 在 第 7 节 中 给 出 了 序 型 
的 定义 ,讨论 了 全 序 集 的 序 型 .他 把 
序 型 理解 为 从 集 M 的 元 素 mn 中 只 
抽取 其 性 质 而 保留 其 顺序 而 得 到 的 
一 般 概念 。. 之 后 在 第 8 节 中 给 出 了 
序 型 的 加 法 和 乘法 。 第 10 节 讨 论 含 
于 超 限 有 序 集 的 基本 序列 ,第 11 节 
研究 了 由 介 于 0.1 之 间 的 一 切实 数 
以 其 自然 顺序 构成 的 线性 连续 统 
的 序 型 "。 前 11 节 构 成 文章 的 第 一 
部 分 ,文章 的 第 二 部 分 讨论 序数 ,在 
第 12 节 中 给 出 了 良 序 集 的 定义 之 
后 , 13 HET RFR T” 
(Abschnitt)。 第 14 节 研 究 了 良 序 集 
的 序数 。 从 第 15 节 到 第 20 节 主要 
研究 了 第 二 数 类 2( 名 ,) 的 一 些 性 
质 ,包括 第 二 数 类 的 数 (15 节 ), 第 
二 数 类 域 中 的 势 (18 节 ), 第 二 数 类 
的 数 的 范式 (19 节 ) ,第 二 数 类 的 e 
数 (20 节 ) 等 。 在 第 16 节 中 证 明了 
第 二 数 类 的 势 等 于 第 二 个 最 大 的 超 
限 基 数 多 .。 

康 托 尔 在 该 文中 发 展 的 超 限 数 
理论 并 不 完善 ,也 留 下 了 许多 工作 ， 
后 来 得 到 很 大 发 展 。 试 图 完善 它 的 
努力 促使 了 数学 基础 这 一 学 科 的 成 
长 。 有 些 数 学 家 认为 他 关于 兴 的 等 
(RE WUES ELS EEG 
的 把 它 作为 一 个 有 趣 的 “病理 学 的 
情形 ”来 谈 。 但 康 托 尔 提出 的 问题 其 
至 比 解决 的 问题 更 重要 。 他 的 这 一 
理论 不 仅 对 数学 的 意义 是 巨大 的 ， 
而 且 对 哲学 产生 了 深刻 的 影响 。 其 
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重要 性 不 久 便 由 于 它 在 分 析 学 和 测 
度 论 .拓扑 学 等 方面 的 重要 应 用 而 
被 一 些 卓越 的 数学 家 所 认识 到 。 今 
天 集合 论 已 成 为 现代 数学 的 基 
础 。 

该 文 1899 年 出 版 了 法 文 译本 ， 
英 译本 于 1915 年 出 版 。 

《几何 基础 》CGrundlagen der 
Geometrie) 德国 数学 家 希 尔 伯 
特 (David Hilbert, 1862—1943) 著 。 
1899 年 初版 。 该 书 以 严格 的 公理 化 
方法 重新 并 述 了 欧 几 里 得 几何 学 ， 
为 二 十 世纪 数学 的 公理 化 开辟 了 新 
道路 ,是 数学 史上 具有 划时代 意义 
的 著作 。 

希 尔 伯 特 在 (几何 基础 } 中 首先 
给 出 了 一 些 不 定义 概念 一 点 、 线 、. 平 
面 , 在 … 之 间 、 对 点 重合 、 角 的 重合 ， 
,并 以 此 为 基础 建立 几何 学 理论 体 
系 , 这 与 欧 几 里 得 有 着 显著 的 区 别 。 
然后 希 尔 伯 特 列举 了 欧 氏 几何 的 公 
理 系 统 。 他 的 公理 不 是 希腊 几何 学 
中 的 “第 一 原理 ”, 而 只 不 过 是 为 了 
保证 几何 学 的 无 矛盾 性 而 采取 的 条 
件 。 他 用 这 些 公理 证 明了 欧 氏 几何 
的 一 些 基 本 定理 ,其 目的 不 仅 是 把 
众多 的 既 知 事实 予以 组 织 和 整理 ， 
而 且 是 把 以 公理 为 基础 的 几何 学 的 
结构 本 身 作 为 问题 。 为 此 提出 了 公 
理 系 统 的 “ 相 容 性 ?和 “独立 性 ”证 
明了 他 所 给 出 的 公理 是 独立 的 。 

《几何 基础 ?第 一 版 于 1899 年 
出 版 后 ,受到 各 国学 术 界 的 重视 ,有 
多 种 译本 出 版 ,在 希 尔 伯 特 的 著作 
中 它 赢 得 了 最 多 的 读者 。 原 书 多 次 
修订 再 版 . 希 尔 伯 特 在 世 时 ,该 书 的 
最 后 一 版 是 第 七 版 ,至 1977 年 已 经 
出 到 第 十 二 版 。 虽 然 新 版 本 逐 有 增 


删 ,不 断 完善 ,但 其 基本 内 容 则 无 大 
变动 .正文 共有 七 章 。 希 尔 伯 特 在 
导言 中 声明 本 书 的 目的 是 “从 新 学 
试 着 来 蔡 几 何 建立 一 个 完备 的 、 而 
又 尽 可 能 简单 的 公理 系统 ;要 根据 
这 个 系统 推 证 最 重要 的 几何 定理 ， 
同时 还 要 使 我 们 的 推 证 能 明显 地 表 
出 各 类 公理 的 含义 和 个 别 公理 的 推 
论 的 含义 ”. 为 此 在 第 一 章 中 提出 五 
组 公理 。 第 一 组 为 关联 公理 , 共 8 
条 , 其 中 规定 了 最 基本 的 概念 “ 属 
于 第 二 组 为 顺序 公理 , 共 4 条 , 展 
开 了 “ 介 于 ”这 一 概念 ;第 三 组 是 合 
同 公 理 共 5 条 ,其 目的 是 写 出 合同 
关系 的 这 样 一 些 性 质 , 它 们 要 足以 
纯 逻 辑 地 推导 出 牵涉 合同 关系 的 全 
部 定理 ,其 中 前 三 条 公理 是 关于 线 
段 的 合同 的 ,第 四 条 是 关于 角 的 合 
同 的 ,第 五 条 则 用 来 确定 线段 的 合 
同和 和 角 的 合同 之 间 的 关系 ;第 四 组 
只 包含 唯一 的 一 个 平行 公理 ( 即 欧 
几 里 得 公理 ); 第 五 组 为 连续 公理 ， 
共 2 条 (第 一 版 中 只 有 叫做 度量 公 
理 或 阿 基 米 德 公理 的 一 条 ,后 来 又 
引进 一 个 完备 公理 )。 第 二 章 论述 了 
公理 的 相 容 性 和 相互 独立 性 。 第 三 
章 、 第 四 章 分 别 为 比例 论 和 平面 中 
的 面积 论 ,属于 非 阿 基 米 德 的 度量 
几何 学 。 第 三 章 的 目的 在 于 引入 线 
段 相 比 的 概念 ,特别 在 于 建立 非 阿 
基 米 德 几何 里 的 相似 形 理论 。 在 第 
四 章 里 则 建立 了 非 阿 基 米 德 的 面积 
理论 .第 五 .六 两 章 分 别 讲述 德 扎 格 
定理 和 帕斯卡 定理 ,属于 非 阿 基 米 
德 的 射影 几何 。 第 五 章 里 首先 要 解 
决 的 问题 是 :在 非 阿 基 米 德 的 射影 
几何 里 引进 坐标 系 以 至 一 般 地 引进 
解析 几何 的 方法 ,其 目的 是 在 平面 
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上 建立 解析 几何 。 第 六 章 对 上 一 章 
的 问题 作 了 进一步 的 探讨 ,证 明了 
没有 阿 基 米 德 公理 ,要 证 明 帕 斯 卡 
定理 是 不 可 能 的 。 第 七 章 介绍 根据 
第 I 一 组 公理 的 几何 作 图 ,属于 
非 阿 基 米 德 的 作 图 理论 。 

《几何 基础 > 一 书 有 中 译本 ( 江 
泽 涵 . 朱 易 勋 译 , 科 学 出 版 社 ,1987， 
第 二 版 ,根据 德 文 第 十 二 版 译 出 ) 。 

《数学 问题 》(Mathematische 
Probleme) 德国 数学 家 希 尔 伯 特 
(David Hilbert, 1862— 1943) 1900 
年 在 巴黎 第 二 届 国 际 数 学 家 大 会 上 
所 作 的 著名 演讲 。 其 中 盖 述 了 问题 
在 数学 发 展 中 的 重要 意义 、 数 学 问 
题 产生 的 源泉 、 对 问题 解答 的 一 般 
要 求 及 解决 数学 问题 的 方法 ,反映 
了 和 希 尔 伯 特 对 数学 问题 的 深刻 认 
识 。 尤 为 重要 的 是 他 根据 19 世纪 数 
学 发 展 的 现状 提出 了 23 个 当时 尚 
未 解决 的 重要 问题 20 世纪 数学 发 
展 证 明 , 这 些 问 题 涉 及 现代 数学 的 
许多 重要 领域 ,成 为 20 世纪 教学 家 
兴趣 的 中 心 。 数 学 家 经 常 通过 检验 
当时 希 尔 伯 特 问题 解决 的 程度 来 奖 
量 他 们 所 取得 的 进步 。 它 对 20 世纪 
数学 的 发 展 产生 了 深远 影响 , 这 23 
个 问题 是 : 

1. 康 托 尔 的 连续 统 基数 问题 。 
1963 年 获得 解决 。 科 恩 证 明 : 连 续 
统 假设 的 真 伪 在 策 梅 洛 一 弗 伦 克 尔 
公理 系统 内 无 法 判明 。 和 希 尔 伯 特 提 
到 的 良 序 问题 由 策 梅 洛 完成 。 

2. 算术 公理 的 相 容 性 。 希 尔 伯 
特 的 设想 后 来 发 展 为 系统 的 “ 希 尔 
伯 特 ”计划 (“元 数学 ”或 “证 明 论 ”)。 
1931 年 哥 德 尔 的 “不 完备 性 定理 ” 
指出 了 用 ”元 数学 ?证 明 算术 公理 相 


容 性 之 不 可 能 。 

3. 只 根据 合同 公理 证 明 两 个 等 
高 等 底 的 四 面体 体积 之 相等 是 不 可 
能 的 。 希 尔 伯 特 的 学 生 德 恩 1900 年 
便 给 出 了 该 问题 的 证 明 。 

4. 直线 作为 两 点 问 最 短 距 离 问 
题 。 该 问题 太 第 统 。 许 多 数学 家 在 
构造 和 探讨 各 种 特殊 度量 几何 方面 
有 很 大 进展 ,但 问题 并 未 完全 解决 。 

5. 不 要 定义 群 的 函数 的 可 微 性 
假设 的 李 的 连续 变换 群 概念 。1952 
年 解决 . 格 利 森 、 蒙 哥 马 利 及 齐 平 等 
人 给 出 了 肯定 解答 。 

6. 物理 公理 的 数学 处 理 。 公 理 
化 物理 学 的 一 般 意义 不 明确 。 在 量 
子 力学 等 部 门 ,公理 化 方法 已 经 取 
得 很 大 成 功 。 希 尔 伯 特 首先 提 到 的 
概率 论 的 公理 化 已 由 柯 尔 莫 哥 洛 夫 
1933 年 完成 。 

7. 某 些 数 的 无 理性 与 超越 性 。 
从 西 格 尔 (1921)、 盖 尔 丰 德 (1929) 
到 贝克 (1966 一 1969) 这 类 问题 得 到 
成 功 的 处 理 。 

8. 素数 问题 。 黎 晶 猜 想 仍 未 解 
决 . 哥 德 巴 替 猜 想 亦 未 解决 ,目前 最 
好 结果 属于 陈景润 (1966) 。 

9. 任意 数 域 中 最 一 般 的 互 反 律 
之 证 明 。 已 由 高 木 贞 治 (1921) 和 阿 
廷 (1927) 解 决 。 

10. 丢 盔 图 方程 可 解 性 的 判别 。 
1969 年 马 季 亚 谢 维 奇 证 明 希 尔 伯 
特 所 期 望 的 一 般 算法 是 不 存在 的 。 

11. 系数 为 任意 代数 数 的 二 次 
W. A Æ (1929) M PG d 7k (1936, 
1951) 获 得 了 重要 结果 。 

12. 阿 贝尔 域 上 的 克 罗 内 克 定 
理 推广 到 任意 代数 有 理 域 。 这 方面 
已 有 很 多 工作 ,但 问题 远 未 解决 。 
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13. 不 可 能 用 仅 有 两 个 变数 的 
函数 解 一 般 的 七 次 方程 。 要 求 连续 
函数 情形 已 由 阿 诺 尔 德 (1957) 解 
Ue. 解析 函 数 情形 仍 未 解决 。 

14. 证 明 某 类 完全 函数 系 的 有 
限 性 。1958 年 永田 雅 宜 给 出 了 否定 
解答 。 . 
15. 舒 伯 特 计数 演算 的 严格 基 
础 。 代 数 几 何 的 基础 已 由 范 。 德 ， 
瓦尔 登 (1938 一 1940)7 和 韦 伊 1950) 
建立 ,但 舒 伯 特 演算 的 合理 性 仍 未 
解决 。 

16. 代数 曲线 与 曲面 的 拓扑 。 结 
果 仍 然 很 零散 。 

17. 正 定形 式 的 平方 表示 式 。 已 
由 阿 廷 于 1926 年 解决 。 

18. 由 全 等 多 面体 构造 空间 。 比 


贝尔 巴赫 (1910) 等 解决 了 问题 的 一 
部 分 。 

19. 正则 变 分 问题 的 解 是 否 一 
定 解析 。 取 得 一 些 特殊 结果 。 

20. 一 般 边 值 问 题 。 

21. 具有 给 定单 值 群 的 线性 复 
分 方程 的 存在 性 。 已 由 希 尔 伯 特 本 
人 解决 (1905)。 

22. 解析 关系 的 单 值 化 .曲线 的 
情形 由 克 贝 解决 (1907) 。 

23. 变 分 法 进一步 发 展 。 希 尔 伯 
特 本 人 和 许多 其 它 数学 家 对 变 分 法 
的 发 展 做 出 了 重要 贡献 。 

《数学 问题 》 全 文中 译文 刊 于 
《数学 史 译 文集 》( 上 海 科学 技术 出 
版 社 ,1981) 。 
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数学 学 科 史 
集合 论 CSet theory) 数学 的 。 念 ,探讨 了 前 人 从 未 碰 到 过 的 结构 


一 个 基本 的 分 支 学 科 , 研 究 对 象 是 


一 般 集 合 .集合 论 在 数学 中 占有 一 - 


个 独特 的 地 位 , 它 的 基本 概念 已 渗 
透 到 数学 的 所 有 领域 。 按 现代 数学 
观点 ,数学 各 分 支 的 研究 对 象 或 者 
本 身 是 带 有 某 种 特定 结构 的 集合 如 
群 、 环 \ 拓 扑 空间 ,或 者 是 可 以 通过 
集合 来 定义 的 (如 自然 数 、 实 数 、 函 
数 )。 从 这 个 意义 上 说 ,集合 论 可 以 
说 是 整个 现代 数学 的 基础 ,至 多 范 
暑 论 除 外 。 

集合 论 是 G， 康 托 尔 于 19 世 
纪 末 创立 的 。20 世纪 初 对 集合 论 的 
严格 处 理 产生 了 公理 集合 论 , 由 于 
对 它 的 研究 广泛 采用 了 数理 逻辑 工 
具 , 集 合 论 (公理 集合 论 ) 又 逐渐 成 
为 数理 逻辑 的 一 个 分 支 , 并 从 60 年 
代 以 来 获得 迅速 的 发 展 。 

集合 论 是 在 分 析 数学 的 研究 中 
产生 的 :直接 产生 于 三 角 级 数 的 研 
究 工 作 中 。1854 FR RREH MA 
函数 f(z) 在 某 个 区 间 内 除 间断 点 
以 外 所 有 点 上 都 能 展开 为 收敛 于 函 
数值 的 三 角 级 数 ,那么 这 样 的 三 角 
级 数 是 否 唯一 ?但 他 没有 回答 ,1870 
年 海 涅 证 明 : 当 了 (z) 连 续 , 且 它 的 
三 角 级 数 展开 式 一 致 收敛 时 ,展开 
式 是 唯一 的 .进一步 的 问题 是 ,什么 
樟 的 例外 的 点 (间断 点 ) 不 影响 这 种 
唯一 性 ! 表述 这 些 例外 的 点 的 整体 
的 需要 ,产生 了 点 集 的 概念 , 康 托 尔 
引入 了 直线 上 的 一 些 点 集 拓扑 概 


复杂 的 实数 点 集 。 这 是 集合 论 的 开 
端 。 

1874 年 , 康 托 尔 越过 “ 数 集 ” 的 
限制 ,开始 一 般 地 提出 “集合 ”的 概 
念 ,他 给 集合 下 了 这 样 一 个 定义 ;把 
若干 确定 的 有 区 别 的 (具体 的 或 抽 
象 的) 事物 合并 起 来 ,看 作 一 个 整 
体 , 就 称 为 一 个 集合 ,其 中 各 事物 称 
为 该 集合 的 元 素 ,也 说 它 属于 该 集 
合 .有 了 集合 概念 ,就 可 以 定义 出 一 
系列 有 关 的 概念 ,集合 论 就 产生 了 。 

从 本 质 上 看 ,集合 论 是 关于 无 
穷 集合 和 超 穷 数 的 数学 理论 RFE 
尔 创 立 集合 论 的 卓越 贡献 之 一 就 是 
把 实 无 穷 引 入 数学 。 他 把 适用 于 有 
穷 集 的 不 用 计数 而 判定 两 集合 大 小 
的 一 一 对 应 准则 推广 到 无 穷 集 , 此 
后 一 一 对 应 方法 成 为 典型 的 集合 论 
方法 。 元 素 间 能 建立 一 一 对 应 的 集 
合 称 为 等 势 , 康 托 尔 指出 ,无穷 集 的 
特征 就 是 它 可 与 自己 的 一 个 真子 集 
等 势 。 他 称 与 全 体 自然 数 N 等 势 的 
集合 为 可 数 集 ,1873 年 ,他 采用 了 
著名 的 对 角 线 法 ,证 明了 全 体 实 数 
的 集合 R 不 是 可 数 集 , 因 此 ,无 穷 
集 也 是 有 差别 的 。1878 年 ,他 引入 
了 “集合 的 势 ”" 后 又 称 为 基数 的 概 
念 , 它 既 适用 于 无 穷 集 也 适用 于 有 
穷 集 ,是 “个 数 ” 概 念 的 推广 . 康 托 尔 “ 
把 势 定义 为 等 势 集合 类 共性 的 抽 
象 ,后 来 弗 雷 格 与 罗素 改 为 等 势 类 
本 身 。1883 年 , 康 托 尔 应 用 对 角 线 
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法 证 明了 康 托 尔 定理 :一 个 集合 S 
与 它 的 每 集 间 p(s) 不 可 能 建立 一 一 
对 应 ,P(s) 之 3。 这 样 , 说 明了 在 无 穷 
集 之 间 还 存在 着 无 穷 多 个 层次 。 

1883 年 康 托 尔 开始 研究 有 序 
集 , 特 别 是 其 中 的 良 序 集 , 他 引入 了 
序数 概念 来 刻 划 良 序 集 的 结构 。 序 
数 可 以 比较 大 小 ,而 且 任 一 序数 之 
后 , 恰 有 一 个 在 大 小 顺序 上 紧 紧 尾 
随 的 序数 .因此 ,后 来 康 托 尔 给 出 了 
序数 的 一 种 系统 的 表示 法 ,相当 于 
十 进 制 之 用 于 自然 数 。 利 用 序数 可 
以 把 良 序 集 编号 ,并 把 数学 归纳 法 
推广 到 自然 数 以 外 去 ( 见 超 限 归纳 
法 )。 序 数 的 研究 加 深 了 对 基数 的 理 
解 ,1904 年 策 梅 罗 证 明了 任 一 集合 
都 可 以 良 序 化 ( 良 序 定理 ), 将 基数 
等 同 于 一 个 序数 ,这 就 解决 了 基数 
比较 大 小 的 问题 . 同 序数 一 样 , 任 一 
基数 之 后 ,甚至 任 一 基数 集 之 后 , 恰 
好 有 一 个 在 大 小 顺序 上 紧 紧 尾随 的 
基数 。 因 此 可 将 所 有 超 限 基数 按 序 
数 来 编 序 ,这 就 是 所 谓 阿 列 夫 的 谱 
R Nos Nis Ut, Nos Botis hi (其 中 
No 是 最 小 无 穷 集 可 数 集 的 基数 ,o 
是 自然 数 集 的 序数 ) , 它 可 以 无 限 延 
伸 下 去 。 超 限 序 数 和 超 限 基数 一 起 
刻 划 了 无 穷 .它们 所 以 还 称 为 数 ,是 
因为 它们 都 有 自己 的 算术 。 

集合 论 之 前 的 数学 界 只 承认 洪 
无 限 ,集合 论 则 引入 了 实 无 限 , 自 然 
数 不 是 一 个 一 个 地 潜在 地 向 无 限 变 
化 ,而 是 “一 下 子 ” 以 完成 的 姿态 呈 
现在 人 们 面前 。 用 超 限 基数 和 超 限 
序数 刻 划 的 无 穷 集 ,都 是 实 无 限 。 因 
而 一 开始 并 不 被 数学 界 所 完全 接 
受 .但 是 后 来 ,从 非 欧 几何 的 产生 开 
始 的 对 数学 无 矛盾 性 (相对 无 矛盾 


性 ) 的 证 明 把 整个 数学 解释 为 集合 
论 (见证 明 论 .数学 基础 ), 集 合 论 成 
了 数学 无 矛盾 性 的 基础 ,集合 论 在 
数学 中 的 基础 理论 地 位 就 逐渐 确立 
起 来 。 
19 世纪 末 20 世纪 初 , 人 们 发 
现 了 一 系列 集合 论 悖 论 ( 见 悖 论 )， 
表明 集合 论 是 不 协调 的 ,这 使 得 人 
们 对 数学 推理 的 正确 性 和 结论 的 真 
理性 产生 了 怀疑 ,触发 了 第 三 次 数 
学 危机 。 为 了 克服 悖 论 所 带 来 的 困 
难 , 人 们 开始 对 集合 论 进行 改造 , 即 
对 康 托 的 集合 定义 加 以 限制 ,“ 从 现 
有 的 集合 论 成 果 出 发 , 反 求 足以 建 
立 这 一 数学 分 支 的 原则 。 这 些 原 则 
必须 足够 狭窄 ,以 保证 排除 一 切 矛 
盾 ; 另 一 方面 又 必须 充分 广阔 ,使 康 
托 尔 集合 论 中 一 切 有 价值 的 内 容 得 
以 保存 下 来 ”( 策 梅 罗 语 )。 那 就 是 集 
合 论 公理 化 方案 。1908 年 , 策 梅 罗 
提出 第 一 个 公理 集合 论 体系 ,后 经 
弗 伦 克 尔 和 斯 科 朗 的 改进 , 称 为 ZF 
系统 。28 集合 论 承袭 了 康 托 尔 集合 
论 的 全 部 成 果 , 凡 数学 所 需 的 一 切 
有 关 集 合 运算 关系、 映射 的 结果 以 
及 全 部 基数 ,序数 的 理论 全 都 可 以 
从 2F 公理 系统 中 演绎 出 来 。2ZF 集 
合 论 又 排除 了 康 托 尔 集 合 论 中 可 能 
出 现 的 悖 论 .因此 ,在 很 大 程度 上 弥 
补 了 康 托 尔 集合 论 (与 公理 集合 论 
相 比 较 , 人 们 把 康 托 尔 集 合 论 称 为 
朴素 集合 论 ) 。 当 然 , 由 于 哥 德 尔 第 
二 不 完全 性 定理 ,ZF 系统 作为 包括 
自然 数理 论 的 一 阶 形式 系统 是 不 可 
能 在 其 内 部 解决 本 身 的 无 蔬 盾 性 问 
题 的 。 这 是 一 切 这 类 系统 的 固有 性 
质 。 
集合 论 的 公理 系统 除 ZF 系统 
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外 还 有 多 种 ,其 中 最 常用 的 要 算 
1925—1937 年 间 形 成 的 冯 。 诺 伊 
曼 、 伯 奈 斯 、 哥 德尔 提出 并 完善 的 公 
理 系 统 , 称 为 NBG 系统 . 已 经 证 明 ， 
WR ARRET AN 
NBG 公理 系统 也 是 无 矛盾 的 (而 且 
后 者 是 前 者 的 一 个 保守 的 扩张 )。 见 
公理 集合 论 。 
虽然 证 明 整 个 公理 系统 的 无 巴 
盾 性 已 无 意义 ,但 关于 公理 系统 中 
某 一 个 别 公 理 或 某 一 假设 的 相对 无 
矛盾 性 和 相对 独立 性 仍 是 重要 的 课 
题 ,其 中 选择 公理 与 达 续 统 假设 有 
重要 的 地 位 ,是 集合 论 中 长 期 研究 
的 课题 :选择 公理 (40) 成 为 数学 史 
上 继 平行 公理 之 后 最 有 争议 的 公 
理 , 包 括 AC 的 公理 系统 记 为 ZFC， 
以 区 别 不 包括 AC 的 ZF 系统 。 连 续 
统 假设 CCH) 是 1878 年 康 托 尔 提出 
来 的 ,简单 地 说 ,就 是 关于 直线 上 有 
多 少 点 的 问题 , 康 托 尔 猜测 实数 集 
合 的 任 一 不 可 数 子 集 合 与 实数 集合 
等 价 。 这 一 假设 的 证 明 至 今 没 有 完 
全 得 到 解决 , 它 已 成 为 数学 史上 与 
费 马 猜想 、 黎 曼 猜 想 齐 名 的 一 大 难 
题 。 
W 40 年 来 在 AC 和 CH 研究 方 
面 取得 不 少 进展 。1938 年 ;可 德尔 
证 明了 :从 ZF 推 不 出 AC 的 否定 ， 
从 zro 推 不 出 CH 的 否定 , 即 AC 对 
于 2 ,CH 对 于 ZFC 是 相对 无 矛盾 
的 。1963 年 ,科恩 创立 著名 的 力 追 
方法 ,证 明了 4C 对 于 ZP.CH 对 于 
ZFC 的 相对 独立 性 , 即 从 ZF 推 不 出 
AC, J ZFC 推 不 出 CH。 综合 这 两 个 
的 成 果 , 得 出 ; 40 在 ZF 中 ,CH 在 
ZFO 中 都 是 不 可 判定 的 , 这 是 20 tll 
纪 最 大 的 数学 成 果 之 一 。 科 恩 的 力 


迫 方法 成 为 集合 论 的 有 力 工具 ,此 
后 20 多 年 中 ,人 们 一 方面 推广 和 改 
进 科 思 的 力 迫 法 ,提出 诸如 过 代 力 
迫 、 真 力 迫 等 新 概念 和 新 方法 ;一 方 
面 则 将 这 些 方 法 应 用 于 具体 的 数学 
领域 ,如 拓扑 学 中 ,以 证 明 该 领域 中 
的 某 些 命题 是 不 可 判定 的 。 此 外 大 
基数 问题 .无穷 组 合 论 问题 的 研究 
亦 有 很 大 进展 ,70 年 代 以 来 ,决定 
性 公理 的 研究 与 它们 交织 在 一 起 ， 
有 新 的 发 展 . 同 时 ,人 们 还 在 寻找 馆 
今 尚未 发 现 的 与 其 他 公理 无 矛盾 的 
可 信赖 的 新 的 公理 (CH 或 它 的 任 一 
具体 的 否定 都 不 具备 这 种 资格 ) ,以 
期 在 更 有 效 的 途径 上 来 解决 连续 统 
问题 ,这 方面 的 工作 成 为 集合 论 当 
前 研究 的 主流 。 
tit (Paradox) 如果 某 一 理 
论 的 公理 和 推理 原则 看 上 去 是 合理 
的 ,但 在 这 个 理论 中 却 推出 了 两 个 
互相 矛盾 的 命题 ,或 者 证 明了 这 样 
一 个 复合 命题 , 它 表 现 为 两 个 互相 
矛盾 的 命题 的 等 价 式 , 那 么 ,就 说 这 
个 理论 包含 了 一 个 悖 论 。 所 谓 互相 
牙 盾 的 命题 , 指 的 是 推出 了 一 个 命 
题 和 它 的 和 否定。 所 谓 矛 盾 命 题 的 等 
价 式 , 指 的 是 如 果 承认 一 个 命题 ,就 
可 推出 它 的 否定 ;反之 ,如 果 承 认 这 
个 命题 的 否定 ,就 可 推出 这 个 命题 。 
公元 前 6 世纪 , 克 里 特 岛 的 哲 
学 家 发 现 的 “说 议 者 悖 论 ” 可 以 算 作 
人 们 最 早 发 现 的 悖 论 ,实际 上 它 还 
不 是 上 述 意 义 下 的 严格 的 悖 论 。 它 
的 原始 命题 是 ;一 个 克 里 特 人 说 : 
“所 有 的 克 里 特 人 所 说 的 每 一 句 话 
都 是 谎话 。? 试 问 这 名 话 的 真 假 。 如 
果 这 句 话 是 真 话 , 则 因为 这 句 话 也 
出 自 一 个 克 里 特 人 之 口 , 所 以 按 此 
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话 的 论断 可 推 知 这 句 话 为 假 。 即 由 
这 句 话 的 真 可 推出 它 的 和 否定。 但 反 
过 来 ,如 果 这 人 句 话 为 假 却 不 足以 推 
出 它 为 真 ,只 能 推出 :至 少 有 一 个 克 
里 特 人 说 过 一 句 真 话 , 不 能 推出 全 
称 的 原始 命题 为 真 。 因 此 不 是 严格 
意义 的 悖 论 。 其 实 古人 也 早 就 发 现 
了 这 一 点 ,并 对 其 进行 修改 .最 早 是 
公元 前 4 世纪 的 欧 布 里 德 把 原始 命 
题 改 述 为 :“ 现 在 我 说 的 是 一 句 假 
话 ?这 就 是 所 谓 “ 强 化 了 的 说 谎 者 悖 
论 ”。 在 此 基础 上 ,人 们 构造 了 一 个 
与 之 等 价 的 “永恒 的 说 谎 者 杆 论 ”， 
表述 为 

在 本 页 这 两 行 里 所 印 的 这 

句 话 是 谎话 。 

由 于 上 两 行 中 只 有 这 一 句 话 ， 
所 以 设 这 句 话 为 真 , 则 要 承认 它 的 
断言 ,从 而 推出 该 话 为 假 ,如 设 该 话 
为 假 , 则 应 肯定 它 的 否定 为 真 , 即 
“这 人 旬 话 ”不 是 谎话 ,所 以 该 话 为 真 。 

悖 论 之 所 以 引起 现代 数学 界 和 
逻辑 学 界 的 极 大 注意 ,是 由 于 19 世 
AUR 20 世纪 初 ,在 集合 论 中 发 现 了 
3 个 著名 的 悖 论 ,引起 了 当时 数学 
界 . 逻 辑 学 界 以 至 于 哲学 界 的 震惊 ， 
触发 了 第 三 次 数学 “危机 ”。 . 

1897 年 , 布 拉 利 一 福 尔 蒂 提 出 
一 个 悖 论 : 设 W 为 一 切 序 数 所 组 成 
的 集合 ,因为 W ik E RKF 
一 良 序 集 , 故 WW 有 一 序数 8。 由 序 
数 性 质 ,9 必 比 Ww 中 任 一 序数 都 
大 ,但 由 定义 ,2 也 出 现在 殉 中 ,从 
而 将 有 2 之 9, 这 是 矛盾 的 。 即 推出 
互相 了 矛盾 的 命题 ,所 以 是 悖 论 。 后 来 
就 称 为 布 拉 利 一 福 尔 蒂 悖 论 , 也 叫 
最 大 序数 舍 论 。 

1899 年 , 康 托 尔 发 表 一 个 悖 


论 : 设 S 为 一 切 集合 所 组 成 的 集 
合 。 考 虑 8 的 基数 $, 因 为 任何 集合 
都 是 s 的 子 集 , 故 不 存在 其 基数 大 
于 人 的 集合 ,但 由 康 托 尔 定理 可 
AS (RES CHE s 的 所 有 子 集 构 
成 的 集合 )P(8) 的 基数 PCS) 大 于 
, 即 推出 了 互相 矛盾 的 命题 。 这 一 
悖 论 后 来 称 为 最 大 基数 悖 论 , 亦 称 
为 康 托 尔 悖 论 。 

1903 4g, P XE RT — 1 
ie :根据 排 中 律 ,一 个 客体 或 者 属于 
某 个 集合 ,或 者 不 属于 某 个 集合 。 因 
此 ,对 一 个 给 定 的 集合 , 问 它 是 不 是 
自身 的 分 子 , 即 问 是 否 属于 它 自己 ， 
看 来 是 有 意义 的 。 如 果 把 一 个 集合 
S 定义 为 :8 是 由 一 切 不 是 自身 分 
子 的 集合 所 组 成 , 即 任 一 集合 aa 
属于 8 当 且 仅 当 “不 属于 o. UD 
然 要 涉及 到 3 是否 属于 S 的 问题 。 
如 果 5S 属于 5, 根据 s 的 定义 ,S 就 
不 属于 8 反之 ,如 果 8 不 属于 $， 
同样 根据 定义 ,3 就 是 属于 8, 即 8 
属于 8 当 且 仅 当 & 不 属于 S。 即 推 
出 了 两 个 互相 矛盾 的 命题 的 等 价 
式 。 这 个 悖 论 就 称 为 罗素 悖 论 。 

继 发 现 集合 论 中 的 几 个 著名 悖 
论 后 ,人 们 又 发 现 了 一 些 不 在 集合 

1905 4E , E Æ fé H8 i — 19 
ib ,1906 年 贝 瑞 将 其 表述 为 一 种 较 
简单 的 形式 。 试 考虑 “用 至 多 一 百 
个 字母 所 不 能 表述 的 正 整数 中 最 小 
的 一 个 “(The least positive integer 
which can not be described in at most 
a hundred letters) ,但 这 一 短语 本 身 
就 是 对 于 这 个 数 的 一 种 表述 ,而 它 
只 用 了 68 个 字母 ,矛盾 。 后 来 称 之 
HEARRE. 


pe 
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1908 年 , 格 里 林 提 出 了 一 个 悖 
论 :一 个 形容 词 称 为 是 “ 非 自 状 的 ”， 
如 果 它 并 不 具有 自身 所 表示 的 性 
质 。 例 如 “ 红 的 ”或 “英文 的 ”这 两 个 
形容 词 就 是 非 自 状 的 ,因为 它们 并 
不 具有 各 自 所 表示 的 性 质 ;而 “ 黑 
的 ”或 “中 文 的 ”这 两 个 形容 词 则 是 
自 状 的 ,因为 它们 本 身 也 是 黑 的 或 
中 文 的 。 那 么 ,“ 非 自 状 的 ”这 一 形容 
词 是 否 是 非 自 状 的 呢 ? 显 然 , 它 是 非 
自 状 的 , 当 且 仅 当 , 它 不 是 非 自 状 
的 。 推 出 了 矛盾 命题 的 等 价 式 。 这 
一 悖 论 后 来 被 称 为 格 里 林 悖 论 。 

英国 数学 家 拉 姆 齐 在 1926 年 
提出 把 悖 论 分 成 逻辑 悖 论 和 语义 性 
论 两 种 。 前 者 又 称 为 语法 悖 论 ,包括 
前 述 3 个 集合 论 悖 论 ; 后 者 也 称 为 
认识 论 悖 论 , 包 括 前 述说 谎 者 悖 论 、 
理 查 德 悖 论 和 格 里 林 悖 论 等 。 但 是 
随 着 语义 学 的 发 展 ,真实 性 概念 可 
以 用 集合 论 概 念 精确 定义 ,因而 ,两 
类 迟 论 之 间 的 差别 也 不 是 绝对 的 。 

导论 问题 对 数学 基础 .数理 逻 
辑 和 数学 苦 学 的 发 展 都 产生 了 巨大 
的 影响 并 在 它们 的 发 展 中 不 断 得 到 
日 益 深 入 的 研究 。 

数理 逻辑 (Mathematical lo- 

gic) 数学 的 一 个 分 支 ,用 数学 方 
法 研究 的 逻辑 或 形式 逻辑 。 所 谓 数 
学 方法 就 是 指数 学 采用 的 一 般 方 
法 ,包括 使 用 符号 和 公式 ,使 用 已 有 
的 数学 成 果 和 方法 ,特别 是 使 用 形 
式 的 公理 方法 ( 见 公理 法 ) 。 又 称 为 
符号 逻辑 .理论 逻辑 或 逻辑 斯 蓝 。 

用 数学 方法 研究 逻辑 的 系统 的 
思想 车 源 于 莱 布 尼 蒋 而 萌芽 于 亚 里 
士 多 德 。 亚 里 士 多 德 最 早 从 形式 结 
构 来 论述 演绎 推理 ,由 他 开始 了 形 


式 逻 辑 的 古典 阶段 。 古 典 形式 逻辑 
包括 几 种 常见 的 演绎 推理 和 最 简单 
的 量词 理论 ,也 使 用 一 些 特 有 符号 ， 
但 没有 探讨 关系 逻辑 和 公理 系统 的 
逻辑 性 质 ,从 莱 布 尼 芯 起 开始 了 数 
理 逻 辑 的 发 展 , 它 包 含 着 古典 形式 
逻辑 而 突破 其 局 限 性 。 一 方面 联系 
着 数学 的 实际 , 另 方面 又 适应 了 其 
他 科学 的 需要 ,在 近 百 年 间 取 得 了 
突飞猛进 的 发 展 。 

数理 逻辑 的 发 展 可 分 为 三 个 阶 
段 。 

1. 开 端 。 数 理 逻辑 开始 于 19 世 
纪 后 期 。 当 时 古典 形式 逻辑 的 不 足 
之 处 已 为 某 些 逻辑 学 者 所 理解 , 数 
学 方法 对 认识 自然 和 发 展 科学 技术 
的 重要 作用 已 开始 显示 出 来 。 人 们 
感到 演绎 推理 和 数学 计算 有 相似 之 
处 ,希望 能 把 数学 方法 应 用 于 思维 
领域 。17 世纪 末 德 国 哲 学 家 莱 布 尼 
茨 首先 明确 地 提出 了 数理 逻辑 的 思 
想 。 他 设想 能 建立 一 “普遍 的 符号 诸 
言 ”, 这 种 语言 包含 着 “思想 的 字 
母 ”每 一 基本 概念 应 由 一 表意 符号 
来 表示 。 一 种 完善 的 符号 语言 又 应 
是 一 个 “思维 的 演算 ”, 他 设想 ,论辩 
和 争论 可 以 用 演算 来 解决 。 这 种 符 
号 语言 和 思维 演算 正 是 现代 数理 逻 
辑 的 特征 。 他 为 实现 这 些 设想 做 了 
不 少 工作 ,如 成 功 地 将 古典 逻辑 的 
四 个 简单 命题 表达 为 符号 公式 等 。 
18 世纪 前 后 ,许多 人 继续 了 莱 布 尼 
获 的 工作 ,但 没有 重要 进展 。19 世 
纪 中 叶 , 英 国 的 布尔 和 德 。 摩 根 突 
破 了 这 种 书面 。 布 尔 的 贡献 是 在 逻 
辑 史上 首先 提出 了 一 个 尽管 还 有 缺 
点 的 逻辑 演算 一 一 布尔 代数 (1854 
年 ), 德 。 摩根 的 贡献 则 是 ,突破 了 
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古典 型 式 逻 辑 的 “一 主 项 一 谓 项 ”的 
局 限 , 提 出 了 关系 逻辑 ,为 后 人 的 探 
讨 开辟 了 新 路 。 

2.3835, 19 世纪 初 以 来 ,人 们 
在 积累 了 大 量 实践 经 验 并 进行 理论 
总 结 后 ,感到 数学 科学 单 任 几 何 或 
物理 直观 以 及 一 些 有 效应 用 是 不 足 
的 ,进而 要 求 数学 论证 具有 严谨 性 
和 系统 性 ,对 数学 基本 理论 .证明 方 
法 和 数学 性 质 做 了 深入 的 探讨 。70 
年 代 开始 出 现 对 数理 逻辑 有 重要 意 
义 的 进展 ,主要 有 :集合 论 、 抽 象 的 
MERHAT EMH A ERE 
辑 演算 。70 年 代 康 托 尔 创立 集合 
论 , 肯 定 了 实 无 穷 即 已 经 完成 了 的 
无 穷 集 的 存在 ,并 且 使 用 了 超 穷 方 
法 〈 见 集合 论 );19 世纪 中 时 ,人 们 
建立 了 抽象 的 公理 体系 ,19 世纪 
末 , 希 尔 伯 特 建立 了 形式 的 公理 体 
系 ,其 中 ,公理 不 仅 反 映 系统 的 逻辑 
结构 ,也 限制 着 可 能 的 解释 或 模型 
( 见 公理 法 ); 逻 辑 演算 则 是 一 种 公 
理 体系 ,其 中 的 定理 都 是 思 辑 规律 
特别 是 推理 形式 ,19 世纪 70 年 代 
弗 雷 格 首先 建立 了 一 个 完全 的 逻辑 
演算 体系 ,其 后 皮 亚 诺 为 此 作 了 不 
少 工作 ,最 后 由 罗素 和 人 怀特 海 完成 
了 建立 一 个 初步 自足 的 完全 的 外 延 
逻辑 系统 的 工作 。 

20 世纪 初期 ,集合 论 , 公 理 法 
和 逻辑 演算 这 三 个 方面 都 继续 发 
展 ,同时 与 集合 论 悖 论 有 关 , 也 引起 
了 一 系列 争论 ,特别 是 关于 数学 基 
础 的 争论 ,有 力 地 促进 了 数理 逻辑 
的 葛 基 工作 ,当时 争论 的 重点 在 于 ， 
有 没有 和 如 何 认识 实 无 穷 ? 什么 是 
数学 的 存在 ?数学 应 建筑 在 什么 基 
础 之 上 ?围绕 这 些 问 题 ,产生 了 数学 


基础 的 各 个 学 派 , 各 学 派 的 工作 都 
促进 了 数理 逻辑 的 发 展 ( 见 数学 基 
础 ), 特 别 是 希 尔 伯 特 的 工作 有 和 较 大 
的 影响 。 

数学 系统 的 无 矛盾 性 的 证 明 是 
重要 的 基础 问题 ,一般 用 解释 ( 求 模 
型 ) 方 法 来 处 理 , 但 集合 论 或 数学 分 


. 析 不 能 再 在 其 他 理论 得 到 模型 , 因 


而 必须 在 解释 法 之 外 设法 证 明 它们 
的 无 矛盾 性 ,为 此 希 尔 伯 特 提出 一 
个 方案 :将 包含 实 无 穷 的 数学 理论 
组 成 一 个 完全 形式 化 的 公理 系统 ， 
用 (不 假定 实 无 穷 的 ) 有 穷 方 法 来 研 
究 此 公理 系统 内 的 证 明 ,如 能 断定 
此 种 证 明 不 会 导致 多 辑 矛 盾 , 则 此 
系统 的 无 矛盾 性 得 证 。 证 明 无 矛盾 
性 必须 考察 一 个 理论 里 可 能 写 出 的 
推导 或 证 明 ,因而 称 为 证 明 论 .证 明 
论 要 求 将 一 个 数学 理论 和 其 中 推导 
所 用 的 逻辑 演算 综合 在 一 起 组 成 一 
个 完全 形式 化 的 公理 系统 (形式 系 
统 )。 这 样 , 系 统 中 的 证 明 才 能 严格 
定义 ,并 且 一 个 公式 序列 是 否 为 一 
证 明 也 可 以 根据 一 定 的 机 械 方 式 以 
有 穷 步骤 能 行 地 判定 。 实 无 穷 为 引 
起 无 矛盾 性 问题 的 原因 之 一 ,古典 
逻辑 演算 也 假定 了 实 无 穷 ,因而 在 
论证 古典 数学 无 矛盾 性 时 ,不 能 再 
用 以 实 无 穷 为 前 提 的 思想 方法 ,只 
能 用 有 穷 方法 ,否则 就 是 循环 论证 。 
有 穷 方法 的 特征 是 ,每 一 步 只 考虑 
确定 的 有 穷 数量 的 对 象 ,承认 洪 无 
穷 ,而 不 处 理 任何 已 完成 的 包括 无 
穷 对 象 的 整体 。 逻辑 的 全 称 命题 表 
达 一 条 规律 ,此 规律 对 于 每 一 给 定 
对 象 必须 能 得 到 判定 。 由 于 研究 形 
式 系统 需要 用 数论 ,递归 算术 恰好 
就 是 不 假定 实 无 穷 的 初等 数论 。 这 
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样 建立 起 来 的 逻辑 和 数论 称 为 “元 

3. 过 渡 。 和 希 尔 伯 特 方案 反映 了 
30 年 代 以 前 数学 基础 的 争议 ,目的 
是 用 有 穷 方法 研究 包括 逻辑 和 古典 
数学 的 形式 系统 的 元 逻辑 性 质 , 特 
别 是 无 矛盾 性 问题 。 在 1928 一 1936 
年 间 主 要 通过 哥 德 尔 的 工作 ,得 到 
了 几 个 最 重要 的 基础 理论 问题 的 解 
答 。 在 方法 论 方面 数学 地 精确 地 捕 
述 了 直观 的 机 械 过 程 ,推动 了 递归 
函数 论 的 研究 ,为 数理 逻辑 发 展 的 
第 三 阶段 准备 了 条 件 。1928 年 希 尔 
伯 特 等 把 一 阶 逻 辑 分 离 出 来 并 证 明 
其 无 矛盾 性 ,同年 还 提出 逻辑 演算 
的 完全 性 问题 。1930 年 哥 德 尔 证 明 
了 一 阶 谓词 系统 的 完全 性 :一 阶 谓 
词 演算 的 有 效 公 式 皆 可 证 。1931 
年 , 哥 德 尔 又 证 明了 两 个 著名 的 不 
完全 性 定理 :@ 一 个 包括 初等 数论 
和 一 阶 逻 辑 的 形式 系统 8, 如 果 是 
无 矛盾 的 ,那么 就 是 不 完全 的 ,四 如 
果 一 个 包括 初等 数论 的 形式 系统 是 
无 饿 盾 的 , 则 其 无 矛盾 性 不 能 在 此 
系统 中 得 到 证 明 , 当然 也 不 能 用 有 
穷 方法 证 明 。 这 两 个 定理 给 希 尔 伯 
特 方案 以 巨大 的 冲击 , 希 尔 伯 特 等 
人 则 放宽 有 穷 方法 的 要 求 ,允许 使 
用 超 穷 归纳 法 作为 元 数学 工具 ， 
1936 年 , 根 崔 用 此 法 证 明了 纯粹 数 
论 系 统 的 无 矛盾 性 。 

有 穷 方法 是 一 种 “能 行 性 ” 方 
法 ,能 行 方法 可 以 说 是 机 械 的 过 程 ， 
也 就 是 根据 预先 给 定 的 规则 用 有 穷 
步 又 可 以 完成 的 方法 .“ 预 先 给 定 的 
规则 ”和 “机 械 过 程 ” 都 是 直观 概念 ， 
必须 加 以 精确 的 数学 定义 才 行 。 
1934 年 , 哥 德 尔 提 出 用 一 般 递归 作 


为 能 行 性 的 定义 ,同一 时 期 , 丘 奇 、 
克利 .图 林 等 人 又 先后 给 出 几 个 相 
互 等 价 的 定义 ,它们 都 成 为 能 行 可 
计算 性 或 机 械 程序 的 数学 描述 ( 见 
算法 )。 所 有 这 些 工作 都 澄清 了 第 二 
阶段 ( 竟 基 阶段 ) 提 出 的 问题 ,为 数 
理 逻 辑 的 进一步 发 展 打下 坚实 的 基 
础 。 这 些 工作 使 逻辑 部 分 地 转化 为 
数学 分 支 ,推动 数理 逻辑 进入 新 的 
发 展 阶段 。 

4. 第 三 阶段 。 30 年 代 后 期 至 今 
为 数理 逻辑 发 展 的 第 三 阶段 。 证 明 
论 尽管 未 达到 预期 的 目的 ,元 数学 
却 取得 许多 成 果 ,数理 逻辑 成 为 数 
学 的 分 支 学 科 。 目 前 其 中 心 内 容 有 
五 大 分 支 : 证 明 论 .公理 系 合 论 , 递 
归 论 ,模型 论 和 各 种 逻辑 系统 的 研 
究 。 前 四 个 分 支 各 有 其 中 心 课题 , 近 
年 来 都 有 较 大 的 发 展 。 最 后 一 个 分 
支 的 方向 是 用 古典 演算 的 元 逻辑 方 
法 处 理 各 种 非 经 典 逻 辑 系统 ,如 模 
DS 4 SERE NALE OC. 
逻辑 等 。 现 在 ,它们 亦 有 较 大 的 发 
展 . 此 外 ,数理 逻辑 与 理论 计算 机 科 
学 有 深刻 的 联系 ,有 关 程 序 语言 和 
计算 性 理论 的 研究 正在 得 到 飞速 的 
发 展 。 

证 明 论 (Proof theory) 数理 
逻辑 的 一 个 分 支 ,以 数学 证 明 为 研 
究 对 象 的 数学 理论 。 

对 数学 证 明 的 研究 可 追溯 到 古 
希腊 亚 里 士 多 德 ,他 在 《工具 论 ) 一 
书 中 的 《后 分 析 篇 } 中 就 讨论 了 有 关 
证 明 的 问题 ,并 且 他 是 以 古 希腊 时 
数学 中 所 用 到 的 证 明 作 为 研究 对 象 
的 。 

现代 证 明 论 则 产生 于 对 数学 的 
无 矛盾 性 的 证 明 。 数 学 中 使 用 反 证 
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法 时 需要 肯定 数学 的 无 矛盾 性 。 在 
证 明 欧 几 里 得 平行 公设 的 独立 性 
时 ,又 需要 肯定 使 用 新 公设 的 非 欧 
几何 的 无 矛盾 性 ,这 便 要 求人 们 对 
数学 的 一 部 分 ( 非 殉 几 何 )? 的 无 矛盾 
性 作出 严格 的 探讨 与 证 明 。 这 种 无 
矛盾 性 的 证 明 起 初 是 靠 解释 方法 获 
得 的 , 即 把 非 欧 几何 的 无 矛盾 性 解 
释 为 欧 几 里 得 几何 的 无 牙 秆 性 , 然 
后 依次 解释 为 实数 论 的 无 矛盾 性 、 
自然 数论 的 无 矛盾 性 ,最 后 解释 为 
合 论 的 无 矛盾 性 。 这 是 所 谓 相 对 
无 矛盾 性 的 证 明 。 但 是 ,集合 论 悖 论 
的 发 现 , 表 明了 未 经 改造 的 朴素 集 
合 论 是 有 了 矛盾 的 。 公 理化 的 集合 论 
虽然 排除 了 已 发 现 的 悖 论 , 但 还 不 
能 保证 数学 理论 里 不 再 出 现 矛 盾 ， 
而 集合 论 的 无 矛盾 性 问题 又 不 能 化 
归于 其 他 数学 理论 .同时 , 希 尔 伯 特 
认为 在 物理 世界 里 找 不 到 集合 论 的 
模型 .为 了 证 明 数 学 的 无 矛盾 性 ,他 
于 20 世纪 20 年 代 提 出 了 著名 的 希 
尔 伯 特 方案 ,由 此 产生 了 证 明 论 。 
证 明 论 的 基本 方法 是 ;把 所 探 
讨 的 理论 系统 完全 形式 化 ,作为 研 
究 对 象 , 叫 做 对 象 理论 .对 象 理论 被 
当 作 没有 内 容 的 ,只 是 根据 一 定语 
法 规则 由 一 些 被 称 为 字母 的 基本 符 
号 组 成 的 一 些 符号 序列 ,它们 依据 
一 定 的 变形 规则 而 变化 。 如 果 能 够 
导出 4 和 了 4( 非 4) 两 个 符号 序列 ， 
指 经 过 解释 后 表示 互相 矛盾 的 两 个 
命题 , 则 说 这 个 理论 是 矛盾 的 ;如 果 
无 论 怎 样 变形 都 不 能 得 出 这 种 符号 
序列 , 便 说 这 理论 是 无 矛盾 的 .证 明 
论 的 目的 是 探讨 怎样 的 理论 是 无 矛 
盾 的 ,怎样 的 理论 是 矛盾 的 ,尤其 要 
证 明 ,数学 作为 对 象 理 论 是 协调 的 。 
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证 明 论 还 涉及 一 种 被 称 为 元 理论 的 
理论 , 它 必 须 是 有 内 容 有 意义 的 。 
这 样 ,证 明 论 有 3 种 理论 ,它们 是 : 
@@ 希 望 证 明 其 无 矛盾 性 的 那个 没有 
形式 化 的 直观 的 理论 。 它 是 有 意义 
有 内 容 的 。 它 不 是 对 象 理 论 ,只 是 对 
象 理论 的 来 源 。@ 对 象 理 论 。 它 是 
通过 把 所 研究 的 理论 完全 形式 化 而 
得 到 的 。 它 被 当 作 没有 内 容 意义 的 ， 
只 是 对 一 些 符号 序列 作 各 式 各 样 的 
变形 ,是 研究 的 对 象 。 图 元 理论 。 它 
是 有 内 容 意 义 的 ,是 用 来 研究 对 象 
理论 的 , 它 应 尽 可 能 地 简单 明了 ,使 
得 人 们 至 少 相 信 它 是 无 矛盾 的 。 为 
了 保证 这 一 点 ,要 求 采用 有 穷 方法 。 
1924 年 ,德国 数学 家 阿 克 曼 证 明 . 
如 对 数学 归纳 法 作 一 些 限 制 ,自然 
数 是 无 矛盾 的 。 

1931 年 , 哥 德 尔 的 不 完全 性 定 
理 表明 有 穷 方 法 的 不 可 能 ,这 个 定 
理 是 证 明 论 的 一 大 成 就 ,这 以 后 ,人 
们 降低 了 有 穷 性 的 要 求 ,1936 年 ， 
根 崔 用 超 限 归纳 法 证 明了 算术 的 无 
矛盾 性 ,60 年 代 以 来 又 有 人 证 明了 
数学 分 析 的 某 些 片断 的 无 矛盾 性 。 


克 赖 泽 尔 等 人 从 60 年 代 以 来 ,开始 


了 关于 证 明 的 结构 及 复杂 度 等 问题 
的 研究 。1977 年 以 来 , 帕 里 斯 等 人 
发 现 了 算术 中 自然 的 不 可 判定 的 命 
题 。 证 明 论 有 了 更 深入 的 发 展 。 
不 完全 性 定理 (incomple- 
teness theorem) 证 明 论 中 的 一 
条 重要 定理 。 由 哥 德 尔 于 1931 年 证 
明 , 是 数理 逻辑 发 展 史上 的 一 个 极 
为 重要 的 定理 。 
设 有 一 个 以 皮 亚 诺 自然 数论 为 
其 子 系统 的 不 自 相 矛盾 的 ( 即 自身 
协调 的 ) 形 式 系统 , 暂 记 为 UTERE 
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式 系统 中 凡 不 含 自由 变 元 的 公式 叫 
做 语句 ;如 果 语 句 4 MAGE 4) 在 
某 形式 系统 内 均 不 可 证 , 则 4 就 叫 
做 该 形式 系统 的 不 可 判定 语句 。 不 
完全 性 定理 说 ,任何 一 个 上 述 的 系 
统 乙 都 必 有 一 个 不 可 判定 语句 A. 
依据 排 中 律 ,4 和 "4 之 间 必 有 一 
个 是 真 语句 , 故 不 完全 性 定理 可 改 
为 :任何 一 个 上 述 系 统 URVA 
个 真 语句 是 不 能 推出 的 。 如 果 一 个 
系统 对 任何 语句 4 都 能 推出 4 或 
推出 4, 则 这 个 系统 叫做 完全 系 
统 , 这 样 不 完全 性 定理 又 可 改 述 为 : 
任何 一 个 上 述 的 系统 UV 必 是 不 完 
全 的 。 

在 证 明 不 完全 性 定理 时 ,主要 
使 用 了 算术 化 方法 。 由 其 证 明 过 程 ， 
还 推出 了 这 样 的 结果 :如 果 包 含 皮 
亚 诺 自 然 数 论 为 子 系统 的 形式 系统 
0 是 无 矛盾 的 , 则 表示 “U 是 无 矛盾 
的 ”这 一 事实 的 算术 公式 是 不 可 能 
在 系统 UV 内 证 明 ,这 个 结果 叫做 第 
二 不 完全 性 定理 。 也 是 证 明 论 中 的 
重要 结果 。 

哥 德 尔 证 明 的 “系统 7 中 的 语 
句 4 是 不 可 判定 的 ”是 一 个 算术 命 
题 ,但 不 是 自然 的 算术 命题 。 即 哥 德 
尔 对 不 完全 定理 的 证 明 是 一 个 语法 
证 明 。 算 术 中 第 一 个 自然 的 不 可 判 
定 的 命题 是 1977 年 帕 里 斯 和 哈 林 
顿 证 明 的 , 即 给 出 不 完全 定理 的 一 
个 语义 证 明 。 这 是 一 个 重要 的 成 果 。 

和 希 尔 伯 特 方案 CHilberts pro- 
gam) 希 尔 伯 特 在 20 世纪 20 年 
代 提 出 的 用 以 证 明 数 学 的 无 矛盾 性 
的 一 个 特定 的 方案 ,首先 ,数学 中 在 
使 用 反 证 法 时 需要 先 肯定 数学 的 无 
矛盾 性 ;更 重要 的 是 ,从 非 爽 几何 开 


始 的 对 数学 无 矛盾 性 的 证 明 由 集合 
论 悖 论 的 发 现 而 遇 到 极 大 的 困难 ， 
数学 的 严谨 性 、 数 学 方法 的 可 信 性 
受到 了 巨大 的 冲击 ,引起 了 “第 三 次 
数学 危机 ，”。 这 种 情况 下 , 希 尔 伯 
特 希 望 能 直接 证 明 数 学 的 无 矛盾 
性 ,于 是 提出 这 一 有 名 的 方案 .其 基 
本 内 容 是 ， 

1. 将 所 要 讨论 的 古典 数学 理论 
TC 有 内 容 的 ) (如 数论 ) 公 理化 ,把 
所 得 到 的 公理 化 理论 和 所 用 的 逻辑 
彻底 地 形式 化 ,使 得 7 了 能 表 成 一 些 
形式 符号 和 符号 序列 (无 内 容 的 ) 组 
成 的 系统 , 记 为 TT 形式 地 摹 写 
了 了 中 的 现实 命题 和 理想 命题 及 
ERR. Tr 称 为 了 的 形式 理论 (如 
形式 数论 ) T, 是 作为 一 种 独立 结 
构 而 存在 的 ,通过 对 形式 理论 Tr 的 
无 矛盾 性 的 研究 来 建立 原来 的 古典 
理论 7 的 无 矛盾 性 。 

2. 由 于 研究 形式 理论 T» 时 需 
要 用 到 逻辑 和 数论 , 希 尔 伯 特 建 议 
采用 有 穷 方法 来 建立 一 个 逻辑 系统 
和 初等 数论 ,从 而 避免 循环 论证 
〈 见 数理 逻辑 ) , 希 尔 伯 特 称 之 为 元 
数学 。 用 T. 来 讨论 Tr 的 无 矛盾 性 ， 
T. 中 的 符号 和 公式 是 有 内 容 的 ,对 
Tr 的 讨论 采用 构造 的 方法 ,不 得 涉 
及 实 无 穷 。 

3. 用 元 数学 Ta 来 证 明 在 形式 
理论 Tr 中 ,不 会 有 某 个 论断 4 与 其 
否定 一 4 同时 可 以 推出 ,也 就 是 证 
明 形 式 理论 T. 的 协调 性 ,也 就 保证 
T T, 所 代表 的 了 不 会 产生 了 矛盾。 

注意 这 里 区 分 了 三 种 数学 理 
论 :古典 ( 即 普通 ) 数 学 理论 7,7 
是 直观 的 、 非 形式 的 ,7 中 的 符号 和 
公式 都 是 有 内 容 的 ;@ 形 式 数学 理 
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ie TT, 是 一 个 形式 符号 系统 ,是 
了 的 形式 化 ,7r 通称 为 对 象 理 论 ,其 
中 的 符号 和 公式 都 是 没有 内 容 的 、 
纯 形 式 的 ,但 7; 的 系统 特征 (如 无 
矛盾 性 ?是 可 用 符号 序列 来 表述 的 ， 
@@ 用 以 描述 或 研究 T» 的 数学 理论 
T, , 希 尔 伯 特 称 之 为 元 数学 或 证 明 
it. Hir T. 来 证 明 对 象 理论 
Tr 的 无 矛盾 性 ,从 而 说 明 Tr 所 代 
表 的 古典 数学 理论 7 是 不 会 产生 
矛盾 的 。 

希 尔 伯 特 方案 约 于 1922 年 问 
世 , 曾 引起 数学 界 的 普遍 重视 ,许多 
人 作 了 巨大 的 努力 。 一 些 较 简单 的 
对 象 理论 ,如 命题 演算 一 阶 谓词 演 
算 , 只 含 加 法 的 算术 等 的 无 矛盾 性 
先后 得 到 证 明 , 这 更 促进 了 对 此 方 
案 的 信心 ,但 1931 年 哥 德 尔 在 按 此 
方案 证 明 形 式 数 论 系统 和 形式 实数 
系统 的 无 矛盾 性 时 得 出 了 著名 的 不 
完全 性 定理 。 给 希 尔 伯 特 方案 以 沉 
重 的 打击 ,原来 意义 上 的 希 尔 伯 特 
方案 未 能 实现 。 但 这 一 方案 极 大 地 
推动 了 数理 逻辑 的 发 展 , 证 明 论 就 
由 此 方案 所 创立 , 哥 德 尔 不 完全 性 
定理 也 是 实施 这 一 方案 中 产生 的 重 
要 成 果 。 方 案 的 思想 方法 对 现代 数 
学 起 了 巨大 的 推动 作用 。 

X36 JJ it (recursive theory) 
数理 逻辑 的 一 个 分 支 ,是 一 门 研究 
递归 函数 及 其 推广 的 科学 。 递 归 函 
数 是 一 种 数论 函数 ,其 定义 域 与 值 
域 都 是 自然 数 集 。 只 是 由 于 构 作 函 
数 的 方法 不 同 而 有 别 于 其 他 数论 函 
数 。 将 定义 域 推广 到 不 限于 自然 数 
集 时 , 便 是 所 谓 广义 的 递归 函数 。 

递归 论 这 门 学 科 最 早 可 以 追 漳 
到 原始 递归 式 的 使 用 。 古 代 人 以 及 


现代 的 儿童 对 加 法 及 乘法 的 理解 ， 
实质 上 就 是 使 用 原始 递归 式 。 但 直 
到 16 世纪 的 毛 罗 利 科 ,尤其 是 17 
世纪 的 帕斯卡 才 正 式 使 用 与 递归 式 
密切 相关 的 数学 归纳 法 。19 世纪 德 
国 数 学 家 戴 德 金 和 意大利 数学 家 皮 
亚 诺 正式 使 用 原始 递归 式 来 定义 加 
法 与 乘法 ,从 而 发 展 了 自然 数理 论 。 
1923 年 , 司 寇 伦 提 出 并 初步 证 明 一 
切 初等 数论 中 的 函数 都 可 以 由 原始 
递归 式 作出 , 即 都 是 原始 递归 函数 。 
1931 年 , 哥 德 尔 在 证 明 其 著名 的 不 
完全 性 定理 时 ,以 原始 递归 式 为 主 
要 工具 把 所 有 元 数学 的 概念 都 算术 
化 了 。 原 始 递归 函数 的 重要 性 日 益 
受到 人 们 的 重视 ,人 们 开始 猜测 , 原 
始 递归 函数 可 能 穷尽 一 切 可 计算 的 
函数 但 是 , 阿 克 曼 提出 了 非 原 始 递 
归 的 可 计算 函数 ,否定 了 这 个 猜测 ， 
同时 也 要 求人 们 探讨 原始 递归 函数 
以 外 的 可 计算 函数 。1934 年 , 哥 德 
尔 在 埃 尔 布朗 的 启示 之 下 ,提出 了 
一 般 递 归 函 数 的 定义 ;美国 的 克 林 
于 1936 年 证 明了 这 样 定义 的 一 般 
递归 函数 与 丘 奇 所 定义 的 An npe 
义 函 数 是 相同 的 ,并 给 出 了 几 种 相 
等 价 的 定义 。 这 样 的 一 般 递归 函数 
后 来 被 称 为 埃 尔 布朗 一 哥 德 尔 一 克 
林 定 义 。1936 年 , 丘 奇 .图 林 各 自 独 
立地 提出 一 个 论点 , 即 见 可 计算 的 
函数 都 是 一 般 递归 函数 ,把 递归 函 
数论 与 能 行 性 理论 密切 地 结合 起 
来 ,从 而 使 递归 函数 的 应 用 范围 大 
大 地 扩展 了 。 关 于 递归 函数 本 身 的 
研究 的 进展 则 在 于 定义 域 的 推广 ， 
从 而 得 到 递归 字 函 数 .a 递归 函数 
和 递归 谤 函 等 等 。 

随 着 集合 论 的 发 展 ,递归 论 也 
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向 广义 递归 论 发 展 。 序 数 上 递归 论 
对 有 穷 概 念 的 推广 在 无 穷 语言 中 得 
到 了 重要 应 用 。 自 然 数 上 递归 论 已 
在 许多 方面 得 到 应 用 。 

随 着 计算 机 的 发 展 , 要 求 把 十 
典 数 学 能 行 化 。 以 尼 罗 德 为 代表 的 
递归 论 学 家 开拓 了 递归 数学 的 研究 
领域 。 他 们 把 古典 数学 的 基本 概念 
算法 化 ,然后 考虑 哪些 数学 定理 可 
以 成 立 哪 些 无 法 成 立 。 递 归 论 在 计 
算 机 科学 中 的 应 用 主要 是 用 于 计算 
复杂 性 理论 。 起 初 是 把 图 灵机 作为 
研究 计算 复杂 性 的 模型 ,考虑 计算 
的 时 间 、 空 间 复杂 性 ,继而 基于 递归 
论 ,再 加 上 适当 的 公理 又 建立 了 抽 
象 计算 复杂 性 理论 。 近 年 来 递归 论 
的 方法 大 量 用 于 P 与 WP 问题 的 研 
究 


算法 (algorithm) 求解 问题 类 
的 .机 械 的 ,统一 的 方法 , 它 由 有 限 
多 个 步骤 组 成 ,对 于 问题 类 中 的 每 
一 个 给 定 的 具体 问题 ,机 械 地 执行 
这 些 步 又 就 可 以 得 到 问题 的 解答 。 
算法 的 这 些 特征 ,使 得 计算 不 仅 可 
以 由 人 ,而 且 可 以 由 计算 机 来 完成 。 
用 计算 机 解决 问题 的 过 程 可 以 分 成 
三 个 阶段 :分析 问题 .设计 算法 和 实 
现 算法 。 

中 国 古 代数 学 就 引入 了 利用 算 
筹 进行 计算 的 算法 , 称 为 “ 术 ”, 中国 
古代 数学 的 主要 成 就 多 是 用 算法 
( 术 ) 表 述 的 ,如 《 九 章 算术 ?的 “ 正 负 
术 ”( 在 世界 上 最 时 引入 负数 及 其 运 
算 规则 )、“ 方 程 术 ”( 以 线性 方程 组 
解 实用 问题 , 求 线性 方程 组 数值 解 
HRW AE AAR GAT 
极限 观念 , 求 圆周 率 的 算法 );《 数 书 
九 章 ) 的 “大 衍 求 一 术 ”( 求 一 次 同 余 


式 组 解 的 方法 ) 和 “ 正 负 开 方术 ”( 求 
一 元 高 次 方程 数值 解 的 算法 ) 等 等 ， 
尤其 后 两 个 术 已 经 给 出 了 比较 复杂 
的 算法 。 它 们 已 经 具备 了 前 面 所 说 
的 那些 算法 的 特征 。 后 来 的 中 国 珠 
算 的 口诀 也 可 以 说 是 一 种 简易 的 算 
法 ,所 解决 的 问题 类 是 算术 运算 。 现 
在 称 为 欧 几 里 得 算法 的 求 两 数 最 大 
公约 数 的 轰 转 相 除法 , 殉 几 里 得 在 
《几何 原本 》 中 只 给 出 这 一 算法 的 思 
想 ,并 没有 以 算法 的 形式 表述 出 来 。 
《 九 章 算术 》 中 的 “ 约 分 术 ” 以 明确 的 
算法 形式 表述 出 求 两 数 最 大 公约 数 
的 方法 。 

中 国 古 代 早 就 有 “算术 ”、“ 算 
法 ”等 概念 ,但 其 含义 是 指 当时 的 全 
部 数学 知识 和 计算 技能 ,与 现代 算 
法 的 含义 不 尽 相同 。 英 文 algorithm 
一 词 也 经 历 了 一 个 演变 过 程 ,最 初 
写法 为 algorism 或 algoritmi, 原 意 为 
用 阿拉 伯 数 字 进 行 计算 的 过 程 。 这 
个 词 源 于 公元 9 世纪 阿拉 伯 数 学 家 
花 拉 子 米 的 名 字 。 

古代 的 计算 一 般 是 数值 计算 。 
现代 计算 已 远 远 突破 了 数值 计算 的 
范围 ,包括 了 大 量 的 非 数 值 计算 , 例 
如 检索 、 表 格 处 理 、 判 断 、 决 策 、 形 式 
逻辑 演绎 等 。 

在 20 世纪 以 前 ,人 们 普遍 认 
为 ,所 有 的 问题 类 都 是 有 算法 的 , 正 
是 为 了 得 到 判定 一 切 科 学 命题 ,起 
码 是 一 切 数学 命题 真 假 的 算法 , 莱 
布 尼 获 开 始 了 数理 逻辑 的 创立 工 
作 。 但 是 20 世纪 初 ,人 们 发 现 有 些 
问题 虽 经 过 长 期 的 研究 ,仍然 找 不 
到 解决 它们 的 算法 。 例 如 希 尔 伯 特 
第 10 问题 , 半 群 上 的 字 的 问题 , 谓 
词 演 算 中 的 任 一 闭合 公式 是 否 为 一 
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定理 的 问题 等 等 。 因 此 人 们 怀疑 这 
些 问 题 找 不 到 解决 它们 的 算法 。 为 
了 证 明 解 这 些 问 题 的 算法 不 存在 ， 
就 要 求 把 算法 概念 予以 精确 化 ,使 
其 能 作为 数学 对 象 来 处 理 。 但 是 在 
这 之 前 数学 界 对 算法 只 有 朴素 的 直 
观 概 念 ,并 无 精确 的 定义 ,因此 产生 
了 建立 算法 的 精确 的 数学 定义 的 问 
题 。20 世纪 30 年 代 这 个 问题 才 得 
到 解决 ,先后 出 现 了 算法 的 几 个 等 
价 的 数学 定义 ,其 中 最 重要 的 是 递 
HRA ARM EARRA. 

1934 年 , 哥 德 尔 最 先 提出 算法 
的 数学 定义 (一 般 递 归 蝇 数 定 义 , 见 
递归 论 )。1936 年 , 克 林 把 它 具 体 
化 ,建立 了 等 式 演算 从 而 定义 了 递 
归 函 数 , 不 久 就 证 明了 递归 函数 与 
Ed EIAS 和 可 定义 函数 (1933 
年 ) 的 等 价 性 。 同 时 ,图 灵 也 引进 了 
著名 的 图 灵机 来 描述 算法 ,继而 也 
证 明了 图 灵 可 计算 函数 与 递归 函数 
的 等 价 性 。 丘 奇 在 知道 图 灵机 以 前 
就 认为 递归 函数 或 如 可 定义 函数 
是 算法 可 计算 函数 的 精确 的 数学 描 
述 ,但 无 法 证 明 它们 的 等 价 性 ,因而 
丘 奇 建立 了 一 个 不 能 证 明 的 论题 : 
一 切 算法 可 计算 函数 都 是 递归 范 
数 , 即 二 者 是 等 价 的 。 后 来 称 之 为 
“上 丘 奇 论题 "。 克 林 曾 怀疑 存在 非 递 
归 的 算法 可 计算 函数 ,但 他 无 法 构 
造 出 反例 ,也 就 接受 了 丘 奇 论题 。 
1936 年 图 灵 也 独立 地 提出 了 上 丘 奇 
论题 的 观点 。 次 年 证 明了 图 灵机 可 
计算 函数 与 和 可 定义 函数 的 等 价 
性 ,由 图 灵 可 计算 滑 数 与 递归 函数 
及 和 可 定义 函数 的 等 价 性 , 丘 奇 论 
题 亦 可 表述 为 :一 切 算法 可 计算 函 
数 都 是 递归 函数 或 图 灵 可 计算 函数 


或 杂 可 定义 函数 。 由 于 图 灵机 的 定 
义 很 符合 人 们 对 算法 的 直观 经 验 ， 
因此 哥 德 尔 在 见 到 图 灵机 后 也 接受 
TEREM. 
丘 奇 论题 为 什么 不 能 证 明 ? 因 
为 “算法 可 计算 ”(“ 能 行 可 计算 ”) 是 
一 个 未 经 严格 数学 定义 的 概念 ,而 
“递归 画 数 ”以 及 图 灵机 ,和 可 定义 
函数 ) 却 是 精确 定义 了 的 数学 概念 ， 
因此 无 法 证 明 它们 的 一 致 。 而 事实 
上 , 丘 奇 论题 的 功能 正在 于 对 “算法 
可 计算 ?这 个 含混 的 概念 精确 化 、 严 
格 化 ,而 且 至 今 也 没有 发 现 反例 ,所 
以 人 们 仍然 接受 它 。 后 来 马尔 可 夫 
提出 了 “正规 算法 ”(1947 年 ) ,波斯 
特 提出 了 “首尾 算法 ”(1943 年 ), 它 
们 也 是 常用 的 算法 定义 ,并 且 也 都 
与 递归 函数 定义 等 价 。 随 着 计算 机 
科学 的 发 展 , 人 们 开始 要 求 在 符号 
串 上 直接 定义 算法 。60 年 代 初 出 现 
了 几 个 等 价 的 定义 ,其 中 我 国 数学 
家 胡 世 华 最 早 发 表 了 “递归 算法 ? 定 
义 。 
模型 论 《model theory) 数理 
逻辑 的 一 个 分 支 ,是 研究 形式 语言 
及 其 解释 (模型) 之 间 的 关系 的 理 
论 。 
用 模型 来 研究 数学 理论 可 追溯 
到 非 欧 几何 的 无 矛盾 性 证 明 ( 见 解 
释 ): 建 立 欧 氏 几 何 模型 从 而 证 明了 
非 欧 几 何 相 对 于 欧 氏 几何 的 无 矛盾 
性 。20 世纪 20 年 代 后 , 随 着 证 明 论 
的 创立 和 发 展 ,对 形式 系统 的 研究 
不 断 深入 ,许多 问题 是 依赖 于 模型 
(解释 ) 来 研究 的 ,例如 可 用 各 种 模 
型 来 论证 一 组 (形式 ?语句 的 无 矛盾 
性 或 范畴 性 ,也 可 用 模型 来 论证 一 
语句 对 一 组 语句 的 独立 性 等 等 。 因 
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而 形式 语言 与 其 解释 之 间 的 关系 问 
题 日 益 受 到 重视 ,成 为 重要 的 研究 
对 象 。 

最 早 的 模型 论 研 究 是 罗 文 汉 姆 
和 斯 科 朗 等 人 的 工作 :1915 EFX 
汉 姆 证 明 , 每 一 组 有 限 多 语句 如 果 
有 模型 的 话 , 则 它 也 有 一 个 可 数 模 
型 ;1920 年 斯 科 朗 把 这 一 结果 推广 
到 有 可 数 个 语句 的 情况 。30 年 代 哥 
德尔 .马尔 采 夫 等 人 在 紧 致 性 定理 
方面 的 工作 也 是 重要 的 葛 基 工作 。 
但 是 直到 50 年 代 , 模 型 论 才 正式 成 
为 一 门 新 的 学 科 , 主要 标志 是 1949 
年 享 肯 发 表 的 完全 性 定理 的 新 证 
明 ,1950 年 国际 数学 家 大 会 上 塔 尔 
斯 基 与 罗宾逊 的 报告 以 及 1951 年 
罗 宾 和 逊 《 代 数 的 元 数学 》 的 发 表 。 

一 个 形式 语言 多 的 解释 u 称 为 
此 语言 的 一 个 模型 或 结构 。4 是 一 
个 具有 若干 运算 、 关 系 及 特 指 元 素 
的 非 空 集合 ,也 称 为 泛 人 代数。 所以， 
模型 论 又 被 形容 为 “ 泛 代数 十 逻 
辑 "?。 由 于 所 涉及 的 逻辑 系统 不 同 ， 
模型 论 可 分 为 ;一 阶 模型 论 、 高 阶 模 
型 论 , 模 态 模 型 论 、 多 值 模型 论 等 。 
由 于 在 数理 逻辑 中 以 一 阶 逻 辑 发 展 
最 成 熟 ,所 以 ,模型 论 中 也 以 一 阶 模 
型 论 内 容 最 丰富 ,应 用 也 最 多 。 

构造 模型 是 模型 论 的 重要 课 
题 ,模型 论 采 用 了 许多 独特 的 构 模 
方法 和 工具 。 例 如 50 年 代 塔 尔 斯 基 
与 沃 特 提出 的 初等 子 模型 ;70 年 代 
罗宾逊 等 人 提出 的 模型 论 力 人 迫 法 ; 
由 斯 科 朗 提出 而 在 50 年 代 由 沃 希 
”等 人 作 了 系统 化 的 超 积 等 。 这 些 方 
面 后 来 都 有 新 的 发 展 。 

模型 论 应 用 于 数学 各 分 支 , 取 
得 了 许多 新 结果 ,在 代数 方面 应 用 ， 


取得 群 论 和 域 论 的 一 些 结果 ,如 阿 
克 斯 与 柯 琴 用 它 解决 了 著名 的 阿 廷 
猜想 。 在 分 析 方 面 应 用 ,罗宾逊 建构 
了 非 标 准 分 析 (1960 一 1961 年 ), 现 
已 发 展 为 一 整套 非 标准 数学 。 
判定 问题 (Cdecision problem) 
判定 某 类 问题 是 否 具 有 算法 解 ， 
或 者 是 否 存在 能 行 性 的 方法 使 得 对 
该 问题 类 中 的 每 一 个 特例 能 在 有 限 
步 内 机 械 地 判定 它 是 否 具 有 某 种 性 
质 的 问题 。 如 果 对 某 类 问题 已 经 获 
得 这 种 能 行 的 方法 ,就 说 这 类 问题 
是 可 判定 的 ,或 者 说 其 判定 问题 是 
可 能 的 ;如 能 证 明 某 类 问题 不 可 能 
存在 这 样 的 方法 ,就 说 这 类 问题 不 
是 能 行 可 判定 的 。 判 定 问 题 有 不 同 
的 表述 .从 语义 方面 看 ,判定 问题 是 
要 确定 一 公式 是 否 常 真 , 即 是 否 普 
饥 有 效 , 或 是 否 可 满足 ! 从 语法 方面 
看 , 它 是 要 确定 某 一 公式 是 可 证 ,还 
是 可 否 证 。 
土 述 “ 是 否 有 算法 解 ”“ 是 否 存 
在 能 行 的 方法 ”的 说 法 中 的 “是 ”, 指 
有 算法 解 或 有 能 行 的 方法 ,这 是 不 
成 问题 的 ,因为 人 们 的 直观 至 少 在 
理论 上 可 以 判定 一 个 解 是 算法 解 或 
一 种 方法 是 能 行 的 方法 ,因而 证 明 
一 个 理论 的 判定 问题 可 解 ,只 需 给 
出 一 个 算法 再 证 明 算法 为 所 求 即 
可 。 对 其 中 的 “ 否 ” 即 不 存在 算法 解 
或 不 存在 能 行 的 方法 , 则 首先 要 把 
“算法 ”“ 能 行 性 ”概念 精确 化 ,给 出 
严格 的 数学 定义 ,使 它们 的 类 成 为 
明确 的 数学 对 象 ,从 而 能 用 严格 的 
数学 方法 证 明 对 某 类 问题 它们 不 存 
在 .算法 和 能 行 性 概念 是 在 30 ER 
中 期 严格 化 的 (在 研究 判定 问题 的 
需要 推动 下 , 见 算法 .递归 论 ), 从 那 
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时 起 人 们 才 得 以 解决 大 量 的 不 可 判 
定 的 问题 。 
判定 问题 成 果 举 例 : 
1. 可 判定 问题 。1927 年 兰 福 德 
证 明了 自然 数 及 有 理 数 的 线性 序 理 
论 的 判定 问题 可 解 ;1929 年 普 雷 斯 
伯 格 证 明了 自然 数 的 加 法 理论 可 判 
定 ;1940 年 , 塔 尔 斯 基 证 明了 布尔 
代数 的 初等 理论 可 判定 ;1948 年 ， 
他 证 明了 代数 封闭 域 的 初等 理论 可 
判定 ;1954 Œ, H OK SEEK UE BB T X 
换 群 的 初等 理论 可 判定 ;1968 年 ， 
阿 克 斯 证 明了 有 限 域 的 初等 理论 可 
判定 。 
2. 不 可 判定 问题 :1936 年 , 丘 
奇 证 明 皮 亚 诺 算术 理论 PA 不 可 判 
定 ; 同 年 , 罗 塞 证 明 PA 的 任何 无 矛 
盾 扩 张 都 不 可 判定 ;1936 E, ER, 
1937 年 图 灵 证 明 一 阶 逻 辑 不 可 判 
定 ;1955 年 诺 维 科 夫 ,1959 年 布 恩 
证 明 群 的 字 间 题 不 可 判定 ; 1970 
年 , 马 季 亚 谢 维 奇 证 明 希 尔 伯 特 第 
10 问题 不 可 判定 。 
对 可 解 的 情形 有 一 个 算法 复杂 
性 或 可 行 性 问题 ,对 不 可 解 问题 ,有 
一 个 可 解 度 问 题 。 
公理 集合 论 (axiomatic set 
theory) 数理 逻辑 的 主要 分 支 之 
一 ,是 用 公理 化 方法 处 理 朴 素 集合 
论 的 内 容 的 理论 ,更 重要 的 ,是 研究 
合 论 的 元 数学 性 质 一 一 集合 论 的 
模型 .各 公理 的 关系 .各 系统 之 间 的 
关系 .各 种 不 可 判定 语句 ,以 及 集合 
论 公 理化 过 程 中 所 提出 的 种 种 新 方 
法 和 新 问题 的 理论 。 
1908 年 策 梅 罗 提出 了 第 一 个 
集合 论 公理 系统 ,由 在 避免 集合 论 
中 的 悖 论 ( 见 集 合 论 ),20 年 代 弗 伦 


克 尔 和 斯 科 朗 加 以 改进 和 补充 ,得 
到 常用 的 策 梅 罗 - 弗 伦 克 尔 公理 系 
统 , 简 记 为 27?。 这 是 一 个 建立 在 有 
等 词 和 属于 关系 的 一 阶 谓词 演算 之 
上 的 形式 系统 。 它 的 非 逻 辑 公理 有 : 
外 延 公理 、 空 集 公理 、 无 序 对 公理 、 
并 集 公理 .每 集 公理 .替换 公理 模 
式 \ 正 则 公理 。 如 果 另 加 选择 公理 
(40) 则 所 得 到 的 公理 系统 简 记 为 
ZFC, 

已 经 证 明 ,28 对 于 发 展 集合 论 
是 足够 的 , 它 能 避免 已 知 的 集合 论 
悖 论 ,并 在 数学 基础 研究 中 提供 一 
种 方便 的 语言 和 工具 。 在 ZF 中 , 几 
乎 所 有 的 数学 概念 都 能 用 集合 论语 
言 表达 。 数 学 定理 也 大 都 可 以 在 
ZFC 系统 内 得 到 形式 证 明 。 因 而 作 
为 整个 数学 的 基础 ,2Zzp 是 完备 的 。 
数学 的 无 矛盾 性 可 归结 为 ZFC 的 
无 矛盾 人性。 

由 哥 德 尔 不 完全 性 定理 可 知 ， 
如 果 Zr 是 无 矛盾 的 , 则 在 ZF 中 不 
能 证 明 自 身 的 无 矛盾 性 。 所 以 ,在 公 
理 集 合 论 中 只 考虑 相对 无 矛盾 性 问 
题 ,解决 的 方法 是 构造 模型 .常用 三 
种 方法 ;内 模型 法 ,外 模型 法 ( 力 迫 
方法 ) ,对 称 模型 法 。1938 年 , 哥 德 
尔 证 明了 CH 对 于 ZFC 的 相对 无 矛 
盾 性 ,用 的 就 是 内 模型 法 。1963 年 ， 
科恩 创立 外 模型 法 ,证 明了 CH 相 
对 于 ZF 的 独立 性 。 

公理 集合 论 的 一 个 研究 领域 是 
由 朴素 集合 论 中 对 无 穷 组 合 问题 的 
研究 发 展 而 来 的 组 合集 合 论 。 另 一 
个 研究 领域 是 描述 集合 论 (谱系 理 
论 ) ,主要 探讨 划分 层次 (级 ) 后 的 实 
数 子 集 的 结构 性 质问 题 。 在 研究 这 
两 个 领域 的 许多 问题 时 ,都 要 用 到 
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2F( 或 ZFC) 以 外 的 附加 假设 (公理 ) 
才能 判定 .常用 的 附加 假设 有 :可 构 
成 公理 ,各 种 大 基数 公理 ,以 及 与 
AC 不 相 容 的 决定 性 公理 等 。 

1938 年 , 哥 德 尔 提 出 了 可 构成 
公理 ， 60 一 70 年 代 ， 这 一 公理 得 到 
重视 和 发 展 。 大 基数 公理 虽然 早已 
提出 [在 2 十 大 基数 公理 ( 即 “ 存 在 
一 大 基数 ”) 的 公理 系统 中 ,可 以 证 
明 ZF 是 无 矛盾 的 ] ,但 直到 60 年代 
以 后 才 作为 公理 集合 论 某 一 领域 的 
附加 假设 使 用 。 几 乎 每 一 种 大 基数 
都 是 的 某 种 性 质 向 不 可 数 基数 的 
推广 。 可 构成 性 、 大 基数 和 力 迫 方法 
(外 模型 法 ) 已 成 为 当代 公理 集合 论 
研究 的 三 大 主流 ,它们 又 是 三 种 重 
要 的 工具 。 随 着 无 穷 对 策 的 产生 和 
对 策 论 在 数学 各 分 支 的 渗透 ,决定 
性 公理 也 日 益 受 到 重视 。 

数学 基础 Cfoundations of 
mathematics) 研究 数学 中 带 有 
普遍 性 和 本 质 性 问题 的 理论 。 这 些 
问题 大 体 上 可 以 分 作 三 类 :一 类 是 
数学 中 的 逻辑 问题 ,如 公理 系统 的 
无 矛盾 性 、 数 学 形式 化 体系 、 元 数学 
等 ;一 类 是 数学 的 方法 论 问题 ,如 数 
学 思想 方法 的 一 般 原则 、 数 学 科学 
的 发 展 规律 .数学 科学 的 结构 等 ; 另 
一 类 是 与 数学 中 的 理论 问题 有 关 的 
哲学 问题 ,如 数学 命题 或 理论 的 真 
理性 \ 数 学 对 象 的 本 体 论 解释 等 有 
时 将 它们 分 别称 为 数学 的 逻辑 基 
础 ,方法论 基础 和 哲学 基础 它们 与 
逻辑 学 .数学 方法 论 和 数学 哲学 都 
有 密切 的 关系 ,但 数学 基础 主要 涉 
及 有 关 问 题 的 数学 方面 ,虽然 它 往 
往 借鉴 于 以 至 于 吸收 后 三 者 的 研究 
成 果 并 对 它们 有 很 大 的 影响 。 


人 们 的 数学 研究 并 不 是 从 数学 
的 基础 开始 的 ,相反 ,只 有 数学 发 展 
到 相当 丰富 的 程度 ,以 至 于 产生 了 
一 系列 的 带 有 普遍 性 和 本 质 性 的 问 
题 而 又 无 法 解决 时 , 才 产 生 了 数学 
基础 研究 以 至 于 数学 基础 学 科 。 

人 们 的 数学 研究 是 从 最 易于 理 
解 .与 人 的 生活 关系 最 密切 的 数学 
知识 一 一 自然 数 和 简单 的 几何 图 形 
开始 的 。 自 然 数 的 运算 和 人 们 
现实 生活 的 需要 很 早 就 使 人 们 产生 
了 有 理 数 的 观念 。 在 世界 各 地 数学 
的 早期 发 展 至 此 都 是 一 致 的 ,接着 ， 
在 注重 理论 探讨 的 十 希腊 , 毕 达 哥 
拉 斯 学 派发 现 了 直角 等 腰 三 角形 的 
直角 边 和 斜 边 不 可 公 度 , 即 如 直角 
边 为 1, 斜 边 不 能 表示 成 有 理 数 , 于 
是 产生 了 第 一 次 数学 危机 ,这 也 是 
人 们 第 一 次 遇 到 需要 研究 的 数学 基 
础 问题 .但 古 希腊 人 避 开 了 它 ,潜心 
于 “ 形 ” 的 探讨 。 中 国 的 刘 徽 也 发 现 
了 开 方 不 尽数 的 问题 ,注重 实用 的 
中 国 古 人 用 有 理 数 ( 十 进 小 数 ) 去 逼 
近 它 得 出 可 用 的 结果 ,并 没有 感到 
逻辑 上 的 困难 。17 世纪 , 微 积分 的 
产生 触发 了 第 二 次 数学 危机 ( 见 微 
积分 学 ) ,人们 再 一 次 过 到 数学 基础 
问题 ,这 一 次 ,中 国 古人 式 的 实用 观 
念 占 了 上 风 , 由 于 微 积分 在 现实 生 
活 中 得 到 多 方面 的 应 用 并 且 取 得 重 
要 的 实际 效果 ,人 们 不 顾 基础 的 “不 
牢固 ”, 在 一 百 多 年 间 把 分 析 数 学 发 
展 为 庞大 的 体系 。 直 到 19 世纪 , 非 
欧 几 何 的 创立 使 人 们 陷入 逻辑 上 两 
难 的 困境 ,人 们 才 真 正 开始 研究 第 
一 个 数学 基础 问题 一 数学 理论 的 
无 矛盾 性 。 人 们 开始 采用 解释 法 证 
明 非 欧 几 何 的 无 矛盾 性 ,与 此 同时 ， 
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微 积分 的 基础 问题 一 一 首先 也 是 无 
巴 盾 性 问题 一 -也 受到 人 们 的 重 
视 , 它 也 采用 了 解释 的 方法 :把 非 欧 
几何 和 微 积 分 的 无 矛盾 性 解释 为 实 
数 的 无 矛盾 性 ,再 解释 为 自然 数 的 
无 矛盾 性 ,每 次 解释 都 更 向 数学 由 
之 发 展 出 来 的 更 简单 的 概念 回归 
(当然 是 更 高 层次 的 .严格 的 ) ,最 
后 , 当 把 自然 数 的 无 矛盾 性 解释 为 
集合 论 的 无 矛盾 性 时 ,似乎 一 切 都 
已 清楚 明白 了 。 于 是 ,在 19 世纪 的 
最 后 一 年 ,数学 家 庞 加 莱 高 兴 地 宣 
布 :“ 数 学 的 严格 性 的 基础 已 经 完全 
确立 起 来 了 1” 在 这 种 情况 下 ,集合 
论 悖 论 的 发 现 无 异 于 晴天 霹雳 , 它 
所 引发 的 第 三 次 数学 危机 是 一 场 真 
正 的 危机 ( 见 悖 论 ) ,包括 逻辑 上 N 
法 论 上 .哲学 上 的 “危机 ”。 数 学 基础 
问题 第 一 次 以 最 迫切 的 需要 的 姿态 
提 到 了 数学 界 的 日 程 上 ,人 们 动用 
了 自己 的 全 部 知识 一 一 包括 逻辑 
的 、 数 学 的 方法论 的 .哲学 的 知识 
一 一 来 解决 数学 基础 问题 ,数学 基 
础 开始 成 为 独立 的 学 科 , 其 标志 就 
是 数学 基础 三 大 学 派 一 一 直觉 主 
义 、 逻 辑 主义 、 形 式 主义 一 一 的 形 
成 ,它们 在 20 世纪 初 有 过 剧烈 的 争 
论 。 后 来 ,三 大 派 都 没有 实现 自己 原 


来 预想 的 目标 ,但 对 数学 基础 学 科 . 


的 发 展 都 起 了 巨大 的 推动 作用 ( 见 
直 党 主义 .逻辑 主义 .形式 主义 ) ,三 
大 学 派 的 数学 成 果 首 先 表现 在 数理 
逻辑 学 科 的 发 展 和 它 的 现代 分 支 
一 一 证 明 论 等 一 一 的 形成 上 。 后 来 
这 些 分 支 中 的 重要 成 果 都 可 以 看 作 
是 数学 基础 研究 的 成 果 , 例如 哥 德 
尔 不 完全 性 定理 (1931) 及 他 关于 
“连续 统 假设 的 无 矛盾 性 ?的 证 明 


(1938) 也 都 是 数学 基础 中 的 重要 成 
果 。 
30 年 代 后 ,三 大 派 的 争论 渐 
少 ,一 些 问题 逐渐 得 到 深入 的 研究 ， 
例如 哥 德 尔 ` 海 丁 等 人 对 直觉 主义 
数学 进行 新 的 探讨 ,指出 数学 研究 
中 本 来 就 存在 着 构造 性 和 非 构造 性 
两 种 倾向 。 后 来 王 浩 把 构造 性 数学 
称 为 做 的 数学 (m. of doing) ,把 非 构 
造 数学 称 为 在 的 数学 (m. of being) 。 
它们 都 是 有 意义 的 ,而 且 不 是 互 不 
相 容 的 。 

当然 ,数学 基础 观点 的 不 同 仍 
将 导致 对 数学 问题 及 其 解 做 不 同 的 
理解 。 例 如 1963 年 , 柯 恩 证 明了 连 
续 统 假设 对 ZrO 系统 的 独立 性 ,他 
进而 认为 CH 问题 已 经 解决 了 , 攻 
为 由 已 证 的 独立 性 , 既 存 在 着 连续 
统 假设 成 立 的 “ 康 托 尔 集合 论 ”, 也 
可 以 存在 连续 统 假设 不 成 立 的 “ 非 
康 托 尔 集合 论 ” ,那么 从 无 矛盾 就 是 
存在 的 形式 主义 观点 出 发 ,肯定 CH 
是 否 是 真 ,还 有 什么 意义 呢 ? 而 非 形 
式 主义 者 看 来 ,连续 统 应 该 有 多 大 
就 只 能 有 多 大 ,这 是 有 客观 标准 的 。 
例如 , 伯 奈 斯 1965 年 就 指出 过 , 科 
恩 研究 连续 统 假设 的 独立 性 的 结果 
是 关于 集合 论 公理 系统 的 证 明 论 
的 ,不 是 直接 关于 集合 论 本 身 的 结 
果 . 换 言 之 , 伯 奈 斯 认为 科恩 只 解决 
了 在 怎样 的 形式 系统 中 不 能 推出 表 
R CH 的 公式 ,而 没有 解决 集合 论 
本 身 的 问题 ,所 以 ,不 承认 科恩 解决 
了 连续 统 问题 。 我 们 现在 还 没有 确 
定 连续 统 的 势 ,但 这 并 不 是 说 ,永远 
不 可 能 确定 它 的 势 。 在 数学 方法 论 
和 哲学 问题 方面 ,这 种 争议 就 更 多 
些 ,有 些 也 就 成 为 数学 方法 论 或 数 
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学 哲学 的 内 容 。 数 学 基础 之 间 的 争 
议 , 到 20 世纪 70 年 代 末 ,尤其 进入 
80 年 代 后 ,渐渐 不 象 过 去 那样 剧烈 
了 。 许 多 领域 都 有 了 更 深刻 的 发 
展 。 
代数 学 (algebra) 数学 中 最 
重要 的 .基础 的 分 支 之 一 。 代 数学 的 
历史 悠久 , 它 随 着 人 类 生活 的 提高 ， 
生产 技术 的 进步 ,科学 和 数学 本 身 
的 需要 而 产生 和 发 展 。 在 这 个 过 程 
中 ,代数 学 的 研究 对 象 和 研究 方法 
发 生 了 重大 的 变化 。 代 数学 可 分 为 
初等 代数 学 和 抽象 代数 学 两 部 分 。 
初等 代数 学 是 更 古老 的 算术 的 推广 
和 发 展 ,而 抽象 代数 学 则 是 在 初等 
代数 学 的 基础 上 产生 和 发 展 起 来 
的 。 
代数 学 的 西 文 名 称 algebra 来 
JT 9 世纪 阿拉 伯 数 学 家 花 拉 子 米 
的 重要 著作 的 名 称 。 该 著作 名 为 
“ilm al— jabr wal muqabalah”, 原意 
是 “还 原 与 对 消 的 科学 ”。 这 本 书 传 
到 欧洲 后 , 简 译 为 algebra。 清 初 曾 输 
入 中 国 两 卷 无 作者 的 代数 学 书 , 译 
为 《阿尔 热 巴 拉 新 法 》, 后 改 译 为 《 代 
数学 》( 李 善 兰 ,1853)。 
初等 代数 学 是 指 19 世纪 上 半 
叶 以 前 的 方程 理论 ,主要 研究 某 一 
方程 (组 ) 是 否 可 解 ,怎样 求 出 方程 
所 有 的 根 ( 包 括 近似 根 ), 以 及 方程 
的 根 所 具有 的 各 种 性 质 等 。 
代数 之 前 已 有 算术 ,算术 是 解 
决 日 常生 活 中 的 各 种 计算 问题 , 即 
整数 与 分 数 的 四 则 运算 。 代 数 与 算 
术 不 同 , 主 要 区 别 在 于 代数 要 引入 
未 知 数 ,根据 问题 的 条 件 列 方程 , 然 
后 解 方程 求 未 知 数 的 值 。 这 一 类 数 
学 问题 , 早 在 古 埃 及 的 数学 纸 草 书 


( 约 公元 前 1800 年 ) 中 就 有 了 启示 ， 
书 中 将 未 知 数 称 为 “ 堆 ”( 一 堆 东 
西 ), 并 以 象形 文字 表示 。 古 巴比伦 
人 也 知道 某 些 二 次 方程 的 解法 ,在 
汉 穆 拉 比 时 代 ( 公 元 前 18 世纪 ?的 
泥 板 中 ,就 载 有 二 次 方程 问题 ,甚至 
还 有 相当 于 三 次 方程 的 问题 。 数 学 
史家 们 曾 为 此 发 生 过 热烈 争论 :在 
什么 意义 下 能 把 巴比伦 数学 看 成 代 
数 ? 

古 希腊 时 代 , 几 何 学 明显 地 从 
数学 中 分 离 出 来 ,并 在 希腊 科学 中 
占 统治 地 位 ,其 威力 之 大 ,以 致 于 纯 
算术 的 或 代数 的 问题 都 被 转译 为 几 
何 语言 : 量 被 解释 为 长 度 , 两 个 量 之 
积 解释 为 矩形 面积 等 。 现 代数 学 中 
保留 的 称 二 次 短 为 “平方 ”, EKE 
为 “立方 ”, 就 是 来 源 于 此 。 古 典 希腊 
时 期 流传 至 今 的 ,与 代数 有 关 的 著 
作 只 有 竺 番 图 的 《算术 》。 书 中 解决 
了 某 些 一 次 .二 次 方程 问题 和 不 定 
方程 问题 ,出 现 了 缩写 符号 和 应 用 
负数 之 例 . 其 问题 构思 精巧 , 解 题 方 
法 极 多 ,但 最 大 的 缺点 是 没有 解 方 
程 的 一 般 方 法 。 

公元 四 世纪 以 后 ,希腊 数学 开 
始 衰微 ,但 印度 和 中 东 地 区 的 数学 
却 获得 了 相当 可 观 的 发 展 。7、8 世 
纪 的 印度 数学 家 主要 研究 不 定 方程 
的 解法 。 在 婆罗 摩 答 多 的 著作 中 ,还 
给 出 了 二 次 方程 ?十 tz 一 g 一 0 的 一 
个 根 的 公式 e TG TFI 
及 某 些 不 定 方程 的 通 解 的 一 般 形 
式 。 印 度 人 已 经 用 缩写 文字 和 一 些 
记号 来 表示 未 知 数 和 运算 。 

在 古代 ,只 有 希腊 几何 学 从 数 
学 中 分 离 出 来 ,算术 与 代数 在 很 长 


数学 学 科 史 295 


时 期 内 都 是 交错 在 一 起 的 。 人 们 只 
能 从 中 归纳 出 具有 代数 特点 的 问 
题 , 作 为 代数 学 的 历史 痕迹 。 代 数学 
发 展 成 为 一 门 独立 的 数学 分 支 应 归 
功 于 中 世纪 的 阿拉 伯 人 。 阿 拉 伯 数 
学 家 系统 地 研究 了 二 次 方程 的 解 
法 ,确定 了 解 方程 求 未 知 量 是 代数 
学 的 基本 特征 ,建立 了 解 方程 的 变 
形 法 则 ,还 特别 创造 了 三 次 方程 的 
几何 解法 。 花 拉 子 米 的 4 代数 学 》 传 
到 欧洲 后 ,作为 标准 课本 流行 了 儿 
百年 ,而 奥马 。 海 亚 姆 关于 “代数 学 
是 解 方程 的 科学 "的 观念 一 直 保 持 
到 19 世纪 末 。 

中 国 古 代 在 代数 学 方面 有 光辉 
的 成 就 。 在 古代 数学 名 著 《 九 章 算 
术 》( 公 元 一 世纪 ) 中 ,记载 了 用 算 筹 
解 一 次 联 立 方程 组 的 一 般 方 法 ,所 
采用 的 “ 正 负 术 ”中 给 出 了 负数 的 概 
念 , 建 立 了 正 .负数 的 运算 法 则 。 中 
国 古 代 把 开 各 次 方 和 解 二 次 以 上 的 
方程 ,统称 为 “ 开 方 ,在 《 周 僚 算 经 》 
和 赵 亦 注 以 及 《 九 章 算术 》 和 刘 徽 注 
中 已 经 有 完整 的 开平 方法 和 开 立 方 
法 。 在 二 次 方程 2 十 ex== A 的 数值 
解法 和 求 根 公 式 这 两 方面 也 有 一 定 
的 成 就 。 唐 初 王 孝 通 的 《 缉 古 算 经 》 
的 大 部 分 内 容 是 求 三 次 方程 的 正 
根 , 还 发 展 了 三 次 方程 的 数值 解法 。 
宋 元 时 期 ,中 国 数学 家 对 高 次 方程 
的 研究 取得 更 加 辉煌 的 成 就 。 北 宋 
数学 家 页 宪 提 出 了 著名 的 “ 开 方 作 
法 本 源 图 ”( 即 页 完 三 角 ) 和 增 乘 开 
方法 ,并 用 来 解决 二 项 方程 近似 根 
求法 。 南 宋 秦 九 韶 把 增 乘 开 方法 运 
用 于 高 次 方程 ,在 高 次 方程 数值 解 
法 问题 上 做 出 了 具有 世界 意义 的 重 
大 贡献 。 金 .元 之 际 数 学 家 李 冶 研究 


列 一 元 方程 式 的 方法 ,创立 “天 元 
术 ”; 元 朝 朱 世 杰 又 把 这 种 方法 推广 
到 多 元 高 次 方程 组 ,创立 “四 元 术 ”， 
为 代数 学 的 发 展 做 出 新 的 贡献 。 

在 中 地 纪 的 欧洲 ,对 代数 学 有 
较 大 贡献 的 是 意大利 数学 家 斐 波 那 
契 ,他 的 《算盘 书 )1202) 是 这 一 时 
期 最 重要 的 数学 著作 ,其 中 系统 地 
向 欧洲 人 介绍 了 阿拉 伯 的 算术 和 代 
数 。 书 中 载 有 一 个 有 趣 的 “兔子 繁殖 
问题 ”( 见 斐 波 那 契 兔 子 问 题 ) ,导致 
有 名 的 斐 波 那 契 级 数 的 研究 ,后 人 
发 现 这 个 级 数 有 许多 重要 和 而 有 趣 的 
性 质 ,至今 仍 有 人 在 研究 ,美国 在 
20 世纪 60 年 代 初 还 创办 《 斐 波 那 
REM 专门 刊登 这 方面 的 新 发 


“二 次 方程 的 求 根 公式 在 花 拉 子 
米 时 代 就 已 经 得 到 ,但 三 、 四 次 方程 
的 求 根 公 式 却 直到 15 世纪 末 还 没 
有 得 到 。16 世纪 上 半 叶 ,意大利 数 
学 家 塔 尔 塔 利 亚 首先 得 到 了 三 次 方 
程 的 一 般 解 法 ,其 方法 却 由 另 一 位 
意大利 数学 家 卡尔 达 诸 抢先 在 他 的 
著作 《4 大 术 》C1545) 中 公布 ,为 此 引 
出 一 场 风波 ,其 中 包括 400 多 年 前 
的 著名 的 数学 竞赛 。 三 次 方程 的 求 
根 公 式 以 “卡尔 达 诺 公式 ”流传 下 
来 。 四 次 方程 的 一 般 解 法 由 卡尔 达 
诺 的 学 生 费 拉 里 得 到 。 

在 出 现 普遍 适用 的 代数 符号 之 
前 ,代数 方程 理论 的 发 展 是 缓慢 的 、 
曲折 的 。 花 拉 子 米 的 《代数 学 ) 完 全 
用 文字 叙述 ,使 用 起 来 很 不 方便 . 丢 、 
番 图 和 印度 数学 家 都 使 用 过 一 些 缩 
写 文字 和 记号 ,但 很 不 系统 ,没有 被 
后 人 采纳 。 在 十 二 世纪 以 后 欧洲 的 
代数 学 文献 中 陆续 出 现 过 一 些 简写 
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法 ,包括 一 些 运算 的 表示 ,如 用 五 
和 及 表示 “加 ”和 “ 减 ”, 等 等 。 

符号 代数 学 的 最 终 确立 是 由 法 
国 数学 家 韦 达 完成 的 ,他 的 《分 析 术 
入 门 ) 鹤 西方 数学 史家 推崇 为 第 一 
部 符号 代数 学 ,在 书 中 ,他 自觉 地 系 
统 地 运用 字母 代 蔡 数字 ,用 辅音 字 
母 表示 已 知 数 ,元 音字 母 表示 未 知 
数 。 韦 达 还 明确 指出 代数 与 算术 的 
区 别 ,前 者 是 “类 的 算术 ”( 施 行 于 事 
物 的 类 和 形式 的 运算 ”), 后 者 是 “ 数 
的 算术 ”。 于 是 代数 学 更 带 有 普遍 
性 ,形式 更 抽象 ,应 用 更 广泛 。 在 稍 
后 的 工作 里 , 韦 达 改进 了 三 .四 次 方 
程 的 解法 ,他 还 对 * 王 2.3 的 情形 ， 
建立 了 方程 的 根 与 系数 之 间 的 关 
系 , 即 现在 称 为 韦 达 定理 的 结果 。 后 
来 笛 卡 儿 改 进 了 韦 达 创造 的 符号 系 
统 , 用 a,b,6, OR ELLE nay oz, 
… 表 示 未 知 量 。 

18 世纪 对 代数 学 的 研究 时 常 
要 服从 分 析 学 的 需要 ,许多 人 甚至 
把 分 析 看 作 代数 的 延伸 。 其 实 这 一 
时 期 代数 学 的 发 展 为 19 世纪 的 划 
命 性 变化 奠定 了 基础 。 高 斯 研究 了 
复数 及 其 运算 的 几何 表示 ,给 出 代 
数 基本 定理 的 第 一 个 证 明 (1799)。 
法 国 数学 家 拉 格 朗 日 . 旺 德 蒙 德 , 意 
大 利 数学 家 和 鲁 菲 尼 等 研究 五 次 以 上 
代数 方程 的 解法 ,发 现 根 的 有 理 函 
数 与 根 置换 对 方程 性 质 的 深刻 影 
响 , 开 始 认识 到 五 次 以 上 的 代数 方 
程 用 根 式 求解 的 不 可 能 性 。 

在 19 世纪 ,代数 学 发 生 了 革命 
性 的 变革 。 首 先是 挪威 数学 家 阿 贝 
尔 证 明了 (1824 一 1826) 五 次 以 上 的 
一 般 代数 方程 不 可 能 用 根 式 求解 ， 
并 实质 上 引进 了 域 和 在 给 定 域 中 不 


可 约 多 项 式 这 两 个 概念 。 紧 接着 
〈1832) ,法 国 数学 家 做 罗 瓦 对 于 高 
次 方程 是 否 能 用 根 式 求解 问题 给 出 
更 彻底 的 解答 。 他 引进 了 置换 群 的 
正规 子 群 . 数 域 的 扩 域 、. 群 的 同 构 等 
概念 ,证 明了 由 方程 的 根 的 某 些 置 


换 所 构成 的 群 ( 即 伽 罗 瓦 群 ) 的 可 解 


性 是 方程 根 式 可 解 的 充分 必要 条 
件 。 作 罗 瓦 的 工作 并 没有 立即 为 人 
们 所 了 解 和 接受 ,直到 1870 年 才 由 
法 国 数学 家 若 尔 当 在 他 的 著作 《 置 
换 与 代数 方程 专著 》 中 给 出 第 一 个 
全 面 而 清晰 的 阐述 ,他 还 补充 了 自 
己 的 新 成 果 , 这 部 著作 大 大 地 推进 
了 置换 群 论 的 研究 。 

几乎 与 徊 罗 瓦 的 工作 同时 , 英 
国 数学 家 皮 科 克 发 表 了 他 的 《代数 
通论 X1830) ,其 中 对 代数 运算 基本 
法 则 进行 研究 ,试图 建立 一 门 更 一 
般 的 代数 , 它 仅 是 符号 及 其 满足 的 
某 些 运 算法 则 的 科学 。 英 国 数学 家 
德 ， 摩 根 和 布尔 在 这 方面 也 做 出 了 
重要 尝试 。 这 些 工作 预示 了 抽象 代 
数学 的 产生 。 

另 一 项 引起 代数 学 变革 的 工作 
来 自 英国 数学 家 哈密 顿 和 德国 数学 
家 格拉 斯 曼 ,前 者 在 1843 年 构造 出 
第 一 个 不 满足 乘法 交换 律 的 数学 对 
象 一 一 四 元 数 ,后 者 则 在 1844 年 独 
立地 得 到 更 一 般 的 具有 ?个 分 量 的 
超 复 数理 论 。 

在 数论 方面 ,由 于 对 费 马 大 定 
理 的 研究 ,德国 数学 家 库 默 尔 引进 
T (1845 一 1847) “理想 数 ”概念 ,在 
此 基础 上 , 戴 德 金 发 展 了 理想 理论 。 
这 项 工作 不 仅 对 代数 数论 的 发 展 有 
重要 影响 ,而 且 开 辟 了 抽象 代数 发 
展 的 道路 。 
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在 布尔 的 工作 的 影响 下 , 英国 
数学 家 凯 莱 和 西 尔 维 斯 特 共 同 创 立 
了 代数 型 的 理论 ,奠定 了 关于 代数 
不 变量 理论 的 基础 。 这 项 工作 也 是 
引 向 抽象 代数 学 建立 的 动力 。 

自 19 世纪 初 以 来 ,引起 代数 学 
的 变革 并 最 终 导致 抽象 代数 学 产生 
的 工作 还 可 以 列举 一 些 ,这 些 工作 
大 致 可 分 属于 群 论 , 代 数 数论 和 线 
性 代数 这 三 个 主要 方面 .到 19 世纪 
未 ,数学 家 们 从 许多 分 散 出 现 的 具 
体 研 究 对 象 抽 象 出 它们 的 共同 特征 
来 进行 公理 化 研究 ,完成 了 来 自 上 
述 三 个 方面 工作 的 综合 ,终于 使 代 
数学 发 展 成 为 抽象 代数 学 。 近 代 德 
国学 派对 这 一 步 综 合 的 工作 起 到 主 
要 作用 。 自 19 世纪 未 戴 德 金 和 和 希 尔 
伯 特 的 工作 开始 ,在 韦伯 三 卷 巨著 
的 影响 下 , 施 泰 尼 蒋 于 1911 年 发 表 
了 重要 论文 《 域 的 代数 理论 》, 对 抽 
象 代数 学 的 建立 贡献 很 大 。 20 世纪 
20 年 代 以 来 ,以 EE。 诺 特 和 阿 廷 以 
及 他 们 的 同事 .学 生 们 为 中 心 ,抽象 
代数 学 得 到 空前 的 发 展 。 荷 兰 数 学 
家 范 德 瓦 尔 登 根据 诺 特 和 阿 廷 的 讲 
稿 于 30 年 代 初 写成 (近世 代数 学 》， 
综合 当时 抽象 代数 学 各 方面 的 工作 
于 一 书 , 对 于 抽象 代数 学 的 传播 和 
发 展 起 了 巨大 的 推动 作用 。 

抽象 代数 学 是 以 研究 数字 、 文 
字 和 更 一 般 元 素 的 代数 运算 的 规律 
和 由 这 些 运 算 适 合 的 公理 而 定义 的 
各 种 代数 结构 的 性 质 为 其 中 心 问题 
的 。 因 此 抽象 代数 学 对 于 全 部 现代 
数学 和 一 些 其 他 科学 领域 都 有 重要 
的 影响 。 

随 着 数学 中 各 分 支 理 论 的 发 展 
和 应 用 的 需要 ,抽象 代数 学 得 到 不 


断 的 发 展 。 在 1933—1938 年 ,经 过 
THERE A * WFE KESEN 
和 斯 通 等 人 的 工作 , 格 论 确定 了 在 
代数 中 的 地 位 。 而 自 20 世纪 40 年 
代 中 叶 起 , 作为 线性 代数 的 推广 的 
模 论 得 到 进一步 的 发 展 并 产生 深刻 
的 影响 。 证 代数 、 同 调 代 数 . 范 畴 等 
新 领域 也 被 建立 和 发 展 起 来 。 

在 中 国 ,抽象 代数 学 的 研究 始 
于 30 年 代 。 中 国 数学 家 已 在 许多 方 
面 取得 了 有 意义 的 和 重要 的 成 果 ， 
其 中 尤 以 曾 炯 之 .华罗庚 和 周 炜 良 
的 工作 更 为 显著 。 

Tİ A (Logarithm # =N (a 
220,251), W 5 URLA a JE N B5 
对 数 , 记 作 b=log N. 35 a=10 时 称 
作 常 用 对 数 , 当 s=e 时 , 称 作 自然 
对 数 。 

对 数 的 发 明 是 16 址 纪 末 至 17 
世纪 初 的 事 。 当 时 在 自然 科学 领域 
特别 是 天 文学 方面 经 常 遇 到 十 分 复 
杂 的 数值 计算 ,数学 家 们 为 了 寻求 
化 简 计 算 的 方法 而 发 明了 对 数 。 一 
般 认为 ,对 数 是 由 苏格兰 数学 家 纳 
皮尔 和 瑞士 工程 师 比 尔 吉 彼此 独立 
地 发 明 的 。 但 在 此 之 前 ,在 法 国 数学 
家 许 凯 (15 世纪 ) 和 德国 数学 家 施 
蔓 费 尔 (1487 一 1567) 的 工作 中 就 孕 
育 了 对 数 的 思想 。 他 们 研究 等 比 数 
列 与 等 差 数 列 之 间 的 关系 ,特别 是 
施 蒂 费 尔 将 这 两 种 数列 加 以 对 比 ， 
指出 ,等 比 数列 各 项 的 乘 、 除 . 乘 方 、 
开 方 运算 、 相 当 于 等 差 数 列 相应 各 
项 的 加 、 减 . 乘 、 除 运算 .但 是 他 们 都 
没有 进一步 发 展 这 种 思想 。 

比尔 吉 是 瑞士 的 一 位 工程 师 ， 
他 曾 担任 著名 天 文学 家 开 普 勒 的 助 
手 , 因 此 经 常 接触 复杂 的 天 文 计算 ， 
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于 是 产生 了 化 简 数 值 计算 的 强烈 愿 

望 .他 受 施 蒂 费 尔 工作 的 影响 ,考虑 

等 差 数列 | 
0,10,20, ---, 105 

和 与 之 对 应 的 等 比 数列 


10*, 10 C1 + Sp 10 (1 十 
doas amodo 
100 710 O19) 


由 此 建立 了 一 种 对 数 体系 ,于 1620 
年 发 表 在 《等 差 数 列 和 等 比 数 列表 》 
中 。 不 难看 出 ,比尔 吉 所 造 的 对 数 
表 , 把 对 数 的 底 取 为 (1. 0001) 与 
现在 自然 对 数 的 底 。 相 差 甚 小 。 

比尔 吉 发 明 对 数 的 时 间 大 约 在 
1610 年 ,但 他 推迟 了 发 表 的 时 间 ， 
而 纳 皮尔 的 对 数 表 在 1614 年 公 诸 
于 世 , 早 比尔 吉 6 年 。 纳 皮尔 是 苏 格 
兰 的 一 个 贵族 ,他 对 数值 计算 具有 
研究 .他 制造 的 “ 纳 皮 尔 算 筹 ”, 化 简 
了 乘除 法 运算 ,其 原理 就 是 用 加 减 
法 来 代替 乘除 法 。 纳 皮尔 发 明 对 数 
的 动机 是 为 寻求 球面 三 角 计 算 的 简 
便 方法 ,他 依据 一 种 非常 独特 的 与 
质点 运动 有 关 的 设想 构造 出 所 谓 对 
数 方 法 ,其 核心 思想 表现 为 算术 数 
列 与 几何 数列 之 间 的 联系 。 在 他 的 
《奇妙 的 对 数 表 的 描述 》 中 冰 明 了 对 
数 原理 ( 见 区 奇妙 的 对 数 表 的 描 
述 洒 ), 后 人 称 他 发 明 的 对 数 为 纳 皮 
尔 对 数 , 记 为 Nw. logz, 它 与 自然 对 
数 的 关系 为 

10 


Nap. logz— 10*In P 


现在 通用 的 以 10 为 底 的 常用 
对 数 , 是 由 另 一 位 英国 数学 家 布 里 
格 斯 首先 采用 的 ,在 他 1624 年 出 版 
的 4 对 数 算术 》 中 , 载 有 14 位 的 常用 
对 数 表 .。 他 还 制作 了 正弦 .正切 对 数 


表 。 荷 兰 数学 家 兼 出 版 商 弗 拉克 补 
充 了 布 里 格 斯 的 对 数 表 ,他 出 版 的 
几 种 对 数 表 ( 包 括 三 角 函 数 对 数 表 ) 
很 快 在 欧洲 普及 。 弗 拉克 还 最 早 曾 
明 对 数 首 数 的 意义 。 

关于 以 e 为 底 的 自然 对 数 的 准 
确 涵义 ,是 由 英国 一 位 数学 教师 斯 
佩 德尔 CJ. Speidell) 首 先 指 出 的 ,他 
在 1619 年 出 版 了 关于 对 数 的 著作 ， 
包含 1 一 1000 的 自然 对 数 表 。 

对 数 传 到 中 国 的 时 间 是 17 世 
纪 中 时, 中国 数学 家 醉 风 窑 和 波兰 
传教 士 称 尼 阁 合 作 的 《比例 对 数 表 》 
是 我 国 最 早 的 对 数 著作 。 

二 项 式 定 理 (binomial theo- 

rem) 这 里 指 (a 十 5)" TE s HER 
数 时 的 展开 式 。(a 十 b)" 的 系数 表 


1 3 3 1 
14641 
1.5 10 10 5 1 
1 6 15 20 15 6 1 


在 我 国 称 为 “ 贾 宪 三 角 ” 一 般 认 为 
是 北宋 数学 家 页 宪 所 首创 。 它 记载 
于 杨辉 的 《详解 九 章 算法 》(1261) 之 
中 。 在 阿拉 伯 数 学 家 卡 西 的 著作 《 算 
术 之 钥 》(1427) 中 也 给 出 了 一 个 二 
项 式 定理 系数 表 , 他 所 用 的 计算 方 
法 与 夏 宪 的 完全 相同 。 在 欧洲 ,德国 
数学 家 阿 皮 安 努 斯 在 他 1527 年 出 
版 的 算术 书 的 封面 上 刻 有 此 图 。 但 
一 般 却 称 之 为 “帕斯卡 三 角形 ”, 因 
为 帕斯卡 在 1654 年 也 发 现 了 这 个 
结果 。 无论 如 何 , 二 项 式 定 理 的 发 
现 , 在 我 国 比 在 欧洲 至 少 要 早 300 
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年 。 
1665 年 ,牛顿 把 二 项 式 定理 推 
广 到 2 为 分 数 与 负数 的 情形 ,给 出 
了 (CP 十 PO)* 的 展开 式 。 
二 项 式 定理 在 组 合理 论 、 开 高 
次 方 .高 阶 等 差 数 列 求 和 ,以 及 差分 
法 中 有 广泛 的 应 用 。 
代数 方程 (algebraic egua- 
tion) 指 多 项 式 方程 ,其 一 般 形 式 
为 : 
a,z* -F a,-,2* 1 十 十 qz 十 二 
0， 
是 代数 学 中 最 基本 的 研究 对 象 之 


在 20 世纪 以 前 , 解 方程 一 直 是 
代数 学 的 一 个 中 心 同 题 。 二 次 方程 
的 求解 问题 历史 久远 。 在 巴比伦 泥 
板 中 (公元 前 18 世纪 ?就 载 有 二 次 
方程 的 问题 。 古 希腊 人 也 解 出 了 某 
” 些 二 次 方程 。 中 国 古 代数 学 家 赵 夹 
(公元 3 世纪 ) 在 求解 一 个 有 关 和 面积 
的 问题 时 ,相当 于 给 出 二 次 方程 
— + kr= A 的 一 个 根 «T (一 


V E—44), 7 世纪 印度 数学 家 婆罗 
摩 笈多 给 出 方程 ?十 pr 一 9 二 0 的 一 


个 根 的 公式 z= 去 (VF 十 4 一 7)。 


一 元 二 次 方程 的 一 般 解 法 是 9 世纪 
阿拉 伯 数 学 家 花 拉 子 米 建立 的 。 
对 三 次 方程 自古 以 来 也 有 很 多 
研究 ,在 巴比伦 泥 板 中 ,就 有 相当 于 
三 次 方程 的 问题 。 阿 基 米 德 也 曾 讨 
RANE aet 的 几何 解法 。 
11 世纪 波斯 数学 家 奥马 。 海 亚 姆 
创立 了 用 圆锥 曲线 解 三 次 方程 的 几 
何方 法 ,他 的 工作 可 以 看 作 是 代数 
与 几何 相 结合 的 最 早 尝试 。 但 是 三 、 


T————— 


四 次 方程 的 一 般 解 法 ( 即 给 出 求 根 
公式 ), 却 直到 15 世纪 末 也 还 没有 
TUR SL. 意大利 数学 家 帕 乔 利 在 
1494 年 出 版 的 著作 中 还 说 :“z’ 十 mz 
=n, += mmn 为 正 数 ) 现 在 之 
不 可 解 , 正 象 化 圆 为 方 问题 一 样 .” 
但 到 16 世纪 上 半 叶 ,三 次 方程 的 一 
般 解 法 就 由 意大利 数学 家 费 罗 、 塔 
尔 塔 利 亚 和 卡尔 达 诺 等 得 到 ,三 次 
方程 的 求 根 公式 最 早出 现在 卡尔 达 
诺 的 《大 术 》(1545) 之 中 。 四 次 方程 
的 求 根 公式 由 卡尔 达 庶 的 学 生 费 拉 
里 首先 得 到 ,也 记载 于 卡尔 达 诺 的 
《大 术 》 中 。 

在 16 世纪 末 到 17 世纪 上 半 
叶 , 数 学 家 们 还 探讨 如 何 判定 方 程 
的 正 根 . 负 根 和 复 根 的 个 数 。 卡 尔 达 
诺 曾 指出 一 个 实 系数 方程 的 复 根 是 
成 对 出 现 的 ,牛顿 在 他 的 《广义 算 
术 ) 中 证 明了 这 一 事实 ,第 卡 儿 在 他 
的 《几何 学 ) 中 给 出 了 正 负 号 法 则 
(通称 笛 卡 儿 法 则 ), 即 多 项 式 方程 
f(z) 一 0 的 正 根 的 最 多 数目 等 于 系 
数 变 号 的 次 数 ,而 负 根 的 最 多 数目 


， 等 于 两 个 正 呈 和 两 个 负 号 连续 出 现 


的 次 数 。 但 笛 卡 儿 本 人 没有 给 出 证 
明 , 这 个 法 则 是 18 世纪 的 几 个 数学 
家 证 明 的 。 牛 顿 在 《广义 算术 》 中 给 
出 确定 正 负 根 数目 上 限 的 另 一 法 
则 ,并 由 此 推出 至 少 能 有 多 少 个 复 
数 根 。 

研究 代数 方程 的 根 与 系数 之 间 
的 关系 ,也 是 这 一 时 期 代数 学 的 重 
要 课题 。 卡 尔 达 诺 发 现 方程 所 有 根 
的 和 等 于 2 一 的 系数 取 负 值 ,每 两 
个 根 的 乘积 之 和 等 于 e XT, 
等 等 。 韦 达 和 和 牛顿 也 都 在 他 们 的 著 
作 中 分 别人 氢 述 了 方程 的 根 与 系数 之 
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间 的 关系 ,现在 称 这 个 结果 为 韦 达 
定理 ,这 些 工作 在 18 世纪 发 展 为 关 
于 根 的 对 称 函数 的 研究 。 

另 一 个 重要 课题 是 今天 所 谓 的 
因子 定理 。 笛 卡 儿 在 他 的 《几何 学 》 
中 指出 ,f(z) 能 为 (zx 一 4) 整除 , 当 且 
仅 当 a 是 f(x)=0 的 一 个 根 。 由 此 
及 其 他 结果 ,第 卡 儿 建 立 了 求 多 项 
式 方程 有 理 根 的 现代 方法 。 他 通过 
简单 的 代 换 ,把 方程 的 首 项 化 为 1， 
并 使 所 有 系数 都 变 为 整数 ,这 时 他 
判断 , 原 方程 的 各 有 理 根 必定 是 新 
方程 常数 项 的 整数 因子 。 牛 顿 还 发 
现 了 方程 的 根 与 其 判别 式 之 间 的 关 
系 ,他 在 4 广义 算术 》 中 还 给 出 了 确 
定 方程 根 上 界 的 一 些 定理 ,此 外 , 数 
学 归纳 法 也 在 16 世纪 末期 开始 明 
确 地 用 于 代数 学 中 。 

18 世纪 以 后 ,数学 家 们 的 注意 
力 开始 转向 寻求 五 次 以 上 方程 的 根 
式 解 .经 过 两 个 多 世纪 的 努力 ,在 欧 
拉 , 旺 德 蒙 德 、 拉 格 郎 日 、 鲁 菲 尼 等 
人 工作 的 基础 上 ,在 19 世纪 上 半 
叶 , 阿 贝尔 和 伽 罗 瓦 几 乎 同时 证 明 
了 五 次 以 上 的 方程 不 能 用 公式 求 
解 。 他 们 的 工作 开创 了 用 群 论 的 方 
法 来 研究 代数 方程 的 解 的 理论 ,为 
抽象 代数 学 的 建立 开辟 了 道路 。( 见 
置换 群 和 人 铅 罗 华 理论 ) 

代数 方程 理论 的 另 一 个 问题 是 
一 个 方程 能 有 多 少 个 根 。 中 世纪 阿 
拉 伯 和 印度 的 数学 家 们 都 已 认识 到 
二 次 方程 有 两 个 根 。 到 了 16 世纪 ， 
意大利 数学 家 卡尔 达 诺 引入 了 复数 
根 , 并 认识 到 一 个 三 次 方程 有 3 个 
根 ,一 个 四 次 方程 有 4 个 根 等 等 , 荷 
兰 数学 家 吉 拉 尔 在 1629 年 曾 推测 
并 断言 任意 一 个 4 次 方程 ,如 果 把 


HRR EKHE k ERRE k ME 
的 话 , 那 它 就 有 ”个 根 。 这 就 是 代数 
基本 定理 ,这 个 定理 在 18 世纪 被 许 
多 著名 的 数学 家 认识 到 并 试图 证 明 
之 ,直到 1799 年 高 斯 才 给 出 第 一 个 
实质 性 的 证 明 ( 见 代数 基本 定理 ) 。 

对 代数 方程 理论 的 研究 ,使 数 
学 家 们 引进 了 在 近世 代数 中 具有 头 
等 重要 意义 的 新 概念 ,这 些 新 概念 
很 快 被 发 展 成 为 有 广泛 应 用 的 代数 
理论 。 

行列 式 (determinant) 重要 
的 数学 工具 和 概念 之 一 。 它 来 源 于 
解 线性 方程 组 。 

在 17 世纪末 , 莱 布 尼 获 研究 线 
性 方程 组 的 解法 时 ,开始 使 用 指标 
数 的 系统 集合 来 表示 方程 组 的 系 
数 ,并 得 到 现在 称 为 结 式 的 一 个 行 
列 式 。 大 约 在 1729 年 ,马克 劳 林 开 
始 用 行列 式 的 方法 解 含 2 一 4 个 未 
知 量 的 线性 方程 组 ,还 使 用 了 所 谓 
I 95 3E M8 E WU] , 克 莱 姆 在 1750 年 把 
这 个 法 则 发 表 出 来 。 贝 祖 研 究 
〈1764) 齐 次 方程 组 ,证 明了 系数 行 
列 式 等 于 零 是 方程 组 有 非 零 解 的 条 
件 . 这 些 关 于 行列 式 的 早期 工作 (还 
可 以 举 出 一 些 ) 大 都 是 为 了 研究 方 
程 组 而 利用 行列 式 , 以 求 得 紧凑 简 
单 的 表达 式 。 

对 行列 式 理论 作 专门 研究 (不 
单纯 作为 工具 ) 的 第 一 个 人 是 旺 德 
A18. 1772 年 ,他 建立 了 用 二 阶 子 
式 和 它们 的 余子 式 展 开行 列 式 的 法 
则 。 一 般 认为 旺 德 蒙 德 是 行列 式 理 
论 的 奠基 人 ,在 同一 年 , 拉 普 拉 斯 就 
推广 了 上 旺 德 蒙 德 的 结果 ,用 7 阶 子 
式 及 其 余子 式 来 展开 行列 式 。 

行列 式 这 个 名 词 最 早出 现在 
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18 世纪 初 柯 西 的 著作 之 中 ,他 还 首 
先 采 用 双重 足 标 的 记 法 把 元 素 排 成 
方 阵 。 用 两 条 坚 线 画 在 一 个 方 阵 的 
左右 两 侧 来 表示 行列 式 是 凯 菜 在 
1841 年 引进 的 ， 

柯 西 对 行列 式 理论 进行 了 系统 
研究 ,他 建立 了 行列 式 的 乘法 定理 ， 
并 得 到 行列 式 的 一 些 性 质 (1815)。 
之 后 , 西 尔 维 斯 特 和 凯 莱 共同 发 展 
了 行列 式 的 理论 。 雅 可 比 研究 了 郴 
数 行列 式 ,建立 了 它 的 导数 公式 LER 
数 行列 式 被 应 用 于 多 重 积分 的 变量 
替换 之 中 。 

在 整个 19 世纪 ,不 断 地 得 到 行 
列 式 的 新 结果 , 除 行列 式 的 一 般 理 
论 以 外 ,还 建立 了 大 量 的 有 关 特 殊 
形式 行列 式 的 一 些 定理 。 行 列 式 理 
论 被 越 来 越 多 地 应 用 于 许多 方面 ， 
除了 解 线性 方程 组 和 多 重 积分 的 变 
量 替 换 外 ,行列 式 还 被 应 用 于 坐标 
变换 、 解 行星 运动 的 微分 方程 组 、 将 
二 次 型 化 成 标准 型 ,等 等 。 

行列 式 概念 的 出 现 虽 然 没 有 深 
刻 地 影响 数学 的 发 展 ,但 大 量 的 事 
实 已 经 证 明 , 行 列 式 已 成 为 现代 数 
学 中 高 度 有 用 的 工具 。 

线性 方程 组 (system of li- 
near equations). 关于 未 知 量 是 
一 次 的 方程 组 ,这 是 最 简单 也 是 最 
重要 的 一 类 代数 方程 组 。 

线性 方程 组 的 解法 , 早 在 中 国 
古代 的 数学 著作 《 九 章 算 术 。 方程 》 
章 中 已 经 作 了 比较 完整 的 论述 。 其 
中 所 述 方法 实质 上 相当 于 现代 的 对 
方程 组 的 增 广 矩阵 的 行 施行 初等 变 
换 , 消去 未 知 量 的 方法 。 在 西方 , 线 
性 方程 组 的 研究 是 在 17 世纪 后 期 
由 全 布 尼 茨 开创 的 。 他 曾 研究 含 两 


个 未 知 量 的 三 个 线性 方程 组 成 的 方 
程 组 ,证 明了 当 方 程 组 的 结 式 等 于 
零 时 方程 有 解 .马克 劳 林 在 18 世纪 
上 半 叶 研究 了 具有 二 、 三 、 四 个 未 知 
量 的 线性 方程 组 ,得 到 了 现在 称 为 
克 莱 姆 法 则 的 结果 ,区 莱 姆 不 久 也 
发 表 了 这 个 法 则 。18 世纪 60 年 代 
以 后 ,法 国 数学 家 贝 祖 对 线性 方程 
组 理论 进行 了 一 系列 研究 ,证 明了 
2 元 齐 次 线性 方程 组 (a 个 方程 ) 有 
非 零 解 的 条 件 是 系数 行列 式 等 于 
零 , 还 利用 消 元 法 将 高 次 方程 问题 
与 线性 方程 组 联系 起 来 ,提供 了 某 
些 * 次 方程 的 解法 。 

到 了 19 世纪 ,英国 数学 家 史 密 
斯 和 道奇 森 继 续 研究 线性 方程 组 理 
论 ,前 者 引进 了 方程 组 的 增 广 和 矩阵 
和 非 增 广 矩 阵 的 术语 ,后 者 证 明了 
n ZR AUC m 个 方程 的 方程 组 相 容 
的 充 要 条 件 是 非 增 广 抢 阵 和 增 广 矩 
阵 中 的 最 高 阶 非 零 行列 式 是 同 阶 
的 , 即 两 个 矩阵 的 秩 相 同 , 这 正 是 现 
代 解 方程 组 的 条 件 。 

大 量 的 科学 技术 问题 ,最 终 往 
往 归 结 为 解 线性 方程 组 ,因此 线性 
方程 组 的 数值 解法 得 到 发 展 , 并 在 
计算 数学 中 占有 重要 地 位 。 

矩阵 matrix) 数学 中 重要 的 

基本 概念 之 一 。 是 代数 学 的 一 个 主 
要 研究 对 象 ,也 是 数学 研究 和 应 用 
的 一 个 重要 工具 。 

矩阵 的 理论 起 源 , 可 追溯 到 18 
世纪 ,见于 著作 则 是 在 19 世纪 。 高 
斯 在 1801 4E, 3E ZR HE IB E 1844 一 
1852 年 先后 把 一 个 线性 变换 的 全 
部 系数 作为 一 个 整体 ,并 用 一 个 字 
母 来 表示 。 艾 森 斯 坦 还 强调 乘法 次 
序 的 重要 性 。 这 些 工 作 孕 育 了 秆 阵 
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的 思想 。 

矩阵 这 个 词 是 西 尔 维 斯 特首 先 
使 用 的 (1850) 。 和 矩阵 的 概念 直接 从 
行列 式 的 概念 而 来 , 它 作为 表达 一 
个 线性 方程 组 的 简单 记 法 而 出 现 。 
脱离 线性 变换 和 行列 式 , 对 和 矩阵 本 
身 作 专门 研究 ,开始 于 英国 数学 家 
I. 1855 年 以 后 , 凯 菜 发表 了 一 
系列 研究 矩阵 理论 的 文章 。 他 引进 
了 关于 矩阵 的 一 些 定义 ,如 矩 阵 相 
等 , 零 和 矩阵 .单位 矩阵 .矩阵 的 和 、 甜 
阵 的 乘积 .矩阵 的 逆转 置 矩 阵 ,对 
称 和 矩阵 等 ,并 借助 于 行列 式 定义 了 
方 阵 的 特征 方程 和 特征 根 . 在 1858 
年 的 文章 中 , 凯 菜 证 明了 一 个 重要 
结果 :任何 方 阵 都 满足 它 的 特征 方 
程 。 这 个 结果 现 称 为 凯 莱 一 哈密 顿 
定理 。 由 于 凯 莱 的 葛 基 性 工作 ,一 般 
认为 他 是 矩阵 理论 的 创始 人 。 

法 国 数学 家 埃 尔 米 特 、 德 国 数 
学 家 克 莱 布 什 等 研究 了 一 些 特殊 甜 
阵 的 特征 根 的 性 质 。 德 国 数学 家 弗 
罗 贝 尼 乌 斯 对 矩阵 理论 做 了 进一步 
的 工作 ,他 探求 矩阵 的 最 小 多 项 式 ， 
并 指出 最 小 多 项 式 是 唯一 的 (后 来 
享 泽 尔 证 明了 这 个 结论 ) ;引进 矩阵 
的 秩 的 概念 ;整理 了 由 西 尔 维 斯 特 
和 外 尔 斯 特 拉 斯 提出 的 不 变 因子 和 
初等 因子 的 理论 ;给 出 凯 莱 一 哈密 
顿 定理 的 一 般 性 证 明 ;定义 了 正 交 
矩阵 并 研究 其 性 质 。 若 尔 当 利用 相 
似 和 矩阵 和 特征 方程 的 概念 ,证 明了 
矩阵 经 过 变换 可 相似 于 一 个 “标准 
型 ”, 即 现在 所 谓 的 约 尔 当 标 准 形 。 
在 若 尔 当 工作 的 基础 上 , 弗 罗 贝 尼 
乌 斯 讨论 了 合同 矩阵 与 合同 变换 。 
弗 罗 贝 尼 乌 斯 关于 抢 阵 理论 的 工作 
1877 年 发 表 在 《 克 雷 尔 杂 志 》 上 。 至 
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进 矩 阵 的 超越 函数 的 梳 念 ,并 把 它 
写成 矩阵 的 短 级 数 的 形式 。 遍 莱 把 
超 复数 视 为 矩阵 的 思想 在 19 世纪 
末 、20 世纪 初 得 到 发 展 ,与 此 相关 
形成 矩阵 不 变量 的 理论 。20 世纪 初 
由 于 积分 方程 的 发 展开 始 了 对 无 鹤 
矩阵 的 研究 。 由 于 近代 物理 的 需要 
还 开展 了 元 素 属于 抽象 域 的 矩阵 的 
工作 ,矩阵 方程 论 . 甜 阵 分解 论 和 广 
义 逆 年 阵 等 矩阵 的 现代 理论 也 逐步 
发 展 起 来 。 和 矩阵 及 其 理论 现 已 广泛 
地 应 用 到 现代 科技 的 各 个 领域 。 

群 (group) 只 具有 一 种 运算 
的 抽象 代数 结构 ,是 数学 中 的 重要 
概念 之 一 。 研 究 群 的 性 质 的 理论 称 
为 群 论 , 它 是 抽象 代数 学 的 重要 组 
成 部 分 。 

最 先 产生 的 是 个 文字 的 一 些 
置换 所 构成 的 置换 群 .在 18 世纪 末 
至 19 世纪 初 , 代 数学 的 中 心 问题 是 
五 次 以 上 的 一 元 多 项 式 方程 是 否 可 
以 用 根 式 求解 的 问题 。 拉 格 朗 日 、 重 
菲 尼 、 阿 贝尔 和 伽 罗 瓦 先后 研究 并 
解决 了 这 个 问题 ,他 们 引入 和 发 展 
的 置换 群 概念 是 最 终 产 生 抽象 群 论 
的 第 一 个 主要 来 源 。 

在 数论 中 , 拉 格 朗 日 和 高 斯 曾 
研究 具有 同一 判别 式 的 二 次 型 类 ， 
对 于 两 个 型 的 “复合 "乘法 ,构成 了 
一 个 交换 群 。 戴 德 金 在 1858 年 , 克 
罗 内 克 在 1870 年 给 出 了 有 限 群 和 
有 限 交换 群 的 抽象 定义 , 饥 莱 在 
1878 年 发 表 了 关于 有 限 抽 象 群 的 
研究 工作 。 这 些 都 是 产生 抽象 群 论 
的 第 二 个 主要 来 源 。 

在 若 尔 当 系统 介绍 并 发 展 贷 罗 
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瓦 理论 的 专著 影响 下 ,C.F. 克 莱 因 
在 1872 年 在 他 著名 的 “ 埃 尔 朗 根 纲 
领 " 中 指出 ,无限 变 换 群 可 用 来 对 几 
何 进行 分 类 ,并 给 出 这 些 群 连续 的 
BR XC. C. F. 克 莱 因 和 庞 加 莱 在 研究 
自 守 函数 的 过 程 中 曾 用 到 其 他 类 型 
的 无 限 群 。1870 年 前 后 , 李 开 始 研 
究 连续 变 换 群 的 概念 ,并 用 它们 阁 
明 微 分 方程 的 解 ,将 微分 方程 进行 
分 类 。1874 年 , 李 建 立 了 连续 群 的 
一 般 理 论 。 这 些 工作 是 导致 抽象 群 
论 的 第 三 个 主要 来 源 。 

1854 年 饥 莱 就 接触 过 抽象 群 
的 概念 ,1878 年 ,他 又 发 表 论文 研 
究 有 限 抽象 群 ,指出 一 个 群 可 以 看 
作 一 个 普遍 的 概念 ;德国 数学 家 内 
托 在 他 的 专著 《置换 理论 及 其 对 代 
数 的 应 用 ?中 盖 明 群 的 概念 的 抽象 
性 ,还 探讨 了 同 构 和 同 态 概 念 ;C. 
F. 克 莱 因 的 学 生 迪 克 把 前 述 三 个 
主要 来 源 的 工作 都 纳入 抽象 群 的 概 
念 之 中 ,在 1882 一 1883 年 的 论文 中 
建立 了 (抽象 ) 群 的 定义 ,并 明确 地 
运用 群 的 生成 子 的 概念 .到 19 世纪 
80 年 代 , 数 学 家 们 终于 成 功 地 概括 
出 抽象 群 论 的 公理 体系 ,大 约 在 
1890 年 得 到 确认 。20 世纪 初 ,美国 
数学 家 亨廷顿 , 穆 尔 和 过 克 森 等 者 
给 出 过 抽象 群 的 种 种 公理 系统 ,这 
些 公理 系统 和 现代 的 一 致 。 

抽象 群 的 公理 体系 建立 之 后 ， 
数学 家 们 建立 了 抽象 群 的 一 些 定 
理 ,并 且 发 展 了 抽象 群 的 许多 研究 
方向 ,如 确定 具有 给 定 阶 的 群 的 全 
体 ,确定 复合 群 或 可 解 群 与 单 群 , 特 
别 是 建立 有 限 群 的 矩阵 表示 论 , 这 
些 工 作 表明 有 限 群 论 已 经 形成 。 在 
这 方面 做 出 重要 贡献 的 有 德国 数学 


家 弗 罗 贝 尼 乌 斯 .英国 数学 家 伯 恩 
赛 德 和 犹太 血统 的 数学 家 舒 尔 等 。 
苏联 数学 家 旅 密 特 在 1916 年 还 发 
表 了 无 限 群 论 的 专著 《抽象 群 论 》。 
抽象 群 论 的 发 展 最 终 导 致 20 世纪 
30 年 代 抽 象 代 数学 的 兴起 。 

到 20 世纪 80 年 代 , 群 的 概念 
已 经 普遍 地 被 认为 是 数学 及 其 许多 
应 用 中 最 基本 的 概念 之 一 。 它 不 但 
渗透 到 诸如 几何 学 、 代 数 拓扑 学 、 函 
数论 , 泛 函 分 析 及 其 他 许多 数学 分 
支 中 而 起 着 重要 的 作用 ,还 形成 了 
一 些 新 学 科 如 拓扑 群 、 李 群 .代数 
群 . 算 术 群 等 ,它们 还 具有 与 群 结构 
相 联 系 的 其 他 结构 如 拓扑 ,解析 流 
形 、 代 数 簇 等 ,并 在 结晶 学 、 理 论 物 
理 . 量 子 化 学 以 至 编码 学 .自动 机 理 
论 等 方面 ,都 有 重要 的 应 用 。 作 为 推 
广 “ 群 ”的 产物 : 半 群 及 么 半 群 理论 
及 其 近年 来 对 计算 机 科学 和 对 算 子 
理论 的 应 用 ,也 有 很 大 的 发 展 。 群 论 
的 计算 机 方法 和 程序 的 研究 ,已 经 
迅速 地 发 展 。 

有 限 群 (finite group) 具有 
有 限 多 个 元 素 的 群 ,是 群 论 的 重要 
内 容 之 一 。 其 所 含 元 素 的 个 数 , 称 为 
有 限 群 的 阶 . 有 限 群 可 分 为 两 大 类 ， 
可 解 群 与 非 可 解 群 ( 即 单 群 ) 。 

有 限 群 的 研究 起 源 很 早 ,分 罗 
华 , 车 尔 当 等 人 的 工作 就 是 确定 了 
某 些 类 型 的 有 限 群 。 如 何 确定 可 解 
群 和 单 群 是 抽象 群 理论 建立 后 的 一 
个 重要 发 展 方向 。 德 国 数学 家 赫 尔 
德 在 1889 年 以 后 的 若干 年 内 ,详细 
地 研究 了 单 群 和 可 解 群 ,证 明了 :一 
DETALLE MEC 
5) 文 字 的 全 部 偶 置 换 组 成 的 交换 群 
是 单 群 。 他 还 发 现 了 许多 其 他 有 限 
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的 单 群 。 赫 尔 德 和 若 尔 当 还 建立 了 
在 有 限 群 中 的 若 尔 当 一 赫 尔 德 合成 
群 列 和 若 尔 当 一 赫 尔 德 定理 。 在 19 
世纪 末 , 德 国 数学 家 弗 罗 贝 尼 乌 斯 、 
迪克 和 英国 数学 家 伯 恩 赛 德 等 都 致 
力 于 可 解 群 的 研究 。20 世纪 初 伯 思 
赛 德 证 明 的 关于 pr Osa 是 素数 ) 
必 是 可 解 群 的 定理 ,导致 了 对 有 限 
单 群 进行 分 类 的 重要 研究 。 美 国 数 
学 家 汤普森 和 非特 在 20 世纪 60 年 
代 初 证 明了 有 限 群 中 长 期 悬而未决 
的 一 个 猜想 ( 伯 恩 赛 德 猜想 ) :奇数 
阶 群 一 定 是 可 解 群 。 推 动 了 有 限 群 
理论 的 发 展 。 有 限 单 群 的 完全 分 类 ， 
即 找 出 有 限 单 群 所 有 的 同 构 类 ,经 
过 上 百名 数学 家 约 40 年 的 共同 努 
力 ,终于 在 1981 年 得 到 解决 ,这 是 
数学 史上 的 一 个 非凡 成 就 。 
置换 群 (permutation group) 
由 置换 组 成 的 群 。* 元 集合 = 
{oyoa ya%} 到 它 自身 的 一 个 一 一 
映射 , 称 为 9 上 的 一 个 置换 或 4 元 
置换 。 
置换 群 的 研究 开始 于 拉 格 朗 日 
AEAEE. ARH A A fib 1770 年 关 
于 方程 可 解 性 的 著作 里 ,引进 了 n 
个 根 的 一 些 函 数 进 行 研究 ,开创 了 
置换 群 的 子 群 的 研究 ,得 到 “ 子 群 的 
阶 整除 群 的 阶 ” 这 一 重要 结果 。 鲁 菲 
尼 在 1799 年 的 专著 《方程 的 一 般 理 
论 ) 中 ,对 置换 群 作 了 详细 的 考察 ， 
引进 了 群 的 传递 性 和 本 原 性 等 概 
念 。 在 拉 格 朗 日 和 和 鲁 菲 尼 工 作 的 影 
响 下 , 柯 西 发 表 了 关于 置换 群 的 重 
要 文章 (1815)。 他 以 方程 论 为 背景 ， 
证 明了 不 存在 7 个 字母 (rn 次) 的 
群 ,使 得 它 对 个 字母 的 整个 对 称 
群 的 指数 小 于 不 超过 的 最 大 素 


ass FERIA GG crm roc 


数 ,除非 这 个 指数 是 2 xx 1. 077 
对 置换 群 的 理论 做 出 了 最 重要 的 贡 
献 , 他 引进 了 正规 子 群 .两 个 群 同 
Hp . 单 群 与 合成 群 等 福 念 ,发 展 了 置 
换 群 的 理论 。 可 惜 他 的 工作 没有 及 
时 为 数学 界 所 了 解 , 柯 西 在 1844— 
1846 年 间 , 写 了 一 大 批文 章 全 力 研 
究 置换 群 。 他 把 许多 已 有 的 结果 系 
统 化 ,证 明了 项 罗 瓦 的 断言 :每 个 有 
限 (置换 ) 群 ,如 果 它 的 阶 可 被 一 个 
素数 ? 除 尽 , 就 必定 至 少 包含 一 个 p 
阶 子 群 。 他 还 研究 了 个 字母 的 函 
数 在 字母 交换 下 所 能 取 的 形式 值 
( 即 非 数 字 值 ), 并 找 出 一 个 函数 ,使 
其 取 给 定数 目的 值 。 

ESSE E RE 
的 工作 ?在 1870 年 由 若 尔 当 整理 在 
他 的 4 置换 与 代数 方程 之 中 ,他 本 
人 还 发 展 了 置换 群 理论 及 其 应 用 。 

群 表示 论 (group representa- 

tion theory) 用 具体 的 线性 群 
(和 矩阵 群 ) 来 描述 群 的 理论 ,是 研究 
群 的 最 有 力 的 工具 之 一 。 

FHE 1854 年 ,英国 数学 家 山菜 
就 指出 ,任何 有 限 抽象 群 都 能 用 一 
个 置换 群 来 表示 。 若 尔 当 在 1878 年 
首创 置换 群 的 线性 变换 表示 , 即 把 
置换 群 用 形 如 
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的 线性 变换 来 表示 。 他 的 工作 在 19 
世纪 末 和 20 世纪 初 由 弗 罗 贝 尼 乌 
斯 和 伯 恩 赛 德 等 人 推广 到 一 切 有 限 
抽象 群 的 表示 之 中 。 弗 罗 贝 尼 乌 斯 
对 有 限 群 引进 了 可 约 和 完全 可 约 表 
示 的 概念 ,而 且 证 明了 一 个 正则 表 
示 ( 正 则 表示 的 概念 由 美国 数学 家 
皮尔 斯 在 1879 年 引进 ) 包 含 所 有 不 
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可 约 表示 。 他 在 1897—1910 年 间 还 
证 明了 许多 其 他 结果 .例如 , 仅 存 在 
少数 风 个 不 可 约 表 示 , 其 他 所 有 表 
示 都 是 由 它们 合成 的 。 他 的 工作 被 
犹太 血统 的 数学 家 和 舒 尔 所 改进 。 

伯 恩 赛 德 在 20 世纪 初 独立 地 
开创 了 群 表 示 论 的 工作 。 他 在 1905 
年 给 出 了 一 个 群 可 约 , 其 个 变量 
的 线性 变换 群 的 系数 所 应 满足 的 一 
个 充 要 条 件 。 有 限 群 的 表示 理论 已 
经 引出 了 抽象 群 的 一 系列 重要 定 
理 。 在 20 世纪 上 半 叶 ,表示 理论 已 
经 推广 到 连续 群 。 

无 限 群 Cinfinite group) 元 
素 个 数 为 无 限 的 群 。 拓 扑 群 、 李 群 、 
典型 群 , 代 数 群 , 算 术 群 等 都 是 无 限 
群 。 

无 限 群 的 研究 开始 于 19 世纪 
下 半 叶 。 正 当 抽象 群 的 概念 形成 之 
际 ,数学 们 注意 到 了 一 类 元 素 个 数 
为 无 限 的 群 。 弗 罗 贝 尼 乌 斯 在 他 
1879 年 的 文章 中 开始 提 到 抽象 群 ， 
而 德国 数学 家 C. F 克 莱 因 在 他 著 
名 的 “ 埃 尔 朗 根 纲领 中 则 使 用 无 限 
变换 群 对 几何 学 进行 了 分 类 C.F. 
克 莱 因 和 庞 加 莱 在 他 们 关于 自 守 函 
数 的 工作 中 曾经 用 到 离散 型 的 无 限 
群 , 即 不 连续 群 。 挪 威 数学 家 李 在 
1883 年 关于 连续 群 的 文章 中 引进 
了 无 限 连续 群 ,他 借助 于 一 种 微分 
方程 来 定义 这 种 群 , 所 得 的 变换 并 


不 依赖 于 有 限 多 个 连续 的 参量 ,而 


是 依赖 于 任意 函数 ,这 种 无 限 群 称 
为 无 限 连续 李 群 ( 见 李 群 )。 
无 限 群 论 在 20 世纪 初 已 有 专 
著 , 如 苏联 数学 家 施 密 特 在 1916 年 
发 表 的 《抽象 群 论 ? 可 为 代表 。20 t 
纪 30 年代 以 来 ,无 限 群 研 究 有 了 迅 


速 的 发 展 。 许 多 有 限 群 的 结果 都 被 
推广 到 无 限 群 上 去 ,无 限 群 所 特有 
的 一 些 问题 ,如 自由 群 、 群 的 本 原 
类 , 伯 恩 赛 德 问题 等 也 得 到 深入 研 
究 。 无 限 群 论 在 研究 一 般 代数 系统 
中 起 到 了 示范 作用 。 

交换 群 (commutative group) 

其 运算 适合 交换 律 的 群 ,或 称 阿 
贝尔 群 。 挪 威 数学 家 阿 贝 尔 ,在 研究 
了 高 次 方程 的 根 式 求解 时 ,除了 五 
次 方程 以 外 ,他 讨论 了 更 广 一 类 的 
方程 , 现 称 为 阿 贝 尔 方程 。 其 全 部 根 
都 是 其 中 一 个 根 的 有 理 函 数 , 设 
z, 是 z 次 阿 贝 尔 方程 的 一 个 根 ， 
其 全 部 根 则 为 GO.Q: GO, 
Qia, RPO Gum, nnn 
一 1) 是 有 理 函 数 ,并 且 对 于 任意 的 
lxx jx. QQ (71)) =Q; Q 
(z1))。 后 人 发 现 , 阿 贝 尔 方程 是 具 
有 交换 律 的 爷 罗 瓦 群 的 方程 。 为 了 
纪念 阿 贝 尔 , 后 人 称 交 换 群 为 阿 贝 
尔 群 。 ， 

交换 群 是 一 般 群 论 中 的 一 个 独 
特 分 支 。 在 拓扑 学 和 代数 学 中 常常 
构造 一 些 交换 群 , 作 为 讨论 问题 的 
工具 。 例 如 ,拓扑 学 中 的 基本 群 、 同 
调 群 .代数 学 中 的 布 绕 尔 群 等 等 。 交 
换 群 论 与 代数 拓扑 、 模 论 、 同 调 代 
数 、 环 论 等 有 密切 的 联系 。 

李 群 (Lie group) 由 挪威 数学 
家 李 创立 的 一 类 连续 变换 群 。 

1870 年 前 后 , 李 开 始 研究 连续 
变换 群 的 概念 ,并 用 它们 阐明 微分 
方程 的 解 ,将 微分 方程 进行 分 类 。 
1874 年 ,他 建立 了 李 群 的 一 般 理 
论 .一 个 李 群 可 以 表示 成 如 下 形式 ，: 

2, — fi(21,22 75 ,2,,01 77 Gs) st 


—1,2,«,2, KB fi XF s RI a dpi 


C——————— EPA 
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解析 的 ,zi 是 变量 而 a 是 参数 , (zi， 
2 12) 表示 2 维 空间 中 的 一 点 。 
变量 或 参数 都 取 实 数值 或 复数 值 。 
1883 年 , 李 借助 于 一 组 微分 方程 定 
义 连续 变换 群 。 他 的 目的 是 用 各 种 
不 同 的 方法 把 常 微分 方程 的 不 同类 
型 化 成 可 由 积分 求解 的 形式 ,并 建 
立 起 它们 之 间 的 一 致 性 。 李 证 明 , 如 
果 一 阶 常 微分 方程 接受 由 某 个 无 穷 
小 变换 所 确定 的 变换 群 ,那么 这 个 
微分 方程 的 解 就 可 由 积分 式 表达 ， 
他 还 考查 了 许多 种 带 有 已 给 变换 的 
方程 .这 样 一 来 , 李 就 依据 无 穷 小 变 
换 把 微分 方程 进行 分 类 。 
李 群 理论 在 最 初 的 相当 长 一 段 

时 间 内 仅 与 一 些微 分 方程 的 积分 有 
联系 ,而 与 数学 的 其 他 分 支 关系 不 
大 。 在 19 世纪 的 最 后 10 年 以 及 20 
世纪 , 李 群 理论 在 各 种 不 同方 向 , 主 
要 是 代数 和 拓扑 方面 得 到 了 迅速 的 
发 展 ,成 为 数学 的 一 个 重要 分 支 。 

算术 群 (arithmetic group) 

李 群 中 带 有 算术 性 质 的 一 类 离散 
子 群 .算术 群 是 较为 广泛 的 一 种 群 ， 
诸如 有 限 群 有限 生成 的 交换 群 ,无 
挠 的 有 限 生成 军 零 群 以 及 有 限 生成 
的 非 交 换 自 由 群 等 都 是 算术 群 。 

最 早 研究 的 算术 群 是 SLO, 

Z) , 称 为 模 群 。 早 在 19 世纪 ,高 斯 
和 戴 德 金 等 人 在 研究 椭圆 函数 时 ， 
就 涉及 模 群 8SL(2,2) 及 模 群 下 不 变 
的 模 函 数 ,高 斯 在 讨论 正定 二 元 二 
次 型 的 整 等 价 分 类 时 ,也 已 经 知道 
模 群 的 基本 域 。20 世纪 30 年 代 , 德 
国 数学 家 西 格 尔 研究 算术 群 SL(n， 
Z2) ,并 作出 了 它 的 基本 域 , 称 为 西 
格 尔 区 域 ,而 SL(2,2) 称 为 西 格 尔 
模 群 。 至 于 一 般 线性 代数 群 中 算术 


群 的 研究 , 则 是 在 20 世纪 60 年 代 
由 法 国 数学 家 博 雷 尔 和 另 一 位 数学 
家 鞍 获 的 工作 开始 .随后 , 赛 尔 伯 格 
与 其 他 数学 家 提出 了 一 个 著名 的 猜 
想 :R 一 秩 大 于 2 的 任 一 半 单 李 群 
的 不 可 约 格 缘 是 算术 的 。 经 过 许多 
著名 数学 家 的 努力 ,这 一 猜想 终于 
在 1974 年 由 苏联 数学 家 马尔 古 利 
斯 所 证 明 。 这 些 工作 丰富 了 算术 群 
的 研究 内 容 , 推 动 了 算术 群 理论 的 
发 展 。 
线性 代数 群 (Linear algebraic 
group) 具有 仿 射 代数 艇 结构 的 
群 , 它 是 抽象 群 论 与 代数 几何 相 结 
合 的 产物 。 线 性 代数 群 的 研究 主要 
按 代数 学 观点 进行 ,并 成 为 与 李 群 
理论 相 平 行 的 一 个 独立 分 支 。 
线性 代数 群 理论 的 萌芽 ,是 在 
19 世纪 末 时 。 法 国 数学 家 皮卡 等 人 
的 工作 实际 上 已 经 研究 了 复数 域 上 
的 线性 代数 群 。 皮 卡 把 这 些 群 应 用 
到 线性 微分 方程 的 伽 罗 瓦 理论 中 
去 。 但 是 他 的 工作 在 半 个 世纪 内 没 
有 引起 人 们 的 注意 。 线 性 代数 群 理 
论 的 正式 出 现 , 是 由 法 国 数学 家 所 
“ 嘉 当 和 德国 数学 家 外 尔 在 20 世 
纪 初 对 李 群 和 李 代 数 的 深入 研究 ， 
以 及 法 国 数学 家 谢 瓦 莱 和 中 国 数 学 
家 段 学 复 以 李 代数 的 方法 对 特征 为 
零 的 任意 域 上 的 线性 代数 群 的 讨论 
而 促成 的 。1955 年 前 后 ,线性 代数 
群 理论 由 法 国 数学 家 博 雷 尔 与 谢 瓦 
莱 建 立 起 来 。 后 经 许多 数学 家 的 发 
展 , 形 成 了 一 个 较 完美 的 数学 体系 ， 
并 对 基础 数学 的 许多 领域 如 半 单 李 
群 及 其 算术 子 群 .典型 群 .有 限 单 
群 ,不 变量 理论 等 的 发 展 起 了 重要 
作用 。 
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环 (Cring) 一 个 具有 两 种 二 元 
运算 的 代数 系统 ,是 代数 学 的 基本 
概念 之 一 。 

环 的 概念 ,最 初 是 在 19 世纪 来 
戴 德 金 研究 代数 数 时 引进 的 。 他 指 
出 ,所 有 代数 整数 的 集合 形成 一 个 
环 ,任何 一 个 特殊 代数 数 域 中 的 代 
数 整数 也 形成 环 。 后 来 在 克 罗 内 克 
的 博士 论文 中 ,也 使 用 了 环 的 概念 。 
环 这 个 词 是 由 希 尔 伯 特 引进 的 。 关 
于 环 的 抽象 理论 是 在 20 世纪 初 开 
始 建立 的 。 美 国 数学 家 韦 德 伯 恩 对 
此 做 出 了 重要 贡献 ,他 在 1905 年 首 
先 证 明了 一 个 重要 定理 :任何 有 限 
除 环 都 是 交换 域 . 在 他 1907 年 发 表 
的 著名 论文 中 ,研究 了 线性 结合 代 
数 , 这 种 代数 实际 上 是 环 , 环 和 理想 
《 环 的 具有 某 种 性 质 的 子 集 ) 的 系统 
理论 是 由 德国 数学 家 E，。 诺 特 给 出 
的 。 虽 然 在 她 开始 工作 时 关于 环 和 
理想 的 许多 结果 都 已 经 得 到 ,但 她 
把 这 些 结果 系统 化 和 公理 化 ,建立 
了 抽象 的 理论 。 她 对 许多 已 有 的 结 
果 经 过 适当 地 确切 表述 而 成 为 抽象 
理论 ,例如 她 把 希 尔 伯 特 的 基 定 理 
〈1890) 重 新 表述 为 :一 个 系数 环 上 
的 任何 多 个 变量 的 多 项 式 所 成 的 
环 , 当 这 系数 的 环 有 一 个 单位 元 素 
和 一 组 有 限 基 时 ,这 多 项 式 环 本 身 
也 有 一 组 有 限 基 。 这 样 一 来 ,她 把 不 
变量 理论 也 纳入 抽象 代数 之 中 。 已 
诺 特 还 把 多 项 式 环 的 理想 论 包括 在 
一 般 理想 之 中 ,为 代数 整数 的 理想 
论 和 代数 整 函数 的 理想 论 建 立 了 共 
MAJER. E. 诺 特 对 环 和 理想 所 做 
的 深刻 研究 在 1926 年 至 于 完成 ,一 
般 认为 ,她 的 工作 标志 着 抽象 代数 
学 的 形成 。 


交换 代数 (commutative al- 

gebra) ”以 交换 环 为 主要 研究 对 象 
的 一 门 代数 学 科 。 它 是 以 代数 数论 
和 代数 几何 为 背景 而 产生 与 发 展 
的 ,并 为 这 两 个 古老 的 数学 分 支 提 
供 了 新 的 统一 的 工具 。 

18 世纪 末 到 19 世纪 中 期 ,高 
斯 和 库 默 尔 等 人 在 研究 关于 有 理 整 
数 性 质 和 方程 的 有 理 整 数 解 的 时 
候 , 把 这 些 初等 数论 问题 放 在 二 次 
域 .分 圆 域 以 及 它们 的 代数 整数 环 
中 考虑 ,经 过 戴 德 金 和 希 尔 伯 特 等 
人 的 抽象 化 和 系统 化 ,形成 了 研究 
代数 数 域 和 它 的 代数 整数 环 的 一 个 
新 学 科 即 代数 数论 。 比 数论 稍 晚 些 
时 候 , 几 何 学 也 经 历 了 代数 化 过 程 。 
从 19 世纪 末 开 始 ,由 于 希 尔 伯 特 等 
人 的 工作 ,特别 是 20 世纪 20 一 30 
年 代 德 国 数学 家 E. 诺 特 关于 理想 
理论 和 克 鲁 尔 建立 的 赋值 论 . 局 部 
环 理论 .和 维 数理 论 ,为 古典 几何 提 
供 了 全 新 的 代数 工具 .从 此 ,交换 代 
数 成 为 一 门 独立 的 学 科 。 

20 世纪 50 年 代 以 后 ,交换 代 
数 得 到 很 大 发 展 , 模 论 的 研究 ,同调 
代数 和 各 种 上 同调 理论 的 建立 , 特 
别 是 法 国 数学 家 格 罗 填 迪 克 的 概 型 
理论 ,对 于 交换 代数 的 发 展 起 了 巨 
大 的 推动 作用 .利用 概 型 理论 , 比 利 
时 数学 家 德 利 涅 于 70 年 代 初 证 明 
了 著名 的 韦 伊 猜想 ( 见 韦 伊 猜想 ) 。 

现在 ,交换 代数 的 运用 ,已 深入 
到 微分 与 代数 拓扑 ,多 复 变 函数 论 、 
奇 点 理论 .甚至 偏 微分 方程 等 学 科 。 

线性 结合 代数 (Clinear asso- 

ciative algebra) 一 种 代数 系 
统 , 类 似 于 群 . 环 、 域 ,而 更 接近 于 
环 。 
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线性 结合 代数 的 研究 ,开始 于 
19 世纪 50 年 代 。 在 哈密 顿 发 现 四 
元 数 的 启示 下 ,数学 家 们 陆续 得 到 
LES Et MES ELTE 
四 元 数 的 一 个 八 单元 推广 一 一 八 元 
数 ; 紧 接着 哈密 顿 引 进 拟 四 元 数 , 即 
带 有 复 系 数 的 四 元 数 : 稍 后 ,英国 数 
学 家 克利 福 德 创立 另 一 类 型 的 超 复 
数 , 叫 作 克 利 福 德 代数 ,在 这 个 系统 
中 ,具有 单元 Telyezy es io 每 个 
单元 的 平方 满足 = 一 1, 而 对 任何 
;天 有 ae 一 一 ee 任 两 个 单元 的 
乘积 是 一 个 新 的 单元 ,所 有 乘积 是 
可 结合 的 。 
到 19 世纪 70 年代 ,又 涌现 了 
大 量 的 新 的 超 复数 系统 。 美 国 数学 
家 B. 皮尔 斯 1871 年 发 表 著名 论文 
《线性 结合 代数 》, 总 结 了 这 方面 的 
工作 .他 指出 ,“ 线 性 ”意味 着 任何 两 
个 单元 的 积 可 以 化 成 另外 一 个 单 
元 ,而 结合 则 表明 乘法 是 结合 的 。 线 
性 结合 代数 的 理论 到 70 年 代 末 才 
建立 起 来 , 弗 罗 贝 尼 乌 斯 在 1878 
4E. C.S. 皮尔 斯 在 1881 年 先后 证 
明了 :具有 有 限 个 原始 单元 的 ,有 乘 
法 单位 元 素 的 实 系数 线性 结合 代数 
只 有 实数 .复数 和 实 四 元 数 系统 .外 
尔 斯 特 拉 斯 和 戴 德 金 也 得 到 了 关键 
性 的 结果 。 到 19 世纪 末 (1898) , 德 
国 数学 家 胡 尔 维 蒋 证 明了 实数 、 复 
数 、 实 四 元 数 和 克利 福 德 代数 是 仅 
有 的 满足 乘法 定律 的 线性 结合 代 
EM : 
这 个 课题 的 研究 ,一 直 活 跃 到 
20 世纪 ,美国 数学 家 迪克 森 、 韦 德 
伯 恩 在 这 方面 都 有 重要 贡献 。 
李 代 数 CLie algebra) 一 类 重 
要 的 非 结 合 代 数 。 非 结合 代数 是 环 


论 的 一 个 分 支 ,与 结合 代数 有 和 密切 
联系 。 结 合 代数 的 定义 中 把 乘法 结 
合 律 删 去 ,就 是 非 结 合 代数 。 

李 代数 是 挪威 数学 家 李 在 19 
世纪 后 期 研究 连续 变换 群 时 引进 的 
一 个 数学 概念 。 他 是 从 探讨 具有 > 
个 参数 的 有 限 单 群 的 结构 开始 的 ， 
并 发 现 李 代数 的 四 种 主要 类 型 。 法 
国 数学 家 EE 嘉 当 在 1894 年 的 论 
文中 给 出 变数 和 参 变 数 在 复数 域 中 
的 全 部 单 李 代数 的 一 个 完全 分 类 。 
他 和 德国 数学 家 基 灵 都 发 现 ,全 部 
单 李 代数 分 成 四 个 类 型 和 五 个 例外 
代数 , 嘉 当 还 构造 出 这 些 例外 代数 。 
嘉 当 和 德国 数学 家 外 尔 还 用 表示 论 
来 研究 李 代 数 ,后 者 得 到 一 个 关键 


性 的 结果 。 由 于 基 灵 ,8B。 嘉 当 和 外 
尔 的 工作 , 李 代 数 的 理论 得 到 完善 
和 发 展 ,其 理论 与 方法 已 渗透 到 数 
学 和 理论 物理 的 许多 领域 。 
布尔 代数 (Boolean. algebra) 
1847 年 由 英国 数学 家 布尔 在 研 
究 思 维 规律 时 提出 的 一 种 特殊 的 
格 ,也 称 逻辑 代数 .是 用 数学 方法 研 
究 逻 辑 学 的 最 初 尝试 。 
布尔 用 数学 方法 研究 罗 辑 问 
题 ,成功 地 建立 了 第 一 个 逻辑 演算 。 


他 用 等 式 表示 判断 ,把 推理 看 作 等 


式 的 变换 。 这 种 变换 的 有 效 性 不 依 
赖 人 们 对 符号 的 解释 ,只 依赖 于 符 
号 的 组 合 规律 ,这 一 逻辑 理论 , 既 可 
以 进行 公式 推演 ,又 可 以 对 命题 取 
作 数 值 . 例如 ,可 以 把 真 命题 取 作 1 
值 , 假 命题 取 作 0 值 ,由 此 复杂 的 命 
题 仅 作 数值 计算 就 可 以 求 得 它 为 真 
值 还 是 假 值 了 。 这 样 把 已 给 的 公式 
中 出 现 的 符号 的 逻辑 解释 放 在 一 
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边 ,把 它 转 变 为 表示 数量 的 符号 ,但 
只 能 取 0 或 1, 对 它 实 现 求解 的 一 
切 必须 的 步骤 ,最 后 再 还 给 它 以 逻 
辑 的 解释 。 这 一 理论 在 布尔 之 后 虽 
. 然 也 有 些 改 进 ,但 它 的 基本 轮廓 是 
布尔 建立 起 来 的 ,因此 ,人 们 称 之 为 
布尔 代数 。 
布尔 代数 到 20 世纪 30 一 40 年 
代 才 有 了 新 的 进展 ,大 约 在 1935 
年 ,美国 数学 家 斯 通 首先 指出 布尔 
代数 与 环 之 间 的 联系 ,还 得 到 了 现 
在 所 谓 的 斯 通 表示 定理 。 他 的 工作 
使 布尔 代数 在 理论 上 有 了 一 定 的 发 
展 。 布 尔 代数 在 代数 结构 、 逻 辑 演 
算 、 集 合 论 .拓扑 空间 理论 .测度 论 、 
概率 论 . 泛 函 分 析 等 数学 分 支 中 均 
有 应 用 。1967 年 以 后 ,布尔 代数 在 
公理 集合 论 及 模型 论 的 研究 中 也 起 
到 一 定 作用 。 

模 Cmodule) 在 线性 空间 基础 
上 建立 起 来 的 一 种 代数 系统 ,是 代 
数学 的 一 个 重要 工具 。 

模 的 概念 可 以 追溯 到 19 世纪 

后 期 德国 数学 家 克 罗 内 克 的 工作 ， 
他 在 研究 代数 数 的 理论 中 ,考虑 了 
多 项 式 环 上 的 模 的 概念 。 在 他 所 创 
立 的 有 理 函 数 域 论 中 ,引进 了 在 域 
上 添加 代数 量 生成 扩 域 的 概念 和 
“ 模 系 ”概念 (相当 于 现代 的 “ 理 
想 ”) ,实际 上 证 明了 有 理 系 数 多 项 
式 环 8[X] 模 一 个 不 可 约 多 项 式 了 
所 生成 的 模 系 的 同 余 类 域 同 构 于 
809)(9 是 了 的 一 个 根 )。20 世纪 20 
年 代 末 ,德国 数学 家 E， 诺 特 研究 
了 模 在 表示 论 以 及 代数 的 结构 理论 
上 所 起 的 作用 ,使 模 开 始 成 为 代数 
学 的 一 个 重要 工具 。20 世纪 40 年 
代 发 展 起 来 的 同调 代数 ,更 以 模 为 


其 主要 研究 对 象 ,并 且 对 环 论 的 发 
展 起 到 促进 作用 。 
域 (field) 可 交换 的 除 环 叫做 

域 , 它 是 代数 学 的 基本 概念 之 一 。 

域 的 概念 在 19 世纪 代数 学 的 
发 展 中 逐步 形成 并 明确 起 来 。 在 伯 
罗 瓦 的 著作 中 就 引用 了 域 的 概念 ， 
他 的 域 就 是 由 方程 的 系数 生成 的 
域 ,他 的 扩 域 是 经 添加 方程 的 一 个 
根 作成 的 。 在 戴 德 金 和 克 罗 内 克 关 
于 代数 数 的 著作 中 ,从 完全 不 同 的 
角度 引入 了 域 的 概念 。“ 域 ”这 个 词 
也 是 戴 德 金 提出 来 的 。 在 19 世纪 ， 
已 经 知道 的 具体 的 域 有 :有 理 数 域 、 
实数 域 .复数 域 .代数 数 域 和 有 理 函 
数 域 。1908 年 ,德国 数学 家 享 泽 尔 
又 引进 了 一 类 P 一 进 域 , 并 进行 了 
系统 研究 。 

域 的 抽象 理论 开始 于 德国 数学 
家 韦伯 的 工作 。1893 EE AMS 
瓦 理论 以 抽象 的 曾 述 ,其 中 引进 域 
的 概念 作为 群 的 派生 ,并 强调 群 和 
域 是 代数 的 两 个 主要 概念 。1903 
年 ,迪克 森 和 享 廷 顿 建立 了 一 个 独 
立 的 域 的 公理 体系 。 

德国 数学 家 施 泰 尼 获 在 韦伯 的 
工作 的 影响 下 ,对 抽象 域 进 行 了 综 
合 研究 .按照 他 的 观点 ,每 一 个 域 都 
可 以 从 它 的 素 域 (所 有 子 域 的 公共 
元 素 所 构成 的 子 域 ) 出 发 ,经 过 适当 
的 添加 而 得 到 。 由 此 引进 了 代数 扩 
张 和 域 的 特征 的 概念 。 他 还 研究 了 
爷 罗 瓦 方程 理论 在 域 中 的 有 效 性 问 
题 。 他 的 研究 成 果 都 包含 在 他 写 于 
1910 年 的 论文 《 域 的 代数 理论 》 中 。 

19 世纪 未 到 20 世纪 初 美国 数 
学 家 得 到 有 限 域 的 一 些 结果 ,如 有 


限 抽象 域 都 与 某 一 个 伽 罗 瓦 域 同 构 


和 
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( 穆 尔 ,1893) ;任何 有 限 域 必须 是 交 
换 的 ( 韦 德 伯 轴 .迪克 森 ,1905) 等 
等 。 
20 世纪 以 来 ,对 抽象 域 的 研究 
又 有 新 的 进展 ,中 国 数 学 家 曾 烟 之 
做 出 了 一 定 贡 献 。 
15 37 EL 38 it (Galois theory ) 
用 群 论 的 方法 来 研究 代数 方程 的 
解 的 理论 。 在 19 世纪 末 以 前 , 解 方 
程 一 直 是 代数 学 的 中 心 问题 。 早 在 
十 巴比伦 时 代 , 人 们 就 会 解 二 次 方 
程 ,在 许多 情况 下 ,求解 的 方法 就 相 
当 于 给 出 解 的 公式 ,但 是 自 觉 地 、 系 
统 地 研究 二 次 方程 的 一 般 解法 并 得 
到 解 的 公式 ,是 在 公元 9 世纪 的 事 。 
三 ,四 次 方程 的 解法 直到 16 世纪 上 
半 叶 才 得 到 .从 此 以 后 ,数学 家 们 转 
向 求解 五 次 以 上 的 方程 。 经 过 两 个 
多 世纪 , 一些 著名 的 数学 家 ,如 欧 
拉 、 旺 德 蒙 德 . 拉 格 朗 日 BEES, 
都 做 了 很 多 工作 ,但 都 未 取得 重大 
的 进展 。19 世纪 上 半 叶 , 阿 贝 尔 受 
高 斯 处 理 二 项 方程 * 一 1 一 0(z 为 
素数 ) 的 方法 的 启示 ,研究 五 次 以 上 
代数 方程 的 求解 问题 ,终于 证 明了 
五 次 以 上 的 方程 不 能 用 根 式 求解 。 
他 还 发 现 一 类 能 用 根 式 求解 的 特殊 
方程 。 这 类 方程 现在 称 为 阿 贝尔 方 
程 。 阿 贝尔 还 试图 研究 出 能 用 根 式 
求解 的 方程 的 特性 ,由 于 他 的 早 逝 
而 未 能 完成 这 项 工作 。 伽 罗 瓦 从 
1828 年 开始 研究 代数 方程 理论 ( 当 
时 他 并 不 了 解 阿 贝尔 的 工作 ), 到 
1832 年 ,他 完全 解决 了 高 次 方程 的 
求解 问题 ,他 建立 了 用 根 式 构 造 代 
数 方程 的 根 的 一 般 原 理 , 这 原理 是 
用 方程 的 根 的 某 种 置换 群 的 结构 来 
描述 的 ,后 人 称 之 为 “项 罗 瓦 理论 ”。 


伽 罗 瓦 理论 的 建立 ,不 仅 完成 了 由 


拉 格 朗 日 、 鲁 菲 尼 、 阿 贝尔 等 人 开始 


的 研究 ,而 且 为 开辟 抽象 代数 学 的 
EKET PARLA. WFA 
论 在 后 来 施 泰 尼 获 建立 的 交换 域 理 
论 中 起 到 重要 作用 。 
戴 德 金 曾 把 伽 罗 瓦 的 结果 解释 
为 关于 域 的 自 同 构 群 的 对 偶 定 理 。 
随 着 20 世纪 20 年 代 拓扑 代数 系 概 
念 的 形成 ,德国 数学 家 克 鲁 尔 推广 
了 戴 德 金 的 思想 ,建立 了 无 限 代 数 
扩张 的 佑 罗 瓦 理论 。 伯 罗 瓦 理论 发 
展 的 另 一 条 路 线 , 也 是 由 戴 德 金 开 
创 的 , 即 建立 非 交换 环 的 匣 罗 瓦 理 
论 。1940 年 前 后 ,美国 数学 家 雅 各 
布 森 开始 研究 非 交 换 环 的 贫 罗 瓦 理 
论 , 并 成 功 地 建立 了 交换 域 的 一 般 
im 9 RC. 
代数 基本 定理 C fundamental 
theorem of algebra) 关于 多 项 式 
根 的 定理 , 即 一 个 次 数 不 小 于 1 的 
复 系 数 多 项 式 f(z) 在 复数 域内 有 
AR, 由 此 推出 ,一 个 "次 复 系 数 多 
项 式 f(z) 在 复数 域内 恰 有 +# 个 根 
( 重 根 按 重 数 计算 )。 
这 个 定理 最 早 在 荷兰 数学 家 吉 
拉 尔 的 论著 《代数 新 发 现 》C1629) 中 
给 出 ,他 推测 并 断言 "次 多 项 式 方 
BUR n 个 根 , 但 是 没有 给 出 证 明 。 欧 
拉 在 1742 年 在 给 朋友 的 信 中 断定 : 
任意 次 数 的 实 系数 多 项 式 都 能 够 分 
解 成 一 次 和 二 次 因 式 的 乘积 。 达 朗 
贝尔 . 拉 格 朗 日 和 欧 拉 都 曾 给 出 代 
数 基 本 定理 的 证 明 ,但 他 们 的 证 明 
都 不 完全 。 高 斯 在 1799 年 给 出 了 第 
一 个 实质 性 的 证 明 , 但 仍 欠 严格 ,后 
来 他 又 给 出 另外 三 个 证 明 (1814 一 
1815,1816,1848 一 1850) .高 斯 研究 
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代数 基本 定理 的 方法 开创 了 探讨 数 
学 中 存在 性 问题 的 新 途径 。20 世纪 
以 前 ,代数 学 所 研究 的 对 象 都 是 建 
立 在 实数 域 或 复数 域 上 的 ,因此 代 
数 基 本 定理 在 当时 曾 起 到 核心 的 作 
用 。 
泛 代 数 Cuniversal algebra ) 
以 一 般 代 数 系统 为 研究 对 象 的 一 个 
数学 分 支 。 在 一 般 的 群 . 环 . 布 尔 代 
数 . 模 . 格 . 半 群 等 等 概念 之 上 再 抽 
象 ,得 出 能 概括 它们 的 共性 的 更 加 
一 般 的 概念 。 

”” 泛 代 数 的 研究 开始 于 英国 数学 
家 怀特 海 的 专著 《 泛 代 数 》(1898)， 
他 在 这 里 提出 了 一 种 代数 学 的 新 观 
点 , 即 代数 学 是 按照 与 含义 无 关 的 
一 种 逻辑 发 展 , “显然 我 们 可 以 用 我 
们 愿意 用 的 任何 符号 ,并 按 我 们 选 
定 的 任何 法 则 去 处 理 它 们 ”。 他 的 这 
种 新 方法 直到 20 世纪 30 年 代 末 美 
国 数学 家 G“' 伯 克 霍 夫 的 著名 工 
作 ; 才 真正 发 展 起 来 。G，, (DUE 
研究 了 代数 系统 的 理论 结构 表示 ， 
在 怀特 海 的 工作 的 启发 下 ,建立 了 
这 种 更 加 一 般 的 代数 学 。 泛 代数 在 
数理 逻辑 中 有 重要 应 用 。 

范 上 (category) 从 数学 的 各 
个 领域 中 概括 出 来 的 一 种 高 度 抽象 
的 数学 系统 .例如 ,集合 论 研究 集合 
与 映射 ; 群 论 研究 群 与 群 同 态 ; 等 
等 。20 世纪 中 期 ,数学 家 们 认为 有 
必要 将 各 个 领域 中 的 研究 对 象 各 自 
合 在 一 起 成 为 一 个 整体 .于 是 ,所 有 
的 集合 与 映射 组 成 集合 的 范畴 ,所 
有 的 群 与 群 同 态 组 成 群 的 范畴 ,等 
等 .此 外 ,范畴 与 范畴 之 间 存 在 的 内 
在 联系 与 变换 , 义 产 生 了 函 子 的 概 
念 。 范 畴 与 函 子 的 概念 和 理论 是 由 
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(波兰 籍 ) 美 国 数学 家 艾 伦 伯 格 和 麦 
ERRE 1945 年 发 展 同调 代数 的 
工作 中 产生 的 。 这 一 理论 一 经 提出 
就 受到 普遍 重视 并 得 到 迅速 发 展 ， 
且 为 数学 家 们 引进 到 许多 数学 分 支 
中 。 例 如 , 戈 德 门 特 于 1958 年 引进 
到 拓扑 学 中 ; 埃 雷 斯 曼 于 1958 年 引 
进 到 微分 几何 学 中 ; 格 罗 庸 迪克、 过 
厄 多 内 于 1960 年 引进 到 代数 几何 
中 ;等 等 ， 
同调 代数 (homological al- 
gebra) 代数 学 的 一 个 重要 分 
支 。 
同调 代数 源 于 代数 拓扑 学 ,在 
20 世纪 40 年 代 发 展 起 来 。 最 早出 
现 的 是 群 的 上 同调 和 同调 ,这 是 围 
绕 着 解决 赫 维 茨 (波兰 代数 拓扑 学 
家 ) 问 题 而 引出 的 .这 个 问题 的 解决 
还 导致 波兰 数学 家 艾 伦 伯 格 和 美国 
数学 家 麦克 莱恩 在 1945 年 引进 了 
群 的 上 同调 群 .与 此 同时 ,结合 代数 
的 上 同调 群 , 李 代 数 的 上 同调 理论 
也 都 被 引进 。 这 些 分 别 的 理论 于 
1956 年 为 H， 嘉 当 和 艾 伦 伯 格 用 
范畴 的 语言 统一 起 来 。 
同调 代数 在 数论 和 群 论 中 ,以 
至 在 代数 几何 学 和 代数 拓扑 学 中 都 
有 重要 的 应 用 。 
数论 (theory of number) 研 
究 数 的 规律 ,特别 是 研究 整数 性 质 
的 数学 分 支 。 
数论 是 最 古老 的 数学 分 支 之 
一 ,上 古 希腊 人 和 中 国 古 人 等 很 早 就 
有 了 数论 知识 。 例 如 中 国 古 人 公元 
前 11 世纪 就 知道 一 组 勾 股 数 ;公元 
4 世纪 的 欧 几 里 得 就 把 自然 数 分 成 
1、 素数 和 复合 数 , 并 证 明了 算术 基 
本 定理 一 一 每 个 复合 数 都 可 以 唯一 
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地 表 成 素数 的 乘积 。 素 数 分 布 也 是 
数论 最 早 研究 的 课题 之 一 , 欧 几 里 
得 证 明了 素数 有 无 穷 多 个 ,他 还 给 
出 求 两 个 自然 数 的 最 大 公约 数 的 方 
法 , 即 所 谓 欧 几 里 得 算法 。 无 独 有 
偶 , 公 元 1 世纪 成 书 的 中 国 典籍 4 九 
章 算术 》 中 也 给 出 了 相同 的 算法 。 公 
元 前 250 年 , 埃 拉 托 塞 尼 发 明了 第 
法 ,可 以 之 求 出 不 超过 某 个 自然 数 
六 的 全 部 素数 。 后 来 的 素数 表 都 是 
由 此 发 展 而 来 的 。 

色 股 数 问 题 属于 不 定 方程 ,中 
国 古人 ,十 希 腊 人 以 及 古巴 比 伦 和 
古 印度 人 对 此 都 有 所 研究 。 最 简单 
的 不 定 方程 是 一 次 不 定 方程 十 By 
一 1, 其 中 a b 为 整数 且 (e, 为 一 1。 
《 九 章 算术 ) 中 最 先 给 出 不 定 方程 组 
的 求解 问题 ,中 国 5 世纪 的 《 张 印 建 
算 经 ) 中 提出 的 “ 百 鸡 问题 ?也 是 一 
次 不 定 方程 求解 问题 。 一 次 辣 余 方 
程 a 三 c(tmod m) 的 求解 问题 等 价 
于 求解 一 次 不 定 方程 w 十 mg 一 c(o 
<z<m) 问 题 。《 孙 子 算 经 ?中 的 “ 物 
不 知 其 数 问题 ?是 一 个 著名 的 同 余 
式 (不 定 方程 ) 求 解 问题 .公元 13 tH 
纪 , 中 国 的 秦 九 韶 在 其 名 著 《 数 书 九 
章 》 中 系统 解决 了 一 次 同 余 式 组 求 
解 问题 ,是 古代 世界 数论 研究 的 一 
大 成 果 。 公 元 3 世纪 的 古 希腊 人 丢 
看 图 研究 过 不 定 方程 ,因此 又 把 不 
定 方程 称 为 丢 番 图 方程 。 不 定 方程 
研究 虽然 有 悠久 的 历史 ,但 至 今 得 
到 完满 解决 的 问题 并 不 多 ,仍然 是 
最 活跃 的 数学 领域 之 一 。 

把 整数 表 为 某 种 整数 之 和 的 形 
式 , 也 是 数论 的 经 典 课题 之 一 ,这 一 
课题 领域 称 为 堆 信 数论 ,著名 的 哥 
德 巴 替 猜 想 和 华 林 问 题 都 属于 这 一 


领域 。 
对 于 任何 实数 a, 如何 构 造 有 
FRÈ G2» 0 OB EE o GE I 
另 一 类 问题 ,公元 5 世纪 ,中 国 的 何 
承 天 和 祖冲之 就 曾 分 别 建议 用 他 
( 约 率 ) 与 353( 密 率 ) 来 近似 表示 
值 ,这 两 个 分 数 都 是 + 的 渐 近 分 数 。 
狄 利克 雷 曾 证 明 : 对 任意 实数 a 及 
KG EE kk [E Ok 
K K|o——- | tK, ARDEN 


研究 与 不 定 方程 研究 有 密切 的 关 
系 ,因而 又 称 为 丢 番 图 逼近 .研究 实 
数 的 种 种 有 理 通 近 问题 ,是 数论 中 
的 重要 问题 。 

用 几何 方法 研究 某 些 数论 问题 
形成 了 一 个 新 的 数论 分 支 一 数 的 
几何 , 它 起 源 于 拉 格 朗 日 和 高 斯 等 
人 的 工作 ,由 闵 科 夫 斯 基 的 著作 而 
系统 化 。 特 别 应 用 于 各 种 委 番 图 通 
近 问 题 。 

特殊 类 型 的 数 ,也 是 数论 最 早 
研究 的 问题 之 一 , 毕 达 哥 拉 斯 就 研 
究 过 完全 数 和 亲 和 数 ,而 且 直 至 仿 
日 ,这 两 种 数 的 研究 仍 是 数论 的 重 
要 课题 。 费 马 数 和 梅森 数 的 研究 也 


有 数 百年 的 历史 了 ,至 今 还 有 着 相 


当 的 吸引 力 。 

超越 数 的 研究 也 早 就 成 为 数论 
的 内 容 , 这 项 研究 取得 丰硕 的 成 果 ， 
例如 ,运用 初等 方法 就 可 证 明 e 和 
x 是 超越 数 ,利用 复 变 函数 论 则 可 


证 明 2V 2 ,i 等 是 超越 数 。 但 也 存 ，- 


在 着 许多 著名 的 难题 ,如 欧 拉 常数 
及 e+ 是否 超越 数 等 。 
数论 可 按 采 用 的 方法 不 同 而 分 
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为 不 同 的 分 支 理论 ,一般 地 ,采用 算 
术 推导 方法 来 论证 数学 命题 的 分 支 
称 为 初等 数论 。 把 一 个 算术 问题 化 
为 一 个 分 析 问 题 , 然 后 用 分 析 方法 
或 其 他 成 果 来 处 理 这 个 问题 ,从 而 
导出 算术 的 结果 ,当然 ,这 时 得 到 的 
”常常 是 具有 渐 近 性 质 的 结果 ,这 样 
得 出 的 分 支 叫 做 解析 数论 。 如 果 在 
解析 数论 研究 中 ,不 用 到 单 复 变 函 
数 的 柯 西 定理 或 类 似 深度 的 分 析 工 
具 , 则 称 为 解析 数论 的 初等 方法 。 

解析 数论 开始 于 欧 拉 18 世纪 
中 叶 的 一 些 研究 ,而 狄 利克 和 雷 的 工 
作 (19 世纪 30—40 4 ME T RR 
析 数 论 的 基础 。 许 多 重要 的 数论 问 
题 ,都 是 由 解析 数论 才 得 到 解决 或 
得 到 深入 的 研究 ,如 素数 分 布 . 堆 侈 
数论 问题 ,其 中 最 著名 的 哥 德 巴 茶 
猜想 和 华 林 问题 ,都 成 为 重要 的 解 
析 数 论 问题 。 黎 曼 函数 及 关于 它 
的 黎 曼 猜想 具有 十 分 重要 的 意义 ， 
一 系列 重要 的 数论 问题 ,特别 是 与 
素数 有 关 的 问题 的 完满 解决 , 尚 有 
， 待 于 黎 曼 猜想 的 解决 ,这 是 当代 数 
论 的 一 大 难题 。 

埃 拉 托 塞 尼 筛 法 在 解析 数论 中 
得 到 改造 ,成 为 一 种 著名 的 初等 方 
法 在 数论 中 得 到 广泛 的 应 用 ,关于 
- 哥 德 巴赫 猜想 研究 的 进展 几乎 就 是 
第 法 的 改进 的 过 程 。 加 法 则 是 由 哈 
代 和 利 特 伍 尔 德 建立 起 来 (20 世纪 
20 年 代 ) 的 另 一 种 解析 数论 方法 : 
-把 [0,1] 分 成 优 弧 和 劣 弧 ,包含 较 小 
分 母 的 分 数 的 小 区 间 组 成 优 弧 ,[0， 
起 的 其 余部 分 为 劣 弧 , 把 一 些 数论 
问题 归结 为 劣 弧 上 的 积分 的 研究 。 
雾 弧 上 积分 的 估计 则 归结 为 在 劣 弧 
上 指数 和 的 估计 。 这 样 一 来 ,使用 加 


法 ,可 把 许多 著名 数论 问题 (如 哥 德 
巴 款 问 题 和 华 林 问题 ) 都 转化 为 指 
数 和 估计 的 纯 分 析 问题 .华罗庚 , 书 
伊 、 维 诺 格 拉 多 夫 等 人 做 出 突出 贡 
献 。 

在 对 费 马 猜想 及 二 次 域 全 研究 
中 ,人 们 开始 把 整数 的 问题 这 到 更 
大 的 范围 来 考虑 ,开始 研究 代数 整 
数 及 代数 数 域 的 性 质 , 由 此 发 居 出 
代数 数论 这 一 分 支 学 科 , 代数 数 论 
的 方法 立即 应 用 到 相当 多 的 数论 问 
题 研究 中 ,得 出 了 一 批 成 果 , 这 些 成 
果 几 乎 可 以 用 到 每 一 个 数学 领域 中 
去 。 代 数 数论 是 当代 数论 研究 最 活 
路 的 分 支 之 一 。 

由 于 数论 问题 很 具体 又 很 特 
殊 , 所 以 在 数论 中 发 展 起 来 的 各 种 
方法 常常 是 很 有 用 的 。 例 如 ,指数 和 
的 估计 方法 和 筛 法 在 理论 物理 学 、 
概率 统计 中 有 重要 的 应 用 。 尤 其 近 
几 十 年 来 ,电子 数字 计算 机 的 发 展 
和 广泛 应 用 ,使 数论 有 了 非常 广阔 
的 直接 应 用 。 这 是 由 于 计算 机 的 数 
值 计算 要 求 问题 的 离散 化 ,离散 数 
学 日 趋 重 要 ,而 数论 无 疑 是 离散 数 
学 的 基础 之 一 ,从 而 得 到 直接 的 应 
用 。 例 如 高 维 数值 积分 的 数论 网 格 
法 中 ,使 用 了 大 量 的 数论 方法 和 成 
果 , 在 编码 和 数字 信号 处 理 问 题 中 ， 
数论 也 有 重要 的 应 用 。 
数论 是 最 古老 的 数学 分 支 , 又 

是 始终 活跃 着 的 前 沿 数学 领域 ; 数 
论 是 最 典型 的 纯粹 数学 , 它 又 是 日 
益 得 到 广泛 直接 应 用 的 新 “应 用 数 
学 ”分 支 。 

初等 数论 (elementary num- 
ber theory) 数论 中 以 算术 方法 
为 主要 研究 方法 的 一 个 分 支 ,是 数 
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论 的 最 古老 的 分 支 。 在 各 文明 古国 
的 古代 文化 中 都 有 着 若干 初等 数论 
内 容 , 如 关于 勾 股 数 的 知识 ( 见 不 定 
方程 ). 古 希腊 的 毕 达 哥 拉 斯 就 研究 
过 整数 的 可 除 性 问题 ,提出 奇数 、 偶 
数 ,素数 .复合 数 等 概念 ,以 及 完全 
数 和 亲 合 数 等 问题 .公元 前 300 年 ， 
欧 几 里 得 进而 证 明了 素数 有 无 穷 多 
个 ,并 给 出 求 两 个 正 整 数 的 最 大 公 
因数 的 算法 ,建立 了 整除 性 的 初步 
理论 。 公 元 3 世纪 的 丢 番 图 则 研究 
了 若干 简单 的 不 定 方程 。 中 国 古人 
也 较 早 进行 了 初等 数论 研究 ,除了 
关于 勾 股 数 的 早期 认识 之 外 , 商 周 
之 际 成 书 的 4 周易 ?表明 ,中 国 古人 
当时 已 有 了 奇数 、 偶 数 概念 ,并 初步 
利用 了 数 的 同 余 性 质 ; 公 元 1 世纪 
成 书 的 《 九 章 算术 》 最 先 提出 不 定 方 
程 组 (一 次 ) 的 求解 问题 (“五 家 共 
井 ” 问 题 ) 并 给 出 一 组 解 ;公元 4 世 
纪 的 《孙子 算 经 》 提 出 著名 的 “ 物 不 
知 数 ” 问 题 一 一 一 次 同 余 式 组 的 求 
解 问题 ;5 世纪 的 《 张 印 建 算 经 》 提 
出 著名 的 一 次 不 定 方程 组 “ 百 鸡 问 
题 ” 并 给 出 几 组 不 同 的 整数 解 ;13 
”世纪 秦 九 部 的 《 数 书 九 章 ) 中 用 “大 
衍 求 一 术 ” 完 全 解决 了 一 次 同 余 式 
组 的 求解 问题 ,国际 上 称 求解 的 算 
法 为 中 国 剩余 定理 .这 一 定理 ,在 西 
方 是 19 世纪 由 高 斯 重新 发 现 的 。 
近代 初等 数论 的 发 展 得 益 于 费 
马 、 欧 拉 、 拉 格 郎 日 . 勒 让 德 和 高 斯 
等 人 的 工作 。1640 年 , 费 马 提出 一 
个 他 未 给 出 证 明 的 命题 :如 果 ? 是 
素数 ,那么 对 于 任何 整数 oq 一 a 都 
是 ? 的 倍数 ,此 即 费 马 小 定理 。 欧 拉 
1736 年 证 明了 它 ,1760 年 , 欧 拉 把 
这 一 定理 推广 到 复合 数 的 情况 。 


1772 年 , 拉 格 朗 日 证 明了 费 马 提出 
的 另 一 个 定理 :每 一 个 正 整数 都 能 
够 表 成 四 个 整数 的 平方 和 形式 。 
1798 年 勤 让 德 的 第 一 部 数论 教科 
书 出 版 。1801 年 ,高 斯 的 名 著 《 算 术 
研究 ?问世 ,在 书 中 ,他 证 明了 二 次 
互 反 律 、 原 根 存 在 的 充 要 条 件 等 著 
名 结果 。 这 些 工作 葛 定 了 初等 数论 
的 基础 ,使 之 走 上 独立 发 展 的 道路 。 
二 次 互 反 律 在 数论 史上 起 了 重要 的 
作用 。 
初等 数论 中 某 些 问 题 的 研究 ， 
促使 形成 新 的 数学 分 支 ,如 不 定 方 
程 和 高 次 互 反 律 的 研究 ,促进 了 代 
用 其 他 数学 方法 研究 初等 数论 问题 
有 时 也 产生 新 的 数论 分 支 ,如 数 的 
几何 和 解析 数论 的 形成 和 发 展 。 初 
等 数论 中 包括 着 一 些 至 今 尚 未 解决 
的 著名 难题 ,如 梅森 数 问题 、 完 全 数 
问题 等 ;同时 还 不 断 产 生 着 新 的 问 
题 ,如 以 i 为 首位 数字 的 数 占 所 有 
的 数 的 比例 的 问题 ( 纽 科 姆 于 20 世 . 
纪 初 提出 的 ) ,对 这 两 类 问题 的 研究 
促进 了 初等 数论 的 不 断 发 展 。 初 等 
数论 是 作为 一 门 纯粹 数学 发 展 起 来 
的 ,但 近年 来 ,初等 数论 在 计算 机 科 
学 .组 合 数学 .代数 编码 .密码 学 、. 计 
算 方 法 等 领域 内 得 到 广泛 的 应 用 。 
这 无 疑 从 另 一 个 角度 促进 着 初等 数 
论 的 发 展 。 
解析 数论 (analytic number 
theory) 数论 中 ,采用 分 析 方 法 
研究 数 的 性 质 的 分 支 叫 解析 数论 。 
在 数论 研究 中 采用 分 析 方 法 起 源 于 
欧 拉 的 时 代 。 欧 拉 用 分 析 方 法 证 明 


了 欧 拉 恒 等 式 [0 -r = 
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yw-， ,由 此 给 出 “素数 有 无 穷 多 


个 ”的 一 个 新 证 明 。 这 个 恒等式 本 身 
则 被 认为 是 算术 基本 定理 的 解析 等 
价 形式 。1837 年 , 狄 利克 雷 用 分 析 
方法 解决 了 首 项 与 公差 互 素 的 算术 
级 数 中 有 无 穷 多 个 素数 的 问题 ( 见 
素数 定理 ),1839 年 又 用 分 析 方 法 
推 证 出 二 次 域 的 类 数 公式 ,可 以 说 ， 
犹 利克 雷 奠定 了 解析 数论 的 基础 。 
1859 年 , 黎 曼 定义 复 变 函数 6(s) = 


Ses , 即 欧 拉 恒等式 右边 的 级 


数 ,不 过 把 s 看 作 复 变 数 ,他 认为 素 
数 的 性 质 可 以 通过 复 变 函 数 5Cs) 来 
探讨 ,并 且 对 复 变 函 数 O T A 
刻 的 研究 ,取得 许多 重要 结果 。 后 
来 ,人 们 就 把 5Cs) 称 为 黎 曼 5 函数 。 
由 此 ,研究 素数 分 布 的 关键 在 于 研 
究 5Cs) 的 性 质 , 特 别 是 其 零点 性 质 。 
这 样 就 把 复 变 函 数论 的 思想 和 方法 
应 用 于 数论 研究 ,开创 了 解析 数论 
的 新 时 代 。 黎 曼 还 提出 这 样 一 个 猜 
想 :5Cs) 的 所 有 复 零 点 都 在 直线 Re 


s 一 了 上。 这 就 是 黎 曼 猜想 ,是 至 今 


没有 解决 的 最 著名 的 数学 问题 之 
一 。 对 它 进行 的 研究 推动 了 解析 数 
论 和 代数 数论 的 发 展 。1896 年 ,J - 
阿达 马 与 瓦 莱 一 普 森 按 黎 曼 指出 的 
方向 ,用 整 函 数理 论 , 同 时 证 明了 素 
数 定理 。 从 此 解析 数论 得 到 迅速 的 
发 展 。 

在 数论 中 应 用 分 析 方 法 ,一 般 
有 两 种 情况 :一 是 数论 问题 本 身 不 
涉及 分 析 概 念 ,分 析 方 法 是 作为 工 
具 使 用 的 。 有 一 些 数论 问题 不 用 分 
析 方 法 就 无 法 解决 ,如 前 述 狐 利克 


雷 的 工作 , 堆 鑫 数论 的 一 些 问题 
三 素数 定理 、 华 林 问 题 ;还 有 一 
些 问 题 利用 分 析 方 法 可 使 证 明 简 
化 ,如 用 母 函 数 法 证 明 整 数 分 析 问 
题 的 一 些 恒 等 式 , 堆 伪 数 论 的 许多 
问题 解 的 存在 性 的 证 明 等 。 一 是 数 
论 问题 本 身 必 须 用 分 析 概 念 才能 表 
达 清 楚 ,例如 素数 定理 。 此 外 ,利用 
分 析 概 念 还 可 提出 新 的 数论 问题 ， 
例如 各 种 数论 函数 的 阶 佑 计 及 均值 
估计 问题 。 

总 之 ,解析 数论 起 源 于 对 素数 
分 布 问题 的 研究 ,在 各 种 堆 人 又 数论 
问题 的 研究 中 得 到 发 展 。 其 主要 领 
域 有 素数 分 布 . 黎 曼 6 函数 、 狄 利 克 
雷 函 数 、 堆 艰 数 论 , 格 点 问题 和 解析 
数论 方法 等 。 

数 的 几何 (geometry of num- 
ber) 又 称 几 何 数论 ,是 应 用 几何 
方法 研究 某 些 数论 问题 的 一 个 数论 
分 支 。 用 几何 方法 研究 数论 问题 缘 
起 于 拉 格 朗 日 和 高 斯 等 人 以 几何 观 
点 研究 二 次 型 的 算术 性 质 的 工作 。 
为 了 把 狄 利克 雷 和 埃 尔 米 特 所 建立 
的 丢 番 图 逼近 的 解析 理论 进行 简 
化 , 闵 科 夫 斯 基 在 19 世纪 末 把 格 和 
凸 集 等 几何 概念 引入 数论 。1891 
年 ,他 发 表 了 这 方面 的 第 一 篇 论文 ， 
1896 年 ,出 版 了 这 方面 的 第 一 本 著 
作 , 书 名 就 叫 ( 数 的 几何 学 》, 从 此 ， 
数 的 几何 成 了 数论 的 一 个 独立 的 分 
支 ,并 在 丢 番 图 允 近 和 代数 数论 研 
究 中 得 到 广泛 的 应 用 。 

格 和 凸 集 是 数 的 几何 的 两 个 基 
本 概念 , 阅 科 夫 斯 基 就 研究 了 对 称 
png ,并 得 到 一 些 基本 的 性 质 ,表述 
为 数 的 几何 第 一 基本 定理 :如 果 
RCE 是 体积 为 YO ) 的 对 称 西 
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集 , 且 VCR ) 宇 2, 那 么 在 见 中 或 其 
边界 上 必 有 一 个 非 零 整 ( 格 ) 点 ;以 
及 数 的 几何 第 二 基本 定理 : 设 名 是 
闭 的 对 称号 集 ,0 过 7 QU «eo , WII 
其 相继 极 小 为, 各 ,… ,为 适合 不 等 
式 


hh OR ) 志 2 


关于 了 (多 ), 闵 科 夫 斯 基 还 提 
出 一 些 命题 ,后 来 由 拉夫 卡 (1943 
年 ) . 西 格 尔 (1945 年 ) 等 人 所 证 明 。 
代数 数论 (algebraic number 
theory) 数论 的 一 个 重要 分 支 , 它 
以 代数 整数 ,或 者 代数 数 域 为 研究 
对 象 。 不 少 整数 问题 的 解决 要 借助 
于 或 者 归结 为 代数 整数 的 研究 。 因 
此 ,代数 数论 是 整数 研究 的 一 个 自 
然 的 发 展 。 代 数 数论 的 发 展 也 推动 
了 代数 学 的 发 展 。 
代数 数论 主要 起 源 于 对 费 马 猜 
想 的 研究 。 费 马 猜想 (不 定 方程 x 十 
p—22)BUÀ zyz 闫 0 的 整数 解 ) 
的 证 明 可 归结 为 n=4 X ser 
数 情形 的 证 明 。19 世纪 中 叶 , 库 默 
尔 试图 利用 % 次 本 原单 位 根 6= 
e*, 把 方程 “十 六 二 z 写成 了 = (z 一 
3G Gp G— 673) ,从 而 证 明 
费 马 猜想 .但 这 需要 有 一 个 前 提 , 即 
EDER Ceo (添加 单位 根 6 到 有 
理 数 域 上 生成 的 扩 域 ) 中 ,“ 整 数 ” 也 
象 普通 整数 一 样 , 可 以 上 唯一 地 分 解 
成 素数 的 乘积 。 但 在 狄 利克 雷 的 启 
发 下 , 库 默 尔 发 现 分 圆 域 中 的 “ 整 
数 ?分 解 成 素 因 子 的 乘积 不 具有 唯 
一 性 。 库 歌 尔 因此 引入 了 “理想 数 ” 
概念 ,每 个 “理想 数 ” 可 以 唯一 地 分 
解 成 素 因 子 的 乘积 ,这 样 建立 了 分 
圆 域 上 的 数论 。 戴 德 金 把 库 黑 尔 的 


工作 系统 化 并 推广 到 一 般 的 代数 数 
域 ,奠定 了 代数 数论 的 基础 。 

高 斯 关于 二 次 域 的 研究 是 代数 
数论 的 另 一 个 重要 起 源 。1801 年 ， 
高 斯 发 表 的 著名 著作 《算术 研究 》， 
展示 了 他 的 一 个 杰出 的 思想 :把 有 
理 数 域 和 有 理 整数 环 上 的 许多 初等 
数论 问题 , 放 到 更 大 的 域 和 环 一 一 
二 次 域 和 它 的 代数 整数 环 上 来 研 
究 , 这 也 导致 了 代数 数论 的 开端 。 

代数 数论 也 是 活跃 的 数学 前 沿 
理论 ,一 方面 是 对 一 些 古典 问题 得 
出 新 的 结果 .例如 ,高 斯 曾 提 出 过 两 
个 猜想 ; (1) 只 有 有 限 多 个 类 数 为 1 
的 虚 二 次 域 ;(2) 存 在 无 限 多 个 类 数 
为 1 的 实 二 次 域 。 关 于 (1)1934 年 ， 
海 布雷 恩 证 明了 当 400 C 为 有 理 
数 域 的 二 次 扩 域 aC#) 为 的 判别 
A) ooft , h(k 的 类 数 ) 一 00;1935 
Æ, 西 格 尔 证 明了 NL 


Inh 一 一 1;1966 年 贝克 ,1967 


In 4/ 14(5)1 


年 斯 塔 尔 克 证 明了 类 数 为 1 的 虚 二 
Uo k-90/ -DRH 9 4-1, 
2,3,7,11,19,43,67,163, 32) 
仍 在 研究 之 中 。 另 一 方面 就 是 不 断 
开辟 新 的 研究 领域 ,如 数 域 的 阿 贝 
尔 扩张 理论 。1898 至 1899 年 间 希 
尔 伯 特 提出 一 个 著名 的 猜想 : 希 尔 
伯 特 类 域 猜想 ,1907 年 , 富 特 文 格 
勒 证 明了 这 个 猜想 。 韦 伯 对 推广 希 
尔 伯 特 类 域 作 了 大 量 工作 ,例如 , 推 
广 了 理想 类 群 的 概念 ,得 到 一 些 全 
新 的 结果 。1920 年 ,高 木 贞 治 应 用 
韦伯 的 理想 类 群 概念 ,推广 了 希 尔 
伯 特 的 结果 ,建立 了 完整 的 类 域 论 。 
现在 类 域 论 已 发 展 成 为 极其 重要 
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的 、 成 果 甚 丰 的 数学 领域 。 

代数 数论 的 一 大 特点 是 ,不 仅 
由 它 可 解决 一 系列 整数 规律 问题 ， 
而 且 它 的 成 果 几 乎 可 以 用 到 每 一 个 
数学 领域 中 。 

超越 数论 (transcendental nu- 
mber theory) 如 果 一 个 复数 是 
某 个 系数 不 全 为 零 的 整 系数 多 项 式 
的 根 , 则 称 此 复数 为 代数 数 。 不 是 代 
数 数 的 复数 ,叫做 超越 数 。 

刘 维 尔 开 创 了 对 超越 数 的 研 
究 , 他 于 1844 年 以 构造 性 方法 证 明 
了 超越 数 的 存在 ,他 采用 了 构造 性 
方法 ,实际 地 构造 出 超越 数 ,例如 复 


数 = = > 9 "对 9 一 2,3,… 都 是 超 


越 数 。1873 年 埃 尔 米 特 证 明了 e 是 
超越 数 ,1882 年 , 林 德 曼 证 明了 = 
是 超越 数 , 从 而 解决 了 古 希 腊 的 “化 
圆 为 方 问 题 . 由 此 开拓 了 超越 数论 
这 一 领域 。 

19 世纪 超越 数论 的 一 项 重要 
成 果 是 林 德 曼 - 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 : 
如 果 025025, ***,0, 是 两 两 不 同 的 代 
LE A fy UB. 是 非 零 代数 数 ， 


则 e 7-0, C) 


由 此 立即 得 出 :如 果 ai 1,2, e, 
2 在 有 理 数 域 9 上 线性 无 关 , 则 es 
GG 二 1,2,"…,n) 代 数 无 关 ( 即 它们 不 
是 任 一 有 理 系数 多 项 式 方程 的 根 )。 
由 (1) 式 知 ,如 a 是 非 零 代数 数 , 则 
sina, cosa, tga 都 是 超越 数 ;如 a 是 
不 等 于 0 和 1 的 代数 数 , 则 Ino 是 
超越 数 。 

1900 年 , 希 尔 伯 特 提出 的 23 
个 问题 中 的 第 7 问题 就 是 一 个 超越 
数论 问题 :如 果 a 是 不 等 于 0 和 1 


的 代数 数 ,8 是 无 理 代 数 数 ,那么 o^ 
是 否 超越 数 ? 1929 年 , 格 尔 丰 德 证 
明了 :如 果 a 是 不 等 于 0 和 1 的 代 
数 数 ,8 是 二 次 复 代 数 数 , 则 o 是 
超越 数 ,特别 地 ,e"= (一 1)-' 是 超越 
数 。1930 年 , 库 效 明 把 这 个 结果 推 
广 到 6 是 二 次 实 代 数 数 的 情形 , 特 


别 地 ,2V ? 是 超越 数 .1934 年 格 尔 
丰 德 和 施 奈 德 各 自 独立 地 对 希 尔 伯 
特 第 7 问题 的 后 半 部 分 作 了 肯定 回 
答 。1966 年 ,贝克 证 明了 如 下 重要 
结果 : 若 091,05, ***0, 是 非 零 代数 数 , 
H Inai, Inaz, = lna, 在 8 上 线性 无 
关 , 则 1, ina, =, Ina, 在 所 有 代数 
数 所 成 的 域 CQ 上 线性 无 关 。 由 此 可 
推出 : (1) 若 代数 数 的 对 数 线性 组 合 
(其 系数 为 代数 数 ) 不 等 于 零 , 则 必 
为 代数 数 。 DË art 0,» Bos Bins, 
PB. 是 非 零 代数 数 , 则 eatis o ^ e 
EG BURG. CORE air ,a 是 不 为 0 和 
1 的 代数 数 ,pi ,ps,… BL 是 代数 数 ， 
且 1.£i. fa, B. 在 Q 上 线性 无 关 ， 
则 ahah 为 超越 数 。 为 此 及 其 他 
重要 数学 成 就 ,贝克 获 1970 4E3E/R 
IX. 

1874 年 , 康 托 尔 引入 可 数 性 概 
念 ,一 个 直接 的 推论 是 “几乎 所 有 ” 
的 实数 (复数 ) 都 是 超越 数 。 马 勤 尔 
1932 年 提出 一 个 猜想 ;对 于 几乎 所 
有 的 实数 @、 任 意 的 正 整数 ”和 正 
数 提 至 多 有 有 限 多 个 次 整 系 数 多 
项 式 p(z) ,使 得 12(6) | a 07? E 
中 由 是 Cz) 的 诸 系 数 的 绝对 值 的 最 
大 值 。1965 年 为 斯 普 林 茹 克 所 证 
明 。 

超越 数论 是 数学 中 最 活跃 的 前 
沿 理论 之 一 。 其 最 新 发 展 已 采用 了 


er 
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交换 代数 .代数 几何 ,多 复 变 函数 理 
论 及 上 同调 理论 等 方法 。 许 多 著名 
问题 ,例如 , 沙 鲁 尔 猜 想 : 若 复数 GS 
名 在 @ 上 线性 无 关 , 则 由 总 ， 
bue "em 在 8 上 生成 的 域 的 
超越 次 数 至 少 为 n, 又 其 特例 关于 。 
和 的 代数 无 关 性 (更 “简单 ”的 e 十 
+ 的 超越 性 ) ,以 及 欧 拉 常 数 v= lim 


Qi 十 去 十 “十 二 一 Inn) 的 超越 性 的 
猜测 ,至 今 都 未 解决 。 

HE Æ M it (additive theory of 
number) 又 称 加 性 数论 ,是 关于 
“加 性 问题 ”的 一 个 数论 分 支 。 它 研 
究 的 典型 问题 是 : 设 N 是 全 体 非 负 
OB RI Ao Ac 4 是 的 
有 限 个 或 可 数 个 子 集 。 试 判定 对 N 
中 的 每 一 个 %% 方 程 4 二 a 十 az 
十 … 十 a, 是 否 可 解 或 其 解数 O), 
其 中 GELAS). x3 8B 5 
整数 集合 的 加 法 性 质 有 关 。 堆 参数 
论 的 历史 也 很 古老 , 费 马 等 人 就 开 
始 了 堆 鱼 数论 的 某 些 研究 。 以 下 是 
几 个 著名 的 堆 人 又 数论 问题 : 

1, 多 角 数 问题 

设 整 数 mz 3, H wo 二 0, 
a,4177 — a," — (m—2)2-2-1(n— 1,2, 
…) 确 定 一 个 数列 {0."} ,属于 这 个 
数列 的 整数 称 为 m 阶 多 角 数 。 其 通 


项 为 iam D (i 2) m 


4). 易 知 ,4 角 数 就 是 平方 数 。1636 
年 , 费 马 猜测 ,每 个 自然 数 都 可 以 表 
示 为 m 个 m 阶 多 角 数 之 和 。 拉 格 朗 
日 于 1772 年 证 明了 m 一 4 的 情况 ; 
勒 让 德 于 1798 年 证 明了 m—3 的 
情况 ;1813 年 , 柯 西 证 明了 这 个 猜 
LN 解决 了 多 角 数 问题 。 


2. 平方 和 问题 

求 不 定 方程 z;? Hr 十， 十 ze? 
= n 的 整数 解 的 个 数 7,(x) 的 问题 ， 
其 中 s 是 给 定 的 正 整 数 , 例如 (3) 
一 0,ra(5) 一 8,rz(9) 一 4。 

1829 年 , 雅 可 比 证 明了 rz 00 
-425 CDF BENT "OT 


PA 1919 年 ,哈代 等 人 得 到 了 。 


之 5 时 mo) 的 渐 近 公式 。 现 在 对 s 
委 24 时 , 均 已 得 出 ”(o) 的 具体 表 
达 式 。1926 年 克 洛 斯 特 曼 ,1962 年 
埃 斯 特 曼 分 别 讨论 了 形 如 aa 
十 Be22 十 czs2? 十 dz42 的 平方 和 问题 , 拓 
广 了 平方 和 问题 ,开拓 了 一 系列 新 
的 领域 

3. 哥 德 巴赫 问题 

是 堆 鲍 数论 亦 是 整个 数论 最 有 
魅力 的 问题 之 一 , 见 “ 哥 德 巴赫 猜 

4. 华 林 问 题 

1770 年 , 华 林 推 测 ,任意 正 整 
数 能 够 用 不 超过 4 个 平方 数 的 和 、 
不 超过 9 个 立方 数 之 和 或 不 超过 
19 个 四 次 方 数 之 和 来 表示 。 意 思 
是 :对 任意 给 定 的 整数 12. 0E 
在 一 个 正 整 数 s(x) ,使 得 每 个 正 整 
数 # 必 是 s(x) 个 非 负 的 次 方 数 之 
和 。 即 不 定 方程 

attat bna D 
对 所 有 的 整数 4 宇 0 有 非 负 整数 解 
z, QE jc 。 这 就 是 华 林 问题 (还 包 
括 解 的 数目 及 极 值 问题 )。 

.. 1909 年 , 希 尔 伯 特 证 明了 s) 
的 存在 性 。1943 年 林 尼 克 用 密 率 法 
给 出 s《£) 存 在 性 的 另 一 个 证 明 。 

华 林 还 猜测 s OO BS Re] MR g CO 


数学 学 科 史 319 


=2% + ((3)3-2. 1770 年 拉 格 
朗 日 证 明了 g(2)=4; 1909 4E pi 3b 
里 奇 证 明了 9(3) 一 9。 设 G(X) 为 使 
方程 届 ) 对 充分 大 的 z 可 解 的 s(%) 
的 最 小 值 。 易 证 9 (4) 之 2 十 


(G3 —3, GO 2 k +l 


利用 G( 妇 的 上 界 估计 ,人 们 基本 
上 完成 了 对 9( 妇 的 探讨 : 当 1256 时 
有 条 件 3 一 2 十 2 (2—1) 


(GG) B.g (k) 一 2 + 
( (3) ] 一 2.1957 年 , 马 勒 尔 证 明 


当 上 充分 大 时 条 件 一 定 成 立 ;1964 
年 ,斯 泰 姆 勒 尔 证 明 此 条 件 在 6k 
魏 200000 时 成 立 。1964 年 陈景润 证 
Hj 9(5) 一 37;1985 年 巴 拉 萨 布雷 尼 
安 等 证 明了 9(4) 一 19。 

20 世纪 20 ER ERSAN 
圆 法 研究 了 华 林 问题 。 他 们 对 方程 
的 解数 作 了 舍 计 。1938 年 .1947 
年 和 1957 年 ,华罗庚 三 次 改进 估计 
的 结果 。 哈 代 等 人 猜测 : 当 (6-27 
4 EF, GC) — Ak Ff DE LG OO 2k 
+1., DHE k= 2A t GG)LTÁAESE 
他 情形 GOD E-1, 对 解数 估计 的 
改进 同时 也 改进 了 对 GCk) 的 
上 界 估计 。 1939 年 达 文 波 特 证 明 
T G(4)=16;1947 Æ% JE 35 iE 
明了 0(3)—7;1959 年 维 诺 格拉 多 
夫 证 明了 , 当 12170000 E GOD « 
k(21nk4- 4In Ink4- 21n ln 1nk4- 13) , 卡 
Tr UL —32b POE GOD < 2klogk 
十 2ioglogt 十 124, 这 是 目前 的 最 好 
结果 。 

华 林 问 题 可 作 各 种 推广 .例如 ， 
(1) 华 林 - 哥 德 巴赫 问题 , 即 把 方程 


QD 中 的 %% 限 制 为 素数 。 对 此 问题 的 
研究 ,华罗庚 和 维 诺 格拉 多 夫 有 
重要 贡献 。(2) 多 项 式 华 林 问 题 。 
把 方程 中 的 项 要 换 成 f(z;)， 这 
里 f(x) 是 整 值 多 项 式 ;或 更 一 般 地 
换 成 f(z;) ,其 中 方 (z) 为 整 值 多 项 


式 。 当 取 f(x) 二 x 十 L (m—2) (2 


z) 时 , 即 为 多 角 数 问题 .对 多 项 式 华 
林 问 题 ,华罗庚 做 了 许多 著名 的 工 
作 。(3) 代 数 数 域 上 的 华 林 问 题 , 或 
者 任意 数 域 上 的 华 林 问 题 。 对 此 问 
题 , 西 格 尔 有 重要 贡献 。 

E Mta h (distribution of pr- 
ime numbers) ”数学 中 研究 素数 
性 质 的 一 类 重要 问题 . 欧 几 里 得 ( 几 
何 原本 ) 中 就 证 明了 素数 有 无 穷 多 
个 .那么 ,素数 在 自然 数 中 是 如 何 分 
布 的 呢 ? 这 自然 成 为 数论 中 最 重要 
和 最 有 吸引 力 的 中 心 问题 之 一 。 人 
们 至 今 尚未 找到 ,人 们 一 般 认为 大 
概 也 不 可 能 找到 一 个 可 以 表示 全 体 
素数 的 有 用 公式 。 最 初 的 研究 素数 
分 布 的 方法 ,是 通过 造 素 数 表 来 观 
察 。 最 早 的 素数 表 是 古 希 腊 的 埃 拉 
托 塞 尼 构造 的 (公元 前 250 年), 现 
有 的 较 完 善 的 素数 表 是 D. B. 扎 盖 


尔 1977 年 编制 的 , 列 出 了 不 大 于 


50000000 的 所 有 素数 。 由 素数 表 很 
难 发 现 素 数 分 布 的 规则 。 实 际 上 ,有 
的 相 邻 素数 相差 很 小 ,例如 2 和 3， 
许多 相 邻 素数 就 是 相 邻 的 奇数 ,其 
差 为 2( 叫 做 挛 生 素数 ), 如 5 $9 7, 
11 和 13; 另 一 方面 ,有 些 相 邻 素数 
之 差 又 很 大 ,可 以 证 明 , 对 任意 自然 
数 入 ,都 存在 着 差 大 于 WV 的 相 邻 的 
素数 。 而 且 现 在 人 们 还 没有 找到 能 
判定 充分 大 的 数 是 否 是 素数 的 方 
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法 ,现在 已 知 的 大 素数 都 是 个 别 地 
构造 出 来 的 ,到 1990 年 人 们 所 知道 
的 最 大 的 素数 是 22:99 x 391581 一 
1, 这 是 一 个 有 65087 位 的 数 。 
关于 素数 分 布 性 质 , 人 们 通过 
数值 观察 .计算 以 及 猜测 等 方法 , 提 
出 许多 命题 ,其 中 有 些 至 今 尚 未 得 
到 证 明 。 著 名 的 命题 有 素数 定理 、 李 
生 素数 猜想 . 费 马 素数 问题 .梅森 素 
数 问题 .单位 循环 素数 问题 等 。 
3X 38 E HB (prime number th- 
eorem) 关于 素数 个 数 问题 (素数 
分 布 的 最 重要 的 问题 之 一 ) 的 一 个 
命题 。 用 x(z) 表 示 不 大 于 实数 z 的 
素数 的 个 数 ,如 r(2) 王 1,r(3) 一 2， 
zx(100) 一 25。 欧 几 里 得 关于 素数 有 
无 穷 多 个 的 命题 即 可 表示 为 im 


7F(z) 一 十 co。 1808 年 ， A. 勒 让 德 猪 
测 T(z) 一 入 up BET 
1849 年 ， umm. (z) 一 


NATI 


Aun. 1852 年 左右 ,TI. JI. 
切 比 雪夫 证 明了 :存在 两 个 正 数 c 
和 02, 使 不 等 式 Ur G) Ce 到 
特 朗 猜 想 : 在 z 和 2z 之 间 有 素数 存 
在 。1896 年 ,J。 阿 达 马 和 C。dela 
瓦 莱 - 普 桑 几 乎 同时 证 明了 
lim Zr] 

或 m). 

这 就 是 素数 定理 。 它 是 素数 分 布 理 
论 的 中 心 定理 。1949 年 ,A。 赛 尔 伯 
格 和 P。 爱 尔 特 希 给 出 素数 定理 的 


初等 证 明 。 
同时 ,人 们 也 研究 有 误差 项 的 
素数 定理 , 即 对 r(z) 一 Ziz 寻找 最 


GERE. 这 里 Lin lim ( | 


| E erir. 


1900 年 , 瓦 菜 - 普 桑 证 明了 20 — 
Liz —O (z erp(-c Mlnx)),c 为 一 正 
常数 ;1901 年 ,H. Von 科 赫 改进 为 
z(z)— Lix— O(z?]nx) ; 1958 ££, H. 
M. 维 诺 格 拉 多 夫 得 到 x(x)-Liz 二 0 
(z ezpC—c(Inz)$)) ,e HERE 
数 ,e 为 与 :有 关 的 正常 数 。 
算术 级 数 中 的 素数 分 布 Cdi- 
stribution of prime number in 
arithmetic series) 1837 年 ,P. G. 
狄 利 克 需 证 明了 首 项 与 公差 互 素 的 
算术 级 数 中 有 无 限 多 个 素数 。 设 整 
数 qz3,1«uq, 0,00 —1, H xG, 
DD RRETA LAZY a 的 算术 
级 数 中 不 超过 c 的 素数 的 个 数 , 则 
对 固定 的 "E 
lim zE Dp =]. 


式 中 AERA 4 且 与 g 互 素 
的 正 整 数 的 个 数 。 这 就 是 算术 级 数 
中 的 素数 定理 。 关 于 误差 估计 ,A. 
佩 奇 于 1935 4E, C. L. 西 格 尔 等 于 
1936 年 证 明了 :对 任意 正 数 k, 当 3 
<q (nz) Bj, 有 


z(z,q,D — 


(一 cnz)) 
c 为 绝对 正常 数 ; 记 号 0 中 所 含 的 
常数 只 与 上 有 关 、 与 4 无 关 。 

设 k3, 1 KIKk, Cik) =1, p 
?ks 表示 算术 级 数 a= m ELO — 


ae Oz exp 
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0,1,2,…) 中 的 最 小 素数 。S. 乔 拉 猜 
B 20,0 —0Q0*0, Kp e ES 
小 的 正 数 。1944 年 ,IO. B. UE SEE 
先 证 明了 存在 绝对 常数 ,使 得 ? 
G,D —007), WRF 1957 年 首 
先 指出 “是 可 以 计算 的 ,并 定 出 了 e 
的 值 。 陈 景 润 于 1979 年 得 出 。 委 
17,JR3€ X MEBD T. 2 (5, DK, 3X 
是 20 世纪 80 年 代 得 出 的 最 好 结 
果 。 
费 马 数 (Fermat numbers ) 

1640 年 , 费 马 猜 测 , 形 如 屎 22 十 1 
的 数 ,* 之 0 时 都 是 素数 ,他 并 且 提 
出 F,—3,F,—5, F,— 17, F42:257, 
F.—65537 都 是 素数 。 但 1732 年 ， 
欧 拉 发 现 Fo 641 6700417, #5 
猜测 不 真 , 人 们 接着 提出 了 新 问题 ， 
形 如 FF.=2” 十 1 的 素数 有 多 少 ? 是 
否 有 无 穷 多 个 ,使 F. 为 素数 ?由 于 
费 马 的 猜测 ,人 们 把 形 如 F, 的 数 称 
为 费 马 数 , 形 如 F. 的 素数 称 为 费 马 
素数 。 上 面 提 出 的 第 二 个 问题 就 是 
费 马 素数 问题 有趣 的 是 ,直到 现在 
(20 世纪 80 年 代 ), 人 们 所 知道 的 
费 马 素 数 仍然 是 费 马 指出 的 那 5 
个 。 人 们 还 知 到 49 个 费 马 数 是 合 
数 ; 当 n=8,9,10,11,12,13,15， 
16,18,19,21,23,25,26,27,30,32, 
36,38,39,42,52,55,58,63,73,77, 
81, 117, 125, 144, 150, 207, 226, 
228, 250, 267, 268, 284, 316, 452, 
556,744,1945,23471 时 ,只 知道 F. 
的 部 分 素 因数 ,例如 知道 Fr 的 一 
个 素 因 数 是 5X 2734-1; 344 n—5, 
6,7 时 ,得 出 了 屎 的 标准 素 因 数 分 
解 式 ; 当 ?=14 时 ,只 知 Fi 为 合 数 ， 
但 没 找到 它 的 任何 一 个 真 因数 。。 
是 递增 很 快 的 数列 ,例如 Pios > 


105 ,这 也 是 其 素性 难以 判定 的 原 
EH. 是否 费 马 数列 中 有 无 穷 多 个 复 
合 数 ? 这 也 是 一 个 尚未 解决 的 问题 。 
与 费 马 数 有 关 的 猜想 还 有 : 费 马 数 
列 中 只 有 有 限 个 素数 ; 费 马 数 无 平 
方 因数 等 。 现 在 都 没有 得 到 证 明 。 关 
于 后 一 猜想 ,L. J. 沃 伦 1967 年 证 明 
了 :如果 素 数 g UE vL ELLE 277 — 
1 (modg’)。 
1801 年 ,高 斯 证 明了 , 当 k= 

F, FF, OKM LML L Ra s S 
1)，,P.( 一 1,2,…,s) 都 是 素数 时 ， 
正 2 边 形 可 以 尺 规 作 图 。 近 年 来 , 费 
马 数 在 数字 信号 处 理 中 得 到 应 用 。 

梅森 数 (Mersenne numbers ) 

形 如 We 一 2 一 1( 其 中 2 为 素数 ) 
的 数 称 为 梅森 数 ,为 使 W, 为 素数 ， 
2 为 素数 是 必要 条 件 ,但 不 是 充分 
条 件 。 如 果 M» 为 素数 , 则 称 为 梅森 
素数 。1644 年 ,梅森 在 一 本 著作 
《物理 一 数学 探索 )) 的 序言 中 提 
出 , 当 p=2,3,5,7,13,17,19,31, 
67,127,257 时 ,2 一 1 是 素数 ,对 于 
257 以 内 的 其 他 素数 P,27 一 1 都 不 
是 素数 ,但 在 当时 ,人 们 只 知道 P= 
31 以 前 的 7 个 梅森 素数 的 证 明 ( 素 
性 证 明 )。1772 年 , 欧 拉 才 证 明 Ma 
是 素数 。 而 Me mWz? 不 是 素数 ， 
1903 年 , 科 尔 指 出 

Mer= 297— 1 = 193707721 x 
761838257287, 

梅森 指出 的 数 中 , Moi, Meos Mier tE 
是 素数 。 人 们 发 现 , 这 种 数 有 些 很 有 
趣 的 性 质 ,例如 每 个 形 如 2 一 1 的 
素数 对 应 一 个 偶 完全 数 等 等 ,于 是 
人 们 开始 有 意识 地 寻找 这 种 素数 ， 
为 了 纪念 提出 者 把 它们 命名 为 梅森 
素数 ,一 般 的 2 一 1 形 数 命名 为 梅 
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TUR. 
直到 19 世纪 上 半 叶 ,人 们 仍然 
只 证 明了 梅森 提出 的 前 8 个 梅森 素 
数 。19 世纪 后 半 叶 ,E. 拉 库 斯 提出 
了 一 个 判断 M 是 否 为 素数 的 方 


法 :车 有 4>0 使 (在 ) 一 一 1, 且 在 


ZKR 4 ) 中 有 一 个 单位 数 。 
适合 NG)——1,W] M 为 素数 的 
充分 必要 条 件 是 好 “十 如 IO 
(mod M») AP e Jg eg36 gud. JH 
此 法 ,人 们 又 证 明了 Mes Mss, Mi: 
Man HERL 

在 电子 计算 机 投入 应 用 之 前 ， 
人 们 就 证 明 出 上 述 由 M» 到 Miz 这 
12 个 梅森 素数 ,从 前 举 Me 的 分 解 
式 可 以 看 到 P 值 增 大 时 ,Ms 将 迅速 
增 大 ,使 判断 计算 出 现 困难 。1930 
年 ,D. H. 菜 默 尔 改进 了 拉 库 斯 的 方 
法 ,提出 如 下 判别 法 则 : 设 P 为 一 
奇 素数 ,定义 序列 

Lo=4," , Iny = (L? —2)2* — 


则 27— 1 是 素数 的 充 要 条 件 是 
Lr-2=0。 电子 计算 机 出 现 后 ,人 们 
利用 这 一 准则 ,使 寻找 梅森 素数 的 
工作 又 进行 下 去 。 实 际 上 寻找 大 素 
数 的 工作 就 是 寻找 梅森 素数 ,因为 
2 —1 这 一 可 构造 性 的 数 无 疑 缩小 
了 寻找 的 范围 ,现在 所 知道 的 大 素 
数 多 是 梅森 素数 ,这 也 是 研究 梅森 
素数 的 意义 之 一 .关于 梅森 素数 ,有 
下 述 两 个 著名 猜想 :有 无 穷 多 个 P 
使 M; 为 素数 ;Me 无 平方 因数 。 现 
都 未 得 到 证 明 , 后 者 的 一 个 结 
果 是 1967 年 ,L -J-e 沃 伦 证 明 的 : 
TOUR o WE eh | MPL UU] 2771 
(mod 9 ) 。 梅 森 数 在 代数 编码 理论 
中 亦 有 应 用 。 

现在 已 知 的 最 大 的 梅森 素数 为 
2299. ], 3E p.p 30 个 梅森 素 
数 。1983 年 ,人 们 已 证 明 , 在 小 于 
2 的 范围 内 ,只 有 27 个 梅森 素 
数 ,它们 都 是 已 知 的 .还 知道 大 于 此 
限 的 3 个 梅森 素数 .已 知 的 梅森 素 
数 如 下 表 。 - 
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D 


证 明 
年 代 


M, 


13 395 位 1979 


25 960 位 | 1983 


132 049 


39 751 位 | 1983 


完全 数 (perfect number) — 
个 正 整 数 ”如 果 其 全 部 因数 的 和 
等 于 2n, 则 称 * 为 完全 数 。 例 如 6 的 
因数 和 1 十 ?十 3 十 6= 12,28 的 因数 
和 1 十 2 十 4 十 7 十 14 十 28 一 56, 所 以 
6 和 28 都 是 完全 数 。 
公元 前 6 世纪 古 希 腊 的 毕 达 哥 
拉 斯 是 最 早 研 究 完 全 数 的 人 ,他 已 
知 6 和 28 是 完全 数 。 欧 几 里 得 在 
《几何 原本 》 中 对 完全 数 作 了 进一步 
的 研究 。 他 定义 :“ 完 全 数 是 等 于 其 
因数 之 和 者 ”并 在 该 书 第 九 卷 中 给 
出 了 一 个 关于 完全 数 的 定理 : 若 一 
个 级 数 (从 1 开始 ) 的 (素数 )? 项 之 
和 
1-24 2b n 427-71 
A ECCLE XT Fd c — 998 
乘积 为 完全 数 。 中 ,如 果 p 和 2? 一 1 
均 为 素数 , 则 2 (2 一 1D) 是 一 个 完 
全 数 。 古 希腊 人 在 公元 1 世纪 以 前 
已 经 知道 4 个 完全 数 ;6,28,496 和 
8128。 第 5 个 完全 数 是 33550336 
-2"(22—1),' E Æ 15 世纪 发 现 
的 。 主 要 的 问题 显然 是 形 如 27 — 1 
的 数 (P 为 素数 ) 是 否 为 素数 ,这 恰 
恰 就 是 梅森 素数 。18 世纪 , 欧 拉 证 
明了 ,每 一 个 侦 完全 数 % 都 具有 欧 
几 里 得 指出 的 形式 , 即 ,如 果 是 偶 
ZER, W a= 2 (2—1), P p 


216 091 | 65 050 位 数 


与 2 一 1 为 素数 。1911 Æ,L. F. 38 
克 森 作出 上 述 结果 的 一 个 简单 的 证 
明 。 这 就 把 完全 数 与 梅森 素数 联系 
起 来 了 ,至 今 , 共 发 现 了 30 个 偶 完 
全 数 , 其 最 大 者 为 2216090 ( 2216091 一 1) 
( 见 梅 森 数 )。 

是 否 有 无 穷 多 个 偶 完 全 数 的 问 
题 可 归结 为 是 否 存在 无 穷 多 的 梅森 
素数 的 问题 。 是 否 存 在 奇 完全 数 则 
是 数论 中 的 另 一 著名 问题 ,至 今 尚 
未 获 解决 。 已 有 的 成 果 如 下 ;18 世 
纪 , 欧 拉 曾 证 明 , 如 果 存 在 奇 完全 数 
2， 则 ”的 分 解 式 为 

n= pq)? 19s 382 qP 

AP 0050 是 不 同 的 素数 ,ac 
= p=] (mod4). 1888 年 ,J。J. 西 
尔 维 斯 特 证 明了 上 芝 4, 他 还 指出 了 + 
二 4 不 可 能 。1970 年 ,W. 麦克 丹 尼 
尔 证 明了 上述 分 解 式 中 的 2p; 十 1 寺 
0Cmod 3)(j—1,2,--,0., 1973 Æ, 
P， 哈 吉 斯 证 明了 如 果 % 是 奇 完全 
Z, IBA 07 1059.1980 Æ , f dE —2b 
证 明了 如 果 存 在 奇 完全 数 *%, 则 v E 
DA 8 个 不 同 的 素 因子 。 

1946 年 ,E。 利 翁 纳 将 因数 之 
积 等 手 该 数 本 身 平 方 的 数 称 为 第 二 
类 完全 数 ,例如 8—1- 2 4*8, 
27? 二 1。3。9。27, 所 以 8 和 27 都 
是 第 二 类 完全 数 。 若 P,P 为 不 同 的 
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CR LJ] Ph PP' 显 然 都 是 第 二 类 


完全 数 。 

亲 和 数 (amicable number) 
用 ow) 表示 自然 数 % 的 所 有 正 因数 
(包括 1 和 m) 。 使 得 

gc(n)—a-—m Pl olm)—m=n 
RARR RKA E mA n 称 为 
亲 和 数 。 例 如 o(220)—220=1 +2 
十 4 十 5 十 10 十 11 十 20 十 22 十 44 十 55 
十 110 一 284, 而 r(284) 一 284 一 1 十 
2 十 4 十 71 十 142 二 220, 所 以 220 和 
284 是 一 对 亲 和 数 。 

' 公元 前 6 世纪 毕 达 哥 拉 斯 最 先 
定义 了 亲 和 数 ,上 面 那 一 对 亲 和 数 
就 是 他 提出 来 的 。 人 们 所 知道 的 第 
二 对 亲 和 数 是 费 马 于 1636 年 提出 
的 :17296 和 18416 。 第 三 对 是 笛 卡 
JLF 1638 年 提出 的 : 9363584 和 
9437056, 1750 年 , 欧 拉 比较 系统 地 
提出 64 对 亲 和 数 ,后 来 人 们 验证 ， 
其 中 两 对 错 了 。 这 样 ,到 当时 ,人 们 
已 知 62 对 亲 和 数 ,后 来 又 陆续 有 所 
发 现 。 一 个 十 分 有 趣 的 事实 是 ,一 对 
很 小 的 亲 和 数 ,1184 和 1210, 直 到 
1866 年 才 被 发 现 ,而 两 百 多 年 前 却 
发 现 了 大 得 多 的 亲 和 数 。 一 万 以 内 
的 亲 和 数 有 5 对 : 220, 284; 1184， 
1210,2620,2924,5020,5564,6232, 
6368。 目 前 人 们 所 知道 的 一 对 最 大 
的 亲 和 数 是 H. 械 莱 尔 在 1974 年 指 
出 的 两 个 152 位 数 : 

也 一 34。5。11。5281!8。29。 
89(2。1291。52811 一 1)， 

3 一 34。5。11。528118(23 。33 
* 6* © 1291 * 5281?— D, 

AE ^E 3X 3H (twin prime nu- 
mber) ”两 个 差 等 于 2 的 一 对 素 
数 , 称 为 挛 生 素数 ,例如 3 和 5,5 和 


7, 1i -和 13, «, 10016957 和 
10016959:, 都 是 挛 生 素数 。1979 年 
R. 贝 利 提出 一 对 很 大 的 挛 生 素数 
297。254 十 1 ,同年 A。0。 阿 特 金 
HNW. 里 克 特 得 出 一 对 更 大 的 
挛 生 素数 1159142985 - 2294 1,48 
1979 年 人 们 已 知 的 最 大 的 挛 生 素 
数 .怎样 寻找 李 生 素数 ,并 没有 一 般 
性 的 规则 ,但 上 面 这 两 对 挛 生 素数 
都 是 4&。2 士 1 的 形式 ;对 人 们 有 所 
启发 :是 否 可 从 梅森 素数 Mz 出 发 ， 
EFREM h. Mtl 的 新 本 生 素 
数 呢 ? 答案 是 肯定 的 。1983 年 ,德国 
汉堡 大 学 的 W. 凯 勒 发 现 , 当 nr=], 
2 时 , 确 可 找到 一 些 大 杰 生 素数 ,h 
: Mr 士 1 这 一 可 构造 形式 提高 了 
EE Ae SERE E hn h 
。 M» E 的 李 生 素数 :371634。 
(2779— 1) 4- 1,909030 « (2225— 1) 
+ 1, 1846908 « (29 .— 1) t 1, 
2012081 + (27*:— 1) + 1,3198240 
e (22 —1) 1,2445810 « (242588 — 
1)251,1639494 - (253 —1) 1, 3f 
给 出 几 个 形 如 h。Mr? 土 1 的 挛 生 素 
31.713502 。(2521 一 1)? 土 1,332880 
. (29 — 1)? 1,455892 。(2!279 一 
1)*x1, 260497545 x 295-E 1 是 到 
1988 4E IE A 4] E TEE CC —ÓÀ 2E 
生 素数 。 如 何 构造 更 多 的 挛 生 素数 
是 一 个 正在 研究 的 问题 。 另 一 个 十 
分 自然 的 问题 是 : 李 生 素数 有 和 多少 
个 ? 挛 生 素数 猜想 即 是 此 问题 的 一 
个 答案 :存在 无 穷 多 对 挛 生 素数 .这 
个 猜想 是 波 林 奈 克 1849 年 提出 来 
的 ,至 今 尚未 得 到 证 明 , 但 人 们 倾向 
于 认为 它 可 能 是 正确 的 。 

挛 生 素数 猜想 与 哥 德 巴赫 猜想 
有 密切 的 关系 。 abc 是 整数 , 考 
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不 方程 
ar+by=c 

的 素数 解 。 如 取 a d. b due 为 不 
小 于 6 的 偶数 ,素数 解 的 存在 问题 
就 是 哥 德 巴赫 问 题 ; 取 a=1.6 
一 一 1,c 一 2, 素 数 解 存在 且 有 无 穷 
多 组 素数 解 就 是 挛 生 素数 猜想 。 因 
而 ,历史 上 人 们 关于 哥 德 巴赫 猜想 
的 成 果 ( 见 哥 德 巴赫 猜想 ) 也 同时 就 
是 关于 挛 生 素 数 猜 想 的 研究 成 果 。 
现在 最 好 的 成 果 是 陈景润 在 1966 
年 得 到 的 :存在 无 穷 多 个 素数 p fl 
得 p 十 2 是 不 超过 两 个 素数 之 积 ( 即 
著名 的 关于 (1,2) 的 陈 氏 定理 的 变 
形 )。 

素数 分 布 中 有 一 个 可 以 说 是 由 
挛 生 素数 问题 推广 而 产生 的 问题 ， 
相 邻 素数 之 差 问题 : 设 P 是 第 4 个 
Xd a5 是 TH E 两 个 * 
数 之 差 。 在 黎 螺 猜想 成 立 的 条 件 
下 ,1921 年 ,HE - sg hr SA UE HH T 4. 
—O(iInp), ARHi-JEBUERIH «f 
瓦 尼克 1979 年 得 出 无 条 件 的 结果 
d,—O(p ^), 80 年 代 , 皮 欧 改进 为 
Kpt BHN AF Sg Y 
界 , 1966 年 ,E. 邦 别 里 和 H. 达 文 波 
特 于 '1966 年 证 明了 := lim inf 


= 0. 46650 =, 
M.N. AAR T1977 4E gi ut 
为 B 委 0. 4425, AWYA E—O0,[H 
尚未 能 证 明 。 

EB g C BR (Riemann 一 
function) 复 变 函数 5(Gs) = 
Mae. 其 中 s 一 o 十 是 复数 ,o> 


1。 欧 拉 就 讨论 过 s 为 实 变数 的 情 


况 , 并 且 证 明了 著名 的 欧 拉 恒等式 
ews IHa-zo- sell x 
示 对 所 有 的 素数 求 积 。1859 年 , 黎 
曼 在 其 著名 论文 “ 论 不 大 于 一 个 
给 定 值 的 素数 个 数 ” 中 提出 复 变 卫 
数 6(s), 并 证 明了 6(s) 的 一 些 性 
质 , 如 , 当 gl 时 ,6(s) 没 有 零点 ; 
当 rr< 0 时 ,s* 王 一 2, 一 4,…， 一 27， 
… 是 它 的 一 级 零点 , 称 为 “平凡 零 
点 ”, 此 外 ,6(s) 没 有 零点 ;6(s) 可 能 
有 的 其 他 零点 一 定 都 是 位 于 带 形 区 
BOKS 中 的 复 零 点 ,它们 称 为 
“ 非 平凡 零点 ”。 黎 曼 还 预言 了 e) 
的 一 些 深刻 的 结果 ,为 后 来 的 人 们 
所 证 明 ,如 ,在 带 形 区 域 Oscoscl 中 
6(s) 有 无 穷 多 个 复 零点 ,于 1893 年 
为 工 阿 达 马 所 证 明 ; 设 7T>0, 以 N 
(7) 表 6(s) 在 矩形 0 委 5 委 1 0 


T HS AE je MG HU. NOD 


T T ， 
ln im wT 1905 4E Jj H * Von 曼 


格 尔 所 证 明 ; 提 出 5(s) 的 非 平凡 零 
点 与 x(z) 的 一 个 关系 式 , 于 1894 
年 为 曼 格 尔 所 证 明 。 黎 曼 在 这 篇 论 
文中 还 提出 一 个 著名 的 猜想 ;6(s) 


的 非 平凡 零点 都 在 直线 e s 


上 ,也 称 为 黎 曼 假设 , 记 为 BH。 关 于 
RH 的 研究 见 黎 曼 猜 想 。 关 于 5(s) 
还 有 许多 重要 成 果 , 如 1918 年 G. 
H. 哈代 等 证 明了 


[ic 十 it) |*dt ~ 2TInT 
1926 年 A. E. 英 厄 姆 证 明了 
| + i) dt ~ low 


1940 Ab E T 57 coli 


T————: 
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N (o, T) 20CTZ T) 
其 中 T2:2, 3 a N Gs TR 


在 矩形 asco 1, [t| T 中 的 零点 
个 数 ,此 结果 后 来 代 有 改进 ,一 般 称 
之 为 零点 密度 定理 。 黎 曼 提 出 用 复 
变 函 数 特别 是 6Cs) 研 究 数论 的 新 
思想 和 新 方法 ,开创 了 解析 数论 的 
新 时 期 ,并 对 单 复 变 函数 论 的 发 展 
有 深刻 的 影响 。 在 黎 曼 思 想 的 影响 
下 ,后 来 人 们 定义 并 研究 了 多 种 “ 
KAREE e 函数 (1877) , 阿 廷 
二 函数 (1930), 西 格 尔 5 is 
(1938) :5 BF L ER E (095D, X I é 
函数 (1963) 等 , 极 大 地 推进 了 数论 、 
函数 论 .代数 理论 的 发 展 。 

不 定 方程 (indeterminate eq- 
uation) 指 解 的 范围 为 整数 、 正 整 
数 、 有 理 数 或 代数 整数 等 的 方程 或 
方程 组 ,一 般 地 说 ,其 未 知 数 的 个 数 
多 于 方程 的 个 数 。 为 纪念 曾 研 究 过 
若干 方程 问题 的 古 希腊 数学 家 丢 番 
图 ,不 定 方程 又 称 为 丢 番 图 方程 不 
定 方程 是 数论 最 古老 的 分 支 之 一 ， 
一 些 不 定 方程 问题 (如 勾 股 数 问题 ) 
在 各 文明 古国 的 早期 文化 中 就 有 所 
反映 ,由 于 不 定 方程 与 数学 的 其 他 
分 支 如 代数 群 论 .代数 几何 、 组 合 数 
学 等 都 有 密切 的 关系 ,在 有 限 群 论 
和 最 优 设 计 中 也 常 要 提出 不 定 方程 
问题 ,因而 这 个 古老 的 分 支 一 直 受 
到 数学 界 的 重视 ,是 现代 数论 的 重 
要 研究 方向 之 一 。 

最 简单 的 不 定 方程 问题 是 一 次 
不 定 方程 。 公 元 1 世纪 成 书 的 中 国 
数学 名 著 《 九 章 算 术 ) 中 的 “五 家 共 
并 ” 间 题 ,就 是 一 次 不 定 方程 组 问 
题 。 公 元 5 世纪 成 书 的 中 国 另 一 部 


数学 名 著 《 张 抒 建 算 经 )》 中 的 “ 百 鸡 
问题 ? 则 是 一 个 著名 的 求 正 整数 解 
的 一 次 不 定 方程 组 问题 。 一 次 不 定 
方程 组 一 般 是 化 为 一 次 不 定 方程 求 
解 的 。s(s 宇 2) 元 一 次 不 定 方程 是 
azı Hat: + ** dc az, =n 

式 中 Gi 二 1,2,…,s),n WER E 
的 整数 , 且 oa …as 天 0。 

s 一 2 的 情况 在 17 世纪 就 得 到 
深入 的 研究 。 当 20,2770, Cai, 
az) 一 ] 时 ,二 元 一 次 不 定 方程 的 非 
负 整数 解 问题 是 19 世纪 西 尔 维 斯 
特 解 决 的 ,他 证 明了 ; 当 %2>aias 一 a 
一 时 ,二 元 一 次 不 定 方程 有 非 负 
整数 解 , 而 在 4 二 az 一 a 一 az 时 没 
有 非 负 整 数 解 。 多 元 情况 的 非 负 整 


数 解 的 求解 算法 则 是 近 凡 十 年 的 工 
作 。 
满足 不 定 方程 
rH — zi © 


的 正 整 数 ,叫做 勾 股 数 , 也 叫 商 高 数 
或 毕 达 哥 拉 斯 数 。 中 国 古 代 , 公 元 前 
11 世纪 的 商 高 已 给 出 方程 0 的 一 
组 正 整 数 解 :二 3,g 二 4,z 二 5, 所 以 
把 DD 的 解 叫做 商 高 数 的 原因 即 在 于 
此 ,《 九 章 算术 》 中 给 出 一 系列 勾 股 
数 。 古 巴比伦 人 和 十 印度 人 也 给 出 
一 些 勾 股 数 。 古 希腊 数学 家 毕 达 哥 
拉 斯 也 给 出 方程 四 的 一 些 正 整数 
解 , 所 以 西方 称 之 为 毕 达 峭 拉 斯 数 。 
至 迟 至 16 世纪 ,人 们 已 经 得 出 方程 
QD 的 一 般 解 。 WEG) =d, 由 @ 可 
得 dlz, 因 而 可 设 (z,y)==1, 此 外 ,z 
和 y 必 有 一 奇 一 偶 。 不 定 方程 @ 满 
足 (z,9) 二 1,z|z 的 全 部 正 整数 解 可 
A r—2ab,g—a! —8* ,z—a! J- 9 X, 
rH aub 为 满足 a50,(a,5)—1,2) 
Cb 的 任何 整数 。 


pn 
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费 马 (17 世纪 ) 提 出 了 在 数论 
史上 非常 重要 的 三 个 命题 ; 
(OO 8 — E 4&1 的 素数 ? 
可 唯一 地 表 成 两 个 正 整 数 的 平方 
和 , 即 pz py Lx. 
(2) 每 一 个 正 整 数 能 够 表 成 四 
个 整数 的 平方 和 。 
(3) 不 定 方 程 
aid y'—z.G.)—1 © 
没有 mg 天 0 的 整数 解 。 
定理 (1) 费 马 说 他 能 证 出 ,但 未 
发 表 证 明 , 头 一 个 完全 的 证 明 是 欧 
拉 在 1749 年 给 出 的 ,1773 年 和 
- 1783 年 他 又 给 出 两 个 新 证 。 近 代 ， 
人 们 进一步 求 出 了 具体 的 表示 式 
(构造 性 解 ) 。 现 也 未 发 现 费 马 关于 
定理 (2) 的 证 明 , 它 的 第 一 个 证 明 是 
拉 格 朗 日 于 1772 年 作出 的 ,1773 
年 ,网 拉 给 出 一 个 更 简单 的 证 明 。 这 
一 定理 后 来 在 组 合 数 学 中 得 到 应 
用 。 费 马 给 出 了 定理 (3) 的 证 明 ,在 
证 明 中 他 创 用 了 无 穷 递 降 法 ,这 个 
方法 至 今 仍 十 分 有 用 。 
关于 勾 股 数 , 有 这 样 一 个 猜想 ， 
Rab c 是 勾 股 数 ,z、y.z 是 正 整 
数 , 且 满 足 @ 十 = 二 c ,那么 z=y 一 z 
一 2。 对 这 个 猜想 ,许多 人 进行 过 研 
究 , 但 至 今 仍 未 彻底 解决 。 
最 简单 的 二 次 不 定 方程 是 佩 尔 
方程 
S—D)—NN-—-L1L4 外 
AF 0>>0 不 是 平方 数 。 一 般 地 先 
考虑 N= 的 情况 , 即 不 定 方程 
z’ — Dy} =] e 
佩 尔 是 17 世纪 英国 人 ,他 并 没有 研 
究 @ 或 @ 型 的 方程 ,由 于 欧 拉 弄 错 
了 才 冠 以 佩 尔 的 名 字 。1766 年 前 
后 , 拉 格 朗 日 首先 证 明 方 程 @@ 有 # 


关 0 的 整数 解 。 求 佩 尔 方程 最 小 解 
的 上 界 , 是 一 个 重要 的 数论 问题 . 设 


xta VD ,ps0 或 1(mod4) 是 


加 在 入 =4 时 的 最 小 解 ，1918 年 ， 
FEF。 舒 尔 证 明了 logs< D logD, 
1942 年 ,华罗庚 证 明了 loge < 
a/ D X CyrlogD-F- D), 1964 年 , 王 元 


证 明 对 任意 50. 组 有 常数 C=C 
Co), 4 Do» C COD E loge < 


CEA D logD。 佩 尔 方 程 在 数 


学 中 有 许多 应 用 ,例如 一 般 的 二 元 
二 次 方程 如 果 有 和 解 ,都 可 以 归结 为 
佩 尔 方程 的 求解 问题 。 

一 般 的 二 元 二 次 不 定 方程 

ax? Jr bay T- cy? -F dz -ey4d- f — 0. © 
X abcde f 都 是 整数 。 高 斯 曾 
WEH, A4 D= — 4a 0, D 不 是 一 
TEFA, ELA, — acf + bde— ae? — 
ed? — fb! 3 0 时 ,如 果 回 有 一 组 整数 
解 , 则 有 无 穷 多 组 整数 解 ,不 定 方程 
加 可 变换 为 方程 

x — py =EN © 

不 妨 设 其 中 整数 D 0 不 是 平方 
数 , 为 正 整 数 。1944 年 ,T. 内 格 尔 


用 初等 方法 ,完全 解决 了 方程 @ 的 
求解 问题 。 形 如 
ar 二 by! — cz? 人 


xXUpa0,520,0-0, RIPE E X, 
都 无 平方 因子 ,是 一 类 重要 的 二 次 
不 定 方程 。1785 年 , 勒 让 德 证 明了 ， 
@@ 有 一 组 不 全 为 零 且 (xz,y,z) 二 1 的 
解 TY 的 充 要 条 件 是 bc, ac, — ab 
分 别 是 a.b.c 的 二 次 剩余 。1950 年 ， 
L. 霍 尔 泽 用 代数 数论 方法 证 明了 
@@ 的 非 零 解 满足 lz|<v ie s dud e 
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Voa ,|z|<V d , 1969 年 , 莫 德 尔 
给 出 上 述 结 果 一 个 简单 的 初等 证 
明 。 方 程 @@ 在 组 合 数 学 中 很 有 用 。 

设 t 为 整数 ,不 定 方 程 

y =r tk 
叫做 莫 德 尔 方程 。 人 们 对 它 的 研究 
亦 有 数 百 年 的 历史 了 。 费 马 曾 宣布 
他 证 明了 =r NAER > 
一 3。 但 始终 未 找到 他 的 证 明 。 直 到 
1875 年 T. 佩 平 才 证 明了 这 一 结 
ARE y 60-1 仅 有 整数 解 > 
—1, 1912 年 , 莫 德 尔 证 明了 方程 @ 
的 一 些 新 结果 ,1918 年 进而 证 明了 
@ 仅 有 有 限 组 整数 解 ,并 由 此 提出 
了 著名 的 莫 德 尔 猜想 ( 见 莫 德 尔 猜 
AD. T. 内 格 尔 于 1930 年 证 明了 
二 17 时 @@ 有 8 组 解 ;1963 年 ,W. 永 
格 伦 解 决 了 1 一 一 7 光一 一 15 两 种 
情形 ;1968 ££ ,A - 贝克 证 明 @ 的 整 
数 解 满 足 max (|z|, |y D «exp 
(109 |1 | 19), 

1909 4E, A. 图 埃 证 明了 :如 果 
f(G) aZ a, a 27 b Raid as 
Cn 之 3) 是 有 理 数 域 上 的 不 可 约 的 整 
系数 多 项 式 , 则 不 定 方 程 
H(z,g)-—ar-Fa-iz*5ydeelc 

mag! +a — 6 ©; 
仅 有 有 了 限 多 组 整数 解 , 式 中 是 给 
定 的 非 零 整数 。1921 年 ,C. 西 格 尔 
改进 了 他 的 结果 ;1958 年 ,K. 罗 特 
给 出 了 一 个 最 佳 结果 ;1968 年 ,A. 
贝克 给 出 了 方程 @ 的 解 的 一 个 可 计 
算 的 上 界 , 这 一 工作 和 其 他 数论 研 
究 方面 的 成 果 , 使 贝克 获 1970 年 的 
ERAK. 

1637 4E, 39 7548 H1 02 时 ,不 
定 方程 
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zr-Ly-z 

没有 zyz 关 0 的 整数 解 。 这 就 是 著名 
的 费 马 猜想 ,对 它 的 研究 持续 了 
300 多 年 ,虽然 至 今 仍 未 解决 ,但 从 
中 发 展 出 许多 方法 .理论 及 整个 分 
支 学 科 。 这 一 问题 被 誉 为 数学 中 的 
“下 金 蛋 的 母 鸡 ”( 见 费 马 猜想 )。 

当前 ,不 定 方程 研究 中 比较 成 
熟 的 方法 是 处 理 两 个 变 元 的 方程 。 
三 个 变 元 以 上 的 高 次 不 定 方程 ,还 
比较 难于 处 理 。 

得 法 (Csieve method) 数论 中 
一 个 有 广泛 应 用 的 初等 方法 。 用 现 
代数 学 语言 可 描述 如 下 :给 定 “被 得 

合 ”, 即 依赖 于 某 一 参数 x 的 集合 
族 4(z),zEX, 每 一 集合 4(z) 由 有 
限 个 整数 组 成 , 且 当 * 一 co 时 元 素 
的 个 数 也 趋 于 无 穷 ; 给 定 “ 筛 ?, 即 由 
无 限 多 个 不 同 的 素数 组 成 的 集合 P 
以 及 对 每 一 PEP 给 定 ACz) 个 模 ? 
的 不 同 的 剩余 类 有 (yp) 所 组 成 ,其 中 
ISAC «pit tT We" 20 E EE 
22,9486 AGO P 属于 剩余 类 
召 (2) 的 所 有 元 素 都 去 掉 , 其 中 ox 
2pEP。 剩 下 的 元 素 所 组 成 的 4(z) 
的 子 集 及 其 元 素 个 数 , 均 记 为 SA 
(z),H(p),P,z), 是 z 和 zz 的 消 数 ， 
称 之 为 第 函数 ,。 当 (7) 仅 有 一 个 剩 
RŽ n 0 (mod) BY , fft PR i y S 
(4(z)，P,z) 。 

选取 不 同 的 被 第 集合 、 第 和 >， 
经 筛选 后 可 得 到 具有 不 同 算术 性 质 
的 子 集 , 所 以 许多 数论 问题 可 以 用 
第 法 来 研究 .例如 , 取 参 数 z 为 自然 
数 ,4CN) 由 某 些 大 于 1 不 超过 N 
的 整数 组 成 ,P 是 全 体 素数 。 再 取 = 
— NTC ER2), FÆ SAN), 
P, NM) 是 由 4CV) 中 所 有 大 于 NY 
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不 超过 N, 且 其 素 因子 都 大 于 NT 
的 整数 组 成 。 这 种 整数 是 不 超过 上 
一 1 个 素 因数 的 乘积 。 

得 法 最 早 是 由 古 希腊 学 者 埃 拉 
托 塞 尼 提 出 的 (公元 前 250 年 左 
右 ), 他 的 得 法 后 人 称 为 埃 拉 托 塞 尼 
筛 法 ,相当 于 上 述 情况 中 取 E 2, 
其 用 途 是 从 自然 数 中 得 出 素数 从 而 
编制 了 世界 上 第 一 个 素数 表 。1914 
年 ,美国 人 D . N， 莱 默 尔 用 类 似 
于 埃 拉 托 塞 尼 筛 法 的 方法 求 出 小 于 
1000 万 的 全 部 素数 ,这 是 一 个 著名 
的 素数 表 。 

第 法 的 一 个 基本 问题 是 估计 入 
函数 的 上 界 和 正 的 下 界 , 这 方面 埃 
拉 托 塞 尼 筛 法 已 无 能 为 力 。1920 年 
前 后 ,V“' 布 龙 对 埃 拉 托 塞 尼 筛 法 
作 了 有 价值 的 改进 ,他 的 方法 称 为 
布 龙 筛 法 .用 此 方法 , 布 龙 证 明了 哥 
德 巴赫 猜想 的 命题 (9,9) ,并 证 明了 
所 有 挛 生 素数 的 倒数 组 成 的 级 数 是 
收敛 的 ,开辟 了 数论 中 应 用 筛 法 的 
新 路 。1940 ÆA -A o 布 赫 什 塔 布 
用 布 龙 第 法 证 明了 命题 (4,4) .但 对 
许多 问题 来 说 “筛子 ”的 选择 有 一 
定 困难 ,40 年 代 末 塞 尔 伯 格 改进 了 
布 龙 第 法 ,1950 年 用 它 证 明了 命题 
(2,3),1957 年 为 王 元 所 肯定 ,后 来 
称 为 塞 尔 伯 格 第 法 。 塞 尔 伯 格 由 于 
数论 研究 中 的 杰出 成 就 , 获 1950 年 
菲 尔 兹 奖 。 以 上 的 第 法 都 是 小 第 法 
其 4(p)/z 值 在 某 种 平均 意义 
ERD KME O o J 林 尼 克 
T 40 年 代 初 在 研究 模 P 的 正 的 最 
小 二 次 非 剩 余 时 提出 的 。 1947 年 
A。 雷 尼 改 进 了 大 筛 法 ,并 于 次 年 
证 明了 命题 (1,c) ,c 是 很 大 的 常数 ， 
开辟 了 大 筛 法 应 用 的 新 径 。1962 年 


潘 承 洞 用 大 第 法 证 明了 命题 (1,5)， 
王 元 和 潘 承 洞 等 次 年 又 证 明了 (1， 
4),1965 年 , 维 诺 格拉 多 夫 和 邦 别 
里 分 别 证 明了 (1,3) 。 同 年 , 邦 别 里 
发 现 大 筛 法 可 归结 为 估计 某 种 指数 
和 的 平方 均值 的 上 界 , 从 而 使 大 得 
法 成 为 解析 数论 的 重要 工具 。 
1974 年 ,H。L。 蒙哥马利 等 人 利用 
泛 函 分 析 的 对 偶 原 理 把 大 筛 法 归结 
为 某 种 双 线 性 型 的 估计 ,使 大 筛 法 
成 为 一 个 有 效 的 初等 分 析 工 具 , 在 
黎 曼 < 函数 , 犹 利克 雷 工 函数 的 零 
点 密度 估计 ,算术 级 数 中 的 素数 分 
布 等 问题 研究 中 有 重要 应 用 。 筛 法 
应 用 的 最 卓越 的 成 果 是 陈景润 
1966 年 作出 的 ,他 独创 了 一 种 加 权 
筛 法 ,证 明了 命题 (1,2), 这 是 目前 
哥 德 巴赫 猜想 研究 的 最 好 成 果 。 

GEB I I (Diophantine ap- 
proximation) 研究 数 一 一 实数 、 
复数 ,代数 数 、 超 越 数 一 一 的 有 理 表 
近 为 主 的 一 个 数论 分 支 。 数 的 有 理 
逼近 ,可 表 为 求 某 种 不 等 式 的 整数 
解 问题 。 由 于 在 整数 范围 内 求解 的 
方程 称 为 不 定 方程 或 丢 番 图 方程 ， 
因而 把 求 不 等 式 的 整数 解 问题 称 之 
JEFE. 

人 们 很 早 就 产生 了 有 理 逼 近 的 
思想 ,用 较 简 单 的 有 理 数 来 慢 近 、 表 
示 某 些 数 ,是 数学 中 传统 的 做 法 。 

例如 ,公元 前 3000 年 左右 ,已 
比 伦 人 就 已 造 出 平方 根 和 立方 根 


表 , 其 中 用 1.414213 REER 


V 2 ,用 如 表示 =, 并 广泛 应 用 


JBIE A V/v Fb ab 0a), 
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公元 前 5 世纪 ,印度 人 用 1 十 襄 十 
] i ue . 
3.4 3-4- 本 DERE 2 。 毕 达 
哥 拉 斯 学 派 曾 用 二 表示 V2 。 阿 


,1351 365 
aktan >V 5299, 3 


MAMEA R + i> 
v/ d rabo Ie 

gm E D e toit 
是 对 无 理 数 < OERUGIGE RD E. 
较 著名 的 有 :公元 前 2 世纪 , 阿 基 米 
德 给 出 尝 >x>> 守 ;公元 263 年 ， 
刘 微 得 出 nE AT 480 年 左 
Td. 祖冲之 给 出 3.1415927254 
3. 1418926 ,2-323 1579 ££ 35i 8 


出 
2 v2 .vV2tV/2. 
7 2 2 
V 20V 24V/2 
2 
1985 4p Z JE JE R G Toa 
3 器, 他 取 分 子 和 分 母 的 平均 数 构 


出 一 个 新 过 这 分 数 199 eg 
1000 年 前 祖冲之 的 结果 ;1593 年 荷 
兰 人 罗曼 得 到 的 前 15 位 精确 值 ， 
等 等 。 

当然 ,上 述 仅 是 些 个 别 的 工作 ， 
直 正 系统 的 逼近 理论 是 在 19 世纪 
与 实数 理论 的 建立 同步 进行 的 ， 

1842 年 , 狄 利克 需 证 明了 实数 


有 理 逼 近 的 第 一 个 结果 :如 果 o 是 
任意 实数 ,8 是 大 于 1 的 实数 ,那么 
存在 整数 对 9, 满足 不 等 式 1 
<Q 和 |ag 一 p|<<Q-!。 由 此 可 得 ,如 
果 a 是 无 理 数 ,那么 存在 无 穷 多 对 
互 素 的 整数 对 7.9, 满 足 不 等 式 |a 一 
TIKT K a RARR, ERE 
成 立 。1891 年 , 胡 尔 维 茨 将 上 式 改 
. p l -2 TEN 
进 为 |a 一 了 了 I ,并 认为 
v 5 是 最 佳 值 。1955 年 ,美国 的 福 
德 用 v 3 RES ,将 该 式 推广 
到 复数 。1982 年 ,我 国 的 李 复 中 也 
对 该 式 作 了 推广 ,他 证 明 , 在 无 理 数 
a 的 任意 三 个 连续 渐 近 分 数 中 , 必 
EN A. —od 
有 一 个 全 适合 |a 一 全 |< 
一 = 一 一 ,各 为 第 i 个 渐 近 分 数 ， 
Vatta T 
a 为 第 i 个 部 分 商 。 当 所 有 的 “=1 
时 ,上 式 就 成 为 胡 尔 维 获 公式 .这 两 
个 不 等 式 恰好 给 出 了 有 理 逼 近 的 上 
下 界 . 1976 年 , 布 劳 德 提出 ,对 每 个 
无 理 数 “及 每 个 *>0, 是 否 存在 无 
穷 多 对 素数 notla- <z 
成 立 ? 这 是 至 今 没 获 解 决 的 问题 。 
1926 Æ, EBERT EFREN 
度 定理 :在 勒 贝 格 测度 意义 下 对 几 
乎 所 有 的 实数 "不 等 式 | 一 二 |< 


2 的 整 数 解 有 无 穷 多 对 还 是 有 


穷 多 对 ,由 级 数 vC 是 发 散 还 


是 收敛 决定 ,这 里 Ce) (之 0) 是 正 
的 非 增 函 数 。 
1844 年 , 刘 维 尔 开创 了 实 代数 
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数 有 理 副 近 的 研究 ,他 证 明了 :如 果 
a 是 次 数 为 4 的 实 代数 数 ,那么 存 
在 一 个 常数 C(a) >0, 对 于 每 个 不 


等 于 “的 有 理 数 - ,有 | 一 二 |>C 
(a)/d', 即 如 果 >d, WIR SEX, [a— 
也 |<q “只 有 有 穷 多 个 解 孔 。 根 据 
这 一 结果 。 刘 维尔 构造 出 人 们 第 一 
个 认识 的 超越 数 。= 了 12-"。 以 后 


人 们 不 断 改进 “ 值 , 直 到 得 出 “与 


无 关 的 结果 。1909 年 ,图 埃 得 出 uc 
1 十 所;1921 年 , 西 格 尔 改进 为 /> 


2 Vd ;1947 年 , 戴 森 ,1948 年 , 盖 
尔 丰 德 各 自 独立 地 证 明了 > 


v/ 24,1955 年 , 罗 特 得 出 一 个 “与 
d 无 关 的 结论 ,他 证 明 in a 是 实 
代数 数 ,其 次 数 d 宕 2, 则 对 于 任意 
的 。>0, 不 等 式 |a 一 如 |<q-%+0 只 


有 有 穷 多 个 解 。 人 们 猜想 这 丽 怕 是 
最 好 的 结果 了 。 

ENS LICET PIT M 
称 为 联 立 丢 番 图 逼近 ,从 狄 利克 需 
起 亦 代 有 研究 。 关 于 实 代数 数 的 联 
立 有 理 逼 近 间 题 ,1970 年 才 为 施 密 
特 所 解决 。 用 代数 数 逼近 代数 数 也 
是 委 番 图 允 近 的 重要 内 容 。 丢 番 图 
到 近 是 数论 的 一 个 活路 的 分 支 ,与 
超越 数论 .不定 方程 等 都 有 密切 的 
关系 ， 

数 (number) 最 基本 的 数学 概 
念 之 一 。 通 常 包括 自然 数 .整数 、 有 
理 数 .实数 .复数 以 及 在 它们 的 基础 
上 形成 的 其 他 概念 ,例如 代数 数 、 超 
越 数 .四 元 数 、 八 元 数 等 等 。 

数 的 观念 具 有 悠久 的 历史 ,万 


其 是 自然 数 观念 的 产生 当 在 史前 时 
期 。 在 我 国史 前 文化 遗存 的 陶器 刻 
符 中 就 有 数字 ,说 明 早已 形成 数 的 
观念 了 。 数 的 观念 产生 的 详情 现在 
已 无 法 追溯 ,但 严谨 的 数 的 理论 ,万 
其 是 自然 数理 论 , 却 直到 19 世纪 末 
才 建 立 起 来 。 

一 般 认 为 ,原始 人 在 用 匹配 法 
计数 及 考察 动作 的 顺序 时 产生 了 自 
然 数 概念 ,与 自然 数 概念 产生 的 同 
时 也 产生 了 自然 数 的 运算 一 一 算术 
四 则 运算 ,在 一 定 程度 上 可 以 说 , 自 
然 数 概念 的 完善 也 依赖 着 数 的 运 
算 . 进 行 除 法 运算 , 即 求解 方程 a= 
5(Co 天 0),a5 为 自然 数 ,方程 未 必 有 
自然 数 解 ,要 使 它 恒 有 解 , 即 使 除法 
运算 得 以 顺利 进行 , 数 的 概念 就 要 
由 自然 数 扩张 到 正 有 理 数 。 巴 比 伦 
的 泥 板 . 古 埃及 的 纸 草 书 中 就 已 有 
了 自然 数 和 分 数 ,中 国 古 代 的 《 周 解 
算 经 ) 给 出 了 分 数 运算 的 方法 .可 见 
在 人 类 进入 文明 之 初 就 已 有 了 自然 
数 和 分 数 ( 即 正 有 理 数 的 概念 ) 。 

中 国人 最 先 引进 负数 概念 《 九 
章 算术 方程》 的 “ 正 负 术 ” 进 一 步 
给 出 了 负数 的 加 减 运算 法 则 。 如 果 
说 (4 九 章 算术 》 还 限于 负 整 数 的 话 ， 
宋 元 时 人 们 解 高 次 方程 就 涉及 到 负 
有 理 数 .印度 人 先 提出 零 的 概念 ( 公 
元 5 批 纪 ) 和 零 号 “0”( 公 元 9 世 
纪 )。 中 国 十 人 由 于 使 用 算 筹 记 数 从 
而 形成 了 独特 的 零 的 概念 和 记号 
(公元 12 HERO ,其 后 ,中 国人 开始 
了 完整 地 认识 整个 有 理 数 的 过 程 。 
从 解 方程 的 角度 看 ,中 国 古 人 一 般 
不 考虑 负数 解 ;第 一 个 承认 方程 可 
以 有 负数 解 的 是 印度 人 婆 什 迎 罗 
(12 世纪 ) ,西方 则 是 许 凯 在 1484 
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年 给 出 二 次 方程 的 一 个 负 根 , 后 来 
才 承 认 负 数 是 数 。 

人 们 对 ( 正 ) 无 理 数 的 认识 比 对 
负数 的 认识 早 得 多 .当然 ,开始 认识 
的 只 是 一 部 分 无 理 数 ,首先 是 一 些 
非 平 方 数 的 ( 正 的 平方 根 。 最 著名 
的 是 古 希腊 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 ( 公 
元 前 6 世纪 ) 发 现 等 用 直角 三 角形 
直角 边 和 斜 边 的 长 度 不 可 公 度 , 即 
直角 边 长 为 1 的 等 腰 直 角 三 角形 的 
斜 边 之 长 不 是 有 理 数 .据说 ,他 们 还 
证 明了 这 一 点 。 这 一 点 是 严格 的 多 
辑 证 明 的 结果 。 这 是 古 希腊 数学 的 
一 个 特点 。 为 了 与 毕 达 哥 拉 斯 学 派 
的 “万 物 皆 数 (整数 及 其 比 )” 观 点 相 
协调 ,他 们 有 意 吉 开 了 非 平 方 数 的 
开 方 计算 问题 。 中 国 古 人 很 早 就 会 
作 开 方 (开平 方 . 开 立 方 ) 运 算 , 三 国 
时 刘 微 已 认识 到 开 方 不 尽数 ,并 且 
认识 到 可 从 不 足 和 过 剩 两 方面 逼近 
开 方 不 尽数 ,他 的 算法 相当 于 给 出 
两 种 开 方 近似 公式 :we 不 ra 十 
元 [和 we 十 rz 十 到 ,并 创 用 十 
进 分 数 逐 次 逼近 法 。 印 度 人 也 早 就 
认识 到 开 方 不 尽数 , 婆 什 迦 罗 等 人 
把 无 理 数 视 为 与 有 理 数 一 样 的 数 ， 
统一 进行 处 理 , 这 是 一 大 成 就 .中 世 
纪 后 期 ,东方 数学 传 和 欧洲 ,欧洲 数 
学 向 代数 学 转化 ,方程 理论 成 为 中 
心 研究 课题 。16 世纪 中 叶 , 塔 尔 塔 
利 亚 .卡尔 达 诺 、 费 拉 里 等 人 解决 了 
三 次 .四 次 方程 的 求解 问题 。 这 时 ， 
由 于 解 高 次 方程 的 需要 ,人 们 经 党 
直到 开 方 不 尽数 ,但 对 其 认识 却 较 
H8 , 放 蒂 费 尔 (16 世纪 ) 虽 然 运用 
过 形式 复杂 的 无 理 数 ,但 认为 它们 
不 是 真正 的 数 , 甚 至 帕斯卡 、 巴 罗 等 


数学 家 也 认为 不 尽 根 V 3 是 “不 可 
解释 的 ”, 直 到 活 利 斯 ,斯 蒂 文 (17 
世纪 ) 等 人 才 承 认 无 理 数 是 一 种 实 
在 的 数 。 虽 然 如 此 ,由 于 实际 的 数学 
工作 的 需要 ,在 16—17 世纪 , 人们 
在 实际 的 数学 计算 中 ,已 承认 正 数 
的 任何 次 方 根 的 存在 ,对 某 些 无 理 
数 的 研究 已 达到 相当 充分 的 程度 。 
研究 方程 求解 , 免不了 要 过 到 
负数 开 偶 次 方 的 问题 。1484 4E , 许 
凯 首 先 注意 到 这 一 问题 ,在 解 二 次 


JH CEPR 时 得 到 根 * 一 -二 


,/ 2 于 一 4, 他 认为 这 是 不 可 能 的 。 


1545 年 ,卡尔 达 诺 认真 研究 了 这 种 
情况 ,他 给 出 负数 开平 方 的 运算 方 
法 ,并 引入 最 早 的 虚数 记号 ,但 称 这 
种 数 为 “诡辩 量 ”, 并 怀疑 其 运算 的 
合法 性 。1637 年 , 笛 卡 儿 在 其 (几何 
学 》 中 第 一 次 给 出 “虚数 ”的 名 称 , 和 
“实数 > 相对 应 .但 怎样 理解 虚数 ,又 
产生 了 很 大 的 争议 。1797 年 , 韦 塞 
尔 给 出 虚数 的 几何 解释 ; 1799 年 ， 
高 斯 提出 “复数 ”概念 并 给 出 复数 的 
几何 表示 法 ;1801 年 ,他 系统 使 用 ; 
ERV 一 !( 最 先是 欧 拉 采 用 的 ,但 
未 流行 ), 并 用 atila, b 为 实数 ) 表 
示 复 数 . 后 来 ,高 斯 又 提出 用 实数 的 
有 序 对 (a,6) 表 示 atii, HARAY 
法 定义 了 复数 的 运算 。 这 一 思想 由 
哈密 顿 于 1837 年 发 表 出 来 。 人 们 把 
数 的 概念 扩张 到 复数 。 

哈密 顿 认真 研究 了 从 实数 扩张 
到 复数 的 过 程 。 类 比 于 此 ,他 于 
1843 年 提出 “四 元 数 ” 的 概念 :把 复 
数 的 有 序 对 (a,p) 定 义 为 一 个 四 元 
数 。 其 后 不 久 , 凯 莱 又 用 四 元 数 的 有 
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序 对 定义 了 八 元 数 。 它 们 都 被 称 为 
“ 超 复数 ”于 是 产生 了 两 个 问题 : 数 
的 概念 的 扩张 的 准则 是 什么 ? 数 的 
概念 能 否 无 限制 地 扩张 下 去 ? 人 们 
深入 研究 了 这 个 问题 ,1867 年 , 汉 
LEES TE CERE S LINE SES 
Wu") ,大 意 是 : 数 的 概念 的 扩张 是 为 
了 满足 某 种 代数 运算 的 需要 ;扩张 
的 结果 必须 保持 原来 的 运算 都 能 继 
续 进 行 (保持 各 种 算 律 ); 扩 张 所 得 
的 新 数 集中 必 有 一 个 子 集 与 原来 的 
数 集 同 构 , 他 指出 ,复数 是 满足 固 本 
原则 进行 扩张 所 能 得 到 的 最 大 的 数 
集 ,六 种 代数 运算 可 在 复数 范围 内 
自由 实施 ,n 次 代数 方程 在 复数 域 
内 有 "个 根 ;再 向 超 复数 扩张 ,就 不 
能 满足 固 本 原则 了 :四 元 数 的 乘法 
不 满足 交换 律 ; 八 元 数 的 乘法 既 不 
满足 交换 律 , 又 不 满足 结合 律 。 如 果 
舍弃 更 多 的 运算 性 质 , 超 复 数 还 可 
扩张 到 十 六 元 数 、 三 十 二 元 数 等 等 。 
从 自然 数 到 复数 构成 了 通常 所 
说 的 “ 数 系 ”", 苑 包括 自然 数 . 整 数 、 
有 理 数 、 实 数 和 复数 的 系统 ,这 些 数 
之 间 有 如 下 关系 : 
自然 数 
e 
负 整 数 


整数 


ERIT 


无 理 数 ) RE 

18 世纪 数学 分 析 的 大 发 展 促 
使 人 们 对 分 析 基 础 的 研究 ,分 析 基 
础 问题 最 根本 的 就 是 实数 理论 的 问 
题 。19 世纪 初 开始 ,人 们 开始 努力 
于 建立 实数 理论 而 实数 理论 ,本 质 
上 就 是 无 理 数 的 定义 问题 

1821 年 柯 西 用 有 理 数 序列 的 
极限 定义 无 理 数 , 但 依 他 的 定义 ,该 
极限 应 是 预先 确定 的 数 ,只 不 过 要 


求 它 与 序列 中 的 项 之 差 趋 于 零 而 
已 。 这 实际 上 是 一 个 循环 定义 。 无 
理 数 的 算术 定义 ,必须 在 逻辑 上 无 
矛盾 才 行 。 康 托 尔 在 1872 年 用 有 理 
数 的 “基本 序列 ”来 定义 无 理 数 ,把 
有 理 数 基 本 序列 的 集合 关于 一 种 等 
价 关系 (具有 同一 极限 ) 的 等 价 类 叫 
做 实数 ,所 有 实数 构成 的 集合 记 为 
R。 对 有 理 数 a, 令 序列 {a,a,…} 所 
在 的 等 价 类 与 之 相对 应 ,就 能 在 实 
数 集中 找到 一 个 子 集 6 与 有 理 数 
集 8 同 构 ,@ 的 元 素 也 称 为 有 理 数 ， 
不 是 有 理 数 的 实数 称 为 无 理 数 。 同 
一 年 , 戴 德 金 采用 了 对 有 理 数 进行 
划分 的 方法 定义 无 理 数 ,他 还 进 一 
步 证 明了 实数 的 连续 性 。 外 尔 斯 特 
拉 斯 于 1860 年 提出 了 用 递增 有 界 
数列 来 定义 实数 的 思想 ,恰巧 也 在 
1872 年 ,他 的 学 生 利 萨 克 正 式 发 表 
了 他 的 定义 。 

1844 年 刘 维 尔 开创 了 超越 数 
研究 。1874 年 , 随 着 康 托 尔 引入 “可 
数 ” 概 念 , 人 们 发 现 ,作为 代数 方程 
的 根 的 无 理 数 只 是 无 理 数 的 极 小 的 
部 分 “几乎 所 有 "的 实数 都 是 超越 
数 。 

由 上 述 , 人 们 在 有 理 数 的 基础 
上 定义 出 无 理 数 ,有 理 数 本 身 却 是 
未 加 严格 定义 的 ,定义 无 理 数 的 需 
要 无 疑 促进 了 对 有 理 数 的 研究 。 
1860 年 ,外 尔 斯 特 拉 斯 在 一 次 讲课 
时 ,用 自然 数 的 有 序 对 定义 出 正 有 
理 数 , 用 另 一 类 型 的 自然 数 对 定义 
负 整 数 ,再 用 一 对 正 负 整数 来 定义 
负 有 理 数 。 稍 加 改进 ,就 是 现代 采用 
的 有 理 数 定义 方法 。 外 尔 斯 特 拉 斯 
认为 ,只 要 承认 自然 数 ,建立 数 的 理 
论 就 不 需要 进一步 的 公理 了 。 他 认 
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为 ,自然 数 的 本 质 和 属性 不 能 再 作 
逻辑 分 析 了 。 持 这 种 观点 的 典型 代 
表 是 克 罗 内 克 ,1886 年 ,他 曾 说 过 : 
“上 帝 创 造 了 自然 数 ,其余 都 是 人 做 
的 工作 ,” 但 在 19 世纪 末 数 学 基础 
的 研究 中 ,人 们 还 是 要 求证 明 自 然 
数 的 无 矛盾 性 的 一 一 即 对 自然 数 加 
以 准确 的 逻辑 分 析 和 定义 。1889 
年 , 皮 亚 诺 运 用 集合 论 思想 给 出 了 
自然 数 的 一 个 定义 。 他 的 定义 是 所 
谓 “ 序 数 ” 定 义 ; 康 托 尔 等 人 还 给 出 
自然 数 的 “基数 ”定义 ,当然 ,二 者 是 
等 价 的 ,至 此 ,人 们 对 数 的 认识 划 过 
了 一 个 巨大 的 圆圈 (从 自然 数 到 自 
然 数 ), 达 到 了 新 的 层次 。 

记 数 法 (numeration system of 
number) 记录 或 标志 数目 的 方 
法 ,主要 指数 字符 号 的 表现 形态 和 
记 数 工具 的 使 用 。 

在 文字 产生 以 前 ,人 类 已 形成 
数 的 概念 .数目 用 实物 记录 ,如 石 
子 . 竹 片 .贝壳 等 ,有 时 也 用 人 类 天 
生 的 计算 工具 手指 和 脚趾 ”屈指 可 
数 ? 反 映 出 这 种 记 数 法 。 后 来 使 用 了 
结 强 和 四 刻 ,直到 现在 仍 有 一 些 民 
族 和 部 落 在 使 用 这 两 种 记 数 方法 。 
随 着 记载 数目 的 增 大 出 现 了 进位 
制 ,由 于 各 地 区 各 民族 所 处 的 自然 
环境 与 社会 环境 都 不 相同 ,因此 产 
生出 各 种 不 同 的 记 数 方法 。 

古代 两 河流 域 的 苏 美 尔 人 和 已 
比 伦 人 用 泥 板 铭刻 来 记 数 , 约 始 于 
公元 前 三 .四 千年 ,主要 用 于 商业 贸 
易 交换 和 贮存 货物 登记 。 最 初 用 半 
图形 或 月 牙 形 代表 1, 用 小 圆圈 或 
小 圆 点 代表 10, 后 来 改 用 一 种 三 角 
形 的 木 笔 ,以 压 粘土 板 而 成 棉 形 , 创 
造 一 套 攀 形 文字 记 数 法 ( 见 数 字符 


号 表 , 下 同 )。 记 数 采用 10 进 制 和 
60 进 制 混用 。60 以 下 用 10 进 简单 
累 数 制 ,60 以 上 用 60 进 的 位 值 制 ， 
这 是 现在 已 发 现 的 最 早 的 位 值 制 记 
数 法 。 

古代 埃及 最 早 的 数码 是 发 现 于 
石刻 上 的 象形 文 符号 , 约 产生 于 公 
元 前 二 ,三 干 年 . 它 使 用 十 进位 非 位 
值 制 记 数 法 ,属于 简单 累 数 制 ,每 一 
个 较 高 的 单位 都 用 一 个 特殊 的 符号 
表示 , 记 数 时 依次 重复 排列 这 些 符 
号 。 后 来 由 于 纸 草书 写 的 需要 演化 
出 两 种 变 体 :僧侣 符号 与 民间 符号 ， 
它 仍 在 记 数 时 采用 一 种 逐 级 命 数 法 
(或 称 分 级 符号 制 ), 即 对 个 位 数 、 一 
百 以 内 10 的 倍数 ,一干 以 内 百 的 倍 
数 等 数目 都 有 专门 的 符号 ,避免 了 
重复 排列 ,使 记 数 较为 简洁 。 

中 国 古 代 最 旱 的 记 数 体系 见于 
甲骨 文 , 约 形成 于 公元 前 16 一 前 11 
世纪 , 它 采 用 10 进 非 位 值 制 记 数 
制 ,独立 的 符号 共 发 现 13 个 , 记 数 
时 用 一 种 特别 的 乘法 组 合 原则 ,被 
称 为 乘法 累 数 制 .十 、 百 \ 干 、 万 是 单 
位 词 , 对 10 以 上 的 数目 还 多 用 合 文 
书写 。 公 元 前 5 世纪 左右 出 现 计算 
用 的 算 筹 , 它 采 用 纵横 两 种 布 筹 方 
法 ,为 避免 位 数 相 混 , 记 数 时 纵横 相 
间 ,成 为 世界 上 最 早 的 10 进位 值 制 
记 数 体系 。13 世纪 后 算 筹 式 记 数 法 
SR EO RT A E ,不 断 演化 改进 ， 
添加 了 零 号 “ 〇 ”, 成 为 一 套 完 整 的 
位 值 制 记 数 法 。 

古 希 腊 最 早 的 记 数 法 是 发 现 于 
克 里 特 岛 的 象形 字数 码 , 约 始 于 公 
元 前 1500 年 , 记 数 千 重 复 排列 ,用 
10 进 制 。 约 到 公元 前 6 世纪 ,发 展 
起 一 种 阿 提 卡 数码 ,将 古 希 腊 语 中 


了 
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数 词 的 第 一 个 字母 取出 代表 该 词 以 
简化 记 数 , 仍 采 用 简单 累 数 制 ,是 5 
进 和 10 进位 合用 .到 公元 5 世纪 左 
右 出 现 古 希腊 字母 记 数 法 , 共 27 个 
字母 ,采用 逐 级 命 数 法 ,为 了 与 其 他 
单词 区 别 ,数字 上 常 加 机 线 。 

古代 罗马 的 记 数 体系 与 希腊 阿 
提 卡 数码 在 使 用 的 时 间 和 方法 上 都 
类 似 ,是 简单 累 数 制 ,5 进位 与 10 
进位 合用 ,中 世纪 时 曾 广泛 应 用 于 
欧洲 社会 的 各 种 事务 中 , 直 今 仍 在 
一 些 特殊 场合 使 用 。 

古代 印度 约 在 公元 前 2500 年 
就 出 现 一 种 称 为 哈 拉巴 的 铭文 记 数 
法 ,只 有 几 个 特殊 符号 到 公元 前 后 
通行 起 卡 罗 什 奇数 码 和 婆罗 门 数 
码 ,前 者 用 简单 累 数 制 ,后 者 用 分 级 
命 数 制 。 公 元 5 世纪 后 印度 数码 中 
的 零 的 符号 日 益 明确 ,使 记 数 逐渐 
发 展 成 为 10 进位 值 制 。 如 公元 8 d 
纪 后 出 现 的 德 温 那 格 利 数码 ,这 种 
位 值 制 记 数 法 约 在 公元 9 世纪 传 和 
阿拉 伯 地 区 , 约 在 13 世纪 传 入 欧 
洲 , 约 在 16 世纪 形成 当今 通用 的 印 
度 一 阿拉 伯 数 码 。 

古代 中 美洲 地 区 的 阿 兹 台 克 人 
和 玛雅 人 的 记 数 在 公元 初 年 时 形成 
20 进位 制 。 后 来 玛雅 人 发 展 起 严格 
的 20 进位 值 制 ,但 20 以 下 的 数 用 
5 进位 的 简单 累 数 制 ,还 有 一 套 专 
门 用 于 天 文 记 数 的 头像 数码 。 不 过 
这 种 20 进位 值 制 对 世界 数学 发 展 
影响 不 大 。 

除 以 上 整数 记 数 法 外 ,许多 地 
区 还 有 各 自 的 分 数 记载 方法 ,例如 
古 埃及 的 单位 分 数 表示 法 ;巴比伦 
地 区 的 60 进位 分 数 表示 法 ;二 和 希 有 
的 字母 分 数 表 示 法 ! 古 罗马 的 算盘 


分 数 表示 法 ;中国 古 代 和 印度 古代 
的 分 数 表达 式 等 ,中 国 约 在 13 世纪 
出 现 10 进 分 数 ( 小 数 ) 表 达 式 ,中 亚 
细 亚 数学 家 卡 西 是 中 国 以 外 第 一 个 
系统 应 用 这 种 小 数 的 人 。 目 前 10 进 
位 值 制 记 数 法 已 占 统治 地 位 ,小 数 
也 随 之 普及 ,应 用 日 益 广泛 。 

附 “ 数 字符 号 表 ” 

算术 (arithmetic) 研究 数 及 

数 集 上 的 运算 的 数学 分 支 学 科 。 算 
术 的 主要 内 容 有 数 的 概念 的 产生 和 
发 展 、 计 算 方法 和 计算 工具 、 各 种 数 
的 运算 、 数 集 的 公理 结构 及 数 的 性 
质 等 。 研 究 整 数 的 性 质 的 内 容 后 来 
发 展 成 为 数论 。 

算术 是 最 古老 的 数学 分 支 之 
一 ,是 数学 的 “起 点 ”之 一 , 数 的 概念 
的 产生 及 初步 的 算术 运算 的 形成 可 
追溯 到 史前 时 期 。 美 索 不 达 米 亚 各 
埃及 地 区 在 公元 前 30 一 前 20 世纪 
就 产生 了 简单 的 算术 知识 ( 见 美 索 
不 达 米 亚 数学 和 埃及 数学 ) 。 

古 希腊 人 正式 提出 “算术 ”学 
科 , 但 他 们 的 算术 只 研究 数 的 性 质 ， 
严格 说 起 来 是 数论 ,从 毕 达 哥 拉 斯 
直到 欧洲 中 世纪 ,算术 ”学科 的 内 
容 都 是 如 此 .文艺 复兴 以 后 ,人 们 才 
把 数 的 理论 及 运算 研究 两 者 都 作为 
算术 学 科 的 内 容 。《 几 何 原本 》 第 
7 一 9 卷 总结 了 十 希腊 人 的 算术 ( 数 
论 ) 知 识 , 例 如 求 两 数 最 大 公 因数 的 
方法 ,关于 素数 的 一 些 定理 等 ; 书 中 
还 证 明了 乘法 的 交换 律 及 乘法 对 于 
加 法 的 分 配 律 , 这 是 典型 的 算术 内 
容 。 丢 番 图 也 研究 过 一 些 算术 问题 
( 见 古 希腊 数学 ) .总 地 看 来 , 古 希 腊 
人 的 数学 成 果 主 要 在 公理 法 和 几何 
学 方面 ;算术 则 侧重 于 数论 , 数 的 运 
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数 学 符 号 表 


123 34 5.6 7 8 9 10 I 12 20 50 60 100 500 10 10* 105 8l 
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KAMERA 1 uoxuow 2 $ 623 XA ^ 1252251 t?»7 
埃及 民间 符号 |! v n2 € maa 2.1 *-.]5 
PAPAL --ssrocxtirfiká8b!8Wu 58 Qa 
^ E A + 
HARS LO oW mpau T TON -o 0 L0 00 moo | 
希腊 象形 数码 tog aw aw Y Z o 
2 »» ` 
希腊 阿 提 卡 数码 oH €um P p p ^ Al m 民 隐 HP XM Fea 
n 
ampeg A BT A EC z Hg! K NEP 6 AM HA 
a B Y 9 « $t gaa Kk v È p $ a Ta 
早期 罗马 符号 — |o? &ON vv viv v X Xi i X vv xc B. oO dc www 
Puma |! Wo V viv x X XiX X LX C DM UO 
amemcse 1 gd wow a: "qd Uy 
印度 卡 罗 什 奇 数码 | 1 d] X XOIXMXX 2 5 n3 13 
PEPE -= =EFfb??7 9 ?区 o J A H»X T FR 
a » 3j 
印度 德 温 那 格 利 数 (La 5 8 wt 6c 
CEEA T e ae oen mee mane Im P 4 $ oo 
玛雅 数字 bosa mea mee o Oon on P a Ut 
西 阿拉 伯 数 码 | 22€ £623 . [T 
RBiBif9s8 | "PM OUuVva^AJ a E 
15 世 纪 (2325564435 o% gi 
16 世 纪 12345678P Cb 8 
算 、 数 值 计 算 方面 的 成 果 甚 少 。 来 是 属于 几何 学 的 问题 也 是 转化 为 


与 希腊 人 不 同 ,在 中 国 古 代 , 算 。 数 的 问题 通过 计算 来 解决 的 (有 时 
术 指 的 是 整个 数学 ,特别 重视 数 的 。 称 之 为 “算术 化 >) 。 与 此 有 关 , 中 国 
运算 、 计 算 方法 的 研究 ,许多 现代 看 。 “数学 在 世界 上 最 早 采用 的 十 进位 值 
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制 数 字 , 在 计算 中 表现 出 较 大 的 优 
点 ;中 国 古 代数 学 使 用 了 独特 的 计 
算 工具 一 一 算 筹 。 算 筹 的 使 用 大 大 
促进 了 中 国 数学 的 发 展 ,也 影响 到 
数学 的 发 展 方向 :在 整个 中 国 古代 
数学 中 ,计算 处 于 中 心 的 地 位 。 算 筹 
至 迟 出 现 于 公元 前 5 世纪 ,此 时 中 
国 开始 进入 封建 社会 ,社会 生产 有 
了 较 大 的 发 展 ,广泛 的 社会 生活 对 
数学 提出 多 方面 的 要 求 ,中 国 古 代 
数学 逐渐 形成 了 独特 的 应 用 体系 ， 
《 九 章 算术 ) 就 是 典型 的 代表 作 。 一 
般 的 应 用 数学 的 模式 是 :人 们 对 某 
类 问题 研究 出 算法 ,用 它 可 以 计算 
求解 同类 问题 ,在 遇 到 这 类 问题 时 ， 
则 按 算法 的 规定 ,用 算 筹 计算 (后 来 
发 展 为 算盘 )。 加 上 中 国 数字 一 字 一 
音 ,形成 关于 各 种 算法 的 口诀 ,利用 
口诀 可 以 布 筹 如 飞 , 大 大 提高 了 计 
算 速度 和 解决 问题 的 能 力 。 把 算 筹 
摆 法 记录 下 来 就 是 中 国 的 筹 算数 
字 , 对 零 的 概念 和 零 号 的 产生 起 了 
很 大 的 作用 ( 见 零 号 )。 

中 国 古 人 对 算术 作 了 全 面 的 发 
展 ,在 《4 九 章 算术 》 中 就 有 了 完整 的 
分 数 运算 法 则 ,给 出 了 求 最 大 公 因 
数 的 一 个 算法 ,与 4 几何 原本 ?的 算 
法 本 质 上 是 一 致 的 ;对 比例 问题 A 
亏 问 题 都 作 了 研究 并 给 出 相应 的 算 
法 ;给 出 开 方 (开平 方 . 开 立 方 ) 运 算 
的 法 则 和 具体 的 计算 方法 ;给 出 正 
负数 的 加 减法 则 等 。 后 来 刘 徽 为 该 
书 作 注 ,进一步 使 用 了 十 进 小 数 , 提 
出 分 数 和 比例 计算 的 一 些 新 方法 。 
《 张 凶 建 算 经 》 和 《孙子 算 经 》 对 不 定 
方程 进行 了 研究 ,由 后 者 的 一 个 问 
题 发 展 出 孙子 定理 这 样 举 世 闻名 的 
成 就 和 大 衍 求 一 术 这 种 独特 的 算 


法 。《 数 术 记 遗 ) 则 系统 研究 了 各 种 
大 数 进位 法 和 计算 方法 ,其 中 一 种 
大 数 进位 法 与 现代 方法 相近 。 用 分 
数 来 通 近 某 个 重要 数值 也 是 中 国 古 


代 的 一 项 著名 的 算术 成 就 。 例 如 刘 


UR I or BUR SE 6 世纪 何 承 天 
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成 就 ( 见 中 国 数学 ) 。 

印度 也 很 早 就 产生 了 算术 , 现 
代 世 界 通用 的 印度 -阿拉 伯 数码 就 
起 源 于 印度 , 零 的 概念 的 形成 和 堆 
号 的 使 用 是 印度 人 的 一 大 贡献 ( 见 
印度 数学 )。9 世纪 印度 数学 传 和 中 
亚 阿拉 伯 地 区 ,阿拉 伯 人 进行 了 改 
造 和 发 展 ,12 世纪 传 入 欧洲 ,促进 
了 欧洲 数学 的 发 展 ( 见 阿拉 伯 数 
学 )。 

7 世纪 , 古 希 噶 数学 发 展 中 断 ， 
欧洲 处 于 “黑暗 时 代 ”, 数 学 出 现 大 
幅度 的 倒退 。 罗 马 人 主要 偏重 于 实 
际 问题 的 计算 ,但 二 希腊 数学 的 计 
算 不 发 达 ,罗马 人 所 使 用 的 是 与 希 
腊 人 类 似 的 非 位 值 制 十 进 数 字 , 算 
术 运 算 十 分 困难 ,多 位 数 的 乘法 几 
平 无 法 进行 ,分 数 计算 更 难以 想象 
地 复杂 。 记 数 法 限制 了 欧洲 算术 的 
发 展 。12 世纪 ,阿拉 伯 数 学 传 入 欧 
洲 , 带 来 了 印度 -阿拉 伯 数码 ,使 欧 
洲 人 从 繁杂 的 计算 中 解放 出 来 , 算 
术 得 到 新 的 发 展 。 

在 乘法 运算 方法 上 ,一 大 成 果 
是 开始 了 笔算 (欧洲 人 原来 也 使 用 
各 种 “算盘 ” 作 计算 ) .首先 发 展 的 是 
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一 种 源 于 阿拉 伯 人 的 “格子 ”算法 ， 
在 欧洲 , 它 出 现在 最 早出 版 的 印刷 
本 算术 书 中 (1478 年 )。 方 法 如 图 ， 
表示 934X314, 乘 数 和 被 乘 数 分 别 
写 在 格子 的 上 方 和 右 方 。 每 两 个 数 
的 积 写 在 格子 里 , 斜 行 相 加 便 得 答 
数 293276, 后 来 才 出 现 现代 通用 的 
笔算 乘法 格式 。 


欧洲 文艺 复兴 后 ,数学 有 了 空 
前 的 发 展 ,16 世纪 开始 形成 现代 数 
学 符号 ,17 世纪 创立 了 解析 几何 和 
微 积分 .这 些 都 促进 了 算术 的 发 展 ， 
一 方面 ,由 算术 发 展 出 代数 .数论 等 
新 的 数学 分 支 ; 另 一 方面 ,算术 自身 
也 有 了 不 断 的 发 展 。 例 如 数 的 概念 
先后 扩张 到 实数 和 复数 ( 见 数 ) , 深 
入 研究 了 数 的 运算 的 性 质 。1801 
年 ,高 斯 出 版 了 他 的 名 著 《 算 术 研 
究 ), 不 仅 开创 了 现代 数论 ,而 且 开 
始 了 深入 的 算术 理论 研究 。 高 斯 证 
明了 算术 基本 定理 (大 于 1 的 任意 
自然 数 均 可 表 成 素数 的 乘积 ,如 果 
不 计 次 序 的 差别 , 表 法 是 唯一 的 )， 
对 算术 理论 的 发 展 具有 重大 的 意 
x. 

19 世纪 非 欧 几 何 的 创建 是 数 
学 史上 的 一 个 转折 点 ,人 们 从 此 开 
始 了 对 数学 基础 的 研究 。 随 着 这 一 
研究 的 深入 ,人 们 不 无 惊异 地 发 现 ， 


为 了 证 明 新 建立 的 数学 理论 的 “ 正 
确 ” 一 一 首先 是 无 矛盾 性 ,人 们 不 得 
不 借助 于 原来 已 有 的 数学 理论 ;不 
仅 如 此 ,这 个 过 程 还 要 一 再 地 “ 回 
顾 ”, 把 非 欧 几何 的 无 矛盾 性 归结 为 
欧 氏 几何 的 无 矛盾 性 ,把 微 积 分 和 
欧 氏 几何 的 无 矛盾 性 归结 为 实数 理 
论 的 无 矛盾 性 ,并 把 实数 理论 的 无 
矛盾 性 归结 为 自然 数 算术 的 无 矛盾 
性 ( 见 数学 基础 ) ,于 是 人 们 的 数学 
研究 划 过 一 个 巨大 的 圆圈 一 一 又 回 
到 人 们 的 数学 由 之 出 发 的 地 方 : 自 
然 数 算术 。 人 们 用 数学 发 展 的 各 种 
成 果 重 新 研究 了 自然 数 算术 ,给 出 
了 它 的 公理 体系 (例如 皮 亚 诺 ,1889 
年 ), 后 来 还 证 明了 自然 数 算术 ( 纯 
数论 系统 ) 的 无 矛盾 性 ( 根 鹤 ,1936; 
阿 克 曼 ,1940; 人 竹内 外 史 ,1955; 哥 德 
尔 ,1958) .这 些 都 是 现代 称 之 为 “ 理 
论 算术 ”的 学 科 内 容 。 与 此 同时 ,人 
们 还 展开 了 数学 基础 诸 方 面 的 研 
究 , 取 得 许多 重要 的 成 果 , 例 如 算术 
系统 的 不 完全 性 ( 哥 德 尔 ,1931; 帕 
里 斯 等 ,1977) 等 。 人 们 深刻 地 认识 
到 ,关于 自然 数 及 其 性 质 的 研究 正 
处 在 一 个 新 的 起 点 上 ,算术 又 成 为 
我 们 对 数学 新 一 层次 研究 的 起 点 。 
对 计算 方法 和 计算 工具 的 研究 
由 于 计算 机 的 发 展 ( 由 机 械 式 一 电 
动 式 一 机 电 式 计算 机 直到 电子 计算 
机 , 见 计算 工具 ) 而 不 断 得 到 深入 的 
发 展 ,对 运算 性 质 及 本 质 的 研究 也 
成 为 计算 机 科学 的 不 可 缺少 的 分 
支 。 现 代 算 术 为 计算 机 的 使 用 和 发 
展 提供 着 重要 的 理论 基础 。 
几何 学 (geometry) 数学 中 较 
古老 的 一 门 分 支 学 科 ,一 般 定 义 为 ， 
研究 现实 世界 空间 形式 及 其 和 数量 
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间 的 关系 的 一 门 学 科 。 它 起 源 于 土 
地 测量 等 活动 ,几何 一 词 的 拉丁 文 
是 geometria, 来 自 希 腊 文中 “土地 ” 
和 “测量 ”二 字 的 合成 词 ,因此 几何 
学 直接 源 于 农业 生产 的 需要 。 古 代 
中 国 .埃及 .巴比伦 .印度 .希腊 等 地 
都 是 几何 学 重要 的 发 源 地 。 

约 公 元 前 320 年 ,希腊 科学 史 
家 欧 德 莫 斯 编写 了 最 早 的 几何 学 史 
著作 ,其 中 说 :几何 学 由 埃及 人 开 
创 ,产生 于 土地 测量 ,由 于 尼罗河 泛 
选 冲 毁 地 界 , 所 以 这 种 测量 对 他 们 
是 必要 的 。 从 埃及 金字 塔 的 建造 来 
看 ,古代 埃及 在 四 、 五 千年 前 就 已 懂 
得 不 少 几 何 知 识 。 莱 因 德 纸 草书 (中 
今 3500 多 年 ) 上 已 有 专门 的 几何 计 
算 问 题 ,例如 圆 面积 的 计算 方法 等 。 
巴比伦 人 的 泥 板 中 已 有 和 矩形 ,直角 
三 角形 .梯形 等 图 形 的 面积 计算 法 ， 
还 有 平行 六 面体 、 柱 体 的 体积 计算 
问题 ,并 知道 了 一 般 的 勾 股 定理 。 希 
腊 测 量 之 祖 泰 勒 斯 曾 利用 两 个 三 角 
形 相 似 的 性 质 测量 了 金字 塔 的 高 ， 
并 开始 了 命题 的 证 明 ; 毕 达 哥 拉 斯 
学 派 则 以 发 现 勾 股 定理 而 著称 ; 智 
人 学 派 提出 几何 作 图 三 大 问题 等 。 
古代 印度 约 在 公元 前 五 世纪 已 知道 
圆 与 一 个 特殊 和 矩形 面积 相等 .该 矩 
形 的 底 等 于 圆 的 半 周 长 ,矩形 的 高 

“等 于 图 的 半径 ,他 还 求 出 正方 形 对 
角 线 的 长 度 等 几何 问题 。 

欧 几 里 得 是 希腊 几何 学 的 集 大 
成 者 ,他 编写 的 \ 几 何 原 本 》 将 公元 
前 7 世纪 以 来 希腊 几何 积累 起 来 的 
丰富 成 果 整 理 在 严密 的 逻辑 体系 
中 ,使 几何 学 成 为 一 门 独立 的 演绎 
的 科学 。 其 中 除了 关于 图 形 的 知识 
外 ,还 包含 着 关于 量 的 一 般 理论 和 


数论 的 知识 ,而 这 些 知识 的 证 明 也 
都 用 了 图 形 的 理论 ,在 古 希腊 时 代 ， 
几何 学 意味 着 全 部 的 数学 (几何 原 
本 在 问世 后 的 两 千 多 年 里 ,一 直 被 
奉 为 几何 学 的 经 典 教 本 。 此 外 阿 基 
AK fie C B^] BE Ro rj n FEEDS 
第 一 次 用 科学 方法 确定 圆周 率 的 
值 , 在 《 论 球 与 圆柱 》 和 《 论 螺 线 } 中 
亦 有 多 种 几何 学 的 创见 。 阿 波 罗 尼 
奥 斯 在 4 圆锥 曲线 论 》 中 将 圆锥 曲线 
的 性 质 网 罗列 尽 , 还 使 用 了 类 似 坐 
标的 方法 ,给 后 世 坐 标 几 何 的 建立 
以 很 大 启发 。 

中 国 战国 时 期 的 《 墨 经 ) 中 给 出 
一 些 几何 名 词 的 定义 和 几何 命题 ， 
OR HEELS SUR T 9 BERE EUR EUN 
量 方法 ,东汉 初 年 的 ( 九 章 算术 ;给 
出 许多 种 面积 和 体积 的 计算 方法 ， 
263 年 刘 微 注释 《4 九 章 算术 ) 时 用 的 
是 “ 析 理 以 秤 ,解体 用 图 ”的 方法 ,给 
出 许多 几何 上 的 理论 叙述 ,南北 朝 
时 期 祖冲之 用 割 圆 术 求 得 圆周 率 精 
确 到 7 位 小 数 的 估 值 ,还 给 出 约 率 
和 密 率 两 个 近似 值 分 数 式 。1606 年 
徐光启 和 利 玛 窦 合 译 了 欧 几 里 得 
《几何 原本 ;前 6 卷 , 创 用 “几何 ”一 
词 , 该 书 的 思想 体系 及 方法 对 中 国 
数学 发 展 有 较 大 影响 。 

1637 年 法 国 数学 家 笛 卡 儿 的 
《几何 学 ) 发 表 ,其 中 论述 了 数 与 图 
形 之 间 存 在 的 密切 关系 ,在 空间 设 
立 坐 标 后 图 形 可 用 数量 之 间 的 关系 
来 表示 ,反之 ,数量 之 间 的 关系 也 可 
以 用 图 形 来 表示 ,这 样 利 用 坐标 就 
能 把 图 形 的 问题 转化 为 数量 之 间 的 
问题 ,用 代数 方法 加 以 处 理 。 这 种 裔 
法 被 称 为 解析 几何 。 解 析 几 何 使 几 
何 与 代数 相 结合 ,为 17 世纪 分 析 学 
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的 产生 和 发 展 打下 坚实 的 基础 。 到 
18 世纪 由 于 欧 拉 等 人 的 努力 ,解析 
几何 获得 长 是 发 展 ,许多 几何 上 的 
经 典 成 就 纳入 解析 几何 中 重新 加 以 
整理 和 研究 。 例 如 阿波 罗 尼 奥 斯 的 
圆锥 曲线 论 被 作为 二 次 曲线 用 代数 
方法 进行 整理 。 

与 解析 几何 几乎 同时 创立 的 新 
的 几何 分 支 是 射影 几何 ,以 法 国 数 
学 家 德 扎 格 1639 年 发 表 的 《试图 处 
理 圆锥 与 平面 相交 情形 的 文稿 》 为 
标志 。 射 影 几 何 起 源 于 绘画 和 建筑 
中 的 透视 法 , 它 不 用 坐标 ,而 直接 研 
究 图 形 ,与 解析 几何 方法 相对 立 , 被 
称 为 综合 几何 或 纯粹 几何 方法 。 射 
影 几 何 由 德 扎 格 和 帕斯卡 奠定 基 
础 ,18 世纪 后 由 庞 斯 列 、. 施 泰 纳 等 
人 逐渐 完善 。 综 合 几何 方法 的 另 一 
成 果 是 画 法 几何 ,18 世纪 末 由 法 国 
数学 家 蒙 日 创立 。 1798 年 蒙 日 出 版 
《 通 法 几何 学 ) 专 著 , 系 统 叙 述 了 在 
平面 上 绘制 空间 形体 图 象 的 一 般 方 
法 ,并 讨论 了 几何 变换 理论 的 应 用 ， 
曲线 和 曲面 的 若干 性 质 等 问题 。 画 
法 几何 在 19 世纪 获得 较 大 发 展 ,并 
在 20 世纪 应 用 于 拓扑 变换 、 列 线 图 
解 和 绘图 机 械 化 等 方面 ,不 断 有 新 
的 成 果 。 

与 欧 几 里 得 几何 学 相对 应 的 是 
非 欧 见 里 得 几何 学 ,起 源 于 对 欧 氏 
几何 中 平行 公理 的 探讨 ,在 18 世纪 
末 19 世纪 初 分 别 由 德国 数学 家 高 
斯 ,俄国 数学 家 罗 巴 切 夫 斯 基 和 匈 
牙 利 数学 家 了 ， 波 尔 约 独立 创建 。 
高 斯 1792 一 1816 年 研究 的 “星空 几 
何 ”( 后 称 非 欧 几 何 ). 罗 巴 切 夫 斯 基 
1816 开始 研究 的 “ 虚 几 何 学 ”和 J 了 
波 尔 约 1820 年 开始 研究 的 “绝对 几 


何 ” 本 质 上 是 一 致 的 , 即 以 下 述 假设 
取代 平行 公理 ,在 平面 上 ,过 直线 外 
一 点 可 以 作 不 止 一 条 直线 与 这 直线 
不 相交 。 由 此 推演 出 来 一 套 无 矛盾 
的 几何 学 ,被 后 人 称 为 双 曲 的 非 欧 
几何 学 。1854 年 德国 数学 家 黎 曼 又 
将 平行 公理 改换 为 下 述 假设 :在 平 
面 上 、 任 何 两 条 直线 一 定 相 交 ”, 并 
将 欧 氏 几何 中 的 其 他 公理 稍 作 改 
动 , 由 此 推演 出 另 一 套 无 矛盾 的 几 
何 学 ,被 称 为 椭圆 的 非 欧 几何 学 。 

分 析 学 的 发 展 为 几何 研究 开辟 
了 广阔 的 领域 。17 世纪 末 和 18 世 
纪 初 已 有 许多 数学 家 用 分 析 的 方法 
研究 曲线 和 曲面 理论 。 1745 年 欧 拉 
的 4 无穷 小 分 析 引 论 》 介 绍 了 平面 和 
空间 图 形 的 微分 几何 。1807 年 蒙 日 
出 版 《分 析 学 在 几何 中 的 应 用 》, 是 
第 一 本 独立 的 微分 几何 专著 。1828 
年 高 斯 发 表 《 关 于 曲面 的 一 般 研究 》 
奠定 了 曲面 论 的 基础 ,并 决定 了 微 
分 几何 发 展 的 基本 方向 。1854 年 黎 
曼 作 了 《关于 几何 基础 的 假设 》 的 演 
说 ,首先 提出 4 维 流 形 概念 ,研究 了 
作为 4 维 流 形 的 特殊 情况 的 黎 曼 空 
间 和 黎 曼 几何 学 。 黎 曼 几何 学 更 进 
一 步 发 展 为 一 般 的 微分 流 形 的 几何 
学 ,为 新 的 微分 几何 学 的 发 展开 拓 
了 方向 。 

1872 年 德国 数学 家 克 莱 因 作 
了 被 称 为 “ 埃 朗 根 纲领 "的 演说 , 论 
述 了 变换 群 在 几何 学 中 的 主导 作 
用 ,把 到 当时 为 止 已 发 现 的 所 有 几 
何 学 统一 在 变换 群 的 观点 下 ,明确 


”给 出 了 几何 的 一 种 新 定义 。 他 把 几 


何 定义 为 一 个 变换 群 之 下 的 不 变性 
质 ,突出 了 变换 群 在 研讨 几何 中 的 
地 位 ,使 人们 明确 了 古典 几何 所 研 


数学 学 科 史 、 341 


究 的 对 象 , 同 时 显示 出 如 何 建立 抽 
象 空间 所 对 应 的 几何 方法 ,对 以 后 
几何 学 的 发 展 起 了 指导 性 的 作用 。 
按照 克 莱 因 的 观点 ,分 别 取 变换 群 
为 运动 群 , 仿 射 变换 群 .射影 变换 
群 , 则 隶属 于 各 群 的 几何 学 分 别 是 
欧 氏 几何 , 仿 射 几何 和 射影 几何 。 进 
一 步 很 快 发 展 起 仿 射 微分 几何 学 ， 
射影 微分 几何 学 等 分 支 ,过 去 一 对 
一 的 连续 变换 群 所 隶属 的 几何 学 也 
独立 发 展 成 为 拓扑 学 。 
1899 年 德国 数学 家 希 尔 伯 特 
出 版 (几何 基础 一 书 ,建立 了 三 维 
欧 氏 几何 的 公理 学 ,成 为 现代 数学 
公理 化 的 先驱 。 之 后 许多 几何 学 也 
开始 建立 公理 化 体系 ,使 得 几何 学 
逐步 建立 在 严密 的 逻辑 体系 之 上 。 
另 一 方面 由 圆锥 曲线 论 开始 的 代数 
曲线 论 发 展 成 为 一 般 代数 流 形 的 研 
究 , 即 代数 几何 学 , 它 与 分 析 学 及 代 
数学 进一步 相 结 合 ,正在 迅速 发 展 
着 。 
现代 几何 学 的 研究 集中 在 微分 
几何 领域 . 20 世纪 以 来 黎 曼 几何 学 
应 用 于 广义 相对 论 获 得 重要 发 展 ， 
空间 微分 几何 取得 一 系列 成 果 。20 
年 代 以 来 整体 微分 几何 发 展 迅 速 ， 
40 一 50 年 代 的 许多 结果 已 影响 到 
数学 其 他 分 支 的 发 展 。60 年 代 随 着 
计算 机 的 发 展 又 创立 了 计算 几何 。 
70 年 代 又 兴起 计算 机 证 明 ,这 些 都 
为 几何 理论 的 深入 研究 和 实际 应 用 
开辟 了 新 的 道路 。 
几何 基础 Cfoundation of the 
geometry) ”几何 学 源 于 土地 天 
量 , 对 象 是 图 形 ,最 初 的 方法 是 实验 
性 和 直观 性 的 。 随 着 几何 研究 问题 
的 复杂 化 ,需要 进行 推理 ,在 明确 规 


定 定义 和 公理 的 基础 上 ,排除 直观 ， 
建立 合乎 逻辑 的 几何 学 思想 ,这 就 
是 几何 基础 问题 。 古 希腊 数学 家 欧 
几 里 得 《几何 原本 ;的 历史 意义 就 在 
于 它 是 用 公理 法 建立 演绎 体系 的 最 
早 典 范 , 曾 长 期 被 认为 是 完善 的 逻 
辑 体系 .但 随 着 时 代 发 展 ,人 们 注意 
到 《几何 原本 》 中 的 逻辑 性 存在 许多 
缺陷 ,公理 也 不 完备 ,于 是 相继 提出 
一 些 新 的 公理 体系 。 其 中 德国 数学 
家 希 尔 伯 特 提出 的 最 典型 。1899 年 
希 尔 伯 特 出 版 了 他 的 名 著 《 几 何 基 
础 修建 立 起 所 谓 希 尔 伯 特 公理 体 
系 。 他 将 几何 学 的 基本 对 象 叫做 点 
(用 A,B,C, e RR) ERO a,b, 
€, … 表 示 ) 和 平面 (用 a, f,Y, EE 
示 ), 又 分 别称 之 为 直线 几何 的 元 
3€ .平面 几何 的 元 素 和 空间 几何 的 
元 素 。 然 后 设想 它们 之 间 存 在 “ 属 
于 ”( 在 …… 之 上 ,关联 )、“ 介 于 ”( 在 
een 之 间 )， 合 同 于 (全 合 于 、 相 等 
于 ) 等 关系 。 接 着 叙述 了 五 组 公理 : 
结合 公理 (关联 公理 ,从 属 公 理 )、 顺 
序 公理 (次 序 公理 ) .合同 公理 (全 合 
公理 、 全 等 公理 ) .平行 公理 和 连续 
公理 。 其 中 结合 公理 共有 8 条 ,确立 
了 点 .直线 ,平面 的 结合 关系 ,由 此 
可 以 推出 一 系列 定理 ,如 两 条 直线 
至 多 有 一 个 交点 ,两 个 平面 或 者 没 
有 交点 ,或 者 有 一 条 相交 直线 等 . 顺 
序 公理 共有 4 条 ,确定 了 几何 元 素 
之 间 的 顺序 关系 ,叙述 为 “…… 在 
E 之 间 ”。 合同 公理 共有 5 条 , 确 
定 了 线段 或 角 的 合同 关系 。 由 以 上 
三 种 公理 可 以 推出 所 有 直角 都 相 
等 ,每 个 线段 都 有 唯一 中 点 等 定理 。 
平行 公理 也 叫 欧 几 里 得 公理 , 它 等 
价 于 欧 几 里 得 第 五 公设 ,叙述 为 “ 若 
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a 是 任 一 直线 ,4 是 a 外 的 任 一 点 ， 
则 在 a 和 A 所 确定 的 平面 上 ,只 有 
一 条 直线 通过 4, 且 不 与 a 相交 ”。 
这 一 公理 的 引进 ,使 几何 基础 大 为 
简化 ,也 使 几何 的 构造 容易 得 多 了 。 
用 合同 公理 和 平行 公理 可 以 推出 关 
于 圆 的 许多 定理 ,例如 通过 不 在 同 
一 直线 上 的 三 点 能 做 一 个 圆 , 同 
弦 上 的 圆周 角 合 同等 。 连 续 公 理 共 
有 2 条 ,第 一 条 也 叫 度 量 公理 或 阿 
基 米 德 公 理 , 即 若 AB 和 CD 是 任意 
两 线段 , 则 必 存 在 数 7, 使 4 到 8 的 
射线 上 , 自 4 作 首尾 相 接 的 "个 线 
段 CD, 必 将 越过 8 点 。 第 二 条 也 叫 
直线 完备 公理 , 即 一 直线 上 的 点 在 
满足 线性 顺序 定理 ,合同 公理 @, 连 
续 公 理 中 的 条 件 下 ,不 可 能 再 扩充 。 
这 一 条 后 来 常用 康 托 尔 公理 或 戴 德 
金 公理 来 代 奉 。 用 以 上 五 条 公理 可 
以 推出 欧 几 里 得 几何 的 全 部 内 容 。 
如 果 只 将 平行 公理 换 成 罗 巴 切 夫 斯 
基 公 理 ,就 可 以 推出 非 欧 几何 中 罗 
氏 几 何 ( 双 曲 几 何 ) 的 全 部 内 容 。 希 
尔 伯 特 的 几何 基础 是 三 维 欧 几 里 得 
几何 学 的 公理 论 ,但 很 容易 把 它 推 
广 到 % 维 情况 ,这 一 几何 公理 体系 
后 来 有 多 种 表示 方法 。 例 如 汤姆 森 
利用 对 称 变换 将 希 尔 伯 特 公理 改写 
为 群 论 的 表示 方法 (1933)。 希 尔 伯 
特 的 几何 基础 为 整个 数学 基础 的 研 
究 指明 方向 ,成 为 现代 数学 公理 化 
的 先驱 。 

欧 几 里 得 几何 学 (Euclidean 
ge-ometry) ”简称 欧 氏 几何 。 相 对 
非 欢 几 里 得 几何 学 而 言 , 以 殉 几 里 
得 平行 公理 为 基础 的 几何 学 。 由 古 
希腊 数学 家 欧 几 里 得 创始 。 在 此 之 
前 , 古 希腊 学 者 泰勒 斯 已 开始 了 命 


题 的 证 明 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 已 发 现 
了 勾 股 定理 ,不 可 通 约 量 , 并 知道 了 
五 种 正 多 面体 的 存在 ,雅典 的 智 人 
学 派 提 出 三 等 分 任意 角 、 倍 立方 和 
化 圆 为 方 几何 作 图 三 大 问题 , 安 提 
丰 和 欧 多 克 索 斯 提出 改进 了 穷 竟 
法 , 埃 利 亚 学 派 的 芝 诺 提出 有 关 无 
穷 的 四 个 悖 论 , 原 子 论 学 派 的 德 度 
克利 特 用 原子 法 得 出 锥 体 的 体积 公 
式 等 。 加 之 柏拉图 学 派 提倡 智力 训 
练 和 逻辑 思维 的 培养 , 欧 多 克 索 斯 
用 公理 法 创立 比例 论 , 亚 里 士 多 德 
EREA, EJLA REK 
SI, AAA 300 年 ,亚历山大 
学 派 的 创始 人 欧 几 里 得 按照 逻辑 系 
统 把 几何 命题 整理 起 来 ,用 公理 法 
建立 起 演绎 体系 ,完成 巨著 《几何 原 
本 》, 使 几何 成 为 一 门 独立 的 .演绎 
的 科学 。 欧 几 里 得 平行 公理 是 4 几何 
原本 ) 的 第 五 个 公设 , 即 “ 若 一 直线 
与 两 直线 相交 ,所 构成 的 同 旁 内 角 
小 于 二 直角 , 则 把 这 两 直线 延长 ,一 
定 在 那 两 内 角 的 一 侧 相 交 , ”该 公设 
与 “平行 线 的 唯一 性 ?是 等 价 的 ,也 
称 为 “ 欧 几 里 得 平行 公设 ”, 或 简称 
为 第 五 公设 。 又 因为 它 在 欧 氏 几何 
中 的 重要 性 ,有 时 也 称 为 “ 欧 几 里 得 
公理 ”。 欧 几 里 得 几何 学 意味 着 欧 几 
里 得 公理 成 立 的 几何 学 。 

《几何 原本 》 是 欧 几 里 得 几何 学 
的 黄 基 作 , 几 乎 包含 了 现在 中 学 所 
学 的 平面 几何 .立体 几何 的 全 部 内 
容 。 它 是 由 定义 公设、 公理、 命题 组 
成 的 演绎 推理 系统 。 每 一 个 命题 ( 相 
当 于 现在 的 定理 ) 都 是 以 公设 、 公 理 
或 它 前 面 的 命题 作为 证 明 的 依据 ， 
按 逻辑 相关 性 排列 而 成 。 欧 几 里 得 
的 这 种 逻辑 地 建立 玫 何 的 尝试 ,成 
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为 现代 公理 法 的 源流 ,在 历史 上 受 
到 很 高 评价 。 但 用 现代 标准 去 衡量 ， 
《几何 原本 》 还 有 不 少 缺点 ,例如 对 
点 ` 线 , 面 等 原始 概念 的 定义 含混 不 
清 , 个 别 公理 可 以 从 其 它 公理 推出 ， 
没有 运动 .顺序 .连续 等 公理 ,因此 
许多 证 明 要 借助 于 直观 。 

1899 年 德国 数学 家 希 尔 伯 特 
出 版 了 他 的 名 著 《 几 何 基础 》, 书 中 
成 功 地 建立 起 欧 几 里 得 几何 学 的 完 
整 的 公理 体系 , 即 所 谓 希 尔 伯 特 公 
理 体系 。 该 体系 首先 抽象 地 把 几何 
学 的 基本 对 象 叫做 点 、 直 线 、 平 面 ， 
又 分 别称 之 为 直线 几何 的 元 素 ( 用 
4、B、.C… 表 示 )、 平 面 几 何 的 元 素 
(用 a6、ce… 表 示 ) 和 空间 几何 的 元 
X UB .6.… 表 示 ), 再 设想 它们 
之 间 的 关系 , 称 做 “属于 ”( 在 …… 之 
上 ,关联 )“ 介 于 ”( 在 …… zB. 
“合同 于 ”( 全 合 于 、 相 等 于 ) 等 ,这 些 
基本 概念 叫 原始 的 或 不 定义 的 , 然 
后 出 述 了 5 组 公理 :组合 公理 (关联 
公理 ,从属 公 理 ) .顺序 公理 (次 序 公 
理 )、 合 同 公理 (全 合 公理 、 全 等 公 
3D .平行 公理 .连续 公理 ,以 此 作为 
确定 基本 几何 对 象 性 质 和 逻 辑 推理 
的 基础 ,推出 欧 几 里 得 几何 学 的 一 
些 基 本 定理 ,后 人 又 证 明了 用 这 些 
公理 可 以 推出 欧 几 里 得 几何 的 全 部 
内 容 。 这 使 欧 几 里 得 几何 学 成 为 一 
个 逻辑 结构 严 并 而 完善 的 几何 体 
系 , 使 数学 的 公理 法 基本 形成 ,促进 
了 20 世纪 整个 数学 的 发 展 .同时 也 
引起 了 和 人们 对 欧 几 里 得 几何 基础 的 
大 量 关注 ,并 启发 了 相应 的 几 门 非 
欧 几 里 得 几何 学 的 研究 。 许 多 人 使 
用 不 同 的 不 定义 元 素 集 或 公理 的 变 
种 描述 欧 几 里 得 几何 学 :例如 美国 


数学 家 维 布 伦 就 曾 将 公理 体系 建立 
在 把 点 和 序 作 为 不 定义 概念 的 基础 
上 (1904)。 意 大 利 数学 家 皮 耶 里 将 
公理 体系 建立 在 把 点 和 运动 作为 不 
定义 概念 的 基础 上 。 近 几 十 年 提出 
的 欧 几 里 得 几何 公理 系统 通常 建立 
在 不 定义 的 点 和 向 量 的 概念 基础 
上 ,该 方法 是 由 德国 数学 家 外 尔 倡 
导 使 用 的 (1918) 。 德国 数学 家 C. F. 
克 莱 因 则 在 1872 年 著名 的 “ 埃 朗 根 
纲领 ”中 首次 提出 另 一 种 方法 ,把 对 
于 在 运动 群 下 不 变 的 仿 射 空间 的 性 
质 的 研究 定义 为 欧 几 里 得 几何 学 ， 
由 此 引发 出 ” 维 欧 几 里 得 几何 学 和 
广义 的 % 维 欧 几 里 得 学 的 研究 。 直 
到 今天 欧 几 里 得 几何 学 在 内 容 和 方 
法 上 仍 在 不 断 地 充实 和 提高 。 

坐标 系 (coordinate system) 
用 以 确定 数 或 数组 与 基本 几何 对 象 
(常常 是 点 ) 之 间 对 应 关系 的 参考 
系 。 最 早 用 于 数 与 形 的 结合 ,后 来 发 
展 为 一 种 数学 结构 。 对 于 某 个 数学 
对 象 的 集合 ,使 其 元 素 对 应 于 数量 
的 结构 称 为 坐标 系 。 用 坐标 系 来 确 
定点 的 位 置 这 种 思想 古 已 有 之 , 公 
元 前 4 世纪 ,我 国 战国 时 代 天 文学 
家 石 申 绘制 恒星 方位 表 时 已 利用 了 
坐标 方法 。 古 希腊 数学 家 阿波 罗 尼 
奥 斯 也 曾 用 类 于 现在 直角 坐标 系 的 
轴线 来 研究 圆锥 曲线 , 写 了 《平面 轨 
3 )—35 . 380 17 世纪 ,欧洲 一 些 数 学 
家 已 经 开始 考虑 建立 坐标 几何 学 ， 
代表 人 物 是 法 国 数学 家 费 马 和 第 卡 
儿 。 费 马 用 一 种 没有 负数 的 倾斜 坐 
标 找 绘 曲线 ,由 方程 中 的 两 个 未 知 
量 得 出 轨迹 图 形 。 他 还 指出 联系 两 
个 未 知 量 的 方程 ,如 果 是 一 次 的 就 
代表 直线 轨迹 ,如 果 是 二 次 的 就 代 
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表 圆 锥 曲线 。 币 卡尔 则 从 建立 一 种 
使 算术 、 代 数 和 几何 统一 起 来 的 普 
遍 数 学 愿望 出 发 ,指出 平面 上 的 点 
与 实数 对 (z,y) 的 对 应 关系 ,并 考虑 
二 元 方程 F(z,y) 二 0, 当 z 变 化 时 ,y 
值 也 跟着 改变 ,z,y 的 不 同 数值 构 
成 平面 上 的 一 条 曲线 。 他 实质 上 只 
建立 了 坐标 横 轴 (Cz SD ,到 1750 年 
瑞士 数学 家 克 莱 姆 才 正 式 引 入 坐标 
纵 轴 (y 轴 )。“ 坐 标 " 一 词 由 莱 布 尼 
ATF 1692 年 创 用 ,他 还 于 1694 年 
使 用 “ 纵 坐 标 ” 一 词 。“ 横 坐标 ”是 在 
18 世纪 由 德国 数学 家 沃 尔 夫 等 人 
引入 的 。 坐 标 系 概念 建立 后 发 展 很 
快 ,对 于 数学 的 各 分 支 ,坐标 是 多 种 
多 样 的 ,一 般 可 分 为 便于 表示 空间 
几何 构造 的 标 架 类 坐标 (如 射影 坐 
标 , 仿 射 坐标 等 ), 以 x 维 欧 氏 空间 
中 的 函数 类 为 基础 的 曲线 坐标 (如 
极 坐 标 . 椭 圆 坐 标 等 ). 和 适应 于 拓 
扑 空 间 的 局 部 坐标 等 ,在 现代 数学 
中 显示 出 广泛 的 应 用 性 。 

B E] Æ (ratio of the circum- 
ference of a circle to the diame- 
ter 或 number x) 平面 上 圆 的 
周 长 与 直径 之 比 , 用 符号 x 表示。 中 
国 古代 有 圆 率 .图 率 、 周 等 名 称 。 英 
国 数学 家 奥 特 雷 德 1647 FHIR 
RAAR, HKH x 与 圆周 率 联系 
起 来 。 其 中 的 x 与 5 分 别 为 希腊 文 
圆周 和 直径 的 第 一 个 字母 。 英 国 另 
一 位 数学 家 琼斯 于 1706 年 第 一 个 
单 用 = 表示 圆周 率 。 到 1736 年 ,大 
数学 家 欧 拉 提 佛 用 + 后 ,得 到 广泛 
响应 ,成 为 通用 符号 。 

古 希腊 欧 几 里 得 《几何 原本 》 
( 约 公元 前 3 世纪 初 ) 中 提 到 圆周 率 


是 常数 ,中 国 古 算 书 4《 周 合算 经 》( 约 
公元 前 2 世纪) 中 有 “经 一 而 周三 ” 
的 记载 ,也 认为 圆周 率 是 常数 ,历史 
上 曾 采 用 过 圆周 率 的 多 种 近似 值 ， 
早期 大 都 是 通过 实验 而 得 到 的 结 
果 , 如 古 埃及 纸 草 书 ( 约 公元 前 
1700) 中 取 a CIR. 1604, 1 
印度 的 《 测 绳 经 》( 约 公元 前 5 世纪 ) 
取 < 一 18(3 一 2 MV 2 )23. 088 等 
等 。 第 一 个 用 科学 方法 寻求 圆周 率 
数值 的 人 是 阿 基 米 德 , 他 在 《 圆 的 度 
量 》( 公 元 前 3 世纪) 中 用 入 内 接 和 
外 切 正 多 边 形 的 周 长 确 定 圆周 长 的 
上 下 界 , 从 正六 边 形 开始 ,逐次 加 倍 
计算 到 正 96 边 形 ,得 到 3 29 nae 


3 方 ,开创 了 圆周 率 计算 的 几何 广 


法 ( 亦 称 古典 方法 ,或 阿 基 米 德 方 
法 ), 得 出 精确 到 小 数 点 后 两 位 的 
值 .中 国 数学 家 刘 徽 在 注释 《 九 章 算 
术 》 时 (263 年 ) 只 用 圆 内 接 正 多 边 
形 就 求 得 7 的 近似 值 ,也 得 出 精确 
到 两 位 小 数 的 # 值 ,他 的 方法 被 后 
人 称 为 割 图 术 。 南 北朝 时 代 的 数学 
家 祖冲之 进一步 得 出 精确 到 小 数 点 
后 7 位 的 = 值 ( 约 5 世纪 下 半 叶 )， 
给 出 不 足 近似 值 3. 1415926 和 过 剩 
近似 值 3. 1415927, 还 得 到 两 个 近 
似 分 数值 , 密 率 355/113 和 约 率 
22/7, 其 中 的 密 率 在 西方 直到 1573 
才 由 德国 人 奥 托 得 到 ,1625 年 发 表 
于 荷兰 工程 师 安 托尼 斯 的 著作 中 ， 
欧洲 称 之 为 安 托 尼斯 率 。 阿 拉 伯 数 
学 家 卡 西 在 15 世纪 初 求 得 圆周 率 
17 位 精确 小 数值 ,打破 祖冲之 保持 
近 千 年 的 纪录 。 德 国 数学 家 柯 伦 于 
1596 年 将 x 值 算 到 20 位 小 数值 ， 
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后 投入 毕生 精力 ,于 1610 年 算 到 小 
数 点 后 35 位 数 ,该 数值 被 用 他 的 名 
字 称 为 鲁 道夫 数 ,至 今 德 文 中 还 有 
这 种 痕迹 。 1579 年 法 国 数学 家 韦 达 
给 出 二 的 第 一 个 解析 表达 式 


2 2V2 2W 2 

此 后 ,无穷 乘积 式 ,无穷 连 分 数 ,无 
穷 级 数 等 各 种 < 值 表达 式 纷纷 出 
现 ,z 值 计算 精度 也 迅速 增加 。1706 
年 英国 数学 家 梅 钦 计算 = 值 突破 
100 位 小 数 大 关 。1873 年 另 一 位 英 
国 数学 家 尚 可 斯 将 x 值 计算 到 小 数 
点 后 707 位 ,可 异 他 的 结果 从 528 
位 起 是 错 的 。 到 1948 年 英国 的 弗 格 
森 和 美国 的 伦 奇 共同 发 表 了 的 
808 位 小 数值 ,成 为 人 工 计算 圆 周 
率 值 的 最 高 纪录 。 

电子 计算 机 的 出 现 使 x 值 计 算 
有 了 突飞猛进 的 发 展 。1949 年 美国 
马里 兰州 阿 伯 丁 的 军队 弹道 研究 实 
验 室 首 次 用 计算 机 (ENIAC) 计 算 s 
值 ,一 下 子 就 算 到 2037 位 小 数 , 突 
破 了 千 位 数 。 以 后 的 记录 有 ,1959 
年 法 国 (IBM704) 突 破 万 位 (16167 
位 ) 小 数值 ,1961 年 美国 (IBM7090) 
突破 10 万 位 (100265 位 ) 小 数值 ， 
1973 年 法 国 (CDC7600) 突 破 100 
万 位 ,到 1983 年 日 本 已 将 7 值 算 到 
800 多 万 位 小 数 。1986 年 1 月 美国 
又 推进 到 2900 多 万 位 小 数值 .1987 
年 1 月 日 本 东京 大 学 金田 康正 副 教 
授 用 计算 机 计算 x 值 首次 突破 1 亿 
位 小 数 大 关 。1988 年 他 又 用 日 立新 


型 超级 计算 机 将 n 值 推进 到 2 亿 多 
位 小 数值 。 最 近 (1989 年 ) 美 国 哥 伦 
比 亚 大 学 研究 人 员 用 克 雷 一 2 型 和 
IBM 一 VF 型 巨型 电子 计算 机 计算 
出 工 值 小 数 点 后 4. 8 亿 位 数 ,后 又 
继续 算 到 小 数 点 后 10. 1 亿 位 数 , 创 
下 新 的 纪录 。 

除 a 的 数值 计算 外 , 它 的 性 质 
探讨 也 吸引 了 众多 数学 家 。1761 年 
瑞士 数学 家 兰 伯 特 第 一 个 证 明 z# 是 
无 理 数 。 1794 年 法 国 数学 家 勒 让 德 
又 证 明了 w^ 也 是 无 理 数 。 到 1882 
年 德国 数学 家 林 德 曼 首次 证 明了 x 
是 超越 数 ,由 此 否定 了 困惑 人 们 两 
千 多 年 的 “化 圆 为 方 ? 尺 规 作 图 问 
题 。 还 有 人 对 的 数字 特征 及 与 其 
它 数字 的 联系 进行 研究 .如 1929 年 
苏联 数学 家 格 尔 丰 德 证 明了 er 是 . 
超越 数 等 等 。 

Hj 加 术 (cyclotomic method ) 

利用 圆 内 接 或 外 切 正 多 边 形 , 求 
圆周 率 近 似 值 的 方法 ,其 原理 是 当 
正 多 边 形 的 边 数 增加 时 , 它 的 边 长 
和 逐渐 鼻 近 圆周 。 早 在 公元 前 5 世 
纪 , 古 希腊 学 者 安 蒂 丰 为 了 研究 化 
圆 为 方 问题 就 设计 一 种 方法 : 先 做 
一 个 圆 内 接 正 四 边 形 ,以 此 为 基础 
做 一 个 图 内 接 正八 边 形 , 再 逐次 加 
倍 其 边 数 ,得 到 正 十 六 边 形 , 正 三 十 
二 边 形 等 等 ,直至 正 多 边 形 的 边 长 
小 到 恰 与 它们 各 自 所 在 的 圆周 部 分 
重合 ,他 认为 就 可 以 完成 化 圆 为 方 
问题 .到 公元 前 3 世纪 , 古 希腊 科学 
家 阿 基 米 德 在 《4 论 球 和 圆柱 》 一 书 中 
利用 穷竭 法 建立 起 这 样 的 命题 :只 
要 边 数 足够 多 , 圆 外 切 正 多 边 形 的 
面积 与 内 接 正 多边 形 的 面积 之 差 可 
以 任意 小 。 阿 基 米 德 又 在 《 圆 的 度 
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量 ) 一 书 中 利用 正 多 边 形制 圆 的 方 
法 得 到 圆周 率 的 值 小 于 3 二 而 大 


于 3 ORB MU EIE 
面积 之 比 为 11 : 14, 即 取 圆 周 率 等 
于 22/7。 公 元 263 年 ,我国 古代 数 
学 家 刘 徽 在 4 九 章 算术 注 》 中 提出 
“ 制 圆 " 之 说 ,他 从 圆 内 接 正六 边 形 
开始 ,每 次 把 边 数 加 倍 , 直 至 圆 内 接 
iE 96 边 形 ,算得 贺 周 率 为 3. 14 或 
157/50, 被 后 人 称 为 徽 率 。 注 中 还 
记载 了 圆周 率 更 精确 的 值 3927/ 
1250( 等 于 3. 1416)。 刘 徽 断言 “ 制 
之 弥 细 ,所 失 弥 少 , 制 之 又 割 ,以 至 
于 不 可 割 , 则 与 圆 合 体 ,而 无 所 失 
侨 。? 其 思想 与 古 希腊 穷竭 法 不 谋 而 
合 。 割 圆 术 在 圆周 率 计 算 史 上 曾 长 
期 使 用 。1610 年 德国 数学 家 柯 伦 用 
22 边 形 将 圆周 率 计 算 到 小 数 点 后 
35 2.1630 年 格林 贝尔 格 利用 改进 
的 方法 计算 到 小 数 点 后 39 位 ,成 为 
割 圆 术 计算 圆周 率 的 最 好 结果 。 分 
析 方 法 发 明 后 逐渐 取代 了 割 圆 术 ， 
但 割 圆 术 作为 计算 圆周 率 最 早 的 科 
学 方法 一 直 为 人 称道 。 
黄金 分 害 (golden section) 

在 已 知 线段 上 求 作 一 个 点 ,使 该 点 
所 分 线段 的 其 中 一 部 分 是 全 线段 与 
另 一 部 分 的 比例 中 项 ,这 就 是 黄金 
分 割 问题 。 该 点 所 形成 的 分 割 通常 
称 为 黄金 分 割 ,或 者 说 将 线段 分 成 
中 末 比 .中 外 比 或 外 内 比 。 早 在 公元 
6 世纪 十 希腊 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 就 
研究 过 正 五 边 形 和 正 十 边 形 的 作 
图 ,因此 可 推断 他 们 已 经 知道 与 此 
有 关 的 黄金 分 割 问题 。 公 元 前 4 世 
纪 , 古 希腊 数学 家 欧 多 克 索 斯 第 一 
个 系统 研究 了 这 一 问题 ,并 建立 起 


比例 理论 。 公 元 前 300 年 前 后 欧 几 
里 得 撰写 《几何 原本 》 时 吸收 了 欧 多 
克 索 斯 的 工作 ,系统 论述 了 黄金 分 
H ,成 为 最 早 的 有 关 论 著 。1228 年 ， 
意大利 数学 家 斐 波 那 契 在 《算盘 书 》 
的 修订 本 中 提出 “兔子 问题 *, 导致 
斐 波 那 契 数列 1,2,3,5,8,13,21， 
34，…， , 它 的 每 一 项 与 后 一 项 比值 的 
极限 就 是 黄金 分 割 数 , 即 黄金 分 割 
形成 的 线段 与 全 线段 的 比值 。 中 世 
纪 后 ,黄金 分 割 被 披 上 神秘 的 外 衣 ， 
意大利 数学 家 帕 乔 利 称 中 末 比 为 神 
圣 比 例 , 并 专门 为 此 著 书 立 说 ,德国 
天 文学 家 开 普 勒 称 黄金 分 割 为 神圣 
分 割 ,到 19 世纪 黄金 分 割 这 一 名 称 
才 逐 渐 通行 。 黄 金 分 割 数 有 许多 有 
趣 的 性 质 , 它 的 实际 应 用 也 很 广泛 。 
最 著名 的 例子 是 优选 学 中 的 黄金 分 
割 法 或 0. 618 法 ,是 由 美国 数学 家 
基 弗 于 1953 年 首先 提出 的 ,70 年 
代 在 中 国 推广 ,取得 很 大 成 绩 。 

正 多 面体 (regular polyhed- 
ron) 多 面体 的 各 面 是 全 等 的 正 
多 边 形 ,各 多 面 角 是 全 等 的 正 多 面 
角 , 这 样 的 多 面体 叫 正 多 面体 .如 果 
这 样 的 多 面体 是 凸 的 ,就 叫做 凸 正 
多 面体 。 据 考 , 早 在 古 希 腊 时 代 , 毕 
达 哥 拉 斯 学 派 的 成 员 就 已 知道 了 正 
四 面体 ,正六 面体 和 正八 面体 的 存 
在 ( 约 公元 前 5 世纪 初 ) ,柏拉图 学 
派 的 先驱 泰 特 托 斯 又 发 现 了 正 十 二 
面体 和 正二 十 面体 ,还 可 能 指出 中 
有 这 5 种 正 多 面体 ( 约 公元 前 4 世 
纪 上 半 叶 ) .柏拉图 本 人 在 他 后 期 唯 
一 一 篇 讨论 自然 哲学 的 对 话 《 蒂 迈 
欧 篇 》(Timaieos) 中 ,将 这 5 种 正 多 
面体 与 自然 元 素 及 宇宙 联系 在 一 
起 ,阐发 了 他 关于 永恒 不 变 观念 与 


Ts 
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无 定形 质料 的 观点 。 约 公元 前 3 世 
纪 初 , 欧 几 里 得 在 他 的 《几何 原本 》 


第 13 卷 中 论述 了 这 5 种 正 多 面体 


内 接 于 球 的 作 图 法 ,并 称 它们 为 柏 
拉 图 体 。 他 在 该 卷 的 末尾 证 明了 
(三 ) 正 多 面体 不 能 多 于 5 个 ,第 一 
次 从 数学 角度 讨论 了 正 多 面体 。 
1635 年 法 国 数学 家 笛 卡 儿 首 次 陈 
述 了 一 般 西 多 面体 的 重要 公式 : 面 
数 十 顶 角 数 一 棱 数 天 2。1752 年 瑞 
士 数学 家 欧 拉 又 独立 发 现 并 证 明了 
该 公式 ,现在 称 为 欧 拉 多 面体 定理 。 
近代 正 多 面体 研究 着 眼 于 群 论 和 高 
维 空间 等 方面 ,相继 取得 一 些 成 果 。 

解析 几何 学 (analytic geo- 
metry) ”借助 坐标 系 , 用 代数 方法 
研究 几何 对 象 之 间 的 关系 和 性 质 的 
一 门 几何 学 分 支 , 亦 叫 坐 标 几 何 。 由 
法 国 数学 家 笛 卡 儿 和 费 马 等 人 创 
建 ,其 思想 来 源 可 上 湖 到 公元 前 两 
千年 。 美 索 不 达 米 亚 地 区 的 巴比伦 
人 已 能 用 数字 表示 一 点 到 另 一 固定 
点 .直线 或 物体 的 距离 ,已 有 原始 坐 
标 思 想 。 公 元 前 4 世纪 中 古 希 腊 数 
学 家 门 奈 苏 莫 斯 发 现 了 圆锥 截 线 ， 
并 对 这 些 曲线 的 性 质 做 了 系统 盖 
述 。 公 元 前 200 年 左右 阿波 罗 尼 奥 
斯 著 有 《圆锥 曲线 论 )8 卷 ,全 面 论 
述 了 圆锥 曲线 的 各 种 性 质 ,其 中 采 
用 过 一 种 “坐标 ”, 以 圆锥 体 底 面 的 
直径 作为 横 坐 标 , 过 顶点 的 垂 线 作 
为 纵 坐 标 ,加 之 所 研究 的 内 容 , 可 以 
看 作 是 解析 几何 的 萌芽 。14 世纪 法 
国 数学 家 奥 雷 姆 在 《 论 质量 与 运动 
的 结构 》(1360) 等 书 中 提出 一 种 坐 
标 几 何 , 用 两 个 坐标 来 确定 点 的 位 
置 ,用 水 平 线 上 的 点 表示 时 间 , 称 为 
名 度 ; 而 所 对 应 的 速度 则 用 纵 线 表 


示 , 称 之 为 纬度 。 这 是 失 天 文 . 地 理 
坐标 向 近代 坐标 几何 学 的 过 渡 。 他 
还 通过 图 形 来 周明 了 渔 数 关系 。 到 16 
世纪 末 , 法 国 数学 家 韦 达 提 出 了 应 
用 代数 方法 解 几 何 问题 的 想法 。 韦 
达 是 符号 代数 的 创始 人 ,他 在 代数 
专著 (1593) 和 几何 专著 (1600) 中 都 
使 用 代数 方法 研究 几何 问题 , 曾 圆 
满 解决 了 阿波 罗 尼 奥 斯 等 问题 ,他 
的 思想 给 笛 卡 儿 以 很 大 启发 。 此 外 
开 普 勒 发 现行 星 运 动 三 大 定律 , 伽 
利 略 研究 抛射 体 运 动 轨迹 ,都 要 求 
数学 从 运动 变化 的 观点 研究 和 解决 
问题 ,促进 了 解析 几何 学 的 建立 。 
1637 年 第 卡 儿 出 版 了 一 部 哲 
学 著作 《科学 中 正确 运用 理性 和 追 
求 真 理 的 方法 论 》, 书 中 有 三 个 附 
录 , 其 中 之 一 是 《几何 学 3 卷 。 这 是 
第 卡 儿 唯一 的 数学 论著 ,阐述 了 他 
关于 解析 几何 的 思想 ,后 人 把 它 作 
为 解析 几何 学 的 起 点 。 书 中 第 一 次 
出 现 变 量 与 函数 概念 ,他 所 谓 的 变 
量 是 指 具有 变化 长 度 和 不 变 方 向 的 
线段 ,还 指 连 续 经 过 坐标 轴 上 所 有 
点 的 数字 变量 ,因此 他 试图 创建 一 
种 几何 与 代数 互相 渗透 的 学 科 。 在 
卷 1 中 将 几何 问题 化 为 代数 问题 ， 
提出 几何 问题 的 统一 作 图 法 ,将 线 
段 与 数量 联系 起 来 ,设立 方程 ,根据 
方程 的 解 所 表示 的 线段 间 的 关系 进 
行 作 图 。 卷 1 将 平面 上 的 点 与 一 种 
斜 坐标 确定 的 数 对 联系 起 来 , 进 一 
步 考虑 含 两 个 未 知 数 的 二 次 不 定 方 
程 , 指 出 它 代表 平面 上 的 一 条 曲线 ， 
并 依据 方程 的 次 数 将 曲线 分 类 。 这 
样 , 一 个 代数 方程 可 以 通过 几何 直 
观 方 法 去 处 理 ,反之 可 以 用 代数 方 
法 研究 曲线 的 性 质 ,体现 了 具有 某 


he o 
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种 性 质 的 点 之 间 有 某 种 关系 , 袍 成 
解析 几何 的 基本 思想 。 从 此 人 类 进 
入 变量 数学 时 期 。 币 卡 儿 还 改进 了 
符号 体系 ,用 x yz 等 字母 表示 未 
AUCH a.b c 等 字母 表示 已 知 数 ， 
这 种 表示 法 沿用 至 今 。 与 第 卡 儿 同 
代 的 数学 家 费 马 独立 发 现 了 解析 几 
何 基本 原理 。 费 马 在 研究 阿波 罗 尼 
奥 斯 著作 时 发 现 ,如 果 通 过 坐标 系 
把 代数 用 于 几何 ,轨迹 的 研究 就 易 
于 进行 ,后 为 此 写 了 一 篇 短文 《平面 
与 立体 轨迹 引 论 》(1679 FRE), 
其 中 断言 ,两 个 未 知 量 决定 一 个 方 
程式 ,对 应 着 一 条 轨迹 ,可 以 描绘 一 
条 直线 或 曲线 。 1643 年 他 又 在 一 封 
信 中 描述 了 三 维 解 析 几 何 的 思想 。 
另 一 位 数学 家 拉 伊 尔 于 1679 年 也 
对 三 维 解析 几何 做 过 讨论 。 

解析 几何 建立 后 获得 迅速 发 
展 ,并 广泛 用 于 各 个 数学 分 支 . 意 大 
利 数 学 家 卡 瓦 列 里 最 先 使 用 极 坐 标 
来 求 阿 基 米 德 螺 线 下 的 面积 。 牛 顿 
则 第 一 个 把 极 坐标 看 成 是 确定 平面 
上 点 的 位 置 的 一 种 方法 。18 世纪 克 
莱 罗 在 《关于 双重 曲率 曲线 的 研究 》 
《1731)》、 欧 拉 在 《无 穷 分 析 引 论 》 
(1748) 中 以 及 拉 格 朗 日 (1773) 等 都 
讨论 了 曲面 和 空间 曲线 的 解析 理 
论 。19 世纪 德国 数学 家 普 吕 克 发 表 
《解析 几何 的 发 展 》(1828 一 1831? 和 
《解析 几何 系统 》(1835) ,以 优美 的 
方式 证 明了 该 领域 中 的 许多 结论 和 
定理 ,在 解析 几何 发 展 史 上 占有 重 
要 位 置 。 解 析 几 何 学 大 大 推动 了 微 
积分 学 的 发 展 ,也 促进 了 几何 本 身 
的 进步 , 它 的 直接 推广 还 产生 了 代 
数 几 何 分 支 。 在 解析 几何 中 ,“ 坐 
标 ” 一 词 由 菜 布 尼 兹 于 1692 年 首先 


' 创 用 .“ 纵 坐标 ? 基 他 两 年 后 正式 使 


用 ， 横 坐标 ?到 | 18 世纪 和 峰 德 国 数 学 
家 沃 尔 夫 引 用 。 而 “解析 几何 学 ”这 
个 名 称 直到 18 志 纪 末 才 由 法 国 数 
学 家 拉克 和 鲁 瓦 正式 使 用 。 

二 次 曲线 (curve of second 
degree) ”也 称 为 圆锥 曲线 或 圆锥 
截 线 ,是 直 加 对 顶 锥 面 的 两 腔 被 一 
平面 所 截 而 得 到 的 曲线 。 当 截面 不 
通过 锥 面 顶点 时 ,曲线 可 能 是 圆 、 椭 
圆 、. 双 曲线 和 抛物 线 。 当 截面 通过 锥 
面 顶点 时 ,曲线 退缩 成 一 点 、 一 直线 
或 两 相交 直线 。 贺 锥 曲线 的 研究 最 
早 是 由 倍 立方 问题 引起 的 ,公元 前 
5 世纪 十 希腊 学 者 希 波 克拉 底 首先 
将 倍 立方 问题 归结 为 求 线段 a 与 2a 
之 间 的 两 个 比例 中 项 ,导致 方程 x? 
=a Ej 147 20 ,在 解析 几何 中 被 称 
为 抛物 线 与 等 轴 双 曲线 。 公 元 前 4 
世纪 , 古 希 腊 数 学 家 门 内 马 斯 第 一 
个 系统 研究 了 圆锥 曲线 。 他 用 平面 
去 截 三 种 直 圆 锥 , 令 平 面 与 母线 垂 
直 , 如 圆锥 的 顶 角 是 直角 , 截 口 是 抛 
物 线 ; 顶 角 是 锐角 , 截 口 是 椭圆 ; 顶 
角 是 钝 角 , 截 口 是 双 曲线 。 公元 前 3 
世纪 末 , 古 希腊 数学 家 阿波 罗 尼 奥 
斯 首先 证 明了 一 个 平面 与 同一 个 圆 
锥 面相 交 , 也 可 以 得 到 这 三 种 曲线 。 
他 比较 了 三 种 锥 线 的 异同 , 设 锥 线 
方程 是 多 一 2 十 人 ,证 明了 9<0 
时 是 椭圆 ,4 之 0 时 是 双 曲 线 ,4 一 0 
时 是 抛物 线 ,并 分 别称 之 为 “不 足 ”、 
“过 剩 ? 和 ”“ 贴 合 ”, 这 些 名 称 成 为 现 
代 术 语 的 根源 。 阿 波 罗 尼 奥 斯 在 他 
的 8 卷 本 《圆锥 曲线 论 ) 中 将 圆锥 曲 
线 的 性 质 网 罗 殖 尽 , 使 希腊 数学 达 
到 顶峰 。 到 公元 4 世纪 上 半 叶 , 古 希 
腊 数学 家 帕 波 斯 在 《数学 汇编 ) 中 补 
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充 了 圆锥 曲线 的 焦点 准 线性 质 ,证 
明了 下 述 命题 ; 设 一 动 点 至 一 定点 
的 距离 与 至 一 定 直 线 的 距离 之 比 等 
于 常数 , 则 动 点 的 轨迹 是 圆锥 曲线 。 
当 这 个 常数 等 于 1 时 是 抛物 线 ; 小 
于 1 时 是 椭圆 ;大 于 1 时 是 双 曲 线 。 
这 已 成 为 现在 教科 书 中 的 圆锥 曲线 
的 标准 定义 。11 世纪 末 阿 拉 伯 数学 
家 奥马 海 亚 姆 利用 圆锥 曲线 求解 三 
次 方程 ,16 世纪 德国 天 文学 家 开 普 
勒 指 出 行星 按 椭圆 形 轨道 绕 太 阳 运 
行 ,意大利 科学 家 伽利略 得 出 斜 殷 
体 运动 轨道 是 抛物 线 , 使 人 们 对 贺 
锥 曲线 的 用 途 和 实际 意义 有 了 更 深 
的 认识 。1665 年 英国 数学 家 沃 利 斯 
在 4 论 圆锥 曲线 ?中 第 一 个 将 圆锥 曲 
线 定义 对 应 于 含 x 和 # 的 二 次 方程 
的 曲线 ,证 明了 其 等 同性 ,并 开始 用 
方程 推导 圆锥 曲线 的 性 质 。1748 年 
欧 拉 在 他 的 名 著 《 无 穷 分 析 引 论 》 中 
从 一 般 二 次 方程 He beyt y? + dr 
十 十 f= 二 0 出 发 ,系统 研究 了 圆锥 
曲线 的 各 种 情形 ,并 将 参数 方程 和 
极 坐 标 引进 对 圆锥 曲线 的 研究 中 。 
此 后 二 次 曲线 (圆锥 曲线 ) 理 论 通 过 
代数 和 分 析 方 法 得 到 完善 ,成 为 近 
代 解 析 几 何 的 重要 组 成 部 分 。 

二 次 曲面 (surface of second 
degree) 三 维 欧 几 里 得 空间 里 坐 
Bk z. yz 之 间 的 二 次 方程 ax? 十 By? 
+ oz + 2fyz + 2g + 2hey+ 2us + 2vy 
十 2wz 十 4 一 0( 系 数 a、b、c,… 为 实 
数 , 二 次 项 系数 不 全 为 零 ) 表 示 的 曲 
面 。 早 在 公元 前 3 世纪 , 古 希 腊 数 学 
家 阿 基 米 德 就 写 过 一 本 《 论 球 和 圆 
柱 》 的 论著 ,从 几 个 定义 和 公理 出 
发 ,推出 关于 球 与 圆柱 面积 体积 等 
50 多 个 命题 。 阿 基 米 德 .阿波 罗 尼 


奥 斯 、. 海 伦 等 人 还 研究 过 抛物 镜面 
的 反射 问题 ,这 是 早期 对 一 些 特 殊 
二 次 曲面 的 探讨 ,其 中 被 研究 的 还 
有 双 叶 双 曲 面 和 椭 球 面 ,都 是 由 圆 
锥 截 线 绕 轴 旋转 产生 的 曲面 。 解 析 
几何 建立 后 ,二 次 曲面 研究 在 理论 
上 有 较 大 进展 。1731 年 法 国 数学 家 
克 菜 罗 给 出 其 些 二 次 曲面 的 求 积 公 
式 , 并 指出 >. yz 的 齐 次 方程 表示 
顶点 在 原点 的 一 个 锥 面 。1748 年 大 
数学 家 欧 拉 在 他 的 无穷 分 析 引 
论 ) 研 究 了 三 个 变量 的 一 般 二 次 方 
程 , 得 到 6 种 二 次 曲面 : 锥 面 、 柱 面 、 
椭 球 面 . 单 叶 和 双 叶 双 曲 面 . 双 曲 抛 
物 面 以 及 抛物 柱 面 , 并 主张 按 方程 
的 次 数 将 二 次 曲面 进行 分 类 , 认为 
次 数 是 线性 变换 下 的 不 变量 。1802 
年 法 国 儿 何 学 家 蒙 日 及 其 学 生 证 明 
了 二 次 曲面 的 每 一 个 平面 截 口 是 一 
条 二 次 曲线 , 且 平 行 截面 截 得 的 是 
相似 的 二 次 曲线 。1832 年 瑞士 数学 
家 施 泰 纳 用 射影 几何 的 方法 构造 了 
直 纹 二 次 曲面 理论 ,到 今天 已 日 至 
完善 ,成 为 解析 几何 学 的 重要 组 成 
部 分 。 

几何 度量 (geometric mea- 
sure) 确定 或 表述 几何 量 中 长 度 、 
面积 和 体积 的 一 种 方法 。 最 早 人 们 
依靠 直观 进行 推演 计算 。 公 元 前 6 
世纪 古 希 腊 学 者 泰勒 斯 曾 利用 日 影 
及 比例 关系 算出 金字 塔 的 高 。 公 元 
前 3 世纪 , 阿 基 米 德 利用 圆 内 接 与 
外 切 多 边 形 计算 圆周 率 的 值 ,还 求 
过 抛物 线 被 任 一 弦 所 围 弓 形 的 面积 
和 几 种 圆锥 曲线 旋转 体 的 体积 ,其 
中 已 开始 用 科学 方法 处 理 连续 与 无 
限 的 问题 。 欧 几 里 得 《几何 原本 》 中 
应 用 的 “ 阿 基 米 德 公 理 ” 成 为 近代 几 
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何 度量 理论 的 基本 公理 之 一 。 其 原 
意 是 :如 果 两 条 线 ( 或 两 个 面 .两 个 
立体 ) 不 等 ,就 可 以 在 两 者 之 差 的 上 
得 每 一 个 同类 的 量 ( 线 . 面 或 体 ) 都 
被 超过 。 据 阿 基 米 德 本 人 称 ,这 是 公 
元 前 4 世纪 的 希腊 数学 家 欧 多 克 索 
斯 最 先 提出 的 公理 。17 世纪 积分 学 
建立 后 ,给 出 面积 计算 的 普遍 方法 ， 
继而 推广 到 求 曲线 的 长 度 和 立体 体 
积 。 随 着 积分 学 的 不 断 发 展 ,度量 概 
念 也 不 断 深化 ,例如 1890 年 意大利 
数学 家 皮 亚 诺 作 出 充满 空间 的 曲线 
后 ,引入 关于 积分 和 区 域 的 新 概念 。 
1899 年 德国 数学 家 希 尔 伯 特 建立 
起 欧 几 里 得 几何 学 完整 的 公理 体 
系 ,以 下 述 方式 定义 了 线段 的 长 度 
p. Dd; AB — AB, W] pCAB) = p 
AB); DQE B 是 线段 AC 上 一 点 ， 

则 有 pC4B8B) 十 p(BC)==p(40)。 类 似 
地 可 以 定义 角 的 度量 ,简单 多 边 形 
的 面积 和 简单 多 面体 的 体积 ,以 及 


圆 的 周 长 与 面积 . 球 的 表面 积 和 体 . 


积 等 。 现 在 几何 度量 仍 有 许多 种 描 
述 方法 ,一 般 将 它 作为 抽象 空间 中 
的 特例 进行 研究 。 

三 角 学 (trigonometry) 以 研 
究 平面 三 角形 和 球面 三 角形 的 边 和 
角 的 关系 为 基础 ,达到 测量 上 的 应 
用 为 目的 的 一 门 学 科 。 同 时 还 研究 
三 角 函 数 的 性 质 及 其 应 用 。 三 角 学 
的 拉丁 文 拼 法 为 trigonometria, 是 三 
角形 triangulum 和 测量 metricus 两 
字 的 合并 ,由 德国 人 皮 蒂 斯 楚 斯 于 
1595 年 创 用 ,原意 指 三 角形 的 测 
量 , 即 解 三 角形 。 早 期 的 三 角 学 是 天 
文学 的 一 部 分 ,后 来 研究 范围 逐渐 
扩大 , 变 成 以 三 角 函 数 为 主要 对 象 


的 学 科 ,一度 隶属 于 分 析 学 .现在 一 
般 将 它 归 为 几何 学 的 一 个 分 支 。 
早 在 公元 前 300 年 ,古代 埃及 
人 已 有 了 一 定 的 三 角 学 知识 ,主要 
用 于 测量 。 例 如 建筑 金字 塔 ,整理 尼 
罗 河 证 滥 后 的 耕地 、 通 高 航海 和 观 
测 天 象 等 。 公 元 前 600 年 左右 古 希 
腊 学 者 泰勒 斯 游 埃 及 ,利用 相似 三 
角形 的 原理 测 出 金字 塔 的 高 ,成 为 
西方 三 角 测 量 的 黎 始 。 据 中 国 古 算 
书 《 周 体 算 经 》 记 载 , 约 与 泰勒 斯 同 
时 代 的 陈 子 已 利用 勾 股 定理 测量 太 
阳 的 高 度 ,其 方法 后 来 称 为 “ 重 差 
术 ”, 公 元 前 2 世纪 古 希腊 天 文学 家 
希 帕 霍 斯 为 了 天 文 观测 的 需要 , 作 
了 一 个 和 现在 三 角 函 数 表 相 仿 的 
“ 弦 表 ”, 即 在 固定 的 圆 内 ,不 同 圆心 
角 所 对 弦 长 的 表 , 他 成 为 西方 三 角 
学 的 最 早 葛 基 者 .公元 2 世纪 ,希腊 
天 文学 家 数学 家 托 勒 密 继承 希 帕 管 
斯 的 成 就 ,加 以 整理 发 挥 , 著 成 《天 
文学 大 成 3 卷 ,包括 从 078) 90" 每 
隔 半 度 的 纺 表 及 若干 等 价 于 三 角 函 
数 性 质 的 关系 式 , 被 认为 是 西方 第 
一 本 系统 论述 三 角 学 理论 的 著作 。 
约 同时 代 的 门 纳 劳 斯 写 了 一 本 专门 
论述 球面 三 角 学 的 著作 《球面 学 》， 
内 容 包 括 球面 三 角形 的 基本 概念 和 
许多 平面 三 角形 定理 在 球面 上 的 推 
广 , 以 及 球面 三 角形 许多 独特 性 质 。 
他 的 工作 使 希腊 三 角 学 达到 全 盛 时 
期 。 公 元 6 世纪 初 ,印度 数学 家 阿 耶 
波多 制作 了 一 个 第 一 象限 内 间隔 
3"45' 的 正弦 表 , 依 照 巴比伦 人 和 和希 
腊 入 的 习惯 ,将 圆周 分 为 360 度 ,每 
度 为 60 分 ,其 中 用 同一 单位 度量 半 
径 和 圆周 ,孕育 着 最 早 的 弧度 制 概 
念 。 他 在 计算 正弦 值 的 时 候 , 取 圆心 
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角 所 对 弧 的 半 弦 长 , 比 起 希腊 人 取 
全 苞 长 更 近 于 现代 正弦 概念 。 印 度 
人 还 用 到 正 矢 和 余弦 ,并 给 出 一 些 
三 角 函 数 的 近似 分 数 式 。9 世纪 末 
到 10 世纪 初 ,阿拉 伯 天 文学 家 、 数 
学 家 巴 塔 尼 引 入 了 正切 和 余 切 概 
念 , 约 920 年 造 出 从 0*8] 90" 相 隔 
1 的 余 切 表 , 还 发 现 了 球面 三 
fü 4: 9E XE JH cos4 = cosBeosC 十 
sinBsinCcosA, 10 HZR 3E TE TUI: £s 
制 了 每 隔 10' 的 正弦 表 和 正切 表 ， 
发 明了 一 种 计算 方法 , 可 求 出 
sin30' 精 确 到 9 位 小 数 的 近似值 , 首 
次 引入 正 割 和 余 割 概念 ,证 明了 和 斜 
三 角形 的 正弦 定理 ,还 运用 正切 定 
理解 球面 直角 三 角形 。13 世纪 纳西 
尔 丁 在 《 论 完全 四 边 形 》 中 第 一 次 把 
三 角 学 作为 独立 的 学 科 进 行 论述 ， 
首次 清楚 地 论证 了 正弦 定理 。 他 还 
指出 ,由 球面 三 角形 的 三 个 角 , 可 以 


直角 三 角形 的 边 长 之 比 定义 三 角 函 
数 ,脱离 了 过 去 必须 依赖 圆 弧 的 作 
法 。 他 于 1562 年 着 手 编制 更 为 精密 
的 正弦 .正切 、 正 制 表 ,但 直到 1596 
年 才 由 他 的 学 生 , 荷 兰 数学 家 奥 托 
完成 刊行 。 这 一 数学 用 表 包 含 了 每 
Bé 10" 的 6 种 三 角 量 的 值 ,并 用 10 
进 小 数 表示 出 来 。 德 国 数学 家 皮 蒂 
斯 楚 斯 不 仅 首次 引入 三 角 学 一 词 ， 
还 从 1596 年 起 开始 校正 、 完 善 雷 蒂 
库 斯 的 三 角 函 数 表 ,经 过 长 期 努力 ， 
于 1613 年 最 后 完成 ,他 的 表达 到 很 
高 的 精确 度 ,有 些 正弦 函数 值 计算 
到 22 位 小 数 。1614 年 英国 数学 家 
纳 皮 尔 发 明了 对 数 , 大 大 简化 了 三 
角 计 算 。1615 年 发 表 了 法 国 数学 家 
韦 达 在 20 年 前 得 到 的 sinn 展开 成 
sinó 的 公式 。1707 年 法 国 一 英国 数 
学 家 棣 莫 弗 得 到 三 角 学 的 著名 定理 
C cos + isin )* = cosng 士 isinng ,并 证 


求 得 它 的 三 个 边 ;或 由 三 边 去 求 三 
个 角 。 这 是 区 别 球 而 三 角 与 平面 三 
和 角 的 重要 标志 。 至 此 三 角 学 开始 脱 
离 天 文学 , 走 上 独立 发 展 的 道路 。 
14 世纪 英国 学 者 布雷 德 沃 丁 
将 正切 和 余 切 引入 三 角 计 算 , 成 为 
欧洲 早期 的 三 角 学 研究 者 。1464 年 
欧洲 第 一 本 系统 的 三 角 学 著作 《 论 
各 种 三 角形 》 由 德国 数学 家 雷 格 蒙 
塔 努 斯 完成 ,该 书 对 平面 三 角 学 和 
球面 三 角 学 都 做 了 全 面 曾 述 ,成 为 
在 欧洲 传播 三 角 学 的 依据 。 他 还 制 
造 了 精密 的 正弦 表 , 并 应 用 三 角 学 
解决 了 一 些 几何 问题 。16 tt RH 
利 数 学 家 天 文学 家 雷 带 库 斯 首次 
编制 出 六 个 三 角 函 数 表 , 包括 第 一 
张 详尽 的 正切 表 和 第 一 张 印 刷 的 正 
割 表 ,重新 给 出 三 角 函 数 的 定义 ,用 


明了 x 是正 有 理 数 时 该 公式 成 立 。 
1748 年 欧 拉 证 明了 ”等 于 实数 时 
公式 也 成 立 。 他 还 给 出 另 一 公式 
ex“ 一 cosg 十 ising, 这些 工作 都 丰富 了 
三 角 学 的 内 容 。 

近代 三 角 学 始 于 欧 拉 的 《无 穷 
分 析 引 论 》(1748) ,他 第 一 次 以 函数 
线 与 半径 的 比值 作为 三 角 函 数 的 定 
义 ,并 令 圆 的 半径 为 1, 使 三 角 研究 
大 为 简化 。 欧 拉 创 用 a b o 表示 三 
角形 三 边 ,4.8、C 表示 对 应 的 三 个 
角 , 大 大 简化 了 三 角 公 式 , 这 标志 着 
三 角 学 从 研究 三 角形 解法 进一步 转 
变 为 研究 三 角 函 数 及 其 应 用 的 一 个 
数学 分 支 。 我 国 古 代 没 有 出 现 角 的 
函数 概念 ,只 用 勾 股 定理 解决 了 一 
些 三 角 学 范围 内 的 实际 问题 。1631 
西方 三 角 学 首次 输入 ,以 德国 传教 
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ERER EE EEURU ESTA ERE 
启 合 编 的 《大 测 ) 为 代表 。 同 年 徐 光 
启 等 人 还 编写 了 《测量 全 义 》, 其 中 
有 平面 三 角 和 球面 三 角 的 论述 。 
1653 年 薛 风 补 与 波兰 传教 士 称 尼 
阁 合 编 4 三 角 算 法 》 以 “三 角 ?” 取 代 
“大 测 ”, 确 立 了 “三 角 ” 名 称 。1877 
4E 553835 553 E Pe CE I SEI E 
《三 角 数 理 》, 引 入 近代 三 角 学 内 容 。 
在 此 之 前 戴 蛛 等 人 对 三 角 级 数 展开 
式 等 问题 有 过 独立 的 探讨 。 现 代 的 
三 角 学 主要 研究 角 的 特殊 西 数 及 其 
在 科学 技术 中 的 应 用 ,如 几何 计算 
等 ,多 发 展 于 20 世纪 中 。 

三 角 函 数 (trigonometric function ) 

亦 称 贺 函数 .是 正弦 .余弦 .正切 、 
余 切 、 正 割 、 余 割 等 函数 的 总 称 。 在 
平面 上 直角 坐标 系 0 一 XY 中 ,与 > 
轴 正 向 夹 角 为 a 的 动 径 上 取 点 P,P 
的 坐标 是 (2,y) ,OP 一 >, 则 正弦 函数 
sina 一 /7 余弦 函数 cosa 一 z/>, 正 切 
函数 ta 一 y/z, 余 切 函 数 ctga 一 z/y， 
正 割 函数 seca 一 "/z, 余 割 函数 cseca 
二 ?7/y。 历 史上 还 用 过 正 矢 函数 
versa 一 ?一 2 余 矢 函数 coversa 一 > 一 
y 等 等 。 这 8 种 函数 在 1631 FRH 
启 等 人 编译 的 《大 测 ) 中 已 齐备 。 正 
弦 最 早 被 看 作 圆 内 圆心 角 所 对 的 弦 
长 ,公元 前 2 世纪 上 古 希 腊 天 文学 家 
希 帕 雷 斯 就 制造 过 这 种 弦 表 ,公元 
2 世纪 托 勒 密 又 造 30" 一 90" 每 隔 半 
度 的 正弦 表 。5 世纪 时 印度 最 早 引 
入 正弦 概念 ,还 给 出 正弦 函数 表 , 记 
载 于 《 苏 利 耶 历数 书 》( 约 400) 中 。 
该 书 还 出 现 了 正 矢 函数 ,现在 已 很 
少 使 用 它 了 。 约 510 年 印度 数学 家 
阿 耶 波多 考虑 了 余弦 概念 , 传 到 欧 
洲 后 有 多 种 名 称 ,17 世纪 后 才 统 


一 。 正 切 和 余 切 函 数 由 日 影 的 测量 
而 引起 ,9 世纪 的 阿拉 伯 计 算 家 险 
巴 什 首次 编制 了 一 个 正切 、. 余 切 表 。 
10 世纪 的 艾 布 瓦 法 又 单独 编 了 第 
一 个 正切 表 。 哈 巴 什 还 首先 提出 正 
市 和 余 钊 概念 , 艾 布 瓦 法 正式 使 用 。 
到 1551 年 奥地利 数学 家 、 天 文学 家 
雷 蒂 库 斯 在 (三 角 学 准则 》 中 收入 
ERAZ. EAU ERR 6 种 函 
数 , 并 附 有 正 割 表 。 他 还 首次 用 直角 
三 角形 的 边 长 之 比 定义 三 角 函 数 。 
1748 年 欧 拉 第 一 次 以 函数 线 与 半 
径 的 比值 定义 三 角 函 数 , 令 圆 半径 
为 1, 并 他 用 许多 三 角 函 数 符号 。 至 
此 现代 形式 的 三 角 函 数 开 始 通行 ， 
不 断 发 展 至 今 。 

综合 几何 学 (synthetic ge- 
ometry) 借助 图 形 的 直观 形象 ， 
用 公理 方法 或 公设 方法 所 研究 的 几 
何 学 。 相 对 于 解析 几何 而 言 , 亦 叫 
“纯粹 几何 学 ”pure geometry) 。 综 合 
法 在 数学 中 的 意义 是 指 ,以 某 些 基 


本 名 词 和 关系 满足 一 套 公 理 或 公 


设 ,经 过 一 定 的 逻辑 推理 ,导出 一 系 
列 定理 的 研究 方法 。 综合 几何 学 中 
的 基本 名 词 是 点 .直线 .平面 等 , 关 
系 是 衔接 ,顺序 、 合 同等 。 初 等 几何 
一 般 是 利用 综合 法 来 研究 问题 , 欧 
几 里 得 《几何 原本 3 提出 一 套 公 理 和 
公设 ,并 在 此 基础 上 建立 起 演绎 几 
何 体系 ,可 以 看 作 是 综合 几何 学 的 
先 声 。 到 17 世纪 综合 几何 学 的 方法 
体现 在 射影 几何 学 中 ,德国 天 文学 
家 、 数 学 家 开 普 勒 于 1604 年 提出 平 
行 线 的 无 穷 远 点 概念 ,法 国 数学 家 
德 扎 格 于 1636 年 提出 两 个 三 角形 
的 透视 定理 ,3 年 后 又 引入 无 穷 远 
点 ,无 穷 远 线 概念 ,并 给 出 “ 德 扎 格 
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定理 ”等 一 批 结果 ,奠定 了 射影 几何 
学 的 基础 。 另 一 法 国 数学 家 帕斯卡 
于 1639 年 得 到 “帕斯卡 六 边 形 定 
理 ”(1640 年 完成 ), 并 利用 它 推出 
数 百 条 推论 。 这 些 定理 的 特点 是 概 
括 性 强 , 只 涉及 关联 性 质 而 不 涉及 
度量 性 质 (长 度 、 角 度 、 面 积 ) ,这 种 
排除 欧 几 里 得 几何 的 度量 概念 , 利 
用 综合 法 处 理 问 题 的 几何 学 被 称 为 
综合 射影 几何 ,但 不 久 , 随 着 解析 几 
何 和 微 积分 的 兴起 ,综合 法 让 位 于 
解析 法 ,综合 射影 几何 的 探讨 也 中 
断 了 。 

18 世纪 末 ,法 国 数学 家 蒙 日 发 
表 有 关 画 法 几何 学 的 专著 ,重新 用 
综合 法 研究 几何 学 ,取得 重要 成 果 。 
蒙 日 还 培养 了 一 大 批 优秀 学 生 , 其 
中 做 出 突出 贡献 的 是 庞 斯 列 。 庞 斯 
列 是 19 世纪 使 射影 几何 学 得 以 复 
兴 的 主要 葛 基 人 ,他 于 1822 年 发 表 
的 《图 形 的 射影 性 质 》 是 射影 几何 学 
的 第 一 部 系统 著作 ,其 中 研究 了 图 
形 在 投影 下 保持 不 变 的 性 质 ,发 展 
了 对 合 与 调 合 点 列 理论 。 他 认识 到 
射影 几何 将 成 为 具有 独特 方法 的 新 
数学 分 支 ,并 利用 配 极 概念 ,确立 了 
对 偶 原 则 的 基础 。1832 年 瑞士 数学 
家 施 泰 纳 发 表 ( 几 何 形 的 相互 依赖 
性 的 系统 发 展 》 详 细 讨论 了 对 偶 原 
理 ,建立 起 射影 几何 的 严密 系统 ,他 
推崇 综合 几何 方法 ,强调 几何 直观 ， 
提出 二 次 曲线 的 射影 产生 方法 , 引 
入 线 素 二 次 曲线 概念 。1847 年 德国 
数学 家 施 陶 特 发 表 《 位 置 的 几何 学 》 
专著 ,完全 摆脱 了 代数 和 度量 关系 ， 
通过 几何 作 图 来 建立 直线 上 的 点 坐 
标 系 ,以 一 种 全 新 的 方式 建立 起 纯 
粹 的 几何 理论 ,被 誉 为 是 近世 几何 


学 的 创始 人 之 一 。 至 此 综合 射影 几 
何 学 形成 了 一 个 较 完美 的 体系 , 它 
以 形象 鲜明 ,论证 直接 而 简洁 受到 
人 们 的 注意 ,但 在 应 用 上 受到 一 定 
限制 ,因此 数学 家 们 亦 采 用 其 他 方 
法 来 研究 射影 几何 等 学 科 。 现代 公 
理 法 则 完全 脱离 了 直观 性 的 约束 ， 
以 一 系列 公理 形式 规定 出 一 些 抽象 
的 原始 对 象 间 的 相互 关系 ,并 以 此 
做 为 基础 ,导出 整个 几何 学 的 一 切 
概念 和 定理 ,综合 几何 学 正 是 以 这 
种 形式 规定 的 。 

几何 作 图 问题 (problem of 
geometric construction) 指 只 人 允 
许 有 限 次 地 使 用 某 种 特定 的 工具 ， 
画 出 适合 所 给 条 件 的 图 形 的 问题 。 
由 于 几何 作 图 所 使 用 的 工具 受 一 定 
的 限制 ,因此 按 指定 的 方法 不 一 定 
能 画 出 所 求 的 图 形 。 若 按 指 定 方法 


能 画 出 所 求 图 形 时 , 称 这 个 问题 为 


作 图 可 能 问题 。 如 果 虽 然 所 求 的 图 
形 实际 是 存在 的 ,但 按 指定 的 方法 
画 不 出 图 形 , 则 称 该 问题 是 作 图 不 
可 能 问题 ,又 所 求 图 形 实 际 上 不 存 
在 , 则 称 该 问题 是 不 成 立 的 。 

在 几何 作 图 问题 中 ,最 古老 、 最 
重要 的 是 尺 规 作 图 问题 , 即 作 图 只 
人 允许 使 用 直 尺 (没有 刻度 ,只 能 作 直 
线 的 尺 ) 和 圆规 , 亦 称 为 初等 作 图 问 
题 。 历 史上 最 早 明确 提出 尺 规 限 制 
的 是 古 希腊 数学 家 伊 诺 皮 迪 斯 ,以 
后 逐渐 成 为 一 种 公约 。 到 公元 前 
300 年 左右 , 欧 几 里 得 在 4 几何 原 
本 》 中 用 公设 的 形式 规定 下 来 ,沿用 
至 今 。 最 著名 的 几何 作 图 问题 是 古 
希腊 雅典 智 人 学 派 提出 的 三 大 问 
题 :中 三 等 分 任意 角 ;@@ 倍 立方 , 求 
作 一 立方 体 , 使 其 体积 是 一 已 知 立 


ri e o ae a 


354 简明 数学 史 辞 典 


方 体 体积 的 两 倍 ;@@ 化 圆 为 方 , 求 作 
一 正方 形 ,使 其 面积 等 于 一 已 知 图 。 
2000 多 年 来 ,许多 数学 家 为 了 解决 
这 些 问 题 投入 了 大 量 精力 ,但 收效 
甚 微 . 直 到 17 世纪 建立 解析 几何 学 
后 , 尺 规 作 图 的 可 能 性 才 有 了 准则 。 
尺 规 作 图 问题 归结 为 通过 两 点 作 直 
线 和 以 一 点 为 圆心 作 通 过 另 一 点 的 
圆 ,从 而 归结 为 确定 若干 个 点 的 问 
题 。 因 此 把 问题 用 解析 方法 表示 可 
以 明确 作 图 的 可 能 性 与 不 可 能 性 。 
1837 年 法 国 数学 家 旺 策 尔 证 明了 
三 等 分 任意 角 和 倍 立方 问题 是 尺 规 
作 图 的 不 可 能 问题 。1882 年 德国 数 
学 家 林 德 曼 证 明了 圆周 率 x 的 超越 
性 ,同时 证 明了 化 圆 为 方 问题 是 尺 
规 作 图 不 可 能 问题 。1895 年 德国 数 
学 家 克 莱 因 总 结 了 前 人 的 研究 结 
果 , 出 版 了 《几何 三 大 问题 ) 一 书 , 给 
出 三 大 问题 不 可 能 用 尺 规 作 图 的 简 
明证 法 ,彻底 解决 了 这 三 个 问题 .对 
于 几何 作 图 ,入 们 追求 用 最 少 的 工 
具 画 出 尽 可 能 多 的 图 形 ,因此 许多 
人 研究 只 用 直 尺 或 只 用 圆规 的 几何 
性 的 有 :丹麦 数学 家 莫 尔 1672 年 证 
明了 ,如 果 把 作 直 线 解 释 为 求 直线 
上 的 两 个 点 , 则 仅 用 圆规 就 可 以 解 
决 一 切 尺 规 作 图 问题 1797 FRK 
利 数学 家 马 斯 凯 罗 尼 重新 发 表 了 这 
一 结果 ,流传 开 来 ,后 人 称 为 马 斯 凯 
罗 尼 圆规 问题 。1822 年 法 国 数学 家 
庞 斯 列 指出 ,给 出 一 个 圆 与 其 圆心 
峙 ,只 用 直 尺 就 可 以 解决 任何 尺 规 
作 图 问题 。1833 年 瑞士 数学 家 施 泰 
纳 完成 了 该 定理 的 证 明 , 后 人 称 为 
施 泰 纳 直 只 问题 。 还 有 -- 些 数学 家 
研究 限定 其 他 条 件 的 尺子 和 圆规 的 


几何 作 图 ,例如 1952 年 德国 数学 家 
比 贝尔 巴赫 用 直角 尺 和 圆规 解决 了 
三 等 分 任意 角 和 倍 立方 问题 ;1979 
年 美国 数学 家 佩 多 提出 “ 生 锈 圆规 ” 
( 即 开 口 固 定 的 圆规 ) 的 两 个 作 图 问 
题 ,我 国 数学 工作 者 张 景 中 等 人 在 
这 方面 得 到 一 系列 成 果 . 此 外 ,有 时 
图 形 虽 是 作 图 可 能 的 ,但 作 图 法 非 
常 复杂 。 因 此 不 实用 ,所 以 有 许多 种 
具有 相当 精度 的 近似 作 图 法 可 以 使 
用 ,如 等 分 圆周 等 。 

画 法 几何 学 (descriptive ge- 
ometry) 几何 学 的 一 个 分 支 , 研 
究 在 适当 的 规则 下 把 三 维 空间 的 图 
形 表现 在 平面 上 的 方法 及 规律 ,以 
及 利用 平面 图 形 解决 和 探讨 空间 问 
题 的 方法 的 学 科 。 最 早 由 建筑 实践 
提出 ,后 来 为 机 器 的 制造 技术 的 需 
要 而 发 展 。 公 元 前 1 世纪 十 罗马 建 
筑 师 和 工程 师 维特 鲁 维 厄 斯 所 写 的 
《建筑 学 是 这 方面 最 古老 的 著作 之 
一 ,其 中 包括 水 平 投影 .正面 投影 、 
中 心 投 影 和 透视 作 图 法 的 一 些 早期 
问题 。 文 艺 复兴 时 期 透视 理论 有 较 
大 发 展 。 意 大 利 学 者 阿尔 贝蒂 在 写 
生 画 数学 原理 中 采用 了 灭 点 ,并 提 
出 利用 网 客 作 透 视 的 方法 ;: 达 。 芬 
奇 在 作品 中 有 很 多 应 用 透视 图 的 例 
子 , 除 线性 透视 外 ,还 补充 了 绘画 中 
的 减 色 透视 和 外 形 碱 明 透 视 ; 乌 巴 
尔 奇 的 著作 汇总 了 有 关 透 视 的 所 有 
主要 问题 及 解答 ,被 认为 是 理论 透 
视 学 的 葛 基 作 。1636 年 法 国 数学 家 
德 扎 格 首先 应 用 坐标 法 作 透 视图 ， 
为 画 法 几何 学 中 的 轴 测 法 奠定 了 基 
础 。 

将 通 法 几何 发 展 成 一 门 科学 的 
关键 一 步 是 法 国 几 何 学 家 蒙 日 迈 出 
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Bj. 1798 年 他 的 《 画 法 几何 学 ;出 版 
了 ,该 书 是 第 一 本 系统 叙述 在 平面 
上 绘制 空间 形体 图 象 的 一 般 方法 的 
著作 。 其 中 的 基本 构想 约 始 于 1765 
年 ,1795 年 曾 在 巴黎 高 等 师范 学 校 
作为 课文 宣讲 过 ,但 因 涉及 军事 防 
御 工 程 , 对 外 保密 ,1798 年 才 准 于 
公布 。 其 中 对 于 以 正 投影 法 为 根据 
的 斜 投影 法 ,通过 研究 立体 的 截 线 、 
光线 的 阴影 和 中 心 投影 法 而 作出 贡 
献 ,因此 正 投影 法 也 称 为 蒙 日 法 。 
《 画 法 几何 学 ?的 目的 不 仅 在 于 以 平 
面 图 形 准 确 表达 立体 物体 ,还 在 于 
根据 准确 图 形 ,推导 出 物体 的 形状 
和 物体 各 组 成 部 分 的 相互 位 置 。 该 
书 还 首次 提出 下 述 问 题 :@ 几 何 变 
换 理论 的 应 用 ;@ 标 高 投影 某 些 理 
论 间 题 的 研究 ;@@ 曲 线 和 曲面 的 详 
细 研 究 等 。 
19 世纪 以 来 画 法 几何 学 在 欧 
洲 一 些 国家 得 到 进一步 发 展 。1871 
年 德国 几何 学 家 非特 涅 尔 论述 了 画 
法 几何 学 与 射影 几何 学 在 本 质 上 的 
联系 ,1853 年 波 尔 克 发 表 了 轴 测 投 
影 的 基本 定理 ,此 后 又 被 许多 人 进 
行 了 推广 。19 世纪 中 叶 还 产生 了 多 
维 空间 画 法 几何 学 。19 世纪 末 完 成 
了 照 象 测量 法 。20 世纪 初期 又 建立 
起 圆 点 投影 法 。 到 近 现 代 , 在 画 法 几 
何 中 拓扑 变换 和 其 他 变换 的 应 用 ， 
列 线 图 解法 和 绘图 机 械 化 等 方面 仍 
不 断 有 新 的 成 果 。 有 关 画 法 几何 学 
的 各 类 教科 书 也 层出不穷 ,内 容 日 
HER. 
fi $} JL i 35 (affine geo- 
metry) 研究 图 形 在 仿 射 变 换 下 
不 变性 质 的 几何 学 。 所 谓 仿 射 变换 
是 仿 射 平面 (或 空间 ?到 自身 的 一 类 
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变换 , 它 最 重要 的 特性 是 保持 点 的 
共 线 性 (或 共 面 性 ) 以 及 保持 直线 的 
平行 性 。 其 中 仿 射 空间 是 这 样 定 义 
的 : 设 V 是 一 个 4 维 向 量 空间 ,4 是 
一 个 集合 ,其 中 的 元 素 称 为 点 ,如 果 
对 4 中 每 两 个 点 P.Q 都 叭 一 对 应 
着 V 中 的 一 个 向 量 PBBEV, 并 且 这 
种 对 应 规则 还 满足 :四 PP=0CF 中 
2E qu] EO; OER P PURI V rp 
a 总 唯一 存在 点 8 使 BB=a;@ 对 4 
中 任意 三 点 P、.8、M, 成 立 PM= 
PQ-- QM , 则 称 4 为 一 个 z 维 仿 射 空 
间 。z 一 2 时 , 称 为 仿 射 平面 。 由 此 可 
见 仿 射 几 何 是 一 般 欧 氏 几何 的 一 种 
扩展 ,在 仿 射 变换 下 ,直线 变 成 直 
线 , 平 行 直 线 变 为 平行 直线 ,但 长 度 
与 角 的 大 小 要 改变 。 这 种 变换 最 先 
由 18 世纪 瑞士 数学 家 欧 拉 注意 到 ， 
他 在 论述 解析 几何 与 微分 几何 的 坐 
标 变换 时 涉及 到 仿 射 坐标 变换 问 
题 。19 世纪 初 ,德国 数学 家 麦 比 乌 
斯 在 《重心 的 计算 》C1827) 一 书 中 引 
入 仿 射 几何 的 若干 基 本 概念 ,并 以 
浅显 易 懂 和 清晰 严格 的 论述 表达 了 
这 一 新 理论 。 他 同时 论述 了 射影 几 
何 理论 ,在 仿 射 空间 中 引入 无 穷 远 
点 ,并 且 将 它们 与 原 有 点 不 加 区 别 ， 
就 成 为 射影 空间 。 由 此 可 见 仿 射 空 
间 是 作为 射影 空间 的 一 个 特例 进行 
讨论 的 。 麦 比 乌 斯 用 它 来 计算 物体 
的 重心 ,后 人 将 它 用 于 形变 力学 的 
研究 。 麦 比 乌 斯 引入 的 直射 变换 就 
是 将 直线 变 为 直线 的 仿 射 变换 ,他 
证 明了 每 一 个 直射 变换 都 是 一 个 射 
影 变换 。1872 年 德国 数学 家 克 莱 因 
用 变换 群 的 观点 研究 几何 学 ， 将 几 
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何 学 看 作 是 某 种 元 素 对 于 变换 群 的 
不 变量 理论 。 据 此 ， 射 影 几 何 学 就 
是 图 形 元 素 关 于 射影 群 不 变量 的 理 
论 ， 而 仿 射 变换 构成 的 群 就 成 为 射 
影 变换 群 的 一 个 子 群 。20 世纪 20 
年 代 仿 射 几何 学 再 发 新 支 ， 由 研究 
曲线 和 曲面 在 仿 射 变换 群 下 不 变 的 
性 质 而 建立 起 仿 射 微分 几何 学 ， 丰 
富 了 仿 射 几何 学 的 内 容 。 

射影 几何 学 Cprojective geom- 
etry) ”研究 图 形 的 射影 性 质 , 即 它 
们 经 过 射影 变换 不 变 的 性 质 的 几何 
学 。 一 度 也 叫 投影 几何 学 。 起 源 于 
绘画 和 建筑 学 中 的 透视 法 ， 也 就 是 
投影 和 截 影 。 公 元 前 200 年 左右 古 
希腊 数学 家 阿波 罗 尼 奥 斯 在 《圆锥 
曲线 论 》 中 把 二 次 曲线 作为 正 圆锥 
面 的 截 线 来 研究 。 公 元 4 世纪， 帕 
波斯 在 《数学 汇编 》 中 记载 了 射影 
几何 学 的 一 些 基 本 概念 ,如 对 合 、 非 
Wa GW) 等 ， 还 得 到 “ 帕 
波斯 定理 ”; A B OMA, B, 
分 别 是 两 条 直线 上 的 三 点 ， 则 AB 
5 A'B, BC 5 B'C, CA5 CAR 
点 共 线 。 文 艺 复兴 时 期 ， 绘 画 艺 术 
的 盛行 促进 了 理论 的 发 展 ， 透 视 法 
成 为 一 门 几何 与 绘画 结合 的 热门 学 
科 。 意大利 数学 家 阿尔 贝蒂 于 1435 
年 发 表 《 论 绘画 》 一 书 ， 阐 述 了 最 
早 的 数学 透视 法 思想 ， 他 引入 投影 
线 和 和 截 景 概念 ， 提 出 在 同一 投影 
线 下 和 景物 的 情况 下 ， 任 意 两 个 截 
景 间 有 何 种 数学 关系 或 何 种 共同 的 
数学 性 质 等 问题 ， 这 些 问 题 是 射影 
几何 发 展 的 起 点 。 意 大 利 学 者 、 艺 
AREUEXE- PP (1452 一 1519) 在 
《绘画 专 论 》(1651 年 出 版 ) 中 坚信 ， 
数学 的 透视 法 可 以 将 实物 精确 地 体 


现在 一 幅 画 中 ， 它 是 绘画 的 舵 轮 和 
准绳 。 他 认为 大 自然 是 按照 数学 规 
律 发 展 的， 自然 界 的 运动 必须 通过 
数量 的 研究 来 探索 ， 他 本 人 在 绘画 
中 就 大 量 使 用 比例 、 透 视 、 构 图 等 
知识 ,还 对 其 他 数学 内 容 有 所 论述 ， 
意大利 另 一 画家 、 数 学 家 弗 兰 切 斯 
FAF 1478 年 著 有 (透视 画 法 论 》， 
推进 了 阿尔 贝 带 的 投影 线 和 截 景 的 
思想 ， 把 透视 法 的 数学 原理 以 相当 
完整 的 形式 表述 出 来 。 

17 世纪 数学 家 们 重新 研究 古 
希腊 的 圆锥 面 截 线 问 题 和 文艺 复兴 
的 透视 法 原理 ， 积 累 了 射影 几何 的 
原始 素材 ， 辐 时 开始 作 系统 的 综合 
整理 工作 。1604 年 德国 天 文学 家 、 
数学 家 开 普 勒 在 《天 文学 的 光学 部 
分 }》 中 提出 平行 线 的 无 穷 远 点 概念 。 
1636 年 法 国 数学 家 德 扎 格 出 版 《 论 
透视 截 线 》 的 小 册子 ，1639 年 又 出 
版 《试图 处 理 圆锥 与 平面 相交 情形 
的 文稿 》。 他 引入 无 穷 远 点 、 无 穷 远 
线 等 概念 ， 将 直线 看 作 具 有 无 穷 大 
半径 的 圆 ， 论 述 了 “ 德 扎 格 定理 ”， 
即 如 果 两 个 三 角形 对 应 顶点 的 联 线 
共 点 , 则 它们 对 应 边 的 交点 共 线 , 反 
之 亦 然 ， 这 已 成 为 射影 几何 学 的 基 
本 定理 。 此 外 他 还 引入 交 比 、 调 和 
比 以 及 对 于 二 次 曲线 的 极点 和 极 线 
等 概念 ， 证 明了 交 比 经 过 透视 不 变 
的 性 质 。 但 由 于 他 在 著作 中 借用 许 
多 植物 学 名 称 ， 使 人 不 易 理 解 ， 因 
而 在 当时 影响 不 大 。19 世纪 中 叶 他 
的 著作 被 重新 发 现 ， 才 引起 人 们 的 
注意 ， 并 将 他 霍 为 射影 几何 的 奠基 
人 之 一 。1640 年 法 国 数学 家 帕斯卡 
完成 他 的 第 一 篇 数学 论文 《圆锥 曲 
线 论 》, 其 中 给 出 “帕斯卡 六 边 形 定 
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理 ”: 内 接 于 圆锥 曲线 的 六 边 形 的 三 
组 对 边 的 交点 共 线 〈 亦 为 射影 几何 
的 基本 定理 )。 据 载 他 曾 由 此 定理 推 
导出 400 多 条 推论 。1673 一 1685 年 
法 国 另 一 学 者 拉 伊 尔 发 表 了 几 篇 射 
影 几何 方面 的 论文 ， 他 运用 射影 法 
研究 圆 的 配 极 性 质 ， 并 将 结论 推广 
到 其 他 的 二 次 曲线 ， 他 还 利用 综合 
法 研究 了 几乎 全 部 圆锥 曲线 理论 ， 
得 到 一 些 重要 定理 。 上 述 成 果 构 成 
射影 几何 学 的 基本 框架 ， 其 特点 是 
用 综合 方法 处 理 几何 问题 ,而 不 涉 
及 度量 性 质 ， 被 称 为 是 “综合 射影 
几何 ”。 可 是 不 久 解析 几何 和 微 积 分 
盛行 ， 射 影 几 何 的 探讨 中 断 100 多 
年 。 

19 世纪 初 射影 几何 开始 复兴 ， 
数学 家 们 从 综合 法 和 解析 法 两 个 方 
面 使 射影 几何 趋 于 完善 。 在 综合 法 
方面 ， 法 国 数学 家 庞 斯 列 的 《图 形 
的 射影 性 质 》(1822) 是 射影 几何 学 
的 第 一 部 系统 论著 ， 其 中 引入 了 连 
续 原 理 ， 研 究 了 图 形 在 投影 下 保持 
不 变 的 性 质 ， 发 展 了 对 合 与 调和 点 
列 理论 ， 通过 几何 方法 引进 无 穷 远 
虚 圆 点 ， 还 研究 了 配 极 对 应 并 应 用 
它 来 确立 对 偶 原 理 。1832 年 瑞士 数 
学 家 施 泰 纳 发 表 《 几 何 图 形 相 互 依 
赖 性 的 系统 发 展 》， 详 述 对 偶 原 理 ， 
建立 射影 几何 的 严密 系统 ， 并 引入 
线 素 二 次 曲线 概念 。1847 年 德国 数 
学 家 施 陶 特 发 表 《 位 置 的 几何 学 》， 
1856 一 1860 年 又 出 版 《位 置 几 何 
学 论文 》， 首 次 完善 了 虚 点 、 虚 线 、 
虚 平 面 的 理论 ， 以 一 种 摆脱 代数 和 
度量 关系 的 全 新 方法 建立 射影 几何 
学 ,至 此 综合 射影 几何 学 形成 一 个 
较 完美 的 体系 ,此 外 在 解析 法 方面 ， 
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德国 数学 家 麦 比 乌 斯 在 1827 年 出 
版 的 《重心 的 计算 》 中 创建 齐 次 坐 
标 表 示 空 间 的 点 ,引入 直射 变换 ,并 
证 明 每 一 个 直射 变换 都 是 射影 变 
换 。 他 还 指出 线 东 中 的 四 条 线 的 交 
比 可 以 用 顶点 处 各 角 的 正弦 来 表 
示 ， 得 到 交 比 的 度量 公式 ， 并 由 此 
证 明了 交 比 在 投影 与 截 影 下 的 不 变 
性 。 男 一 德国 数学 家 普 昌 克 于 1831 
年 在 《解析 几何 的 发 展 》 第 二 卷 中 
解析 地 前述 了 对 偶 性 原理 ， 引 入 三 
角形 坐标 ， 属 于 另 一 种 齐 次 坐标 。 
1839 年 又 在 《代数 曲线 理论 》 中 考 
察 了 无 穷 远 点 邻 域内 代数 曲线 的 性 
质 , 得 到 平面 上 无 穷 远 线 的 方程 ,无 
穷 远 圆 的 坐标 等 结果 ， 还 引进 线 坐 
标 概 念 ， 并 得 到 了 关于 一 般 线 素 曲 
线 的 一 些 概念 。 到 1882 年 , 德国 数 
学 家 帕 施 在 《新 几何 学 讲义 》 中 给 
出 射影 几何 的 一 些 公理 ， 建 立 起 第 
一 个 直线 上 点 的 顺序 公理 集 ， 引 进 
射影 变换 的 代数 表示 ， 提 出 “ 帕 施 
定理 ”, 在 同一 平面 内 , 如 果 一 条 直 
线 与 一 个 三 角形 的 一 条 边 相 交 ， 则 
它 也 要 与 该 三 角形 的 另 一 条 边 相 
交 。 从 而 建立 了 第 一 个 严格 的 射影 
几何 演绎 体系 。 

1872 EHAE RARA 
领 ” 提 出 ， 将 几何 学 看 作 是 图 形 对 
某 种 变换 群 的 不 变性 质 的 学 问 ， 即 
关于 这 种 群 的 不 变量 理论 。 他 于 第 
二 年 发 表 《 论 所 谓 欧 几 里 得 几何 》 
〈1873) ， 指 出 欧 氏 几何 、 非 欧 几何 
均 可 用 纯 射 影 的 办 法 构造 出 来 。 他 
还 将 几 种 经 典 几 何 看 作 是 射影 几何 
的 子 几何 ， 其 研究 方法 在 以 后 几 十 
年 里 产生 巨大 影响 。 

对 偶 原 理 (principle of 
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duality) 射影 几何 学 的 基本 理论 
之 一 。 对 偶 是 关联 关系 的 一 种 ,在 
射影 几何 中 直线 与 点 在 逻辑 上 处 于 
平等 地 位 ， 因 此 被 称 为 平面 上 的 对 
偶 元 素 。 将 平面 上 一 个 以 点 和 直线 
构成 的 图 形 中 的 点 和 直线 对 换 ， 得 
到 另 一 个 图 形 ， 叫 做 所 给 图 形 的 对 
偶 。 在 射影 几何 中 ， 如 果 一 个 命题 
成 立 ， 则 它 的 对 偶 命 题 也 成 立 ， 称 
为 对 偶 原 理 。 最 早 论 及 对 偶 原 理 的 
是 法 国 数学 家 庞 斯 列 ,他 在 1822 年 
《图 形 的 射影 性 质 》 中 提出 “ 互 反 极 
法 则 ”, 给 出 从 极点 到 极 线 和 从 极 线 
到 极点 的 变换 的 一 般 表述 。 两 年 后 
他 又 完成 《 论 配 极 的 一 般 理论 》 
(1829 ERK), 进一步 应 用 了 这 一 
方法 ， 促 进 了 对 偶 原理 的 建立 。 同 
时 期 的 另 一 位 数学 家 热 尔 岗 于 
1825—1826 年 提出 “对 偶 ” 概 念 ,将 
对 偶 原 理 扩充 到 除 涉 及 度量 性 质 外 
普遍 适用 的 原理 。 他 研究 了 射影 几 
何 的 先驱 德 扎 格 提出 的 定理 ， 如 果 
两 个 三 角形 对 应 顶点 的 联 线 共 点 ， 
则 它们 对 应 边 的 交点 共 线 。 给 出 其 
HERE: 如 果 两 个 三 角形 对 应 边 
的 交点 共 线 ， 则 对 应 顶点 的 联 线 共 
点 。 原 定理 的 逆 定 理 ， 被 称 为 自 对 
偶 定 理 。 热 尔 岗 发 明了 把 对 偶 的 定 
理 写 成 两 栏 的 格式 ， 把 对 偶 的 命题 
并 排 写 在 原 命题 的 旁边 。1832 年 瑞 
士 数学 家 施 泰 纳 在 《几何 图 形 相 互 
依赖 性 的 系统 发 展 》 中 将 圆锥 曲线 
的 定义 对 偶 化 ， 通 过 把 图 形 分 类 和 
注重 对 偶 命 题 而 系统 地 发 展 了 射影 
几何 学 。 第 一 个 建立 对 偶 原 理 逻 辑 
基础 的 是 德国 数学 家 普 吕 克 ， 他 在 
《解析 几何 的 发 展 》 第 二 卷 (1831) 
中 利用 线 坐 标 给 出 对 偶 原 理 的 代数 


表述 各 证明。 后 来 对 偶 原 理 推广 到 
三 维 空间 ， 点 和 面 是 对 偶 元 素 ， 直 
线 是 自 对 偶 元 素 。 

交 比 〈cross ratio) ”射影 几何 
学 中 基本 的 射影 不 变量 之 一 。 一 般 
是 用 共 线 的 四 个 点 来 定义 , 设 ALB. 
C, D 为 共 线 的 四 个 点 , MZE CA, 
B; C, D) 定义 为 《4C/CB) / (AD/ 
DB)， 亦 称 非 调 和 比 。 早 在 上 古 希腊 ， 
数学 家 和 天 文学 家 就 注意 到 这 一 比 
值 的 特性 。 约 公元 100 年 ， 门 纳 劳 
斯 在 《球面 学 》 中 用 到 了 球面 上 的 
大 圆 绝 相交 的 一 个 性 质 ， 类 似 于 截 
线 的 交 比 不 变性 ， 用 圆 弧 所 对 角 的 
正 弱 比值 来 表示 。 公 元 4 世纪 ， 帖 
波斯 在 《数学 汇编 》 中 明确 阐述 了 
一 种 交 比 的 性 质 ， 设 有 4 条 线 交 于 
一 点 ， 则 从 一 条 线 上 的 一 点 出 发 的 
截 线 所 截 点 间 的 交 比 相等 ,到 19 世 
纪 ， 施 泰 纳 、 施 陶 特 等 数学 家 已 将 
交 比 做 为 他 们 射影 几何 理论 的 基本 
工具 ,证 明了 四 个 共 线 点 的 交 比 在 
射影 变换 下 不 变 的 特性 。 施 陶 特 还 
改革 了 交 比 的 定义 方法 ， 不 依靠 长 
度 和 和 迭 合 概念 ,而 使 用 点 的 坐标 , 设 
四 点 坐标 为 Xi, 2, X3, X4, 则 它们 


的 交 比 定义 为 2 一/ 一 于 这 种 
表示 法 在 现代 几何 学 中 已 普遍 采 
用 。1853 年 法 国 数学 家 拉 盖 尔 最 先 
探讨 复 射 影 平面 理论 ， 建 立 了 用 交 
比 定义 的 角 的 度量 公式 。 此 外 德国 
数学 家 麦 比 乌 斯 于 1827 年 开始 使 
用 类 于 现在 的 符号 (A, B,C, D) R 


ERAS : 天 ,后 来 又 有 多 种 表示 


方法 ， 直 到 20 世纪 中 期 才 统 一 成 
(A, B; C, D), 


非 欧 几 里 得 几何 学 (non- 
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Euclidean geometry) 不同 于 欧 
几 里 得 几何 学 的 几何 体系 。 简 称 非 
欧 几 何 。 一 般 是 指 罗 巴 切 夫 斯 基 几 
何 ( 双 曲 几何 ) 和 黎 曼 的 椭圆 几何 。 
它们 与 欧 氏 几何 最 主要 的 区 别 在 于 
公理 体系 中 采用 了 不 同 的 平行 公 
理 。 非 欧 几 何 起 源 于 对 欧 几 里 得 平 
行 公设 的 讨论 .公元 前 3 世纪 初 , 欧 
几 里 得 《几何 原本 》 问 世 ， 开 篇 列 
出 定义 、 公 理 和 公设 ， 其 中 第 五 公 
设 是 ， 同一 平面 内 一 条 直线 与 另外 
两 条 直线 相交 ， 若 在 某 一 侧 的 两 个 
内 角 之 和 小 于 二 直角 ， 则 这 二 直线 
经 过 无 限 延长 后 在 这 一 侧 相交 。 它 
不 象 其 他 公设 那样 显然 ， 因 此 很 快 
就 引起 人 们 的 争议 ， 认 为 欧 几 里 得 
把 它 放 在 公理 (公设 ) 之 列 ， 不 是 
因为 它 不 能 证 明 , 而 是 找 不 到 证 明 ， 
这 是 欧 几 里 得 几何 体系 的 唯一 “ 污 
点 ”两 干 多 年 来 , 许多 几何 学 家 用 
不 同 的 方法 试图 证 明 第 五 公设 ， 可 
是 都 失败 了 ， 因 为 在 他 们 的 每 一 个 
所 谓 “ 证 明 ” 中 都 引进 一 个 新 的 假 
定 ， 而 这 个 假定 等 价 于 第 五 公设 。 

公元 2 世纪 ， 古 希腊 数学 家 托 
勒 密 试 图 从 欧 儿 里 得 其 他 9 个 公理 
公设 以 及 与 平行 公设 无 关 的 欧 几 里 
得 定理 1 到 28 来 证 明 平行 公设 ,但 
假设 了 两 直线 平行 后 ， 另 一 与 之 相 
交 直 线 一 侧 内 角 成 立 的 东西 也 必 在 
另 一 侧 同 样 成 立 。 公 元 5 世纪 的 普 
洛克 洛斯 基于 亚 里 士 多 德 用 于 证 明 
字 宙 有 限 的 公理 来 证 明 平行 公设 ， 
实际 上 是 把 一 个 有 问题 的 公理 用 另 
一 个 来 代替 。9 世纪 阿拉 伯 数 学 家 
塔 比 伊 本 库 拉 在 《 欧 几 里 得 著名 的 
ARERR PRR: 如 果 两 条 直线 
与 第 三 条 直线 相交 ， 并 且 它 们 在 


(第 三 条 直线 的 ) 某 一 侧 靠近 或 相 
离 ， 则 它 的 《在 第 三 条 直线 的 ) X 
一 侧 就 相 离 或 侵 近 . 13 世纪 的 纳西 
尔 丁 在 《平行 线 问 题 释疑 》 中 也 应 
用 了 这 样 的 假设 ， 同一 平面 上 的 若 
干 直线 , 若 在 一 个 方向 上 是 分 离 的 ， 
则 它们 在 这 个 方向 上 就 不 会 靠近 。 
他 在 此 基础 上 证 明了 垂 线 与 斜 线 一 
定 相交 、 自 角 内 任 一 点 必 可 作 一 直 
线 与 角 的 两 边 都 相交 等 命题 ， 这 些 
都 与 第 五 公设 等 价 。 纳 西 尔 于 的 工 
作 于 1663 年 由 英国 数学 家 沃 利 斯 
重新 闻 发 ,引起 欧洲 人 的 重视 。1769 
年 村， 芬 恩 提出 一 个 简单 的 代替 公 
理 ， 两 条 相交 直线 不 能 同时 平行 于 
第 三 条 直线 ， 它 对 等 于 英国 数学 家 
FRIR 1795 年 在 《几何 原理 》 中 
提出 的 公理 : 过 线 外 一 点 ， 只 能 作 
一 条 直线 与 已 知 直线 平行 ， 现 在 称 
为 普 莱 费 尔 公理 。1794 年 法 国 数学 
家 勒 让 德 也 出 版 过 一 部 名 为 《几何 
原理 》 的 教科 书 ， 其 中 详细 讨论 了 
平行 公设 问题 。 他 先后 又 发 表 过 许 
多 有 关 论著 ， 应 用 的 假设 有 : 任意 
给 定 三 个 不 共 线 的 点 ， 存 在 一 个 贺 
通过 这 三 个 点 ; 车 任何 一 个 三 角形 
内 角 之 和 等 于 两 直角 ， 则 第 五 公设 
成 立 。 

另 一 方面 ， 数 学 家 尝试 从 其 他 
9 条 公设 推导 出 网 几 里 得 的 论断 。 
托 勒 密 曾 试 过 直接 证 明 法 ， 更 多 的 
人 采用 间接 证 明 法 ,就 是 反 证 法 , 即 
从 第 五 公设 不 成 立 的 情况 下 着 手 ， 
追究 它 能 否 得 出 与 已 知 定理 矛盾 的 
结果 ， 如 果 得 不 出 ， 又 会 产生 什么 
事实 。 这 样 的 思想 方法 开 冬 了 一 条 
通 往 非 欧 几何 的 道路 , 1733 年 意 大 
利 数 学 家 萨 饥 里 在 《免除 所 有 污点 
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的 欧 几 里 得 几何 中 率先 做 出 尝试 。 
他 从 一 个 四 边 形 ABCD 开始 ， 其 中 
两 个 相 邻 角 4、B 蚌 直角 ， 且 AC— 
BD。 欧 几 里 得 平行 公理 相当 于 另外 
两 个 角 C 和 D 是 直角 , 他 考虑 两 种 
可 能 的 选择 , 一 是 C 和 D 都 是 钝 
角 ， 导 出 矛盾 ， 二 是 C 和 了 都 是 锐 
角 ， 可 以 在 逻辑 上 无 矛盾 地 导出 许 
多 有 趣 的 定理 ， 但 不 合 于 习惯 ， 于 
是 判定 也 不 真 。 最 早 认识 萨 凯 里 工 
作 意 义 的 是 德国 数学 家 克 虽 格 尔 ， 
他 于 1763 年 在 博士 论文 中 指出 : 公 
理 的 实质 在 于 符合 经 验 而 并 非 其 不 
证 自明 ， 人 们 之 所 以 接受 欧 几 里 得 
平行 公理 的 正确 性 是 基于 经 验 ， 他 
认识 到 萨 凯 里 没有 得 出 矛盾 ， 只 是 
”得 到 似乎 异 于 经 验 的 结果 。1766 年 
德国 数学 家 兰 伯 特 完成 《平行 线 理 
论 》(1786 年 出 版 )， 其 中 继续 萨 凯 
里 的 探索 ， 考 虑 到 一 个 三 个 角 都 是 
直角 的 四 边 形 ， 研 究 第 四 个 角 是 直 
角 、 钝 角 和 锐角 的 可 能 性 ， 他 认识 
到 任何 一 组 假设 如 果 不 导致 矛盾 的 
Wh. 一 定 提供 一 种 可 能 的 几何 ， 汤 
言 平行 公理 不 成 立 的 那 种 几何 应 该 
可 以 发 生 在 半径 是 虚数 的 球面 上 。 
在 他 之 后 , 施 外 卡特 于 1807 年 出 版 
《平行 线 定理 )， 陶 林 努 斯 发 表 《 平 
行 线 理论 》(1825) 和 《几何 原理 》 
(1826)， 他 们 都 指出 欧 几 里 得 平行 
公理 不 能 证 明 ， 同 其 他 公理 是 互相 
独立 的 ， 并 相信 有 可 能 选取 与 欧 氏 
平行 公理 相 了 矛盾 的 其 他 公理 建立 逻 
辑 上 相 容 的 几何 ， 还 推导 出 称 为 
“是 空 几何 ”的 一 些 公式 。 不 过 他 们 
认为 这 些 非 欧 几何 不 能 应 用 于 物质 
空间 ， 只 有 欧 氏 几何 才 是 唯一 能 描 
述 物质 空间 性 质 的 几何 学 。 


最 先 认 识 到 非 欧 几何 可 以 描述 
物质 空间 的 数学 家 是 高 斯 ， 从 这 一 
点 讲 ， 他 被 认为 是 非 攀 几何 学 的 创 
台 人 之 一 。 高 斯 从 1792 年 15 岁 时 
就 认识 到 能 够 存在 一 种 逻辑 几何 的 
思想 ， 在 其 中 欧 几 里 得 平行 公理 不 
成 立 。 1799 年 底 他 已 开始 相信 平行 
公理 不 能 从 其 余 的 公理 中 推出 来 。 
1813 年 起 发 展 他 的 新 几何 , 最 初 称 
之 为 反 欧 几 里 得 几何 ， 后 称 为 星空 
Juf ,最 后 称 为 非 欧 几 里 得 几何 ,他 
深信 它 在 逻辑 上 是 相 容 的 ， 且 有 些 
确信 它 是 能 够 应 用 的 。 高 斯 生前 关 
于 非 欧 几何 的 信件 和 笔记 一 直 没 发 
表 , 只 是 在 他 1855 年 去 世 后 出 版 时 
才 引 起 人 们 的 注意 。 非 欧 几 何 的 另 
外 两 个 创始 人 是 俄国 数学 家 罗 巴 切 
夫 斯 基 和 匈牙利 数学 家 J。 波 尔 
约 。 罗 巴 切 夫 斯 基 从 1816 年 开始 学 
试 第 五 公设 的 证 明 ， 他 把 全 部 几何 
命题 按 是 否 依赖 第 五 公设 分 为 两 部 
分 ， 不 依靠 平 行 公设 得 到 的 几何 命 
题 现 通称 为 “绝对 几何 ”, 其 中 有 这 
样 的 命题 : 在 一 个 平面 内 ， 过 直线 
AB 外 一 点 , 至少 可 以 作 一 条 直线 与 
AB 不 相交 。 如果 只 能 作 一 条 直线 与 
AB 不 相交 ， 就 导致 欧 几 里 得 几何 
学 ， 即 平行 公设 成 立 的 几何 学 。 罗 
巴 切 夫 斯 基 着 重 从 第 二 种 情况 出 
发 ， 即 可 以 作 不 止 一 条 直线 与 AB 
不 相交 ， 如 果 推 出 与 绝对 几何 矛盾 
的 命题 , 则 相当 于 证 明了 第 五 公设 。 
可 他 不 但 没有 发 现任 何 矛 盾 ， 而 且 
在 严密 推导 下 得 到 一 系列 命题 ， 由 
此 构成 逻辑 上 无 矛盾 且 与 绝对 几何 
不 冲突 ， 但 又 与 欧 氏 几何 不 相同 的 


` 新 几何 体系 ,他 称 之 为 “ 虚 几 何 学 。” 


1826 年 他 在 喀 山 大 学 第 一 次 公开 


i 
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发 表 这 一 新 学 说 , 1829—1830 年 又 
陆续 发 表 《 论 几何 基础 》 等 有 关 文 
XE. 成 为 世界 上 最 早 发 表 的 非 欧 几 
何 文献 。 以 后 几 十 年 虽然 他 的 学 说 
反响 其 微 ， 甚 至 得 到 嘲讽 ， 但 他 一 
直 执 著 地 进行 研究 和 著述 , 1837 年 
用 法 文 写 成 4 虞 几何 学 》, 1840 年 用 
德 文 写 成 《平行 线 理 论 的 几何 研 
3E). 去 世 前 又 口述 完成 《 泛 几 何 
学 》(1855) .J。 波 尔 约 在 1820 年 前 
后 开始 研究 平行 线 理论 ， 发 现 第 五 
公设 不 可 能 证 明 。1823 年 得 到 非 欧 
几何 的 基本 原理 ， 后 写成 论文 ， 于 
1832 年 附 在 他 父亲 的 一 本 初等 数 
学 书 中 发 表 出 去 。 其 中 十 分 简洁 概 
括 地 论述 了 一 个 完整 且 无 矛盾 的 非 
欧 几 何 体系 ， 称 之 为 “绝对 几何 
学 ”. 有 关 非 欧 几 何 发 明 权 的 确立 争 
议 颇 多 ， 一 般 认为 高 斯 ， 罗 巴 切 夫 
斯 基 和 J 波 尔 约 在 前 人 大 量 工作 
的 基础 上 都 做 出 一 定 贡献 。 罗 巴 切 
夫 斯 基 和 了。 波 尔 约 的 论著 发 表 时 
间 有 前 后 ,但 都 是 各 自 独 立 完 成 的 。 
在 这 种 几何 里 ， 三 角形 的 内 角 和 小 
于 两 直角 ， 一 般 称 为 罗 巴 切 夫 斯 基 
几何 学 , 简称 罗氏 几何 。1871 年 德 
国 数学 家 FE。 克 莱 因 改称 为 “ 双 曲 
几何 学 ”， 沿 用 至 今 。 

1854 年 德国 数学 家 黎 曼 宣读 
《关于 几何 基础 的 假设 》(1867 年 发 
表 ) 的 演说 ， 其 中 又 提出 另 一 种 既 
不 是 欧 氏 几何 又 不 是 罗氏 几何 的 非 
网 几何 ,这 种 几何 采用 公理 “同一 
平面 上 的 任何 两 条 直线 一 定 相 交 ” 
代替 欧 几 里 得 平行 公理 ， 并 对 欧 氏 
几何 中 其 余 的 公理 稍 作 改动 ， 被 称 
为 “椭圆 几何 ”。 其 中 三 角形 的 内 角 
和 大 于 二 直角 。 它 和 球面 几何 学 相 


差 无 几 ， 如 果 把 球面 的 对 顶点 看 成 
同一 点 ， 就 得 到 这 种 几何 学 。1868 
年 意大利 数学 家 贝尔 特 拉 米 发 表 
《 非 欧 几何 解释 的 尝试 »， 证 明了 非 
欧 平 面 几何 (局 部 实现 在 普通 网 
氏 空 间 里 ， 作 为 伪 球 面 ， 即 负 常 数 
高 斯 曲率 的 曲面 上 的 内 在 几何 ， 指 
出 如 果 非 欧 几 何 中 如 有 了 矛盾， 也 将 
在 曲面 的 欧 氏 几何 中 出 现 。 他 后 来 
又 把 非 欧 几 何 的 表示 推广 到 之 2 
维 流 形 ， 并 研究 了 某 些 特殊 的 伪 球 
面 。 通 过 他 与 黎 曼 等 人 的 工作 ， 明 
确 了 在 常 曲率 曲面 上 可 以 得 到 三 种 
几何 一 负 常 曲率 曲面 上 的 非 欧 几 
何 、 正 常 曲率 曲面 上 的 球面 几何 以 
及 零 曲 率 曲 面 上 的 欧 氏 几何 ， 这 三 
种 几何 彼此 不 相 矛 盾 ， 各 构成 一 个 
完整 的 体系 。1871 年 德国 数学 家 下 
* 克 莱 因 首次 认识 到 从 射影 几何 中 
可 推导 出 度量 几何 ， 并 在 欧 氏 几何 
中 建立 了 非 欧 平 面 几 何 (整体 ) 的 
模型 。 这 样 非 欧 几何 的 相 容 性 问题 
就 归结 为 欧 氏 几何 的 相 容 性 问题 ， 
这 些 结果 最 终 使 非 欧 几 何 获得 了 普 
遍 的 承认 。 克 莱 因 还 注意 到 有 两 种 
椭圆 几何 : 双重 椭圆 几何 与 单 重 椭 
圆 几 何 。 在 双重 椭圆 几 何 中 两 个 点 
并 不 总 是 确定 唯一 的 直线 ， 例 如 球 
面 模型 中 直径 的 两 个 端点 ， 而 在 单 
重 椭圆 几何 中 两 个 点 总 确定 唯一 一 
条 直线 。 他 又 从 变换 群 的 观点 对 各 
种 几何 学 进行 了 分 类 ， 从 根本 上 革 
新 和 拓 广 了 人 们 对 几何 学 观念 的 认 
识 ， 并 导致 人 们 对 几何 学 基础 的 深 
入 研究 。 

1899 年 希 尔 伯 特 在 《几何 基 
础 ) 中 建立 了 欧 氏 几何 的 公理 体系 ， 
开创 数学 公理 化 的 先河 。 他 在 书 中 
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约 的 公理 代替 欧 几 里 得 平行 公理 ， 
而 其 余 的 公理 保持 不 变 ， 马 上 就 得 
到 双 曲 型 非 欧 几何 的 公理 体系 。 然 
而 精 贺 型 几何 公理 体系 的 建立 比较 
复杂 。1904 年 美国 数学 家 霍 尔 斯 特 
德 在 《有 理 几何 》 中 建立 了 双重 椭 
圆 几 何 的 公理 系统 。1905 年 G， 赫 
森 伯 格 作出 了 单 重 椭圆 型 几何 的 公 
理 体系 。 至 此 非 欧 几何 有 了 严密 的 
基础 。 非 欧 几 何 学 首先 提出 了 弯曲 
的 空间 ， 为 更 广泛 的 黎 曼 几何 学 的 
产生 创造 了 前 提 。 黎 曼 几 何 后 来 成 
为 爱 因 斯 坦 广义 相对 论 的 数学 工 
具 ， 按 照相 对 论 的 观点 ， 字 宙 结 构 
的 几何 学 不 是 欧 氏 几何 而 接近 于 非 
欧 几 何 ， 因此 许多 人 采用 了 非 欧 几 
何 学 作为 字 宙 的 几何 模型 。 非 殉 几 
何 还 在 数学 的 一 些 分 支 中 有 重要 作 
用 ， 它 们 互相 渗透 促进 着 各 自 的 发 
展 。 例 如 法 国 数学 家 庞 加 莱 利 用 复 
平面 上 作出 的 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 模 
型 证 明了 自 守 函数 的 基本 区 域 是 一 
些 互相 合同 的 多 边 形 。 这 个 结果 对 
于 建立 自 守 函数 理论 有 重要 作用 。 

微分 几何 学 (differential ge- 
ometry) ”用 分 析 方法 研究 空间 几 
何 性 质 的 数学 分 支 。 在 古典 意义 下 ， 
微分 几何 学 研究 三 维 欧 几 里 得 空间 
中 的 曲线 和 曲面 在 一 点 邻近 的 性 
质 ， 其 发 展 与 分 析 学 和 解析 几何 的 
发 展 不 可 分 割 。 它 起 源 于 17 世纪 发 
现 微 积分 之 时 ， 函 数 与 函数 的 导数 
概念 实质 上 等 同 于 曲线 与 曲线 的 斜 
率 ， 函 数 积分 在 几何 上 解释 为 一 曲 
线 下 的 面积 。 牛顿、 莱 布 尼 蒋 对 此 
做 了 奠基 性 的 工作 。 法 国 数 学 家 费 
马 还 较 早 地 研究 了 光滑 平面 曲线 作 


切线 的 方法 ， 成 为 微 积分 的 先驱 之 
一 。 曲 线 的 法 线 、 拐 点 、 曲 率 、 曲 
率 圆 、 渐 届 线 、 包 络 线 等 平面 曲线 
的 微分 几何 都 做 为 微 积 分 的 一 部 分 
发 展 起 来 ， 其 中 荷兰 惠 更 斯 的 渐 届 
线 研 究 (1673)、 牛顿 的 曲率 中 心 概 
念 的 引入 〈1671)、 约 输 伯 努 利 的 包 
络 成 果 (16910 颇具 代表 性 。1696 
年 法 国 数学 家 洛 必 达 的 《阐明 曲线 
的 无 穷 小 分 析 》 出 版 ， 帮 助 完 成 并 
传播 了 平面 曲线 的 理论 。 1731 年 法 
国 数学 家 克 莱 罗 开创 空 间 曲 线 理 
论 , 称 之 为 “ 双 曲 率 曲线 ”, 研究 了 
空间 曲线 的 切线 、 弧 长 表达 式 等 问 
题 。1736 年 欧 拉 首 先 引 进 平面 曲线 
的 内 在 坐标 概念 ， 即 以 曲线 弧 长 作 
为 曲线 上 点 的 坐标 ， 开 始 曲线 的 内 
在 几何 研究 。1745 年 欧 拉 出 版 《无 
穷 分 析 引 论 》, 介 绍 了 平面 和 空间 图 
形 的 微分 几何 。 他 将 曲率 描述 为 曲 
线 的 切线 方向 和 一 固定 方向 的 交角 
相对 于 弧 长 的 变化 率 ， 引 进 曲面 上 
的 法 曲率 、 总 曲率 、 法 曲率 的 欧 拉 
公式 及 球面 映射 等 ,他 还 于 1775 年 
给 出 关于 扭曲 线 理论 的 完整 论述 ， 
并 与 约 其 。 伯 努 利 、 丹 尼 尔 。 伯 努 
利 一 起 探讨 测 地 线 ， 将 测 地 线 描述 
为 某 些 微分 方程 的 解 . 1760 年 欧 拉 
在 《关于 曲面 上 曲线 的 研究 》 中 建 
立 了 曲面 理论 ， 得 到 欧 拉 定理 等 结 
果 , 成 为 微分 见 何 发 展 的 里 程 碑 。 后 


; 来 蒙 日 不 仅 创立 了 画 法 几何 学 ， 还 


于 1807 年 出 版 关于 曲线 和 曲面 的 
第 一 部 独立 的 著作 《分 析 学 在 几何 
中 的 应 用 》, 他 还 独立 研究 了 可 展 曲 
面 的 课题 ， 将 同一 个 问题 分 别 置 于 
几何 和 分 析 领 域 进行 汁 论 ， 并 肯定 
了 这 样 做 的 好 处 ， 振 兴 了 综合 几何 
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学 。 蒙 日 的 学 生 迪 潘 在 《几何 学 的 
发 展 》(1813) 中 论述 了 曲面 上 的 共 
施 渐 近 线 和 迪 潘 指标 线 ， 在 《几何 
学 和 力学 的 应 用 》 中 推广 了 蒙 日 的 
线 汇 结果 。19 世纪 中 期 弗 雷 内 得 
出 曲线 的 基本 微分 方程 ， 被 称 为 弗 
雷 内 公式 。1887 一 1898 年 达 布 创造 
空间 曲线 的 活动 标 架 概念 。 详 细 讨 
论 了 曲面 理论 和 曲线 坐标 ， 从 而 完 
整地 建立 起 曲线 理论 。 

1827 年 高 斯 的 《关于 曲面 的 一 
般 研究 》 发 表 了 ， 它 奠定 了 曲面 论 
的 基础 ， 并 决定 了 这 一 学 科 发 展 的 
基本 方向 ,高 斯 自 1816 年 起 就 在 大 
地 测量 和 地 图 绘制 方面 做 了 大 量 工 
作 ， 激 起 他 对 微分 几何 的 兴趣 。 在 
这 篇 文章 里 他 提出 一 个 全 新 的 概 
念 ， 将 一 张 曲面 本 身 看 作 是 一 个 空 
[B], 建立 了 曲面 的 内 在 几何 学 。 他 
强调 曲面 上 只 依赖 于 第 一 基本 形式 
的 一 些 性 质 ， 例 如 曲面 上 曲线 的 长 
度 、 两 条 曲线 的 夹 角 、 曲 面 上 一 区 
域 的 面积 、 测 地 线 、 测 地 了 曲率 和 总 
曲率 等 等 , 称 之 为 曲面 的 内 在 性 质 。 
他 证 明了 由 曲面 的 第 一 基本 形式 就 
确定 了 曲面 的 总 曲率 , 即 高 斯 方程 ， 
所 以 总 曲率 通常 称 为 高 斯 曲率 ， 它 
使 微分 几何 有 了 作为 一 个 数学 分 支 
的 巩固 地 位 。1854 EXE E rd TR. 
大 学 作 了 就 职 演说 ， 题 为 《关于 几 
何 基础 的 假设 》(1868 年 发 表 )， 推 
广 了 空间 的 意义 ,将 曲面 本 身 看 作 
一 个 独立 的 几何 实体 ， 而 不 把 它 仅 
仅 看 作 欧 氏 空 间 中 的 一 个 几何 实 
体 。 首 先 提 出 几 维 流 形 概 念 ， 定 义 
了 流 形 上 无 限 邻 近 两 点 的 距离 并 以 
此 作为 几何 学 的 出 发 点 ， 后 来 称 为 
黎 曼 度量 。 以 此 为 基础 的 几何 学 称 


为 黎 曼 几何 学 。1869 年 德国 数学 家 
克 里 斯 托 费 尔 给 出 两 个 元 变量 的 
P 阶 代数 形式 等 价 的 充分 必要 条 
件 ,并 为 此 引入 克 里 斯 托 费 尔 符号 。 
李 普 希 获 从 扩展 几 维 几何 概念 入 
F, 讨论 了 多 重 微分 与 子 流 形 的 性 
质 , 并 开创 微分 不 变量 理论 的 研究 ， 
被 认为 是 协 变 微分 的 葛 基 人 。1886 
年 意大利 数学 家 比 安 基 的 《微分 几 
何 教 程 》 是 第 一 本 定名 为 微分 几何 
的 专著 。 从 此 “微分 几何 ”一 词 开 
始 通 行 。 意 大 利 数学 家 G， 里 奇 于 
1884—1896 年 间 发 展 了 张 量 分 析 
方法 ， 通 过 研究 黎 晏 的 代数 形式 不 
变量 和 李 普 希 获 、 克 里 斯 托 费 尔 的 
BUR. 创立 了 绝对 微分 理论 ， 还 对 
任意 黎 曼 能 上 的 线 汇 和 绝对 微 积分 
的 应 用 做 了 进一步 的 工作 ， 发 现 了 
广义 相对 论 中 有 重要 作用 的 缩短 张 
量 ( 即 里 奇 张 量 )。 他 与 他 的 学 生 列 
维 一 齐 维 塔 合 著 的 《绝对 微分 法 及 
其 应 用 》 给 出 绝对 微分 算法 的 系统 
设想 ， 该 方法 适合 于 黎 曼 曲线 空间 
中 的 几何 原理 与 物理 定律 ， 为 张 量 
分 析 和 拓扑 学 的 发 展开 辟 了 道路 ， 
也 为 爱 因 斯 坦 广 义 相对 论 等 问题 的 
解决 提供 了 工具 。 列 维 一 齐 维 塔 还 
于 1917 年 引入 以 他 的 名 字 命 名 的 
弯曲 空间 中 的 平行 概念 ， 由 此 使 黎 
曼 空 间 具 有 明显 的 几何 意义 而 易于 
理解 。1918 年 外 尔 在 《时 间 、 空 间 、 
物质 》 中 引入 仿 射 联络 的 概念 ， 推 
广 了 列 维 一 齐 维 塔 的 结果 ， 提 出 所 
谓 规范 不 变 几 何 用 以 概括 万 有 引力 
和 电磁 场 ， 作 出 建立 统一 场 论 的 第 
一 次 尝试 。 
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领 ”, 将 几何 学 定义 为 研究 变换 群 所 
用 的 空间 ， 几 何 学 所 研究 的 对 象 是 
在 相应 变换 群 下 不 变 的 性 质 。 这 种 
用 群 论 统一 几何 学 的 思想 把 几何 学 
与 李 群 结合 起 来 ， 成 了 几何 学 的 指 
导 原 理 ， 推 动 了 几何 学 的 发 展 ， 导 
致 射影 微分 几何 、 仿 射 微 分 几何 . 共 
形 微分 几何 的 建立 。 后 经 过 基 灵 和 
E- 嘉 当 的 努力 ， 使 李 群 成 为 微分 
几何 的 有 力 工具 ， 而 李 群 本 身 也 成 
为 微分 几何 的 研究 对 象 ， 它 的 推广 
就 是 齐 性 流 形 即 容 有 可 迁 变 换 群 的 
微分 流 形 ， 是 埃 朗 根 纲领 所 设想 的 
几何 空间 的 最 一 般 形式 。 

整体 微分 几何 兴起 于 20 世纪 
初 。 德国 数学 家 五 " 霍 普 夫 约 于 
1925 年 起 对 黎 曼 空间 的 微分 几何 
结构 与 拓扑 结构 的 关系 进行 研究 ， 
后 比利时 数学 家 德 拉 姆 和 英国 数学 
家 霍 奇 对 流 形 上 局 部 性 质 与 整体 性 
质 的 联系 进行 了 研究 ， 建 立 了 流 形 
上 微分 结构 、 拓 扑 结构 及 黎 曼 结构 
的 深刻 制约 关系 。 在 研究 黎 曼 流 形 
的 曲率 与 拓扑 结构 之 间 的 联系 方 
H, 美国 数学 家 艾 伦 多 弗 和 法 国 数 
学 家 韦 伊 与 陈省身 用 不 同方 法 将 紧 
致 曲面 上 的 高 斯 一 博 内 公式 扩充 到 
高 维 曲 面 和 紧 致 黎 曼 流 形 上 去 。 陈 
省 身 等 人 还 在 纤维 从 理论 中 做 出 突 
出 贡献 。 法 国 数学 家 阿达 马 和 EE。 
嘉 当 发 现 单 连通 的 、 曲 率 非 正 的 完 
LE ZI AR: disc 
这 些 都 是 极 富 启 发 性 的 成 果 。 另 外 
嵌入 问题 也 引起 数学 家 们 的 兴趣 。 
美国 数学 家 惠 特 尼 于 1936 年 证 明 
了 微分 流 形 的 氏 入 定理 ， 指 出 每 一 
个 ” 维 的 微分 流 形 可 以 嵌入 到 一 个 
2 十 1 维 的 欧 氏 空间 。 另 一 英国 数 


学 家 莫 利 证 明了 对 紧 致 的 实 解析 流 
形 这 个 结果 也 成 立 。 到 50 年 代 , 黎 
SUE BE UR AER BECA MAE DARE 
次， 并 对 非 线 性 分 析 和 非 线 性 偏 微 
分 方程 的 求解 产生 重要 影响 。 
现在 微分 流 形 是 在 微分 几何 与 
拓扑 学 两 者 的 观点 下 发 展 起 来 的 重 
要 课题 ， 因 此 ， 微 分 几何 学 可 看 作 
是 给 定 二 次 微分 形式 、 复 结构 、 联 
络 等 特殊 结构 的 微分 流 形 的 理论 ， 
包括 中 国学 者 在 内 的 一 大 批 数学 家 
正 致 力 于 这 方面 的 研究 工作 。 
曲线 (curve) 微分 几何 学 研究 
的 主要 对 象 之 一 。 直 观 上 ， 曲 线 可 
看 作 空 间 质点 运动 的 轨迹 。 数 学 中 
的 严格 定义 有 : EXTR] La, 9] 8 p 
的 上 映射": [a, 5] 一 尺 。 有 时 也 把 这 
种 映射 的 像 称 为 曲线 。 人 类 很 早 就 
有 曲线 的 概念 ,例如 圆周 、 弧 等 。 较 
早 将 曲线 用 于 数学 问题 研究 的 是 公 
元 前 300 年 欧 几 里 得 在 《几何 原 
本 》 中 给 出 的 线 的 定义 : RRAK 
度 而 没有 宽度 ,一 线 的 两 端 是 点 .这 
虽然 是 对 于 线 的 概念 的 最 早 说 明 ， 
但 “长度” “宽度 ”等 都 还 没有 定 
X, 实质 上 并 没有 给 出 线 的 完全 定 
义 。 一 般 来 说 线 分 为 直线 与 曲线 ,不 
是 直线 的 线 称 为 曲线 。 但 在 现代 数 
学 中 ,曲线 有 包含 直线 的 意义 。 欧 
几 里 得 之 后 ， 曲 线 作为 几何 中 自明 
的 概念 一 直 在 使 用 着 。 在 古 希 腊 时 
代 , 大 部 分 曲线 都 被 看 作 是 静态 的 ， 
例如 阿波 罗 尼 奥 斯 论述 的 圆锥 曲 
线 , 只 有 少数 曲线 用 运动 来 定义 , 例 
np] OK (RAE. roc 4 世纪 帕 波 
斯 首次 对 曲线 进行 分 类 ， 称 从 直线 
和 图 作出 的 曲线 是 平面 曲线 ;圆锥 
曲线 是 立体 曲线 ; AAR R 
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叶 线 和 螺 线 等 特殊 曲线 为 第 三 类 曲 
线 。 第 三 类 曲线 被 希腊 人 称 为 机 械 
曲线 ， 因 为 需要 用 某 些 特殊 机 械 来 
画 它们 。 到 17 世纪 , 法 国 数学 家 笛 
卡 儿 又 提出 几何 曲线 的 概念 ， 指 那 
些 可 用 一 个 唯一 的 含 x 和 zy 的 有 限 
次 代数 方程 来 表示 的 曲线 ， 并 进 一 
步 按 方程 的 次 数 将 几何 曲线 进行 了 
分 类 。 意 大 利 科学 家 伽利略 将 抛物 
线 看 作 是 物体 向 上 和 斜 抛 时 运动 的 轨 
迹 , 这 种 思想 被 数学 家 接受 ， 逐 渐 
将 曲线 看 作 是 动 点 的 轨迹 。17 世纪 
还 开始 了 求 曲线 长 度 的 研究 ，1668 
年 英国 数学 家 丁 。 pA rc JL 
何 的 通用 部 分 》 中 给 出 计算 曲线 长 
度 的 方法 。 此 外 ，1748 年 欧 拉 对 所 
研究 的 曲线 引进 参数 表示 ， 成 为 近 
代 向 量 表示 法 的 基础 。 

19 世纪 末 随 着 数学 各 分 支 基 
础 的 严密 化 ， 曲 线 概念 的 严密 化 也 
引起 人 们 的 重视 。1887 年 法 国 数学 
家 若 尔 当 在 《分 析 教 程 》 中 给 出 曲 
线 的 定义 : 由 连续 函数 z= 了 (OO. y 
=g (0 (OKK) 表示 的 点 集 , 并 
要 求 对 每 一 个 (x, y) 只 存在 一 个 i， 
这 种 曲线 现在 称 为 若 尔 当 曲线 。 
1890 年 意大利 数学 家 皮 亚 诺 发 现 
符合 若 尔 当 定义 的 曲线 能 填 满 一 个 
正方 形 , 1891 年 希 尔 伯 特 将 他 的 例 
子 简 化 ， 作 出 了 从 单位 线段 到 正方 
形 上 的 连续 映射 的 另 一 个 例子 , 成 
. 为 数学 分 析 中 著名 的 反例 。 这 种 情 
形 反 映 出 车 尔 当 曲 线 定义 的 缺陷 。 
20 世纪 20 年 代数 学 家 重新 定义 曲 
线 , 门 格 (1926) 等 人 利用 拓扑 学 
工具 定义 曲线 为 一 维 连续 流 ， 排 除 
了 填 满 空间 的 曲线 ， 并 反映 了 曲线 
在 同 胚 下 不 变 这 一 性 质 。 对 曲线 的 


研究 是 许多 数学 分 支 的 基本 内 容 ， 
由 此 建立 和 发 展 了 相关 学 科 ， 促 进 
了 数学 的 发 展 。 

曲面 (surface) 微分 几何 研究 
的 主要 对 象 之 一 。 直 观 上 ， 曲 面 可 
以 看 作 是 空间 具有 二 个 自由 度 的 点 
的 轨迹 。 数 学 中 通常 称 曲面 是 二 维 
拓扑 流 形 , 即 满足 于 第 二 可 数 公 理 ， 
且 各 领域 与 欧 几 里 得 平面 的 圆 的 内 
部 同 胚 的 拓扑 空间 。 约 公元 前 300 
年 欧 几 里 得 在 《几何 原本 》 中 给 出 
面 的 定义 : 面 只 有 长 度 和 宽度 ， 面 
的 边缘 是 线 ,是 对 面 的 最 早 说 明 。 但 
同 线 的 概念 一 样 , “长 度 ”“ 宽 度 ” 
等 都 还 没有 定义 ， 因 此 是 不 完全 的 
定义 。 古 希腊 流传 下 来 的 朴素 概念 
认为 曲线 移动 可 以 形成 曲面 、 或 立 
体 的 表面 是 曲面 等 。 也 有 人 称 不 是 
平面 的 面 为 曲面 ， 但 在 现代 数学 中 
曲面 有 包含 平面 的 意义 。 

最 早 研 究 曲 面 性 质 的 是 古 希 腊 
科学 家 阿 基 米 德 ， 他 得 到 旋转 抛物 
面 的 一 些 有 趣 性 质 。 系 统 的 曲面 理 
论 的 研究 始 于 17 世纪 末 , 最 先 讨论 
的 是 曲面 上 的 测 地 线 。1697 年 约 
翰 。 伯 努 利 提出 一 凸 曲 面 上 求 两 点 
间 的 最 短 弧 问 题 ， 第 二 年 雅 各 布 
伯 努 利 解决 了 柱 面 、 锥 面 和 旋转 曲 
面 上 的 测 地 线 问题 。1728 年 欧 拉 给 
出 曲面 上 测 地 线 的 微分 方程 ，1760 
年 又 在 6 关于 曲面 上 曲线 的 研究 ?中 
建立 了 曲面 的 理论 ，1771 年 发 表 
《 论 表面 可 以 展 平 的 立体 ?中 首次 讨 
论 了 可 展 曲 面 。 他 的 工作 由 法 国 数 
学 家 蒙 日 等 人 进行 了 发 展 。 蒙 日 在 
1802 年 发 表 的 《代数 在 几何 中 的 应 
用 》 一 文中 证 明了 二 次 曲面 的 每 一 
个 平面 截 口 是 一 条 二 次 曲线 ， 还 证 
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明了 单 叶 双 划 面 和 双 曲 抛物 面 是 直 
纹 曲面 。19 世纪 射影 几何 复兴 ， 曲 
面 理论 随 之 发 展 。1832 年 瑞士 数学 
家 施 泰 纳 利用 射影 原理 造 出 直 纹 二 
次 曲面 后 英国 数学 家 凯 莱 
(1849)、 德 国 数学 家 库 默 尔 
(1864) 先 后 给 出 三 次 和 四 次 曲面 的 
特别 例子 。 
1827 年 高 斯 发 表 《 关 于 曲面 的 
一 般 研 究 》， 葛 定 了 曲面 论 的 基础 。 
他 研究 了 曲面 的 曲率 ， 提 出 曲面 作 
为 一 个 空间 的 概念 ， 使 曲面 的 几何 
可 以 集中 在 曲面 本 身上 进行 研究 。 
这 种 思想 由 黎 曼 继承 并 发 展 ， 推 广 
到 任何 空间 ， 其 中 关于 任意 v HER 
形 的 曲率 概念 就 是 高 斯 关于 曲面 的 
总 曲率 概念 的 推广 。 以 后 匈牙利 数 
学 家 拉 多 给 出 黎 曼 曲 面 的 一 种 精确 
定义 ,还 于 1925 年 证 明了 曲面 一 般 
可 进行 单 形 诈 分 ， 从 而 可 与 二 维 多 
面体 同 有 是 的 结论 。 在 曲面 的 整体 性 
质 方面 德国 数学 家 麦 比 乌 斯 最 早 发 
现 单 侧 曲面 ， 将 长 方形 扭 成 180" 后 
对 边 粘 合 得 到 的 麦 比 乌 斯 带 是 不 可 
定向 曲面 中 最 著名 的 例证 。 曲 面 理 
论 的 进一步 结果 体现 在 微分 几何 与 
拓扑 学 等 学 科 中 ， 其 研究 正方 兴 未 
pa 
极 小 曲面 (minimal surface) 
面积 在 法 向 变 分 下 达到 临界 值 的 
曲面 ,也 即 平均 曲率 为 零 的 曲面 . 通 
俗 的 说 法 是 由 给 定 的 空间 曲线 界 住 
的 面积 最 小 的 曲面 。18 世纪 由 变 分 
法 的 发 展 而 提出 。 欧 拉 在 1744 年 
《寻求 具有 某 种 极 大 或 极 小 性 质 的 
曲线 的 技巧 》 中 用 变 分 的 方法 处 理 
了 极 小 旋转 曲面 的 例子 ， 得 到 的 结 
论 是 由 悬 链 线 旋 转 而 生成 的 县 链 


面 。1760 一 1761 年 拉客 朗 日 给 出 极 
小 曲面 的 积分 式 ‖a 十 产 十 
PO dady, 其 中 取 极 小 的 函数 必须 
满足 微分 方程 (1 十 9)9 一 2xs 十 (1 
p) (一 0, 这 是 极 小 曲面 理论 的 一 
个 主要 的 分 析 结果 , 1785 年 法 国 数 
ROUEN dE CHEER — 
文中 以 更 加 精细 的 公式 给 出 极 小 
面 等 问题 的 分 析 结论 ， 指 出 拉 格 妆 
日 给 出 的 方程 表示 ， 在 极 小 化 曲面 
上 任 一 点 的 主 曲 率 平均 曲率 》 为 
零 。 

引起 极 小 曲面 研究 热潮 的 是 著 
名 的 普 拉 托 实验 。 普 拉 托 是 比利时 
物理 学 家 和 数学 家 ， 他 的 实验 是 把 
图 成 封闭 曲线 的 金属 丝 放 入 肥皂 液 
中 ， 然 后 取出 来 ， 由 于 表面 张力 的 
作用 ， 在 它 上 面 就 荣 有 表面 积 最 小 
的 薄膜 ， 即 极 小 曲面 ， 记 载 于 1873 
年 写 的 一 本 书 《遵从 单一 分 子 模型 
的 流体 静 力 学 实验 与 理论 )》 中 。 因 
为 边界 曲线 或 曲线 组 可 以 非常 复 
杂 ， 所 以 很 难得 到 解 的 表达 式 。 从 
数学 上 求 膜 曲 面 极 小 曲面 》 的 问 
题 称 为 普 拉 托 问题 ， 实 质 上 是 一 个 
非 线性 的 椭圆 型 边 值 问题 。 1930 年 
匈牙利 数学 家 拉 多 在 封闭 曲线 可 求 
长 的 情形 下 ， 用 极限 过 程 证 明了 普 
拉 托 问 题解 的 存在 性 。1931 年 美国 
数学 家 道格拉斯 引进 关于 边界 信 的 
新 泛 函 代 苦 面积 泛 函 ， 使 普 拉 托 问 
题解 的 存在 性 得 到 完全 解决 。 他 们 
得 到 的 定理 为 : 给 定 任 一 可 求 长 的 
空间 若 尔 当 曲线 T, 总 存在 一 张 以 
为 边界 的 广义 极 小 曲面 。1970 4 
n. 奥斯曼 证 明了 上 述 存在 的 解 是 
处 处 内 部 正则 的 , 即 不 会 有 分 支点 。 


ee 


数学 学 科 史 367 


后 来 丘成桐 从 极 小 曲面 出 发 研究 微 
分 流 形 的 拓扑 学 ， 解 决 了 何 时 浸入 
化 为 联 入 的 问题 。 在 唯一 性 方面 , 苏 
联 数学 家 伯 恩 斯 坦 证 明了 E 中 完 
备 的 极 小 图 必 是 平面 。1960 年 以 后 
许多 数学 家 将 伯 恩 斯 坦 定理 推广 到 
高 维 空间 ， 得 到 一 系列 结果 。 

张 量 分 析 (tensor analysis) 
微分 几何 中 研究 张 量 场 的 微分 运算 
的 一 个 分 支 。 是 用 共 变 微分 表示 各 
种 几何 量 和 微分 算 子 性 质 的 运算 方 
法 ， 可 以 看 作 是 微分 流 形 上 的 “ 微 
分 法 ”, 是 研究 流 形 上 的 几何 和 分 析 
的 一 种 重要 工具 。 它 起 源 于 德国 数 
学 家 格拉 斯 曼 的 超 复数 理论 和 英国 
数学 家 哈密 顿 1843 年 建立 的 四 元 
数理 论 。 格拉 斯 曼 于 1844 年 在 《 线 
性 扩张 论 》 中 独立 给 出 ”个 分 量 的 
超 复 数 ， 称 之 为 扩张 的 量 ， 论 述 了 
超 复 数 作为 向 量 的 运算 法 则 及 几何 
意义 , 1855 年 又 做 了 总 结 。19 世纪 
50 年 代 后 黎 曼 、 贝 尔 特 拉 米 、 克 里 
斯 托 费 尔 和 利 普 希 茨 等 人 建立 并 发 
展 了 微分 不 变量 理论 ， 为 张 量 分 析 
提供 了 基础 。1884 一 1894 年 意大利 
数学 家 C，G。 里 奇 创立 绝对 微分 
学 理论 ， 并 应 用 于 微分 几何 和 物理 
学 的 某 些 问题 中 。 里 奇 还 引入 “ 张 
量 ” 概 念 ， 论述 了 张 量 分 析 中 的 许 
多 基本 理论 。 有 一 类 二 阶 共 变 张 量 
场 叫 做 里 奇 张 量 。 里 奇 与 他 的 学 生 
列 维 一 齐 维 塔 合 著 的 《绝对 微分 法 
及 其 应 用 》(1901) 成 为 张 量 分 析 的 
经 典 著作 ， 其 中 指出 了 如 何 把 某 些 
偏 微分 方程 及 物理 规律 表示 成 张 量 
的 形式 ,以 便 使 它们 与 坐标 系 无 关 。 
1916 年 爱 因 斯 坦 成 功 地 达到 这 一 
目标 ， 用 数学 不 变 式 表 达 了 广义 相 


对 论 。 另 一 方面 爱 因 斯 坦 的 工作 也 
促进 了 张 量 分 析 的 发 展 , “ 张 量 分 
析 ” 这 一 名 称 就 是 他 于 1916 年 开始 
使 用 的 。 

黎 曼 几何 学 (Riemannian ge- 
ometry) ”德国 数学 家 黎 曼 在 19 
世纪 中 期 提出 的 一 种 几何 理论 。 若 
a ERE e 中 有 一 组 函数 mw (z) 一 
ga CO 使 得 两 邻 点 x;:，zi 十 dz; 之 间 
的 距离 由 一 个 正定 二 次 型 d? = 
gu (z) dzidz; 决定 , 则 称 空间 Rn JR 
曼 空间 。 黎 曼 空间 中 的 几何 学 称 为 
黎 曼 几何 学 。19 世纪 初 非 欧 几 何 学 
的 建立 使 人 们 重新 认识 几何 学 。 
1854 年 黎 曼 在 格 丁 根 大 学 发 表 就 
职 演说 ， 题目 是 《关于 几何 基础 的 
假设 》(1868 ERK), 其 中 阐述 了 
曲率 和 流 形 的 概念 ， 推 广 了 空间 的 
概念 。 他 首先 认识 到 几何 学 中 所 研 
究 的 对 象 是 一 种 “多 重 广 延 量 ”, 为 
用 抽象 空间 描述 自然 现象 打下 了 基 
础 ， 成 为 黎 曼 几何 学 的 开端 。 他 提 
出 黎 曼 度量 概念 ， 认 识 到 距离 只 是 
加 到 流 形 上 的 一 个 结构 。 黎 曼 几 何 
在 每 一 点 周围 非常 小 的 区 域 里 面 勾 
股 定理 近似 成 立 ， 但 在 大 一 点 的 范 
朵 里 一 般 就 和 欧 几 里 得 几何 学 有 很 
大 的 区 别 了 。 

黎 曼 之 后 ， 意 大 利 数学 家 贝尔 
特 拉 米 、 德 国 数学 家 克 里 斯 托 费 尔 
和 利 普 希 蒋 等 人 进一步 发 展 了 黎 曼 
见 何 。 贝 尔 特 拉 米 明确 了 在 常 曲率 
曲面 上 可 以 得 到 非 欧 几何 、 球 面 几 
何 和 欧 氏 几何 三 种 几何 ， 论 证 了 微 
分 参数 在 曲面 论 中 的 作用 ， 成 为 微 
分 几何 中 不 变 式 理论 应 用 的 起 点 。 
克 里 斯 托 费 尔 1869 年 给 出 两 个 
元 变量 的 p 阶 代 数 形式 等 价 的 充分 
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必要 条 件 , 引 入 克 里 斯 托 费 尔 符 号 ， 
1880 年 得 到 黎 曼 曲面 上 第 一 类 线 
性 独立 积分 类 数 等 于 亏 格 r 的 结 
论 等 ， 引 导 了 张 量 分 析 和 协 变 微 分 
理论 的 发 展 , 利 普 希 获 自 1869 年 起 
发 表 一 系列 论著 。 他 从 扩展 % 维 几 
何 概念 入 手 ， 讨 论 了 多 重 微分 子 流 
形 的 性 质 ， 同 样 被 认为 是 微分 不 变 
量 和 协 变 理论 的 英 基 人 之 一 ,之 后 ， 
意大利 数学 家 C，G。 里 奇 创立 绝 
对 微分 几何 理论 (1884—1894), 发 
展 了 张 量 分 析 方 法 ， 成 为 爱 因 斯 坦 
广义 相对 论 的 基石 。 广 义 相 对 论 也 
使 几何 在 物理 学 中 发 挥 了 重大 作 
用 ， 对 黎 曼 几何 学 的 发 展 产生 巨大 
影响 。 

1917 年 意大利 数学 家 列 维 一 
齐 维 塔 引进 向 量 的 平行 位 移 概 念 ， 
丰富 了 黎 曼 几何 的 内 容 。1918 年 德 
国 数学 家 外 尔 开 创 仿 射 联络 空间 的 
几何 ， 将 黎 曼 几何 作为 其 中 一 个 特 
例 加 以 研究 。 此 外 ，1922 年 美国 数 
学 家 艾 森 蛤 特 和 维 布 伦 , 1918 年 瑞 
士 数学 家 芬 斯 勒 分 别 研究 非 黎 曼 几 
何 , 得 到 各 自 的 结果 。20 一 30 年 代 
法 国 数学 家 下 。 嘉 当 开创 并 发 展 了 
外 微分 形式 与 活动 标 架 法 ， 建 立 起 
李 群 与 黎 曼 几何 之 间 的 联系 ， 也 为 
黎 曼 几何 的 发 展开 辟 了 道路 。 黎 曼 
几何 的 研究 已 从 局 部 发 展 到 整体 ， 
产生 了 许多 深刻 的 并 在 其 他 数学 分 
支 〈 如 偏 微分 方程 等 ) 和 现代 物理 
学 〈 如 规范 场 理论 等 ) 中 有 重要 作 
用 的 结果 。 

闵可夫 斯 基 空 间 (Minkowski 
space) 爱 因 斯 坦 狭 义 相 对 论 的 时 
空 模型 。20 tZ |t f ESCAS CD 
可 夫 斯 基 提 出 ， 一 般 来 说 ” 维 闵 可 


夫 斯 基 空 间 Re s ER R E 
E 的 一 个 变种 ,其 中 的 基本 几何 元 
素 是 点 和 向 量 ， 亦 有 直线 和 各 种 不 
同 维 数 的 平面 等 几何 图 形 。 狭 义 相 
对 论 中 采用 的 是 四 维 时 空 Rh. 

1899 年 荷兰 物理 学 家 、 数 学 家 
洛 伦 蒋 在 《运动 物体 中 光电 现象 的 
简明 理论 》 中 对 他 的 电动 力学 理论 
作 了 数学 上 的 处 理 ， 引 入 一 种 新 的 
坐标 变换 。1904 年 又 专门 为 此 发 表 
一 篇 论文 ,题目 就 是 《 洛 伦 获 变 
换 》。 第 二 年 爱 因 斯 坦 创 立 了 狭义 相 
对 论 ， 所 用 数学 工具 就 是 洛 伦 蒋 变 
换 。1907 年 闵可夫 斯 基 得 到 完美 表 
述 狭 义 相 对 论 的 数学 空 一 时 观 ， 
1908 年 在 德国 科隆 举行 的 科学 年 
会 上 以 《空间 和 时 间 》 为 题 进行 了 
演讲 ,宣告 闵可夫 斯 基 空 间 的 建立 。 
根据 闵可夫 斯 基 的 思想 ， 同 一 现象 
的 不 同 描述 能 用 极其 简单 的 数学 方 
式 表 出 ， 洛 伦 茨 变换 只 是 一 种 把 标 
准 正 交 基 变 到 另 一 组 标准 正 交 基 的 
线性 变换 。 他 通过 公式 ds! — cae — 
dz? — dg? — dz? Cc 为 光速 ) 对 狭义 相对 
论 给予 巧 妙 的 几何 学 意义 ， 因 此 这 
一 空间 被 人 们 称 为 “闵可夫 斯 基 世 
界 ”。 不 久 爱 因 斯 坦 以 此 为 基础 进 一 
步 研究 引力 场 理论 ,最 终于 1915 年 
创立 广义 相对 论 。 

广义 相对 论 (general theory 
of relativity) 爱 因 斯 坦 提 出 的 一 
种 引力 理论 。 它 将 引力 场 和 时 空 结 
构 联 系 起 来 ， 引 入 四 维 洛 伦 获 流 形 
作为 现实 时 空 的 模型 ， 其 目的 是 把 
引力 场 及 其 作用 加 以 几何 化 ， 因 此 
广义 相对 论 被 认为 是 引力 的 几何 理 
论 。 
广义 相对 论 应 用 的 数学 工具 有 
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荷兰 物理 学 家 、 数 学 家 洛 伦 获 提 出 
的 有 关 空 间 坐 标的 洛 伦 欧 变换 ， 德 
国 数学 家 闵 科 夫 斯 基于 1860 年 在 
《 数 的 几何 ) 中 引入 的 闵可夫 斯 基 空 
间 和 1907 年 在 《空间 和 时 间 》 中 弓 
入 的 数学 空 一 时 观 ， 意 大 利 数 学 家 
C。G。 里 奇 创 立 的 绝对 微分 几何 
和 里 奇 张 量 等 。 匈 牙 利 一 瑞士 数学 
家 格 罗斯 曼 是 爱 因 斯 坦 的 同学 ， 
1912 年 爱 因 斯 坦 在 创建 广义 相对 
论 时 过 到 数学 上 的 困难 ， 格 罗斯 曼 
将 上 述 数 学 成 果 介 绍 给 他 。1913 年 
两 人 合作 了 《广义 相对 论 和 引力 理 
论 纲 要 》, 其 中 物理 学 部 分 由 爱 因 斯 
坦 执 笔 ,数学 部 分 由 格 罗 斯 曼 执笔 。 
这 一 工作 为 广义 相对 论 的 建立 扫 清 
了 道路 。 

1915 年 爱 因 斯 坦 完成 广义 相 
对 论 的 创建 工作 ,并 于 1916 年 初 在 
(HEFE) 上 发 表 长 达 50 页 的 总 
结 性 论文 《广义 相对 论 基础 》 标志 
着 广义 相对 论 的 建立 。 其 基本 思想 
dà: 四 维 时 空 的 几何 结构 和 其 中 的 
物质 分 布 与 运动 是 互相 联系 的 ， 这 
种 联系 可 以 用 引力 场 方程 
RE g= 8xGT; 来 表示 , 这 里 Ri 
是 里 奇 张 量 , ER 是 数量 曲率 , G 是 引 
力 常数 ，7T; 是 表示 物质 分 布 和 运动 
的 能 量 动量 张 量 。 特 别 是 在 真空 区 
域 中 就 应 成 立 Tj 二 0。 广 义 相对 论 
提出 后 很 快 得 到 验证 ， 首 先 根据 计 
算 值 解释 水 星 近 日 点 的 进 动 与 实际 
观测 相符 合 ; 1919 年 英国 天 文学 家 
爱 丁 顿 等 人 通过 对 日 全 食 的 观察 又 
证 实 了 广义 相对 论 提出 的 引力 场所 
引起 的 光线 的 弯曲 ; 1924 年 亚当 斯 
通过 对 天 狼 星 伴星 的 观察 又 证 实 了 


广义 相对 论 提出 的 引力 移 ， 这 些 使 
广义 相对 论 的 地 位 得 以 巩固 。 广 义 
相对 论 近 年 的 发 展 受 整体 微分 几何 
的 影响 ， 同 时 它 也 促进 了 黎 曼 几何 
等 数学 分 支 的 发 展 。 

射影 微分 几何 学 (projective 
differential geometry ) 微分 几 
何 学 的 一 个 分 支 ， 从 属于 射影 变换 
群 ,其 思想 来 源 于 克 莱 因 1872 年 的 
著名 演说 “ 埃 朗 根 纲领 ”, 在 那里 将 
几何 学 归结 为 可 递 变换 群 的 几何 不 
变量 理论 加 以 分 类 。 研 究 的 对 象 主 
HEHA., WE. HANERE 
变换 群 下 的 不 变量 、 协 变 图 形 及 其 
性 质 。 19 世纪 末 法 国 数学 家 达 布 在 
《曲面 通论 教程 》(1887 一 1896) 和 
《 正 交 系 与 曲线 坐标 》(1898) 中 系 
统 介绍 了 近 百 年 来 曲线 和 曲面 微分 
几何 学 方面 的 成 就 ， 其 中 蕴含 了 射 
影 微分 几何 学 的 萌芽 。 同 代 的 数学 
家 阿尔 方 也 对 射影 微分 几何 作 过 系 
统 研究 。 1906 年 德国 一 美国 数学 家 
维尔 钦 斯 基 发 表 论著 《曲线 和 直 纹 
曲面 的 射影 微分 几何 》, 将 曲线 的 射 
影 微 分 几何 理论 推广 到 曲面 上 , 成 
为 现代 射影 微分 几何 的 创始 人 之 
一 。 其 后 意大利 数学 家 富 比 尼 用 一 
种 射影 不 变 的 方法 获得 “ 富 比 尼 规 
范 坐 标 ”, 详 尽 前 述 了 系统 研究 曲线 
和 曲面 的 过 程 。 他 与 捷克 数学 家 切 
赫 合 著 的 《射影 微分 几何 》(2 卷 ， 
1926, 1927) 与 《曲面 射影 微分 几 
何 引 论 》(1931) 已 成 为 该 学 科 的 经 
典 著作 。 

1937 年 法 国 数学 家 E， 嘉 当 
出 版 《射影 联络 空间 理论 教程 》, 创 
立新 的 活动 标 架 法 ， 重 新 建立 起 射 
影 曲面 论 ， 振 兴 了 微分 几何 学 。 他 
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引入 一 般 纤维 从 理论 ,构造 了 仿 射 、 
射影 及 保 形 的 广义 联络 空间 ， 他 的 
外 形 法 为 现代 高 维 射影 空间 共 轿 网 
理论 提供 了 依据 。 此 外 意大利 数学 
家 邦 皮 亚 尼 和 和 中国 数学 家 苏 步 青 都 
对 射影 微分 几何 做 过 系统 研究 工 
作 。 苏 步 青 从 20 世纪 30 年 代 末 开 
创 并 发 展 起 结构 式 射 影 微 分 几何， 
用 几何 作 图 法 建立 协 变 的 构图 和 不 
变量 ， 特 别 是 用 平面 曲线 在 某 种 奇 
异 点 的 不 变量 以 表达 其 他 几何 不 变 
量 ,是 一 项 具有 代表 性 的 显著 成 果 。 
有 关 著 作 有 《射影 曲线 概论 》 
(1954)、《 射 影 曲 面 概论 》(1964)、 
《射影 共 斩 网 概论 》(1978) 等 。 
仿 射 微分 几何 学 (affine dif- 
ferential geometry) ”微分 几何 学 
的 一 个 分 支 ,从 属于 仿 射 变换 群 。 内 
容 包 括 曲 线 和 曲面 在 仿 射 变换 群 下 
的 不 变量 、 协 变 图 形 及 其 性 质 。 兴 
起 于 20 世纪 20 年 代 初 ， 由 德国 数 
学 家 布 拉 施 克 等 人 创建 。 布 拉 施 克 
的 《微分 几何 讲义 》(1921 一 1945) 
第 2 卷 专 论 仿 射 微分 几何 ， 得 到 仿 
射 长 度 、 仿 射 曲率 、 仿 射 挠 率 、 仿 
射 主 法 线 、 仿 射 副 法 线 等 与 欧 几 里 
得 几何 同样 的 结果 ， 还 论述 了 仿 射 
极 小 曲面 ， 曲 线 、 曲 面 的 大 范围 性 
质 等 问题 ， 其 方法 同 射影 微分 几何 
的 富 比 尼 方 法 相 类 似 ， 分 别 使 用 了 
自然 方程 和 基本 微分 形式 ， 从 而 导 
出 空间 曲线 和 曲面 论 的 基本 定理 。 
其 基本 思想 源 于 克 菜 因 的 “ 埃 朗 根 
纲领 ”即将 几何 学 归结 为 可 逆 变 换 
群 的 几何 不 变量 理论 加 以 分 类 ， 而 
讨论 方法 则 依赖 于 高 斯 对 曲面 论 所 
采取 的 基本 形式 。 

20 年 代 末 期 , 仿 射 微分 几何 学 


的 研究 主要 集中 在 仿 射 曲面 论 的 几 
何 结构 、 仿 射 钴 曲面 与 仿 射 旋转 曲 
面 论 的 引进 、 仿 射 曲面 论 和 射影 曲 
面 论 间 的 若干 关系 等 方面 ， 使 这 门 
学 科 趋 于 完善 。 较 早 的 专著 有 萨 尔 
科 夫 斯 基 (E. Salkowski) 的 《 仿 射 
微分 几何 》(1934) 。 到 60 年 代 苏 联 
父子 数学 家 希 罗 科 夫 (llapokos) 出 
版 专著 《 仿 射 微分 几何 学 》(1962)， 
汇总 了 这 几 十 年 的 研究 成 果 ， 并 附 
有 详细 的 文献 表 。 中 国 数学 家 苏 步 
青 从 20 年 代 后 期 从 事 仿 射 微分 几 
何 学 研究 ， 发 现 了 仿 射 铸 面 、 仿 射 
旋转 面 和 某 些 特殊 族 的 曲面 ， 并 发 
展 了 仿 射 曲面 论 , 70 年 代 又 在 计算 
几何 中 创造 了 仿 射 不 变量 理论 ， 并 
应 用 于 造船 工业 中 的 船体 数学 放 
TÉ. 收 到 显著 效果 。1982 年 出 版 专 
著 《 仿 射 微分 几何 》, 较 完整 地 论述 
了 这 一 学 科 的 全 貌 ， 其 中 关于 仿 射 
曲面 论 的 几何 结构 、 仿 射 旋 转 面 论 
及 其 在 高 维 仿 射 空间 的 拓 广 和 规范 
直线 成 为 仿 射 法 线 的 曲面 族 的 研究 
成 果 颇具 特色 。 

积分 几何 学 Cintegral geo- 
metry) ”通过 各 种 积分 考察 图 形 
性 质 的 一 门 学 科 ， 本 质 上 属于 整体 
微分 几何 范畴 。 它 起 源 于 几何 概率 
的 研究 ， 其 发 展 也 始终 和 几何 概率 
相 联 系 着 。 积 分 几何 的 研究 从 欧 氏 
平面 和 三 维 空间 开始 ， 逐 步 拓 广 到 
高 维 欧 氏 和 非 殉 空间 ， 然 后 概括 到 
满足 一 定 条 件 的 齐 性 空间 。 一 般 认 
为 最 早 的 几何 概率 问题 是 18 世纪 
法 国 自然 科学 家 比 丰 提 出 并 解决 的 
投 针 间 题 。 他 于 1777 年 出 版 《能 辩 
是 非 的 算术 试验 》 一 书 ， 其 中 主要 
研究 几何 概率 ， 提 出 并 解决 了 将 圆 
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形 薄片 、 正 方形 薄片 和 针 形 物品 投 
在 平面 域 上 与 边界 相交 的 概率 计算 
问题 。 最 著名 的 是 “ 比 丰 投 针 间 
题 ”〈 见 比 丰 投 针 间 题 )。 此 后 拉 普 
拉 斯 、 巴 比 埃 等 法 国 数学 家 对 这 类 
问题 都 有 论述 。1868 年 英国 数学 家 
克 罗 夫 顿 专文 论述 几何 概率 问题 ， 
1885 年 在 为 不 列 颠 百科 全 书 第 9 
版 撰写 “概率 ”条 目 时 又 重新 闻 发 
他 的 观点 。 他 称 这 种 概率 为 “区 域 
概率 ”， 给 出 求解 的 “ 克 罗 夫 顿 公 
A”, 得 到 一 系列 积分 公式 , 其 特点 
是 概括 性 高 而 推导 简洁 ， 至 今 仍 是 
积分 几何 中 很 基本 的 公式 。 

1899 年 法 国 数学 家 J*L.。F 
贝 特 朗 出 版 《概率 计算 》 一 书 ， 提 
出 有 名 的 “ 贝 特 朗 悖 论 ", 即 对 于 同 
一 个 几何 概率 问题 ， 对 有 关 测度 的 
不 同 要 求 会 导致 互相 蔬 盾 的 解答 。 
后 来 庞 加 莱 指 出 ， 只 须要 求 所 采用 
的 测度 在 一 定 变换 群 下 不 变 ， 那 样 
的 矛盾 就 不 会 出 现 。 从 此 ， 几 何 概 
率 同 变换 群 相 结合 ， 形 成 积分 几何 
的 理论 基础 ， 成 果 日 渐 丰 富 。1935 
年 德国 数学 家 布 拉 施 克 创 用 “积分 
几何 学 ”这 个 术语 ， 并 与 其 他 合作 
者 在 这 个 总 标题 下 发 表 一 系列 论文 
(1935 一 1955)， 得 到 “积分 几何 的 
重要 公式 ”等 许多 成 果 ， 使 积分 几 
何 开 始 作 为 几何 学 的 一 个 分 支 获 得 
系统 而 深刻 的 发 展 。 

积分 几何 建立 以 后 立即 得 到 推 
广 ， 布 拉 施 克 给 出 n 维 欧 氏 空间 及 
球 空间 中 ER 维 平面 的 位 置 密度 。 陈 
省 身 于 1940 一 1966 年 将 积分 几何 
的 主要 公式 推广 到 有 维 欧 氏 空间 。 
他 与 法 国 数学 家 韦 伊 建立 齐 性 空间 
积分 几何 的 理论 , 得 到 E. 里 紧 致 流 


形 的 一 般 运 动 公式 等 结果 。 布 拉 施 
克 最 早 的 合作 者 之 一 是 桑 塔 洛 ， 他 
在 1935 年 就 利用 庞 加 莱 公 式 得 到 
等 周 问 题 的 一 个 解答 ， 后 长 期 致力 
于 积分 几何 研究 ， 成 果 累 累 。 他 把 
欧 氏 平面 的 各 种 结果 推广 到 二 维 常 
曲率 空间 ,导出 类 似 的 公式 (1942 一 
1943) ,并 借 此 解决 该 空间 的 等 周 问 
题 。1952 年 又 仿照 陈省身 的 方法 进 
一 步 推出 维 常 曲率 空间 公式 ， 还 
研究 了 仿 射 空间 、 射 影 空间 及 埃 尔 
米 特 空间 的 积分 几何 学 ， 他 所 著 的 
《积分 几何 与 几何 概率 》 是 积分 几何 
的 经 典 著 作 。 中 国 较 早 从 事 积 分 几 
何 研 究 的 还 有 吴 大 任 等 人 ， 慕 得 三 
维 椭圆 空间 的 一 些 积分 几何 成 果 ， 
还 证 明了 关于 Bs 和 E. Eg A SEGRE 
积分 的 一 系列 不 等 式 。 随 着 电子 计 
算 机 的 发 展 ， 积 分 几何 的 应 用 日 益 
广泛 ,已 出 现 了 “随机 几何 学 ”等 
新 学 科 ， 其 中 积分 几何 提供 了 理想 
的 工具 。 

代数 几何 学 (algebraic geome- 
try) ”现代 数学 的 一 个 分 支 。 其 名 
称 最 早 等 同 于 解 本 几何 和 射影 几 
何 ， 指 所 有 将 代数 方法 用 于 几何 研 
究 的 工作 , 19 世纪 后 半 叶 把 代数 不 
变量 和 双 有 理 变换 的 研究 称 为 代数 
几何 ， 而 现在 的 定义 是 : 关于 高 维 
空间 中 由 若干 个 代数 方程 所 确定 的 
点 集 和 从 这 些 点 集 通 过 一 定 的 构造 
方式 导出 的 对 象 即 代数 和 能 的 数学 ， 
从 观点 上 说 它 是 多 变量 代数 函数 域 
的 几何 理论 ， 也 与 从 一 般 复 流 形 来 
刻 划 代 数 戏 有 关 ， 进 而 它 通过 自 守 
函数 ， 不 定 方程 等 与 数论 深刻 地 结 
合 起 来 。 从 方法 上 说 ， 则 和 变换 环 
论 及 同调 代数 有 密切 的 联系 。 它 起 
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源 于 平面 中 代数 曲线 的 研究 ， 主 要 
是 19 世纪 上 半 叶 关于 三 次 或 更 高 
次 的 平面 曲线 的 研究 。 挪 威 数学 家 
阿 贝 尔 于 1827 一 1829 年 发 现 椭圆 
函数 的 双 周 期 性 ， 从 而 芮 定 了 椭圆 
曲线 的 理论 基础 。 德 国 数学 家 雅 可 
比 于 1827—1835 年 研究 椭圆 函数 ， 
AE ARES IURE. FERES 
函数 论 应 用 于 数论 研究 ， 得 到 同 余 
式 和 型 的 理论 中 的 一 些 结果 ， 成 为 
今天 代数 几何 中 许多 重要 概念 的 基 
础 .法 国 几 何 学 家 沙 勒 于 1837 年 开 
始 用 低 次 曲线 族 来 构造 代数 曲线 。 
英国 数学 家 布尔 于 1841 年 开始 代 
数 不 变量 的 研究 。 其 后 凯 莱 改进 了 
”次 齐 次 函数 不 变量 的 计算 方法 ， 
首创 代数 不 变 式 符号 ， 将 代数 形式 
给 予 几 何 解 释 ， 然 后 再 用 代数 观点 
去 研究 几何 。 西 尔 威 斯 特 系统 地 把 
线性 微分 算 子 用 于 生成 不 变量 和 共 
变量 ， 给 出 “不 变 式 ”术语 和 零 化 
子 名 称 及 其 相关 理论 。 此 外 德国 的 
MEERE, WER BERRA 
尔 伯 特 等 人 对 代数 不 变量 理论 都 有 
创建 ， 这 一 切 构成 代数 几何 学 的 初 
期 内 容 。 

1857 年 黎 曼 引入 并 发 展 了 代 
数 函数 论 ， 从 而 使 代数 曲线 的 研究 
获得 一 个 关键 性 的 突破 。 他 将 能 够 
互相 双 有 理 变 换 的 曲线 汇集 为 一 个 
族 ， 用 双 有 理 变换 代替 射影 变换 作 
为 研究 的 基础 ， 把 函数 定义 在 复数 
平面 的 某 种 多 层 复 迭 平面 上 ， 从 而 
引入 黎 曼 曲面 概念 。 他 引入 亏 格 概 
念 ， 以 此 刻 划 代 数 曲 线 的 数值 不 变 
E., 成 为 代数 几何 历史 上 第 一 个 绝 
对 不 变量 ， 即 不 依赖 于 代数 能 在 空 
间 中 嵌入 的 不 变量 。 他 还 首次 考虑 


了 却 格 相同 的 所 有 黎 曼 曲 面 的 双 有 
理 等 价 类 的 参量 艇 问题 ， 并 运用 解 
析 方 法 证 明了 “ 黎 曼 不 等 式 ”。 另 一 
德国 数学 家 M。 诺 特 用 几何 方法 获 
得 了 代数 曲线 的 许多 深刻 性 质 ， 他 
研究 了 属于 双 有 理 变换 的 代数 复 的 
不 变性 质 ， 建 立 了 关于 二 次 变换 的 
若干 定理 ， 证 明了 任意 平面 代数 曲 
线 都 能 双 有 理 地 变换 为 除了 二 次 结 
点 外 没有 其 他 奇 点 的 曲线 ， 从 而 巩 
固 了 黎 曼 的 基础 。 另 一 方面 ， 克 莱 
布什 与 哥 尔 丹 合 作 于 1866 年 出 版 
《 阿 员 和 尔 函 数论 》， 被 称 为 是 黎 曼 代 
数 函 数理 论 到 纯粹 代数 几何 理论 之 
间 的 阶梯 ， 也 使 他 们 成 为 现代 代数 
(不 变量 理论 ) 和 现代 几何 〈 代 数 几 
何 ) 的 创始 人 。19 世纪 未 意大利 数 
学 家 继承 了 M ' 诺 特 的 传统 ， 在 代 
数 曲 面 论 方面 发 展 了 代数 几何 的 方 
法 ， 如 卡 斯 泰 尔 诺 沃 建立 有 关 曲 面 
和 曲线 交换 的 克 罗 内 克 一 卡 斯 泰 尔 
诺 定 理 (1937 RE), 恩 里 夫 斯 的 代 
数 曲面 论 研究 (1949 发 表 ), ESSE 
完善 了 代数 曲面 上 的 双 有 理 不 变量 
理论 ， 并 推广 到 任意 维 的 代数 艇 上 
去 。 同 时 法 国 数学 家 亦 有 许多 成 果 。 
EMEF 1901 年 开创 有 理 数 域 上 
的 代数 几何 学 , 皮卡 于 1897 一 1906 
年 发 表 二 元 代数 函数 论 专著 ， 开 创 
两 个 变量 的 代数 函数 论 。 后 莱 夫 谢 
茨 于 1924 年 出 版 《位 置 几 何 与 代数 
几何 》 深入 研究 了 复 代 数 曲 面 理 
论 。 这 些 工作 有 的 不 太 严密 ， 但 非 
常 富有 启发 性 ， 特 别 是 代数 曲面 的 
分 类 理论 被 认为 是 代数 几何 中 最 漂 
亮 的 理论 之 一 。 

非常 严密 且 形 式 上 一 般 化 的 代 
数 曲 线 理论 由 德国 数学 家 用 纯 代数 
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方法 或 算术 方法 进行 研究 。 1882 年 
戴 德 金 和 韦伯 在 《 单 变量 代数 函数 
论 》 论 文中 把 单 变量 代数 函数 和 数 
论 平行 地 进行 研究 。 享 泽 尔 于 1902 
年 完善 了 这 一 方法 。E。，。 诺 特 将 拉 
斯 科 和 麦 考 利 的 形式 多 项 式 理想 的 
研究 抽象 化 ， 在 她 的 影响 下 ， Fe 
K。 施 密 特 等 人 建立 抽象 域 上 的 算 
术 代 数 几 何 。 范 德 瓦 尔 登 应 用 抽象 
理想 论 引 进 交换 代数 方法 奠定 代数 
几何 的 新 基础 (1939) ,在 此 基础 上 ， 
法 国 数学 家 于 1946 年 将 几何 思想 
引进 抽象 代数 理论 中 ， 利 用 抽象 代 
数 方法 建立 了 抽象 域 上 的 代数 几何 
理论 ， 把 单 变量 代数 函数 理论 的 算 
术 化 推广 到 多 变量 情形 ， 从 而 开辟 
一 个 新 方向 。 此 外 ， 苏 联 一 美国 数 
学 家 扎 里 斯 基 将 广义 赋值 论 应 用 于 
代数 几何 ,特别 是 双 有 理 变换 上 , 阐 
明了 双 有 理 对 应 的 性 质 ， 从 这 方面 
葛 定 了 代数 几何 的 基础 。 

借助 分 析 方 法 研究 代数 几何 也 
取得 很 大 进展 。50 年 代 比 利 时 数学 
家 德 拉 姆 证 明了 用 拓扑 方式 引进 的 
同调 和 微分 形式 的 上 同调 之 间 的 对 
偶 原理 ， 建 立 解析 上 同调 理论 。 英 
国 数学 家 霍 奇 发 展 了 调 合 积分 论 。 
日 本 数学 家 小 平 邦 彦 推 广 了 黎 曼 一 
罗 赫 定理 ， 利 用 调和 积分 论 将 这 一 
定理 由 曲线 推广 到 曲面 。60 年 代 美 
国 数学 家 芒 柱 德 创立 几何 不 变 式 理 
论 , 由 此 掀起 研究 不 变 式 的 热潮 。 他 
还 证 明了 代数 曲面 与 代数 曲线 和 高 
维 代数 簇 的 不 同 之 处 ， 对 代数 曲面 
的 分 类 和 性 质 做 了 详尽 阐述 。 代 数 
几何 与 数论 、 解 析 几 何 、 微 分 几何 、 
交换 代数 、 代数 群 、K 理论 、 拓扑 学 
等 许多 学 科 有 广泛 的 联系 ， 它 的 发 


展 与 这 些 学 科 的 发 展 起 着 相互 促进 
的 作用 。 近 年 来 它 还 应 用 于 控制 论 
和 现代 粒子 物理 中 的 超 弦 理 论 等 学 
科 ， 对 现代 科学 的 发 展 起 了 重要 作 
用 。 
拓扑 学 (topology) 研究 几何 
图 形 在 一 对 一 的 双方 连续 变换 下 保 
持 不 变性 质 的 一 门 数学 分 支 。 这 种 
性 质 称 为 拓扑 性 质 。 最 初 属于 几何 
学 ， 叫 做 “位 置 分 析 ” 或 “形势 分 
fr". 1847 年 德国 数学 家 利 斯 廷 改 
称 为 “拓扑 学 ”， 瞳 指 和 地 形 、 地势 
相 类 似 的 学 科 。 现 在 已 发 展 成 为 研 
究 连 续 性 现象 的 数学 分 支 ， 常 指 与 
拓扑 有 关 的 研究 领域 . 19 世纪 未 已 
出 现 点 集 拓扑 学 与 组 合 拓扑 学 两 个 
方向 ， 前 者 把 几何 图 形 看 作 是 点 的 
集合 ， 又 常 把 这 个 集合 看 作 是 一 个 
空间 ,后 来 演化 成 为 一 般 拓 扑 学 。 后 
者 把 几何 图 形 看 作 是 由 较 小 的 部 分 
组 成 的 ， 研 究 这 些 部 分 的 性 质 ， 后 
来 发 展 成 为 代数 拓扑 学 。 在 历史 上 
组 合 拓扑 学 的 研究 要 先 于 点 集 拓 扑 
学 。 

1679 年 菜 布 尼 蒋 发 表 《 几 何 特 
性 》 一 文 ， 试 图 阐述 几何 图 形 的 基 
本 几何 性 质 ， 采 用 特别 的 符号 来 表 
示 它 们 ， 并 对 它们 进行 运算 来 产生 
新 的 性 质 。 他 把 他 的 研究 叫 作 位 置 
分 析 或 位 置 几何 学 ， 并 另外 宣称 应 
建立 一 门 能 直接 表示 位 置 的 真正 几 
何 的 学 问 ,这 是 组 合 拓扑 学 的 先 声 。 

1736 年 欧 拉 解决 了 著名 的 柯 
尼斯 堡 七 桥 问 题 〈 见 柯 足 斯 堡 七 桥 
问题 )。 这 原来 是 一 个 智力 游戏 题 ， 
问 能 否 在 散步 中 连续 地 经 过 七 座 桥 
且 每 座 桥 只 走 一 次 。 欧 拉 解 决 问题 
的 方式 却 具 有 拓扑 意义 。 他 简化 了 
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这 一 问题 的 表示 法 ,用 点 代表 陆地 ， 
用 线段 或 弧 代 表 桥 ,将 问题 改变 成 ， 
能 否 一 笔画 出 这 个 图 。 欧 拉 证 明了 
这 一 图 形 是 不 能 画 出 的 ， 并 作 了 推 
广 , 给 出 任何 一 组 给 定 的 点 和 线 
GIO 能 否 一 笔画 出 的 判别 法 则 , 成 
为 组 合 拓扑 学 的 先 声 。1750 年 欧 拉 
又 得 到 了 以 他 名 字 命名 的 凸 多 面体 
EH, TC URBC EC 2, 第 
二 年 给 出 一 种 简单 的 归纳 证 明 ， 
1752 年 发 表 出 来 。 后 人 发 现 笛 卡 儿 
约 在 1635 年 就 已 在 手稿 中 表述 过 
这 一 公式 ,但 他 的 结果 直到 1860 年 
才 被 整理 发 表 出 来 。 欧 拉 多 面体 定 
理 表 述 了 几何 图 形 的 一 个 基本 组 合 
性 质 ， 其 目的 是 利用 这 一 关系 将 多 
面体 进行 分 类 ,这 类 问题 成 为 19 世 
纪 后 半 叶 拓扑 学 研究 的 主要 问题 。 
长 期 以 来 讲述 欧 拉 定理 的 证 明 一 般 
采用 柯 西 1811 年 给 出 方法 ,去 掉 一 
个 面 的 内 部 ， 将 剩 下 的 图 形 铺 在 一 
个 平面 上 ,把 图 形制 分 为 三 角形 , 然 


后 在 一 个 个 地 抹 掉 三 角形 时 计算 这 - 


个 数 的 改变 ， 得 到 所 需 的 结论 。 该 
证 明 假设 了 任 一 闭 的 凸 多 面体 同 胚 
于 球面 ， 有 不 足 之 处 。 只 因 其 简单 
”直观 而 被 广泛 引用 。 男 一 个 较 简单 
的 证 明 利 用 的 是 球 心 投影 法 ， 据 说 
是 法 国 数学 家 勒 让 德 最 先 给 出 的 。 
1833 年 高 斯 在 电动 力学 中 用 线 积 
分 定义 了 空间 中 两 条 封闭 曲线 的 环 
绕 数 ， 为 拓扑 学 研究 又 提供 了 一 个 
实例 。 

1851 年 以 后 黎 曼 在 复 变 函数 
的 研究 中 提出 了 黎 曼 曲面 的 几何 概 
念 ， 并 强调 要 研究 函数 和 积分 ， 就 
需要 位 置 分 析 学 的 定理 。 他 解决 了 
可 定向 闭 曲 面 的 同 胚 分 类 问题 ， 开 


始 了 拓扑 学 的 系统 研究 。1858 年 德 
国 数学 家 麦 比 乌 斯 和 利 斯 廷 各 自 独 
立 发 现 了 单 侧 曲面 ， 即 将 一 长 纸 条 
的 短 边 扭转 180"， 然 后 与 对 边 粘贴 
而 成 的 曲面 ， 后 人 称 之 为 麦 比 乌 斯 
带 。1852 年 英国 数学 教授 格 思 里 提 
出 地 图 着 色 的 四 色 问 题 , 1878 年 由 
数学 家 凯 莱 重新 提出 后 引起 广泛 注 
意 。1882 年 克 莱 因 引进 “ 克 莱 因 
TR" XX — HERE, 它 无 边 , 无 内 外 , 是 
亏 格 为 1 的 单 侧 曲面 。 这 些 工作 促 
进 了 拓扑 学 的 深入 探讨 。 

19 世纪 末 拓 扑 学 的 研究 分 为 
两 个 方向 ， 点 集 拓扑 学 和 组 合 拓扑 
学 。 点 集 拓扑 学 来 源 于 分 析 学 的 严 
密 化 。 德 国 数学 家 G“。 康 托 尔 从 19 
世纪 70 年代 系 统 展开 了 欧 氏 空间 
中 点 集 的 研究 ,得 到 许多 拓扑 概念 ， 
MRA FE. HA, PEE E 
通 性 等 。 在 这 种 思想 影响 下 ， 意 大 
利 数学 家 阿 斯 科 利 和 阿尔 泽 拉 将 点 
集 论 推广 到 函 数 集合 上 ， 把 函数 看 
成 空间 的 点 ,引起 泛 函 数 的 观念 ,并 
将 函数 集 看 成 一 种 几何 对 象 ， 讨 论 
其 中 的 极限 。 法 国 数学 家 弗 雷 吹 提 
出 抽象 空间 的 第 一 个 定义 ,建立 了 
紧 致 性 、 完 备 性 、 可 分 离 性 等 基本 
概念 。 德 国 数学 家 豪 斯 多 夫 提 出 一 
般 度 量 空间 和 拓扑 空间 的 集合 理 
论 ， 使 用 了 邻 域 概念 ， 其 著作 《点 
集 论 纲要 》(1913) 对 拓扑 学 的 发 展 
有 重要 意义 。20 年 代 后 波兰 数学 家 
谢 尔 品 斯 基 等 人 和 苏联 数学 家 亚 历 
山 德 罗 夫 等 人 对 拓扑 空间 的 基本 性 
质 做 了 系统 的 研究 。 30 年 代 后 由 法 
国 布尔 巴 基 学 派 作 了 补充 ， 使 一 般 
拓扑 学 趋 于 成 熟 。 

组 合 拓扑 学 的 葛 基 人 是 法 国 数 
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学 家 庞 加 莱 , 他 从 1894 年 开始 发 表 
一 系列 拓扑 方面 的 文章 ， 创 立 了 用 
前 分 研究 流 形 的 基本 方法 ， 引 入 许 
多 不 变量 ， 探 讨 三 维 流 形 的 拓扑 分 
类 问题 ， 提 出 著名 的 “ 庞 加 菜 猜 
想 ”, 其 思想 和 方法 被 后 继 者 沿用 到 
20 世纪 30 年 代 。1910 一 1912 年 荷 
兰 数学 家 布 劳 威 尔 提出 用 单纯 映射 
逼近 连续 映射 的 方法 ， 证 明了 不 同 
维 的 欧 氏 空间 不 同 胀 ， 引 进 了 同 维 
流 形 之 间 的 映射 的 度 以 研究 同 伦 分 
类 ， 并 开创 不 动 点 理论 ， 使 组 合 拓 
扑 学 达到 概念 精确 ， 论 证 严密 的 标 
WE. 1922 年 美国 数学 家 D， 伯 克 霍 
夫 和 饥 洛 格 共同 将 不 动 点 定理 推广 
到 无 穷 维 函数 空间 。1925 年 德国 数 
FRE: 诺 特 提议 把 组 合 拓扑 学 建 
立 在 群 论 的 基础 上 ,在 她 的 影响 下 ， 
H * EE 1928 年 定义 了 同调 群 ， 
从 此 组 合 拓扑 学 逐步 演变 成 利用 抽 
象 代 数 的 方法 研究 拓扑 问题 的 代数 
iE. XX Weide» XT 
1935 年 合 著 的 《拓扑 学 》 一 书 流 传 
很 广 。1945 年 美国 数学 家 艾 伦 伯 格 
与 斯 廷 罗 德 开始 以 公理 化 的 方式 总 
结 当时 的 同调 论 ，1952 年 合 著 成 
《代数 拓扑 基础 》， 对 代数 拓扑 学 的 
传播 、 应 用 和 进一步 发 展 起 了 推动 
作用 。1950 年 前 后 法 国 数学 家 塞 尔 
和 勒 雷 为 研究 纤维 从 的 同调 论 而 发 
展 起 谱 序列 这 个 代数 工具 ， 在 同 伦 
群 的 计算 上 取得 突破 ， 为 其 后 拓扑 
学 的 发 展开 辟 了 道路 。50 年 代 未 在 
代数 几何 和 微分 拓扑 学 的 影响 下 产 
ET KÆR, 解决 了 关于 流 形 的 一 
系列 拓扑 问题 ， 出 现 了 好 几 种 广义 
同调 论 ， 成 为 代数 拓扑 学 研究 的 新 
的 工具 。 
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除 一 般 拓 扑 学 和 代数 拓扑 学 莲 
勃发 展 外 , 50 年代 初 法 国 数学 家 托 
姆 对 高 维 流 形 的 分 类 理论 进行 深入 
研究 ，1953 年 创立 配 边 理论 〈 亦 称 
协 边 理论 ), 从 而 使 微分 拓扑 学 获得 
长 足 进展 .1956 年 美国 数学 家 米尔 
庄 发 现 七 维 球面 上 除了 通常 的 微分 
结构 外 ,还 有 不 同 寻 常 的 微分 结构 ， 
显示 出 拓扑 流 形 与 微分 流 形 等 的 巨 
大 差别 ， 从 此 微分 拓扑 学 被 公认 为 
一 个 独立 的 拓扑 学 分 支 。 

此 外 拓扑 学 与 其 他 学 科 的 结合 
产生 了 一 系列 新 学 科 。 如 大 范围 变 
分 法 、 规 范 场 理论 、 拓扑 度 理论 等 。 
拓扑 学 应 用 于 其 他 学 科 更 是 取得 大 
量 成 果 。 近 几 十 年 来 ， 拓 扑 学 在 经 
济 学 、 物 理学 、 化 学 、 生 物 学 也 有 
直接 和 间接 应 用 , 它 与 各 数学 领域 ， 
各 科学 领域 之 间 的 边缘 性 研究 方 兴 
未 艾 。 

一 般 拓 扑 学 (general topol- 
ogy) 亦 称 点 集 拓扑 学 ,拓扑 学 的 
一 个 分 支 ， 主要 研究 拓扑 空间 的 自 
身 结构 及 其 间 的 连续 映射 的 学 科 。 
起 源 于 数学 分 析 基 础 的 严密 化 。19 
世纪 70 年 代 由 德国 数学 家 G，。 康 
托 尔 系统 开始 了 欧 氏 空间 中 的 点 集 
研究 ,得 到 极限 点 、 开 集 与 闭 集 、 称 
密 性 、 连 通 性 等 后 来 应 用 于 拓扑 的 
概念 。 在 这 种 思想 指导 下 ， 意 大 利 
数学 家 阿 斯 科 利 于 1883 年 ,阿尔 泽 
拉 于 1889 年 把 点 集 论 推广 到 函数 
集合 上 。 1897 年 法 国 数学 家 阿达 马 
又 提出 将 曲线 看 成 一 个 集合 的 点 。 
这 些 都 引起 泛 函 的 观念 。 1906 年 法 
国 数学 家 弗 雷 歇 引进 泛 函 的 一 般 概 
念 ,利用 G ' 康 托 尔 的 集合 论 思 想 ， 
对 函数 空间 概念 加 以 一 般 化 ， 引 进 
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一 类 函数 空间 , 建立 导 集 、 闭 集 、 完 
全 集 、 紧 集 、 列 紧 集 等 一 系列 概念 ， 
葛 定 了 抽象 空间 的 理论 基础 。 进 一 
步 建立 了 度量 空间 、 紧 致 性 、 完 备 
性 、 可 分 离 性 等 抽象 空间 拓扑 理论 
的 重要 概念 。1914 年 德国 数学 家 豪 
斯 多 夫 提 出 一 般 度量 空间 和 拓扑 空 
间 的 集合 理论 ， 引 入 一 套 公 理 建立 
起 被 称 为 豪 斯 多 夫 空间 的 一 种 拓扑 
空间 。r 弗 雷 歌 和 豪 斯 多 夫 被 认为 是 
一 般 拓扑 学 的 创始 人 。 

1915 年 波兰 数学 家 谢 尔 品 斯 
基 、 亚 尼 谢 夫 斯 基 、 马 祖 尔 克 维 奇 
等 人 一 起 组 织 数学 讨论 班 ， 集 中 研 
究 拓扑 学 和 集合 论 ， 得 到 几何 结构 
中 的 “ 谢 尔 品 斯 基 曲 线 ”, 亚 尼 谢 夫 
斯 基 定 理 、 欧 氏 平面 的 拓扑 结构 等 
一 系列 重要 结果 。1920 年 共同 创办 
《数学 基础 》 杂 志 , 在 上 面 继 续 发 表 
研究 结果 。1922 年 库 拉 托 夫 斯 基 给 
出 拓扑 空间 的 一 般 定义 ， 后 苏联 数 
学 家 乌 雷 松 创立 维 数论 ， 深 化 了 一 
般 拓扑 学 的 研究 。 e Ce EAU 
罗 夫 与 乌 雷 松 共 同 创建 并 发 展 了 紧 
与 列 紧 空间 理论 ， 建 立 了 本 质 映射 
定理 和 同调 维 数论 ， 并 由 此 导出 一 
系列 对 偶 性 原理 的 基本 规律 。 亚 历 
山 德 罗 夫 与 德国 数学 家 霍 普 夫 合 著 
的 《拓扑 学 》(1935) 一 书 流传 很 广 。 

30 年 代 以 后 法 国 布尔 巴 基 学 
派 的 成 员 提 出 数学 的 拓扑 结构 问 
题 ， 并 为 此 写 了 《数学 原理 》 中 
《一 般 拓 扑 学 》2 册 ， 补充 了 一 致 性 
空间 ， 仿 紧 性 等 理论 ， 使 一 般 拓 扑 
学 趋 于 成 熟 。 其 中 的 紧 拓 扑 空间 和 
完备 度量 空间 理论 对 数学 发 展 产生 
较 大 影响 。50 年 代 以 来 一 般 拓 扑 学 
发 展 起 许多 新 分 支 ;: 由 皮 亚 诺 曲 线 


的 研究 引起 维 数 的 研究 有 了 较 大 发 
展 ; 由 连续 统 假设 独立 性 的 证 明 引 
起 集 论 拓扑 学 的 兴起 ， 由 模糊 集 论 
的 提出 形成 不 分 明 拓扑 学 (模糊 拓 
扑 学 ) 的 研究 等 等 ， 此 外 ， 型 论 研 
究 和 无 限 维 流 形 理 论 亦 很 活跃 。 一 
般 拓 扑 学 在 与 其 他 分 支 相互 作用 中 
不 断 发 展 。 

拓扑 空间 (topological space? 

欧 几 里 得 空间 的 一 种 推广 ， 给 定 
任意 一 个 集 ， 在 它 的 每 一 个 点 赋予 
一 种 确定 的 邻 域 结 构 便 构成 一 个 拓 
扑 空间 ,拓扑 空间 是 一 种 抽象 空间 ， 
这 种 抽象 空间 最 早 由 法 国 数学 家 弗 
ERF 1906 年 开始 研究 。1913 年 
他 考虑 用 邻 域 定义 空间 ,1914 年 德 
国 数学 家 豪 斯 多 夫 给 出 正式 定义 。 
豪 斯 多 夫 把 拓扑 空间 定义 为 一 个 集 
合 ， 并 使 用 了 “ 邻 域 ”概念 ， 根 据 
这 一 概念 建立 了 抽象 空间 的 完整 理 
论 ， 后 人 称 他 建立 的 这 种 拓扑 空间 
为 豪 斯 多 夫 空间 ( 即 现在 的 Ts 拓扑 
空间 )。 同时 期 的 匈牙利 数学 家 E - 
里 斯 还 从 导 集 出 发 定义 了 拓扑 空 
[B], 20 年 代 苏联 莫斯科 学 派 的 数学 
AIC 亚 里 山 德 罗 夫 与 乌 雷 松 
等 人 对 紧 与 列 紧 空 间 理论 进行 了 系 
统 研究 ， 并 在 距离 化 问题 上 有 重要 
贡献 。1930 年 该 学 派 的 吉 洪 诺 夫 证 
明了 紧 空 间 的 积 空间 的 紧 性 ， 他 还 
引进 了 拓扑 空间 的 无 穷 乘积 Cri 
诺 夫 乘积 ) 和 完全 正规 空间 Ch 
诺 夫 空间 ) 的 概念 。 

20 世纪 30 年 代 后 法 国 数学 家 
又 在 拓扑 空间 方面 作出 新 贡献 。 
1937 年 布尔 巴 基 学 派 的 主要 成 员 


.H， 嘉 当 引 入 “ 滤 子 ”、“ 超 滤 ” 等 重 


要 概念 ,使 得 “收敛 ”的 更 本 质 的 
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属性 显示 出 来 。 韦 伊 提出 一 致 性 结 
构 的 概念 ， 推 广 了 上 距离 空间 ， 还 于 
1940 年 出 版 了 《拓扑 群 的 积分 及 其 
应 用 》 一 书 。1944 年 迪 厄 多 内 引进 
双 紧 致 空间 ， 提 出 仿 紧 空间 是 紧 空 
间 的 一 种 推广 。1945 年 弗 雷 吹 又 提 
出 抽象 距 的 概念 ， 他 的 学 生 们 进行 
了 完整 的 研究 。 布尔 巴 基 学 派 的 
《一 般 拓 扑 学 》 亦 对 拓扑 空间 理论 进 
行 了 补充 和 总 结 。 
此 外 ， 美 国 数学 家 A - H t 斯 
通 研 究 了 前 分 空间 的 可 度量 性 ， 
1948 年 证 明了 度量 空间 是 仿 紧 的 
等 结果 。 捷 克 数 学 家 切 赫 建立 起 紧 
致 空间 的 包 络 理论 ， 为 一 般 拓扑 学 
提供 了 有 力 工 具 。 他 的 著作 《拓扑 
空间 论 》 于 1960 年 出 版 . 近 几 十 年 
来 拓扑 空间 理论 仍 在 继续 发 展 ， 不 
断 取得 新 的 成 果 。 
度量 空间 (metric space) 设 
和 是 一 个 集合 ,z 是 定义 在 XXX 上 
的 非 负 实 值 函数 , 使 得 对 任何 z, y, 
zEX 有 : (D4 (x, y) 一 0 的 充 要 条 
件 是 z=y; Qd (z, y) =d Q, £); 
Qa (z, z) xd (zy y) +d Cn z), 
则 称 是 一 个 度量 空间 。 它 是 欧 几 
里 得 空间 的 推广 ,被 称 为 最 基本 、 最 
重要 的 抽象 空间 。 起 源 于 德国 数学 
AG - 康 托 尔 创立 的 集合 论 ， 由 法 
国 数学 家 弗 雷 吹 于 1906 年 首先 给 
出 定义 的 。 弗 雷 歇 同时 给 出 其 他 抽 
象 空间 的 一 些 基本 概念 。1914 年 豪 
斯 多 夫 在 度量 空间 的 理论 方面 增添 
了 许多 成 果 ， 特 别 是 证 明了 每 一 个 
度量 空间 能 够 并 且 只 能 够 按 一 种 方 
式 扩展 成 一 个 完全 的 度量 空间 。 
1925 年 苏联 数学 家 乌 雷 松 在 去 世 
后 发 表 的 论文 中 证 明了 每 一 个 正规 


的 拓扑 空间 是 可 度量 的 ， 还 证 明了 
每 一 个 可 分 离 的 度量 空间 同 胚 于 希 
尔 伯 特 方 体 的 一 个 子 集 等 重要 结 
果 。 此 后 度量 空间 理论 随 着 拓扑 学 
的 发 展 而 相应 地 前 进 ， 其 中 拓扑 空 
间 的 度量 化 问题 是 一 个 较 重 要 的 问 
题 ，50 年 代 日 本 、 苏 联 和 美国 数学 
家 获得 一 系列 重要 结果 ， 得 到 拓扑 
空间 可 度量 化 的 充 要 条 件 。 

维 数 (dimension) 刻画 几何 
图 形 拓扑 性 质 的 一 种 数 .通俗 地 说 ， 
它 是 确定 整个 图 形 中 点 的 位 置 所 需 
要 的 坐标 〈 或 参数 ) 的 个 数 。 点 的 
维 数 设 为 0, 直线 、 平 面 和 日 常 所 指 
的 空间 的 维 数 依次 为 1, 2, 3。19 til 
纪 以 前 的 郊 何 学 仅 从 事 三 维 或 低 于 
三 维 图 形 的 研究 。19 世纪 以 来 高 维 
研究 兴起 ， 如 闵可夫 斯 基 空间 就 是 
3 维 欧 氏 空 间 加 上 时 间 变 量 的 4 维 
空间 。1878 年 德国 数学 家 G RHE 
尔 证 明了 一 条 线段 上 的 点 能 够 和 正 
方形 的 点 建立 一 一 对 应 , 1890 年 意 
大 利 数学 家 皮 亚 诺 根据 法 国 数学 家 
若 尔 当 的 曲线 定义 构造 出 能 填 满 一 
个 正方 形 的 曲线 ， 这 些 都 使 数学 家 
认真 考虑 维 数 的 定义 。 

1912 年 法 国 数学 家 庞 加 菜 给 
出 维 数 的 一 个 归纳 定义 : 一 个 连续 
统 叫 做 4 维 的 ， 如 果 它 能 分 成 两 部 
分 ， 其 公共 边界 是 由 -1 维 的 连续 
统 组 成 的 。 1913 年 荷兰 数学 家 布 劳 


' 威 尔 改 进 了 庞 加 荣 的 定义 ， 给 出 大 


归纳 维 数 定义 。 此 后 门 格 (1923) 和 
乌 雷 松 (1925) 得 到 另 一 种 小 归纳 
维 数 定 义 ， 并 定义 曲线 为 一 维 连 续 
统 。 连 续 统 是 闭 的 连通 集 ， 由 此 排 
除了 填 满 平面 域 或 空间 的 曲线 。 门 
格 的 《 维 数论 》(1928) 给 出 有 关 维 
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数 的 许多 基本 定理 。 此 外 捷克 数学 
家 切 赫 定 义 了 覆盖 维 数 ， 由 于 应 用 
了 法 国 数学 家 勒 贝 格 提 出 的 方法 ， 
因此 这 种 维 数 也 称 为 勒 贝 格 维 数 。 
苏联 数学 家 工 。C 亚 历 山 德 罗 夫 定 
义 了 同调 维 数 (1928 一 1929), 建立 
起 同调 维 数论 。 以 后 波兰 数学 家 胡 
雷 维 奇 对 维 数理 论 作出 较 大 贡献 ， 
他 与 沃 尔 曼 合 著 的 《 维 数论 》 
(1941) 是 维 数理 论 的 经 典 著 作 。 近 
年 来 无 限 维 空间 的 维 数论 得 到 重 
视 , 已 开始 成 为 维 数 论 的 中 心 课 题 。 
代数 拓扑 学 Calgebraic topolo- 
gy) 拓扑 学 的 一 个 分 支 ， 主 要 依 
赖 代数 工具 来 解决 拓扑 问题 的 学 
科 。 起 源 于 组 合 拓扑 学 ， 由 法 国 数 
学 家 庞 加 莱 葛 基 。 庞 加 莱 由 复 函 数 
的 单 值 化 和 微分 方程 决定 的 曲线 的 
研究 中 引出 拓扑 学 问题 , 于 1895— 
1904 年 间 创 用 前 分 研究 流 形 的 方 
法 , 引进 基本 群 、 辐 调 、 贝蒂 数 、 乒 
系数 等 许多 不 变量 ， 并 提出 具体 计 
算 的 方法 。1910 一 1912 年 荷兰 数学 
家 布 劳 威 尔 提 出 了 用 单纯 映射 逼近 
连续 映射 的 方法 ,证 明了 不 同 维 的 
欧 氏 空间 不 同 胚 ， 引 进 了 同 维 流 形 
之 间 的 映射 的 度 以 研究 同 伦 分 类 ， 
开创 不 动 点 理论 。1915 年 美国 数学 
KIW. 亚历山大 证 明了 贝蒂 数 
与 挠 系数 的 拓扑 不 变性 ， 发 展 了 同 
调 论 ,推广 了 庞 加 莱 的 对 偶 定理 。 至 


此 代数 拓扑 学 的 两 大 支柱 同调 论 和 - 


同 伦 论 已 初 具 规 模 ， 成 为 该 学 科 的 
主要 工具 。 

1925 年 德国 女 数学 家 E。 B 
特 提 议 将 组 合 拓扑 学 建立 在 群 论 的 
基础 上 , 1928 年 德国 数学 家 H， 霍 
普 夫 定义 了 同调 群 ， 使 组 合 拓扑 学 


逐步 演变 成 利用 抽象 代数 的 方法 研 
究 拓 扑 问题 的 代数 拓扑 学 。20 一 30 
年 代 苏联 数学 家 IC 亚 历 山 德 
罗 夫 与 庞 特 里 亚 金 等 人 在 对 偶 原理 
等 方面 取得 大 量 成 果 ， 更 新 了 代数 
拓扑 学 的 内 容 。1935 一 1936 年 波兰 
数学 家 胡 雷 维 奇 引进 拓扑 空间 的 * 
维 同 伦 群 ， 建 立 群 的 同 伦理 论 。 同 
年 美国 数学 家 惠 特 尼 给 出 微分 流 形 
的 一 般 定义 ，1937 年 又 证 明了 微分 
流 形 的 嵌入 定理 ， 正 式 创 立 微 分 拓 
扑 学 .为 研究 微分 流 形 上 的 向 量 场 ， 
提出 纤维 从 概念 ， 从 而 使 许多 几何 
问题 都 与 同调 〈 示 性 类 ) 和 同 伦 问 
题 联 系 起 来 。1945 年 美国 数学 家 艾 
伦 伯 格 与 斯 廷 罗 德 倡导 用 公理 法 来 
引进 同调 群 ，1952 年 写成 《代数 拓 
扑 学 基础 》, 其 中 把 代数 拓扑 学 的 基 
本 精神 概括 为 :把 拓扑 间 题 转化 为 
代数 问题 ， 通 过 计算 来 求解 。 斯 廷 
罗 德 还 发 现 一 类 上 同调 运算 ， 使 代 
数 拓 扑 学 有 重大 变革 , 并 于 1951 年 
出 版 了 《纤维 丛 的 拓扑 》 一 书 。1945 
年 法 国 数学 家 勒 雷 建立 了 谱 序 列 的 
理论 ， 并 用 谱 序列 对 纤维 空间 的 辐 
调 计 算得 到 深刻 结果 。1949 一 1954 
年 法 国 数学 家 赛 尔 发 现 了 纤维 从 理 
论 ， 得 出 一 般 纤维 空间 概念 。 他 利 
用 谱 序列 等 工具 解决 了 纤维 、 底 空 
间 、 全 空间 的 同调 关系 问题 ， 并 引 
进 局 部 化 方法 把 求 同 伦 群 的 问题 加 
以 分 解 ， 得 出 一 系列 重要 结果 。 
50 年 代 末 由 于 代数 几何 各 微 
分 拓扑 的 影响 产生 了 理论 , 并 出 
现 好 几 种 广义 同调 论 ， 成 为 代数 拓 
扑 学 的 有 力 工具 , 英国 数学 家 J 下 
* 亚当 斯 等 人 于 60 年 代 初 在 解决 了 
标 架 场 等 问题 上 取得 成 功 . 70 年代 
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后 ,代数 拓扑 学 中 的 广义 同调 论 、 变 
换 群 作用 下 的 共 变 同调 与 同 伦 论 、 
有 理 同 伦 论 等 方面 都 有 进展 ， 在 其 
他 学 科 中 的 应 用 也 日 趋 广泛 和 深 
入 ， 显 示 出 了 强大 的 生命 力 。 _ 
同调 论 (homology theory) 

代数 拓扑 学 中 研究 与 同调 概念 有 关 
的 课题 ， 是 代数 拓扑 学 的 一 个 主要 
组 成 部 分 。 同 调 概念 建立 在 定向 图 
形 之 间 的 边缘 关系 上 。1870 年 意 大 
利 数学 家 忠 蒂 对 任意 7 维 流 形 都 定 
XT r ERE Orn). 1895 年 
法 国 数学 家 庞 加 莱 对 同调 概念 做 一 
般 的 讨论 ， 引 进 单纯 复 形 和 闭 链 等 
概念 ， 并 定义 了 同调 群 ， 成 为 最 早 
在 拓扑 学 中 引入 代数 或 组 合 方法 的 
数学 家 。1915 年 美国 数学 家 J。 
W。 山 历 山大 证 明了 多 面体 的 同调 
群 的 拓扑 不 变性 ， 推 出 贝蒂 数 与 挠 
系数 的 拓扑 不 变性 ， 使 同调 论 得 到 
重视 ， 获 得 较 大 发 展 。1927 年 奥 地 
利 数 学 家 菲 托 里 斯 定义 了 复 形 的 同 
调 群 。1928 年 苏联 数学 家 IT C 
亚 历 山 德 罗 夫 定义 了 射影 同调 群 ， 
1932 年 捷克 数学 家 切 赫 又 将 此 推 
广 到 紧 空间 。 苏 联 数 学 家 科 尔 莫 戈 
罗 夫 (1936) 与 J，W。 山 历 山 大 
(1938) 共同 发 展 了 菲 托 里 斯 同调 
群 ， 得 到 科 尔 莫 戈 罗 夫 一 山 历 山大 
同调 群 。 美 国 数学 家 斯 帕 尼 尔 于 
1948 年 又 建立 了 科 尔 莫 戌 罗 夫 一 
斯 帕 尼 尔 同 调 群 。 为 解决 同调 理论 
发 展 的 多 头 局 面 ， 美 国 数学 家 艾 伦 
伯 格 与 斯 廷 罗 德 从 1945 年 起 倡导 
用 公理 法 引进 同调 群 ， 他 们 把 % 个 
同调 群 的 基本 性 质 作 为 公理 ， 对 同 
调 论 进 行 刻 划 ， 使 同调 论 在 此 公理 
基础 上 统一 起 来 ， 并 证 明了 在 多 面 


体 的 情形 下 满足 公理 的 同调 群 、 上 
同调 群 是 唯一 的 。1952 年 合作 出 版 
《代数 拓扑 基础 》， 大 大 丰富 了 同调 
论 的 内 容 。 

同 伦 论 (homotopy theory) 
代数 拓扑 学 中 研究 与 连续 映射 的 连 
续 形 变 有 关 的 各 种 课题 ， 是 代数 拓 
扑 学 的 一 个 主要 组 成 部 分 。 同 伦 概 
念 的 直观 解释 就 是 连续 变形 ， 以 此 
为 基础 定义 的 基本 群 称 为 同 伦 群 。 
最 早 论 及 同 伦 群 的 是 法 国 数学 家 庞 
加 莱 , 他 于 1895 年 引进 的 复 形 基本 
群 被 称 为 第 一 同 伦 群 。1912 年 荷兰 
数学 家 布 劳 威 尔 引 入 同 维 流 形 之 间 
映射 的 度 以 研究 同 伦 分 类 ， 开 创 不 
动 点 理论 。20 年 代 德国 数学 家 H 
霍 普 夫 探讨 了 球面 同 伦理 论 。30 年 
代 波 兰 数学 家 胡 雷 维 奇 建立 了 群 的 
同 伦理 论 ， 引 进 拓扑 空间 的 4 维 辣 
伦 群 。 另 一 波兰 数学 家 博 苏 克 于 
1936 年 定义 了 从 拓扑 空间 到 n 维 
球面 的 映射 类 的 和 ， 由 此 得 到 博 苏 
克 上 同 伦 群 。40 年 代 苏 联 数学 家 庞 
特 里 亚 金 给 出 从 (Hk) ERE] n tE 
球 的 映射 同 伦 分 类 ， 被 称 为 庞 特 里 
亚 金 类 ，50 年 代 初 , 法 国 数学 家 塞 
尔 提出 了 研究 同 伦 群 的 新 方法 ， 利 
用 纤维 化 的 谱 序列 ， 取 得 了 球面 同 
伦 群 计算 的 突破 性 进展 。50 年 代 末 
英国 数学 家 JI Fo 亚当 斯 提出 新 
的 谱 序 列 ， 成 为 研究 同 伦 论 的 重要 
ER. 60 年 代 初 广义 同调 论 的 发 展 
使 同调 的 问题 可 以 转化 为 同 伦 的 问 
题 ， 从 此 代数 拓扑 学 的 这 两 个 主要 
分 支 统一 起 来 ,共同 获得 重大 发 展 。 

纤维 从 (fibre bundle) 拓扑 
乘积 的 推广 ,产生 于 微分 几何 研究 ， 
系统 研究 始 于 20 世纪 30 年 代 。 
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1936 年 瑞士 数学 家 施 幕 费 尔 考 虑 
以 微分 流 形 的 每 一 点 为 原点 的 有 限 
个 线性 独立 向 量 场 ， 引 入 流 形 的 微 
分 同 胚 不 变量 。1937 年 美国 数学 家 
惠 特 尼 把 流 形 及 以 其 上 每 一 点 为 原 
点 的 线性 独立 的 切 向 量 组 全 体 总 括 
在 一 起 而 得 到 纤维 从 的 概念 。 他 还 
证 明了 微分 流 形 的 嵌入 定理 ， 正 式 
创立 微分 拓扑 学 。1946 年 陈省身 认 
识 到 E。 嘉 当 的 联络 的 几何 学 思想 
与 纤维 丛 理论 有 密切 关系 ， 从 而 把 
微分 几何 推进 到 大 范围 的 情形 。50 
年 代 初 法 国 数学 家 塞 尔 在 瑟 , 嘉 当 
指导 下 ， 在 代数 拓扑 学 方面 作出 重 
要 贡献 。 他 发 展 了 纤维 从 概念 ， 得 
出 一 般 纤 维 空间 概念 。1951 年 美国 
数学 家 斯 廷 罗 德 出 版 《纤维 从 的 拓 
扑 》 一 书 , 系统 总 结 了 纤维 从 理论 。 
纤维 从 的 截面 的 存在 性 问题 与 阻碍 
理论 有 关 ， 由 此 得 到 底 空间 的 某 些 
上 同调 类 , RARER. cr RII. 
惠 特 尼 、 陈 省 身 和 苏联 数学 家 庞 特 
里 亚 金 、 中 国 数 学 家 吴 文俊 都 在 示 
性 类 研究 中 做 出 重要 贡献 。 近 几 十 
年 来 纤维 从 理论 在 示 性 类 、 纤 维 从 
上 的 同调 与 同 伦 等 方面 继续 获得 发 
展 , 并 在 微分 几何 学 、 代 数 几何 学 、 
复 变 函数 与 复 流 形 理论 以 及 大 范围 
分 析 学 等 方面 有 广泛 深刻 的 应 用 ， 
还 成 为 物理 学 中 表达 规范 场 的 合适 
的 数学 语言 。 

不 动 点 理论 (fixed point the- 
ory) ”对 于 空间 XX 到 氏 自 身 的 映 
射 f, 满足 f (z) =z 的 点 zEX, 称 
为 了 的 不 动 点 。 起 源 于 求解 方程 的 
代数 问题 ， 后 转化 为 几何 理论 中 研 
究 不 动 点 的 存在 、 个 数 、 性 质 与 求 
法 的 理论 ， 成 为 拓扑 学 和 泛 函 分 析 


中 的 重要 内 容 。 较 早 的 不 动 点 定理 
是 压缩 映射 原理 , 1890 年 由 法 国 数 
学 家 皮卡 提出 ， 后 由 波兰 数学 家 巴 
TR 1922) 发 展 ， 成 为 许多 方程 
的 解 的 存在 性 、 唯 一 性 及 迭代 解法 
的 理论 基础 。1910 年 荷兰 数学 家 布 
劳 威 尔 证 明了 多 面体 的 不 动 点 定 
H, 设 六 是 欧 氏 空间 中 的 紧 西 集 ， 
则 XX 到 自身 的 每 个 连续 映射 都 至 
少 有 一 个 不 动 点 ， 称 为 布 劳 威 尔 不 
动 点 定理 。1926 年 美国 数学 家 莱 夫 
谢 蒋 发 展 了 布 劳 威 尔 的 定理 ， 得 到 
不 动 点 指数 中 的 莱 夫 谢 芯 不 动 点 定 
理 。1913 年 ,G。D。… 伯 克 霍 夫 证 明 
了 前 一 年 法 国 数学 家 庞 加 莱 关 于 三 
体 问题 的 一 个 猜想 ， 得 到 庞 加 莱 一 
伯 克 霍 夫 不 动 点 定理 。 伯 克 霍 夫 还 
与 另 一 美国 数学 家 凯 洛 格 于 1922 
年 共同 把 不 动 点 定理 推广 到 无 穷 维 
函数 空间 ， 并 应 用 于 证 明 微分 方程 
解 的 存在 性 。1930 年 波兰 数学 家 绍 
德尔 将 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 推广 到 
AERE IHRE. Bes 
空间 中 的 凸 紧 集 等 到 自身 的 映射 
上 ， 得 到 绍 德尔 不 定点 定理 。1935 
年 苏联 数学 家 吉 洪 诺 夫 将 布 劳 威 尔 
的 结果 推广 到 局 部 凸 拓扑 线性 空间 
中 凸 紧 集 到 自身 的 映射 上 ， 得 到 吉 
洪 诺 夫 不 动 点 定理 。1941 年 日 本 数 
学 家 和 角 谷 静 夫 又 将 布 劳 威 尔 结果 推 
广 到 点 列 集 映 射 上 去 。 

以 上 所 有 不 动 点 定理 的 证 明 都 
是 存在 性 证 明 。60 年 代 中 期 逐渐 发 
展 起 构造 性 证 明 ， 其 方法 正在 不 断 
发 展 和 改进 。 

微分 拓扑 学 (differential 
topology) ”研究 微分 流 形 和 可 微 
映射 的 一 个 数学 分 支 。 1936 年 由 美 
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国 数学 家 惠 特 尼 开 创 。 惠 特 尼 证 明 
了 微分 流 形 的 嵌入 定理 ， 还 研究 了 
n 维 流 形 的 可 微 结构 。 另 一 美国 数 
学 家 S。S“' 凯恩斯 同期 证 明了 三 
角形 前 分 定理 、 微 分 流 形 的 可 单 形 
前 分 性 等 结果 。 1940 年 英国 数学 家 
J. H.C. 怀特 海 得 到 组 合流 形 的 
正则 邻 域 定 理 ， 他 还 第 一 次 给 出 了 
整体 微分 流 形 概念 的 严格 而 精确 的 
定义 。50 年 代 初 ,法 国 数学 家 托 姆 
创立 配 边 理论 ， 完 成 多 维 流 形 的 粗 
分 类 工作 。 1958 年 美国 数学 家 米尔 
诺 出 版 《微分 拓扑 学 》 其 中 有 许多 
该 学 科 的 重要 成 果 。60 ERI, 美 
国 数学 家 斯 梅 尔 证 明了 微分 拓扑 学 
中 最 重要 的 定理 之 一 一 广义 庞 加 莱 
猜想 , 即 维 数 "之 5 时 庞 加 莱 猜 想 成 
立 , 为 此 荣获 1965 年 的 维 布 伦 奖 和 
1966 年 的 菲 尔 兹 奖 。 同 时 期 的 饥 瓦 
雷 、 骞 曼 、 马 祖 尔 等 人 亦 在 微分 流 
形 研究 中 得 到 许多 结果 。 微 分 拓扑 
学 还 集中 研究 微分 映射 的 性 质 ， 组 
合 结构 与 微分 结构 之 间 的 关系 ， 组 
合流 形 的 光滑 化 问题 ， 典 入 问题 等 
等 ,60 年代 取得 较 大 发 展 . 近 一 、 二 
十 年 来 ,微分 拓扑 学 仍 在 微分 浸入 、 
微分 嵌入 、 协 边 等 理论 方面 不 断 发 
展 。 例 如 美国 数学 家 M . PEWS 
利用 拓扑 流 形 的 市 补 术 于 1981 年 
证 明了 4 维 的 庞 加 莱 猜 想 ， 并 因此 
引起 关于 4 维 流 形 拓扑 的 一 系列 研 
究 。 
流 形 (manifold) 一 类 特殊 的 
连通 、 豪 斯 多 夫 仿 紧 的 拓扑 空间 ,在 
此 空间 每 一 点 的 邻近 预先 建立 了 坐 
标 系 ， 使 得 任何 两 个 〈 局 部 ) 坐标 
系 间 的 坐标 变换 都 是 连续 的 。” 维 
流 形 的 概念 在 18 世纪 法 国 数学 家 


拉 格 设 日 的 力学 研究 中 已 有 萌芽 。 
19 世纪 中 期 英国 数学 家 凯 莱 
(1843)、 德 国 数 学 家 格拉 斯 曼 
(1844，1861)、 瑞 士 数 学 家 施 勒 夫 
利 (1852) 分 别论 述 了 4 维 欧 几 里 得 
空间 理论 ， 把 它 视 为 个 实 变量 的 
连续 统 。1854 年 德国 数学 家 黎 曼 在 
研究 微分 几何 时 用 归纳 构造 法 给 出 
一 般 % 维 流 形 的 概念 : n 维 流 形 是 
把 无 限 多 个 Q-D 维 流 形 按照 一 维 
流 形 方 式 放 在 一 起 而 形成 的 ， 从 此 
开始 流 形 的 拓扑 结构 及 其 局 部 理论 
的 研究 。 法 国 数学 家 庞 加 莱 在 19 世 
纪 末 期 把 ” 维 流 形 定义 为 一 种 连通 
的 拓扑 空间 ， 其 中 每 一 点 都 具有 和 
n 维 欧 氏 空间 同 胚 的 邻 域 (被 称 为 
庞 加 莱 流 形 ) ,从 而 开辟 了 组 合 拓扑 
学 的 道路 。 

对 流 形 的 深入 研究 集中 在 : 流 
形 上 的 微分 结构 ， 组 合 结构 的 存在 
性 、 唯 一 性 问题 ， 微 分 结构 与 组 合 
结构 的 关系 ， 流 形 的 各 种 意义 下 的 
分 类 等 问题 ，20 世纪 50 一 60 年 代 
做 出 许多 重要 结果 ， 近 几 十 年 来 出 
现 有 限 维 带 边 流 形 和 无 限 维 流 形 概 
念 。 流 形 理论 在 与 其 他 拓扑 理论 的 
相互 结合 发 展 中 也 提出 许多 问题 ， 
其 研究 仍 在 继续 。 

纽 结 理论 (knot theory) 拓 
扑 学 中 研究 强 结 、 链 锁 等 几何 现象 
的 一 个 分 支 。 三 维 欧 几 里 得 空间 中 
的 简单 闭 曲 线 称 为 纽 结 。1833 年 德 
国 数学 家 高 斯 在 研究 电动 力学 时 引 
进 闭 曲线 之 间 的 环绕 数 ， 成 为 纽 结 
理论 的 基本 工具 之 一 。 约 1880 年 出 
现 纽 结 表 。1910 年 德国 数学 家 德 恩 
在 刻 划 拓扑 结构 的 基本 群 时 引进 了 
纽 结 的 群 的 概念 。 1928 年 美国 数学 
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家 J。W。 亚历山大 引进 纽 结 的 多 
项 式 概 念 ， 后 人 称 之 为 亚历山大 多 
项 式 。1932 年 德国 数学 家 赖 德 迈 斯 
特 出 版 《 纽 结 理论 》 一 书 ， 系 统 总 
结 了 这 一 理论 ， 成 为 该 分 支 的 经 典 
著作 。 

1934 年 德国 数学 家 赛 费 特 在 
对 纽 结 理论 大 量 研究 的 基础 上 提出 
纽 结 的 亏 格 概 念 和 赛 费 特 曲面 、 赛 
费 特 不 变量 等 纽 结 理论 中 的 新 成 
果 ， 他 还 与 特需 法 尔 合 著 《 拓 扑 
学 》(1934) 一 书 , 1950 年 又 合作 发 
表 《 纽 结 的 新 旧 结 果 》 一 文 ， 再 次 
综述 该 理论 的 发 展 。 1947 年 奥地利 
数学 家 阿 廷 等 人 对 研究 纽 结 的 工具 
“ 头 的 理论 ”进行 了 论述 .1950 年 福 
克 斯 发 表 《 纽 结 理论 在 普林斯顿 的 
最 新 发 展 》， 再 次 总 结 了 组 结 理论 。 
近 几 十 年 来 高 维 纽 结 成 为 研究 热 
点 ， 相 继 出 现 一 批 结 果 。 纽 结 的 发 
展 与 其 他 拓扑 学 分 支 的 发 展 相 辅 相 
成 , 已 成 为 群 论 、 数论 、 代 数 几 何 、 
微分 几何 等 众多 学 科 与 拓扑 学 的 交 
汇 处 。 它 还 能 应 用 于 化 学 中 大 分 子 
空间 的 结构 研究 ， 引 起 了 更 多 人 的 
兴趣 。 

突变 理论 ( catastrophe 
theory) ”研究 自然 现象 或 技术 过 
程 在 发 展 变化 过 程 中 ， 从 一 个 状态 
跳跃 式 地 变 到 另 一 个 状态 的 数学 学 
科 。 涉 及 拓扑 学 、 奇 点 理论 和 结构 
稳定 性 等 数学 分 支 。 始 于 20 世纪 
60 年 代 中 期 , 由 法 国 数学 家 托 姆 开 
创 。 托 姆 最 初 研究 微分 流 形 的 配 边 
理论 ， 并 因此 荣获 1958 FERK 
奖 ，60 年 代 转 向 奇 点 理论 研究 ， 完 
成 从 FF 到 户 映 射 的 奇 点 分 类 问 
题 。 在 此 基础 上 ， 他 从 1966 年 起 ， 


从 事 用 数学 解释 自然 现象 的 工作 ， 
1968 年 在 “走向 理论 生物 学 ”的 国 
际会 议 上 开始 系统 阐述 他 的 突变 论 
观点 。1969 年 在 《拓扑 学 》 和 杂志 上 
发 表 有 关 的 数学 理论 ,1972 年 出 版 
专著 《结构 稳定 性 与 形态 发 生 》, 标 
志 突 变 理论 正式 诞生 。 他 用 突变 理 
论 研究 事物 的 状态 在 时 空中 表现 的 
变化 类 型 ， 利 用 奇 点 理论 将 突然 变 
化 分 为 7 种 基本 类 型 ， 并 在 数学 上 
加 以 严格 证 明 。 在 此 基础 上 ， 他 对 
银河 结构 、 胚胎 发 育 , 生命 起 源 、 语 
言 现象 等 模型 加 以 说 明 。1975 年 该 
专著 的 英 译本 出 版 ， 扩 大 了 突变 理 
论 的 影响 。 许 多 数学 家 用 它 来 研究 
自然 科学 、 经 济 学 、 心 理学 乃至 政 
治 、 社 会 科学 ， 成 果 累 累 。 另 一 位 
FZE. C. ES (或 译 泽 曼 ) 也 
为 突变 理论 的 建立 及 发 展 做 出 重要 
贡献 。 他 为 突变 理论 提供 了 丰富 多 
彩 的 例子 ， 引 入 控制 空间 和 状态 空 
间 等 基本 术语 , 并 在 “基本 突变 ” 研 
究 中 取得 进展 。 近 年 来 突变 理论 研 
究 仍 不 断 发 展 ， 相 继 发 表 和 出 版 的 
论著 日 益 丰 富 着 这 一 学 科 的 内 容 。 
莫 尔 斯 理论 (Morse theory) 
微分 拓扑 学 的 一 个 重要 分 支 。 通 常 
指 两 部 分 内 容 ， 一 是 微分 流 形 上 可 
微 函数 的 莫 尔 斯 理论 ， 即 临界 点 理 
论 ; 二 是 变 分 问题 的 莫 尔 斯 理论 , 即 
大 范围 变 分 法 。H。 M。 葛 尔 斯 
(1892—1977) 是 美国 数学 家 , 其 主 
要 贡献 是 把 拓扑 方法 用 于 变 分 法 等 
数学 分 支 ， 得 到 一 系列 重要 结果 。 
1925 EHEJ T G + D e HERH 
工作 , 得 出 莫 尔 斯 不 等 式 。1934 年 
出 版 《大 范围 变 分 法 》 1969 年 与 
S。S。， 凯 恩 斯 合作 ， 出 版 《全 局 分 
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析 和 微分 拓扑 中 的 临界 点 理论 》, 都 
成 为 莫 尔 斯 理论 的 经 典 著 作 。 

1938 年 德国 数学 家 赛 费 特 和 
特 雷 法 尔 合 著 《 大 范围 变 分 法 》 一 
书 ， 以 较 简 明 的 形式 阑 述 了 莫 尔 斯 
的 工作 。 同 时 代 的 苏联 数学 家 柳 斯 
捷 尔 尼克 和 施 尼 雷 尔 曼 在 估计 临界 
点 个 数 方面 开辟 另 一 条 途径 ， 建 立 
重 数 定理 。 随 着 拓扑 学 的 发 展 ， 莫 
尔 斯 理论 本 身 也 有 很 大 飞跃 , 到 60 
年 代 出 现 一 批 成 果 。 美 国 数学 家 斯 
梅 尔 于 1960 年 利用 改进 的 莫 尔 斯 
不 等 式 证 明了 广义 庞 加 莱 猜 想 ; 3 
一 美国 数学 家 米尔 诺 于 1963 年 出 
版 专著 《 莫 尔 斯 理论 》, 对 这 一 理论 
作 了 较 完美 的 总 结 和 提高 ， 为 该 理 
论 的 广泛 流传 作出 贡献 ;同一 年 
R- S. 帕 莱 斯 发 表 《 希 尔 伯 特 流 形 
上 的 黄 尔 斯 理论 》, 第 二 年 他 又 与 斯 
梅 尔 合作 发 表 《 广 义 莫 尔 斯 理论 》， 
开创 无 限 维 流 形 上 的 莫 尔 斯 理论 ，。 
近年 来 莫 尔 斯 理论 的 研究 仍 在 继 
续 , 80 年 代 以 来 创立 分 层 莫 尔 斯 理 
论 等 新 的 分 支 。 

分 析 学 (analysis) — 17 世纪 
以 来 围绕 微 积分 学 发 展 起 来 的 数学 
分 支 。 一 般 认 为 它 是 数学 中 最 大 的 
一 个 分 支 。 分 析 学 所 研究 的 内 容 随 
着 数学 的 发 展 而 不 断 变动 。17 一 18 
世纪 的 分 析 学 ， 以 微 积 分 学 和 无 穷 
级 数 为 主 , 包括 变 分 法 、 微 分 方程 、 
积分 方程 和 复 变 函数 论 的 基本 内 
容 。 到 了 19 世纪 , 变 分 法 、 微 分 方 
程 和 积分 方程 得 到 很 大 发 展 。 但 在 
这 一 时 期 ， 随 着 微 积 分 基础 的 严密 
化 ， 函 数论 得 到 极 大 发 展 ， 并 在 分 
析 学 中 占据 特殊 地 位 。 在 20 世纪 ， 
由 于 变 分 法 和 积分 方程 一 般 理 论 的 


TE, 产生 了 泛 函 分 析 。20 世纪 以 
来 ， 由 于 数学 其 它 分 支 的 发 展 和 相 
互 渗透 ， 推动 了 近代 微分 方程 的 发 
展 ， 它 已 成 为 分 析 学 的 一 个 最 大 分 
支 。 虽 然 它 的 内 容 仍 属于 分 析 学 ,但 
我 们 把 它 作为 数学 的 一 个 独立 分 支 
与 概率 论 和 数理 统计 等 分 支 并 列 。 
分 析 学 的 近代 发 展 ， 还 包括 大 范围 
变 分 法 、 遍 历 理论 、 位 势 论 和 流 形 
上 的 分 析 ， 这 些 分 支 又 与 数学 的 其 
它 分 支 相互 渗透 和 综合 。 

早期 的 微 积分 学 也 叫 无 穷 小 分 
析 。 这 是 因为 在 创立 微 积 分 的 过 程 
中 ,主要 研究 对 象 是 无 穷 小 量 。1669 
E, 牛顿 发 表 了 题 为 《运用 无 穷 多 
项 方程 的 分 析 学 》 的 小 册子 ， 称 微 
积分 学 为 分 析 学 ， 他 把 无 穷 级 数 也 
纳入 了 分 析 学 的 范围 。 当 时 微 积分 
的 名 称 还 没有 出 现 ， 牛 顿 称 这 门 新 
学 科 为 分 析 学 ， 以 示 其 区 别 于 几何 
学 和 代数 学 。 最 早 把 “分 析 ” 与 
“无 穷 小 ”联系 起 来 的 是 法 国 数学 家 
洛 必 达 。 他 的 著作 《无 穷 小 分 析 》 
(1696) 是 第 一 本 系统 的 微 积分 教科 
书 。 l 
极限 和 定 积分 的 思想 ， 在 古代 
已 经 萌芽 。 在 中 国 ， 公 元 前 4 世纪 
框 团 、 公 和 孙 龙 等 提出 的 “一 尺 之 棱 ， 
日 取 其 半 , 万 世 不 竟 ”， 以 及 刘 徽 所 
创 割 圆 术 ， 都 反映 了 朴素 的 极限 思 
想 。 在 十 希腊 ， 德 席 克 利 特 提出 原 
子 论 思 想 ， 欧 多 克 索 斯 建立 了 求 面 
积 和 体积 的 穷竭 法 ， 阿 基 米 德 对 面 
积 和 体积 问题 的 进一步 研究 ， 这 些 
工作 都 孕育 了 近代 积分 学 的 思想 。 

在 17 世纪 ,研究 运动 成 为 自然 
科学 的 中 心 课题 , 微 积分 的 出 现 , 最 
初 是 为 了 处 理 几 何 学 和 力学 中 的 几 
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种 典型 问题 。 成 批 的 欧洲 学 者 围绕 
面积 、 体积 、 曲线 长 、 物 体重 心 、 质 
点 运动 的 瞬时 速度 ， 曲 线 的 切线 和 
函数 极 值 等 问题 做 了 大 量 的 工作 ， 
穷竭 法 被 逐步 修改 ， 并 最 终 为 现代 
积分 法 所 代替 。 有 关 微 分 学 的 工作 ， 
大 体 上 是 沿 着 两 条 不 同 路 径 进行 
的 ， 一 条 是 运动 学 的 ， 一 条 是 几何 
学 的 ， 有 时 也 是 交叉 在 一 起 的 。 在 
这 一 时 期 ， 出 现 了 大 量 的 极 成 功 的 
并 且 富有 启发 性 的 方法 ， 有 关 微 积 
分 学 的 大 量 知识 已 经 积累 起 来 。 

17 世纪 末 , 英国 数学 家 牛顿 和 
德国 数学 家 莱 布 尼 获 各 自 独立 地 在 
前 人 工作 的 基础 上 创立 了 微 积 分 
学 。 他 们 分 别 从 力学 和 几何 学 的 角 
度 建立 了 微 积分 学 的 基本 定理 和 运 
算法 则 ， 从 而 使 微 积分 能 普遍 应 用 
于 自然 科学 的 各 个 领域 ， 成 为 一 门 
独立 的 学 科 ， 并 且 是 数学 中 最 大 分 
支 “ 分 析 学 ”的 源头 。 | 

微 积分 学 的 建立 ， 使 分 析 数学 
得 到 迅速 的 发 展 。 在 18 世纪 , 微 积 
分 学 成 为 数学 发 展 的 主要 线索 。 微 
积分 本 身 的 内 容 不 断 地 得 到 完善 
其 应 用 范围 日 益 扩大 。 

由 于 围绕 微 积分 发 明 权 所 产生 
的 争议 ， 使 微 积分 在 英国 和 欧洲 大 
陆 沿 着 完全 不 同 的 路 线 发 展 。 在 英 
国 ， 数 学 家 们 出 于 对 牛顿 的 崇拜 和 
狭隘 的 民族 偏见 ， 拘 泥 于 牛顿 的 流 
数 法 ， 故 步 自 封 。 在 泰勒 和 马克 劳 
林 之 后 ， 数 学 发 展 陷于 长 期 的 停滞 
状态 。 而 在 欧洲 大 陆 ， 伯 努 利 家 族 
的 数学 家 们 和 欧 拉 继承 了 莱 布 尼 欧 
的 微 积分 ， 使 之 发 扬 光大 。 特 别 是 
欧 拉 开始 把 函数 作为 微 积分 的 主要 
研究 对 象 ， 使 微 积分 的 发 展 进入 了 


新 的 阶段 。 

在 这 一 时 期 的 数学 家 大 都 忙于 
获取 微 积 分 的 成 果 与 应 用 ， 较 少 顾 
及 其 概念 和 方法 的 严密 性 。 尽 管 如 
此 ， 也 有 一 些 人 对 建立 微 积 分 的 严 
格 基 础 作出 重要 尝试 。 除 了 欧 拉 的 
函数 理论 外 ， 另 一 位 天 才 的 分 析 大 
师 拉 格 朗 日 采用 所 谓 “代数 的 途 
径 ”， 主 张 用 泰勒 级 数 来 定义 导数 ， 
以 此 来 作为 微 积分 理论 的 出 发 点 。 
达 朗 贝尔 则 发 展 了 牛顿 的 “ 首 末 比 
方法 “用 极限 概念 代替 含糊 的 “最 
初 与 最 未 比 ”说 法 。 

微 积 分 在 物理 、 力 学 和 天 文学 
中 的 广泛 应 用 ,是 18 世纪 分 析 数 学 
发 展 的 一 大 特点 。 这 种 应 用 使 分 析 
学 的 研究 领域 不 断 扩充 ， 形 成 了 许 
多 新 的 分 支 。 

1747 年 , 达 朗 贝尔 关于 弦 振 动 
的 著名 研究 ， 导 出 了 弦 振 动 方程 及 
其 最 早 的 解 ， 成 为 偏 微分 方程 的 发 
端 . 通 过 对 引力 问题 的 深入 探讨 , 获 
得 了 另 一 类 重要 的 偏 微分 方程 ~ 一 
位 势 方程 。 与 偏 微分 方程 相关 的 一 
些 理 论 问 题 也 开始 引起 注意 。 

常 微分 方程 的 发 展 更 为 迅速 。 
从 17 世纪 末 开 始 , 三 体 问题 、 摆 的 
运动 及 弹性 理论 等 的 数学 描述 引出 
了 一 系列 的 常 微 分 方程 ， 其 中 以 三 
体 问题 最 为 重要 ， 二 阶 常 微分 方程 
在 其 中 占有 中 心 位 置 。 约 翰 。 伯 努 
利 、 欧 拉 、 黎 卡 提 、 泰 勒 等 人 在 这 
方面 都 做 出 了 重要 工作 。 

变 分 法 起 源 于 最 速 降 线 问题 和 
与 之 相 类 似 的 其 他 问题 。 欧 拉 从 
1728 年 开始 从 事 这 类 问题 的 研究 ， 
最 终 确 立 了 求 积 分 极 值 问 题 的 一 般 
方法 ， 英 定 了 变 分 法 的 基础 。 拉 格 
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朗 日 发 展 了 欧 拉 的 方法 ， 首 先 将 变 
分 法 建立 在 分 析 的 基础 之 上 ， 他 还 
用 变 分 法 来 建立 其 分 析 力 学 体系 。 

这 些 新 的 分 支 与 微 积 分 共同 构 
成 了 分 析 学 的 广大 领域 , 它 与 代数 、 
几何 并 列 为 数学 的 三 大 分 支 。 

18 HERA 19 世纪 初 ， 为 微 
积分 韵 基 的 工作 已 迫切 地 摆 在 数学 
家 面前 。19 世纪 分 析 严 格 化 的 倡导 
者 有 高 斯 、 波 尔 查 诺 、 柯 西 、 阿 贝 
尔 、 犹 利克 雷 和 外 尔 斯 特 拉 斯 等 人 。 
1812 年 , 高 斯 对 超 几 何 级 数 进行 了 
严密 研究 ， 这 是 最 早 的 有 关 级 数 收 
敛 性 的 工作 。1817 F, 波 尔 查 诺 放 
弃 无 穷 小 量 的 概念 ， 用 极限 观念 给 
出 导数 和 连续 性 的 定义 ， 并 得 到 判 
别 级 数 收敛 的 一 般 准则 。 但 是 他 的 
工作 没有 及 时 被 数学 界 了 解 。 柯 西 
是 对 分 析 严 格 化 影响 最 大 的 学 者 ， 
1821 年 发 表 了 代表 作 《 分 析 教 程 》， 
除 独立 得 到 波 尔 查 诺 的 基本 结果 
外 ， 还 用 极限 概念 定义 了 连续 函数 
的 定 积分 。 这 是 建立 分 析 严 格 理论 
的 第 一 部 重要 著作 。 阿 贝尔 一 直 强 
调 分 析 中 定理 的 严格 证 明 , 在 1826 
年 最 早 使 用 一 致 收敛 的 思想 证 明了 
一 个 一 致 收敛 的 连续 函数 项 级 数 之 
和 在 其 收敛 域内 连续 。1837 Æ, 3X 
利克 雷 按 变 量 间 对 应 的 说 法 给 出 了 
现代 意义 下 的 函数 定义 。 从 1841 年 
起 ， 外 和 尔 斯 特 拉 斯 开始 了 将 分 析 黄 
基于 算术 的 工作 ， 他 采用 明确 的 一 
致 收敛 概念 ,使 级 数理 论 更 趋 完 善 。 
他 把 柯 西 的 极限 方法 发 展 为 现代 通 
用 的 26 说 法 ,但 是 直到 19 世纪 70 
ER, 算术 中 最 基本 的 实数 概念 仍 
是 模糊 的 。1872 年 ,外 尔 斯 特 拉 斯 、 
康 托 尔 、 戴 德 金 和 其 他 一 些 数 学 家 


在 确认 有 理 数 存在 的 前 提 下 ， 通 过 
TARE WEED, FEKE 
本 序列 等 ) 给 出 无 理 数 的 精确 定义 。 
又 经 过 不 少数 学 家 的 努力 ， 最 终 在 
1881 年 , 由 皮 亚 诺 建立 了 自然 数 的 
公理 体系 。 由 此 可 从 逻辑 上 严格 定 
义 正 整数 、 负 数 、 分数 和 无 理 数 , 从 
此 微 积分 学 才 形 成 了 严密 的 理论 体 
系 。 
单 复 变 函数 论 在 19 世纪 分 析 
学 中 占据 特殊 地 位 ， 几 乎 相当 于 
17—18 世纪 微 积分 在 数学 中 所 处 
的 位 置 。 在 18 世纪 , Kir, KRI 
尔 和 拉 普 拉 斯 等 人 联系 着 力学 的 发 
展 ， 对 于 单 复 变 函 数 已 经 做 了 不 少 
的 工作 。 但 通 数 论 作为 一 门 学 科 的 
发 展 , 是 19 世纪 的 事 。 复 变 函数 论 
的 理论 基础 主要 由 柯 西 、 黎 曼 和 外 
尔 斯 特 拉 斯 建立 起 来 〈 见 复 变 函数 
论 )。 

19 世纪 以 来 偏 微 分 方程 和 常 
微分 方程 的 理论 也 有 很 大 发 展 。 特 
别 应 该 指出 的 是 ， 与 偏 微分 方程 密 
切 相关 的 傅立叶 分 析 也 在 这 一 世纪 
发 展 起 来 .傅立叶 在 1811 年 的 论文 
中 采取 把 函数 用 三 角 函 数 展 开 的 方 
法 来 解 热 传导 方程 ， 从 而 产生 了 很 
立时 级 数 和 傅立叶 积分 的 概念 。 由 
此 而 建立 了 傅立叶 分 析 的 理论 。 这 
一 理论 很 快 得 到 发 展 和 广泛 的 应 用 
(网 傅立叶 分 析 ) 。 

20 世纪 初 ， 由 于 19 世纪 以 来 
对 于 函数 性 质 的 一 系列 发 现 ， 打 破 
了 自从 微 积分 学 发 展 以 来 形成 的 一 
些 传统 理解 。 又 由 于 对 傅立叶 分 析 
的 进一步 研究 ， 显 示 了 黎 曼 积分 的 
局 限 性 。 这 两 方面 的 原因 ， 都 促使 
对 积分 理论 的 进一步 探讨 。1902 年 


em apa > e 


386 简明 数学 中 辞典 


勒 贝 格 在 前 人 工作 的 基础 上 出 色 地 
完成 了 这 项 工作 ， 建 立 了 后 来 人 们 
称 之 为 勒 贝 客 积分 的 理论 ， 疯 定 了 
实 变 函 数论 的 基础 ( 见 实 变 函 数 
论 )。 

泛 函 分 析 的 发 展 反 映 了 20 世 
纪 数 学 发 展 的 一 个 特点 ， 即 对 普遍 
性 和 统一 性 的 追求 .在 泛 函 分 析 中 ， 
函数 已 不 作为 个 别 对 象 来 研究 ， 而 
是 作为 空间 中 的 一 个 点 。 与 几何 学 
结合 起 来 ， 对 整个 一 类 函数 的 性 质 
加 以 研究 。 泛 函 的 抽象 理论 是 1887 
年 由 意大利 数学 家 沃 尔 泰 拉 在 他 关 
于 变 分 法 的 工作 中 开始 的 ， 但 泛 函 
分 析 的 开端 还 与 积分 方程 有 密切 联 
系 。 在 建立 函数 空间 和 证 函 的 抽象 
理论 的 卓越 成 就 中 ， 应 首 推 法 国 数 
学 家 弗 需 歇 的 著名 工作 。 希 尔 伯 特 、 
MER EEA De BPR, h 
拉克 、 盖 尔 范 德 等 在 发 展 泛 函 分 析 
理论 的 工作 中 都 做 出 了 杰出 的 贡献 
( 见 泛 函 分 析 )。 

函数 逼近 论 也 是 在 19 世纪 末 
至 20 世纪 初 发 展 起 来 的 分 析 学 的 
一 个 分 支 。 它 的 中 心思 想 是 用 简单 
的 函数 来 通 近 复杂 的 函数 。1859 年 
WEER ET REENA, 
1885 年 外 尔 斯 特 拉 斯 证 明了 连续 
函数 可 用 多 项 式 在 固定 区 间 上 一 至 
逼近 .他 们 的 工作 至 今 仍 有 影响 。 函 
数 构造 论 的 基础 是 由 美国 数学 家 杰 
克 逊 和 苏联 数学 家 伯 恩 斯 坦 葛 定 的 
(19125, 1957 年 ， 柯 尔 葛 戈 洛 夫 关 
于 用 单 变量 函数 表示 多 变量 函数 的 
工作 ， 进 一 步 发 挥 了 函数 逼近 论 的 
中 心思 想 。 在 函数 盈 近 中 ， 表 近 的 
方式 和 所 选用 的 工具 直接 影响 遂 近 
程度 。 柯 尔 莫 戈 洛 夫 、 美 国 数学 家 
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沃 尔 什 、 洛 伦 获 等 在 这 方面 都 有 重 
HILF. KOREA RECA 
透 到 分 析 学 的 许多 领域 ( 见 函 数理 
近 论 )。 

20 世纪 发 展 起 来 的 多 复 变 函 
数论 是 近代 分 析 学 中 很 有 发 展 前 途 
的 分 支 之 一 。 早 在 19 世纪 , 外 尔 斯 
特 拉 斯 、 庞 加 莱 和 库 辛 就 把 单 复 变 
函数 论 中 的 一 些 重要 结果 向 多 复 变 
量 的 情形 推广 ， 得 到 了 多 复 变 全 纯 
函数 的 一 些 基本 结果 。20 世纪 以 
来 , 特别 是 30 年 代 以 后 , 多 复 变 函 
数 的 研究 十 分 活跃 。 法 国 数 学 家 
H. A. HOGEGBUEXUS - HUS 
了 显著 成 果 。50 年 代 以 后 , 在 多 复 
变 函 数 的 研究 中 ， 出 现 了 用 拓扑 和 
几何 方法 研究 多 复 变 全 纯 函 数 整体 
性 质 的 趋势 。 而 近代 微分 几何 与 复 
分 析 的 相互 溶 合 导致 了 复 流 形 概 念 
的 建立 ， 以 及 对 多 复 变 函数 的 自 守 
函数 的 研究 。 这 些 都 表明 近代 多 复 
变 函 数 的 发 展 更 趋 于 综合 。 它 除了 
联系 着 分 析 学 的 许多 分 支 外 ， 还 紧 
密 联系 着 几何 学 、 代 数学 以 及 代数 
几何 的 发 展 ， 体 现 了 近代 数学 发 展 
的 特点 ( 见 多 复 变 函数 论 )。 

微 积 分 学 (differential and in- 
tegral calculus) 微 积 分 学 是 研究 
函数 的 导数 和 积分 的 性 质 、 运 算 和 
应 用 的 一 个 数学 分 支 。 

微 积分 思想 的 萌芽 可 以 追溯 到 
古 希腊 时 代 。 公 元 前 5 世纪 ， 德 并 
克利 特 创 立 原子 论 ， 把 物体 看 成 由 
大 量 的 不 可 分 铅 的 微小 部 分 〈 称 为 
原子 ) 释 合 而 成 ， 从 而 求 得 物体 体 
积 。 公 元 前 4 世纪 ， 欧 多 克 索 斯 建 
立 了 确定 面积 和 体积 的 新 方法 一 一 
穷竭 法 ， 从 中 可 以 清楚 地 看 出 无 穷 
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小 分 析 的 原理 。 阿 基 米 德 成 功 地 把 
穷竭 法 、 原 子 论 思想 和 杠杆 原理 结 
合 起 来 ， 求 出 抛物 线 弓 形 面积 和 回 
转 锥 线 体 的 体积 ， 他 的 种 种 方法 都 
孕育 了 近代 积分 学 的 思想 。 在 古代 
HE, 《庄子 * 天 下 篇 》 记 载 的 “一 
RIGHE. 日 取 其 半 , 万 世 不 竭 ”。 以 
及 刘 徽 所 创 割 贺 术 ， 用 圆 内 接 正 多 
边 形 与 圆 接近 ， 谓 “ 割 之 弥 细 ， 所 
失 弥 少 . 割 之 又 割 以 至 于 不 可 割 , 则 
与 圆 合体 而 无 所 失 矣 ”, 都 包含 着 极 
- 限 和 积分 概念 的 萌芽 。9 一 15 世纪 ， 
中 东 和 近东 的 学 者 们 在 研究 古 希 腊 
著作 的 基础 上 ， 也 建立 了 某 些 计算 
体积 的 方法 。 

到 了 17 世纪 ,解析 几何 的 创立 
成 为 数学 发 展 的 转折 点 。 自 然 科 学 
研究 的 中 心 问题 转向 自然 界 的 运动 
和 变化 。 在 数学 中 自然 而 然 地 引入 
了 变量 与 函数 的 概念 。 微 积分 的 出 
现 ， 最 初 是 为 了 处 理 人 们 所 关注 的 
几 类 典型 的 科学 问题 。 计 算 曲 线 所 
围 的 面积 、 曲 面 所 围 成 的 体积 、 曲 
线 长 、 物 体 的 重心 等 问题 是 积分 学 
的 典型 问题 ;研究 物体 运动 的 瞬时 
速度 、 曲 线 的 切线 、 函 数 的 极 值 等 
问题 是 微分 学 的 典型 问题 。 

在 这 一 时 期 ， 最 早 研究 体积 问 
题 的 是 德国 天 文学 家 、 数 学 家 开 普 
勒 . 他 把 体积 分 成 许多 微小 部 分 , 建 
XL T BriB “无限 小 元 素 法 ”, 求 出 近 
百 个 旋转 体 的 体积 。 意 大 利 几何 学 
家 卡 瓦 列 里 把 开 普 勒 的 “无 限 小 元 
素 法 ”发 展 为 纯粹 的 几何 方法 ， 提 
出 了 著名 的 “不 可 分 原理 ”, 从 而 确 
定 出 一 些 面积 的 比值 。 他 的 工作 实 
际 上 相当 于 计算 定 积 分 
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数学 家 托 里 切 利 、 英 国 数学 家 沃 利 
斯 、 法 国 数学 家 帕斯卡 、 费 马 和 罗 
贝 瓦尔 等 都 图 绕 积 分 学 的 问题 做 了 
大 量 工作 ， 提 出 了 许多 具有 启发 性 
的 方法 ， 他 们 的 工作 使 卡 瓦 列 里 的 
“不 可 分 原理 ” 趋 于 算术 化 。 随 着 有 
关 面 积 、 体 积 、 弧 长 及 重心 位 置 等 
众多 问题 的 解决 ， 人 们 逐步 意识 到 
所 有 可 归结 为 求 面积 的 这 类 问题 之 
间 的 共同 性 。 

在 17 世纪 ,关于 求 曲线 切线 的 
问题 ， 最 先 发 表 的 是 法 国 数学 家 笛 
卡 儿 关于 法 线 的 作法 。 后 来 他 又 给 
出 另 一 种 方法 ， 其 实质 是 把 切线 看 
成 割 线 的 极限 位 置 。 费 马 建 立 了 求 
育 数 极 值 的 原理 ， 相 当 于 给 出 可 微 
函数 取 极 值 的 必要 条 件 。 他 还 利用 
同样 方法 确定 平面 曲线 的 切线 。 法 
国 数学 家 罗 贝 瓦尔 和 意大利 数学 家 
托 里 拆 利 同时 从 运动 学 的 角度 来 考 
虑 曲线 的 切线 ,把 曲线 视 为 质点 的 
运动 轨迹 ， 运动 看 成 是 两 个 简单 运 
动 的 合成 。 他 们 提出 “平行 四 边 形 
法 则 ”来 确定 质点 运动 瞬时 速度 的 
方向 一 一 曲线 在 该 点 的 切线 方向 。 
牛顿 的 老师 巴 罗 利 用 “微分 三 角 
形 ”, 把 切线 的 斜率 定义 为 两 个 无 穷 
小 的 比值 ， 他 已 经 得 到 了 现代 微分 
法 的 要 领 。 

事实 上 , 17 世纪 早期 的 数学 家 
们 围绕 微 积分 学 所 做 的 大 量 工作 还 
只 停留 在 某 些 具体 问题 的 细节 之 
中 ， 他 们 缺乏 对 这 门 科 学 的 普遍 性 
和 一 般 性 的 认识 。 微 积分 学 的 最 终 
创立 要 归功 于 英国 数学 家 牛顿 和 德 
国 数学 家 莱 布 尼 茨 。 
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据 牛 顿 自述 ， 他 于 1665 年 11 
月 发 明 流 数 〈 微 分 ) 法 ， 次 年 5 月 
创 反 流 数 〈 积 分 ) 法 ， 但 他 当时 只 
是 以 手稿 形式 在 朋友 中 传播 自己 的 
发 现 。 牛 顿 微 积分 思想 的 发 展 大 体 
可 分 为 四 个 阶段 : 流 数 论 的 初 建 ,向 
几何 不 可 分 量 观点 的 摇摆 ， 成 熟 的 
流 数 法 ， 首 末 比 的 提 法 与 改进 。 

1669 年 , 牛顿 完成 了 他 的 第 一 
篇 微 积分 论文 《运用 无 穷 多 项 方程 
的 分 析 学 》。 在 该 文中 , 他 称 变量 的 
无 穷 小 增 量 为 “ 瞬 ”, 给 出 了 求 一 个 
变量 〈 关 于 时 间 的 ) 瞬时 变化 率 的 
普遍 方法 ， 并 且 证 明了 面积 可 以 由 
求 变化 率 的 逆 过 程 得 到 。 这 一 事实 
就 是 我 们 现在 所 谓 的 微 积分 学 基本 
定理 。 牛 顿 对 于 流 数 法 的 系统 论述 
是 在 他 1671 年 发 表 的 小 册子 《 流 数 
法 与 无 穷 级 数 》 中 给 出 的 。 在 这 篇 
文章 中 ,牛顿 从 运动 学 的 角度 来 考 
虚 问 题 ， 认 为 变量 就 是 量 的 连续 运 
动 ， 因 此 他 称 变量 为 流量 ， 称 其 变 
化 率 为 流 数 。 他 阅 明 了 流 数 法 的 基 
本 问题 是 从 已 知 流量 间 的 关系 求 它 
们 的 流 数 间 的 关系 ,以 及 其 道 运算 。 
在 第 三 篇 论文 《曲线 求 积 法 》 
(1676) 中 ， 和 牛顿 放弃 了 无 穷 小 量 
( 即 “ 瞬 ”) 的 提 法 ， 而 试图 把 流 数 
法 建立 在 极限 概念 的 基础 上 .为 此 ， 
他 引进 了 最 初 比 和 最 末 比 的 概念 ， 
并 给 出 它们 的 几何 解释 。 

牛顿 关于 微 积分 的 基本 论文 完 
成 后 ,经 过 很 长 时 间 才 发 表 出 来 .他 
的 第 一 本 包括 流 数 法 的 书 是 发 表 于 
1687 年 的 巨著 《自然 哲学 的 数学 原 
理 》。 但 在 3 年 前 ， 即 1684 年 ， 莱 
布 尼 获 就 发 表 了 他 的 第 一 篇 微分 学 
论文 ， 他 与 牛顿 共享 创立 微 积分 学 


的 荣誉 。 

牛顿 建立 微 积 分 学 主要 从 运动 
学 的 角度 出 发 ， 而 莱 布 尼 欧 则 是 从 
并 何 学 的 角度 考虑 问题 。 他 很 时 就 
意识 到 ， 求 曲线 的 切线 依赖 于 纵 坐 
标 与 横 坐 标的 差 值 〈 当 它们 变 成 无 
IND 的 比 ， 而 求 面积 则 依赖 于 
在 横 坐 标的 无 穷 小 区 间 上 的 纵 坐 标 
之 和 或 无 限 罕 和 矩形 之 和 。 并 且 这 种 
求 差 与 求 和 的 运算 是 互 逆 的 。 这 就 
是 说 ， 莱 布 尼 茨 的 微分 学 是 把 微分 
看 作 变 量 相 邻 二 值 的 无 限 小 的 差 ,、 
而 他 的 积分 则 以 变量 分 成 的 无 穷 多 
个 微分 之 和 的 形式 出 现 。 莱 布 尼 茨 
关于 积分 学 的 首 篇 论文 发 表 在 
1686 年 , 以 后 又 陆续 发 表 了 各 种 积 
分 法 的 结果 。 

莱 布 尼 欧 是 历史 上 最 大 的 符号 
学 家 之 一 ， 他 所 创立 的 微 积分 符号 
对 微 积分 的 传播 和 发 展 产生 了 很 大 
的 影响 ， 并 且 一 直 沿 用 至 今 。 

微 积分 名 称 的 由 来 牛顿 称 微 积 
分 为 流 数 法 (fluxions) , 这 个 名 称 后 
来 被 逐渐 淘汰 。 莱 布 尼 获 使 用 “ 差 
的 计算 ”(Calculus differentialis》 与 
“RAAH” (Calculus Summatorius) 
的 术语 。“ 差 的 计算 ”后 来 变 成 专门 
术语 “微分 学 ” (differential 
calculus) 。 莱 布 尼 茨 的 朋友 , 瑞士 数 
学 家 约翰 。 伯 努 利 主张 把 “ 求 和 运 
算 ” 改 为 “ 求 整 运算 ”， 它 就 成 为 专 
门 术语 “积分 学 ” Cintegral Ca- 
leulus) 的 来 源 。 两 者 合 起 来 叫 微 积 
分 学 ,英文 里 简称 为 “calculus”。 

我 国 第 一 本 微 积分 学 的 汉 主 
本 ， 是 李 善 兰 和 伟 烈 亚 力 合 译 的 
《 代 微 积 拾级 》 十 八 卷 , 1859 年 在 上 
海 墨 海 书馆 发 行 。 原 书 是 罗 密 士 
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( 今 译 卢 米 斯 ) 著 的 《Analytical Ge- 
ometry and Calculus》(1850) 。 译 名 中 
的 “ 代 ” 指 “Analytical Geometry", 
“ 微 积 ” 指 “Calculus”。 序 中 说 :“ 我 
国 康 申 时 ， 西 国 来 本 之 〈 今 译 莱 布 
尼 获 ), Aii ( 今 译 牛 顿 ) 二 家 又 创 
微分 、 积 分 二 术 ，…… 其 理 大 要 : JL 
线 面体 皆 设 为 由 小 渐 大 ， 一 刹那 中 
所 增 之 积 即 微分 也 。 其 全 积 即 积分 
也 ”这 就 是 我 国 微 积 分 名 称 的 由 
来 。 
穷竭 法 (the method of ex- 
haustion) ”上古 希 腊 学 者 创立 的 一 
种 确定 面积 和 体积 的 方法 。 

古典 希腊 时 期 智 人 学 派 成 员 安 
提 丰 在 研究 化 圆 为 方 时 ， 提 出 了 一 
种 求 圆 面 积 的 方法 ， 在 圆 内 作 一 内 
接 正 方形 后 ,不 断 将 其 边 数 倍增 , 希 
望 得 到 一 个 与 圆 重合 的 正 多 边 形 ， 
从 而 来 “穷竭 ” 圆 的 面积 。 欧 多 克 


索 斯 受 其 影响 ， 试 图 把 这 种 方法 建 


立 在 科学 的 基础 之 上 ， 建立 了 下 列 
著名 原理 ;“ 对 于 两 个 不 相等 的 量 ， 
若 从 较 大 量 中 减 去 大 于 其 半 的 量 ， 
再 从 所 余 量 中 减 去 大 于 其 半 的 量 ， 
继续 重复 这 一 步骤 ， 则 所 余 之 量 必 
小 于 原来 较 小 的 量 ”。 如 果 反 复 运 用 
原理 中 指出 的 步骤 ， 则 所 余 之 量 将 
会 小 于 任何 事先 指定 的 量 。 这 个 原 
理 是 近代 极限 思想 的 雏形 。 分 析 学 
中 盛 称 的 阿 基 米 德 公理 “对 任意 二 
正 实数 a、5, 必 存 在 正 整数 。， 使 ma 
b" 就 由 欧 多 克 索 斯 原理 变形 而 
来 。 欧 多 克 索 斯 本 人 和 阿 基 米 德 都 
利用 这 一 原理 和 双重 归 廖 法 确定 了 
一 系列 平面 图 形 的 面积 和 立体 的 体 
积 。 
在 17 世纪 初期 , 阿 基 米 德 关于 


面积 、 体 积 的 工作 在 欧洲 被 重新 研 
究 。 这 一 时 期 的 学 者 称 上 述 由 安 提 
丰 提 出 、 欧 多 克 索 斯 发 展 、 被 阿 基 
米 德 广泛 应 用 的 方法 为 “穷竭 法 ”。 
这 一 名 词 最 早出 现在 比利时 学 者 圣 
Bt 1647 年 的 一 本 著作 中 。 穷 竭 法 
对 积分 概念 的 发 展 产生 了 强烈 的 刺 
激 作用 ， 求 长 度 、 面 积 、 体 积 和 重 
心 的 工作 成 了 17 世纪 数学 研究 的 
重要 课题 ， 成 批 的 学 者 围绕 这 些 课 
题 做 了 大 量 的 工作 ， 穷 竭 法 被 逐步 
修改 ,并 最 终 为 现代 积分 法 所 代替 。 
不 可 分 原理 (the principle of 
indivisibles) ”意大利 几何 学 家 卡 
瓦 列 里 提出 的 一 种 求 积 方法 。 
17 世纪 初期 , 许多 欧洲 学 者 围 
绕 求 面积 、 体 积 等 课题 做 了 大 量 工 
作 。 最 先 研究 体积 问题 的 是 德国 天 
文学 家 、 数 学 家 开 普 勒 。 他 把 被 测 
量 的 量 分 成 许多 非常 小 的 部 分 ， 并 
称 之 为 “无 限 小 元 素 ”, 然后 利用 几 
何 论证 求 这 些 无 限 小 元 素 之 和 。 在 
开 普 勤 的 方法 影响 下 ， 卡 瓦 列 里 开 
始 研究 几何 问题 ， 他 把 开 普 勒 的 无 
限 小 元 素 法 发 展 成 为 著名 的 “不 可 
分 原理 ?。 在 他 的 《不 可 分 量 几何 
学 》 中 图 明 这 一 原理 的 要 旨 : 平面 
图 形 的 面积 是 由 无 数 个 平行 线段 构 
成 的 ， 体 积 是 由 无 数 个 平行 平面 构 
成 的 。 他 分 别 把 这 些 个 体 叫做 面积 
和 体积 的 不 可 分 元 素 ， 并 引入 “全 
体 不 可 分 元 素 之 和 ”的 概念 。 从 比 
较 两 个 立体 的 不 可 分 元 素 出 发 ， 卡 
瓦 列 里 得 到 下 列 著名 定理 ， 如 果 两 
个 立体 等 高 ， 且 它们 的 与 底 有 相等 
距离 的 平行 截面 面积 恒 成 定 比 ， 则 
这 两 个 立体 的 体积 之 比 就 等 于 这 个 
定 比 (我 国 数学 家 祖 临 早 在 公元 6 
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世纪 就 提出 了 同样 内 容 的 定理 ). 根 
据 不 可 分 原理 ， 卡 瓦 列 里 计算 出 相 
当 于 定 积分 


[ea (n=1, 2, =, 9) 
D 


的 值 。 他 的 工作 是 希腊 人 的 穷 刘 法 
向 牛顿 、 革 布 尼 蒋 微 积分 的 一 种 过 
渡 , 对 17 世纪 上 半 叶 微 积分 思想 的 
发 展 有 很 大 影响 。 但 是 由 于 他 的 论 
证 多 依赖 于 几何 直观 ， 忽 视 逻 辑 的 
严密 性 ,因此 受到 同时 代 人 的 批评 。 
FA. ARFA “REMEE” W 
代 了 “不 可 分 元 素 ”, 托 里 切 利 、 沃 
利 斯 等 人 也 都 力图 把 不 可 分 原理 算 
术 化 。 

变量 (Variable) 通常 认为 , 变 
量 的 概念 是 由 法 国 数学 家 笛 卡 儿 引 
”入 数学 的 。 恩 格 斯 说 :“ 数 学 中 的 转 
折 点 是 笛 卡 儿 的 变数 ”。 变 量 的 引 
入 ， 使 数学 发 生 了 巨大 的 变革 。 但 
事实 上 ， 策 卡 儿 并 没有 使 用 过 变量 
这 个 词 。 在 他 的 《几何 学 》 中 * 所 
谓 变量 ， 是 指 “ 未 知 的 和 未 定 的 
5^. 具体 地 说 , 指 具有 变化 长 度 和 
不 变 方向 的 线段 ， 还 指 连 续 经 过 坐 
标 轴 上 所 有 点 的 变化 着 的 数 。 正 是 
变量 的 这 两 种 形式 使 第 卡 和 创立 了 
解析 几何 学 。 

在 数学 上 最 早 使 用 变量 这 个 词 
的 是 瑞士 数学 家 约翰 。 伯 努 利 ， 他 
在 1718 年 写 道 :“ 变 量 的 函数 就 是 
变量 和 常量 以 任何 方式 组 成 的 量 ”。 

汉语 “变数 ”这 个 词 ， 是 清 代 
数学 家 李 善 兰 最 先 使 用 的 。 他 在 
《 代 微 积 拾级 》 的 译本 (1859) 的 序 
中 说 :“ 中 法 之 四 元 , 即 西法 之 代数 
4. 代数 以 甲 、 乙 、 丙 、 丁 诸 
元 代 已 知 数 ， 以 天 、 地 、 人 、 物 诸 


元 代 未 知 数 。 微 分 积分 以 甲乙 . 丙 、 
丁 诸 元 代 常 数 ， 以 天 、 地 、 人 、 物 
诸 元 代 变 数 ”。 
函数 (function) 函数 是 数学 
中 最 基本 最 重要 的 概念 之 一 。 在 历 
史上 ,函数 概念 的 出 现 与 解析 几何 
的 产生 有 密切 联系 。14 世纪 的 法 国 
数学 家 奥 雷 姆 用 图 线 表 示 依 时 间 # 
而 变化 的 量 ,并 称 上 为 “经 度 ”",z 为 
“纬度 ”, 在 平面 上 建立 了 点 与 点 之 
间 的 对 应 。 在 16 世纪 ,英国 数学 家 
哈里 奥 特 用 直角 坐标 的 概念 求 出 曲 
线 的 代数 方程 。 后 来 费 马 取 两 相交 
直线 ,并 以 到 两 直线 的 距离 来 规定 
点 的 位 置 ,从 而 导出 圆锥 曲线 的 方 
程 。17 世纪 上 半 叶 , 笛 卡 儿 把 变量 
引入 了 数学 ,他 指出 了 平面 上 的 点 
与 实数 对 (r,9) 之 间 的 对 应 关系 。 当 
动 点 作曲 线 运 动 时 , 它 的 z 坐标 和 y 
坐标 相互 依赖 并 同时 发 生变 化 ,其 
关系 可 由 包含 zy 的 方程 式 给 出 。 
相应 的 方程 式 就 揭示 了 变量 :和 y 
之 间 的 关系 。 以 上 这 些 工 作 都 孕育 
了 函数 的 思想 。 
“函数 "作为 数学 术语 是 莱 布 尼 
获 首 先 采用 的 。 他 在 1692 年 的 论文 
中 第 一 次 提出 函数 这 一 概念 。 起 初 
他 用 函数 一 词 表示 z RJ CHE z,z?， 
2,7) ,后 来 他 又 用 函数 表示 曲线 
上 点 的 横 坐 标 、 织 坐标 、 切 线 长 等 几 
何 量 。 现 在 一 般 把 莱 布 尼 获 引用 的 
函数 概念 的 最 初 形式 看 作 是 函数 的 
第 一 个 定义 。 把 函数 理解 为 宪 的 同 
义 语 ,可 以 看 作 是 函数 概念 的 解析 
的 起 源 : 用 函数 表示 某 些 几何 量 , 可 
以 看 作 是 函数 概念 的 几何 的 起 源 。 
随 着 数学 的 发 展 ,函数 的 定义 
不 断 地 改进 和 明确 。 以 下 按时 间 顺 
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序列 举 一 些 有 代表 性 的 函数 概念 的 
原始 定义 ,从 中 我 们 可 以 看 出 函数 
的 概念 是 如 何 随 着 数学 的 发 展 而 不 
断 扩 张 的 。 

约翰 。 伯 努 利 (1718) “一 个 变 


量 的 函数 是 指 由 这 个 变量 和 常量 以 . 


任意 一 种 方式 组 成 的 一 种 量 。” 

欧 拉 (1748):“ 一 个 变量 的 函数 
是 由 该 变量 和 一 些 数 或 常量 以 任何 
一 种 方式 构成 的 解析 表达 式 。” 

欧 拉 (时 间 不 详 ):“ 在 多 平面 
上 徒手 画 出 来 的 曲线 所 表示 的 y 与 
z 间 的 关系 。” 

欧 拉 (1775);“ 如 果 某 些 量 以 如 
下 方式 依赖 于 另 一 些 量 , 即 当 后 者 
变化 时 ,前 者 本 身 也 发 生变 化 , 则 称 
前 一 些 量 是 后 一 些 量 的 函数 。” 

拉 格 朗 日 (1797) , “所谓 一 个 或 
几 个 量 的 函数 是 指 任意 一 个 适 于 计 
算 的 表达 式 , 这 些 量 以 任意 方式 出 
现在 表达 式 中 .表达 式 中 可 以 有 (也 
可 以 没有 ) 其 它 一 些 被 视 为 具有 给 
定 和 不 变 的 值 的 量 ,而 函数 的 量 值 
可 以 取 所 有 可 能 的 值 . 因 此 ,在 函数 
中 ,我 们 仅 考 虑 那些 假定 是 变化 的 
量 而 不 去 关心 可 能 包含 在 其 中 的 常 
a 一 般 地 ,我 们 用 字母 7 或 了 
放 在 一 个 变量 的 前 面 以 表示 该 变量 
的 任意 一 个 函数 , 即 表示 依赖 于 这 
个 变量 的 任何 一 个 量 , 它 按照 一 种 
给 定 的 规律 随 着 那个 变量 一 起 变 

傅立叶 (1822): “一般 地 ,函数 
f(x) 代表 一 系列 的 值 或 纵 坐 标 , 它 
们 中 的 每 一 个 都 是 任意 的 。 对 于 无 
限 多 个 给 定 的 横 坐 标 z 的 值 , 有 同 
样 多 个 纵 坐 标 f(z)。 所 有 的 纵 坐 标 
都 有 具体 的 数值 ,或 是 正 数 ,或 是 负 


数 ,或 是 零 ,我 们 不 假定 这 些 纵 坐标 
要 服从 一 个 共同 的 规律 ;它们 以 任 
意 一 种 方式 一 个 接 一 个 地 出 现 ,其 
中 的 每 一 个 都 象 是 作为 单独 的 量 而 
给 定 的 。” 

柯 西 (1823);“ 如 果 在 一 些 变 量 
之 间 有 这 样 的 关系 ,使 得 当 其 中 之 
一 的 值 被 给 定时 , 便 可 得 出 其 它 所 
有 变量 的 值 . 此 时 ,我 们 通常 认为 这 
些 变 量 由 它们 之 中 的 一 个 表 出 ,于 
是 这 一 个 量 称 为 独立 变量 ,其 它 被 
独立 变量 所 表示 的 量 就 称 为 这 个 变 
量 的 函数 。” 

狄 利克 雷 (1837) “让 我 们 假定 
a 和 2 是 两 个 确定 的 值 ,z 是 一 个 变 
量 , 它 顺序 变化 取 遍 。 和 2 之 间 所 
有 的 值 。 于 是 ,如 果 对 每 个 z, 有 了 唯 
一 的 一 个 有 限 的 y 以 如 下 方式 与 之 
对 应 : 即 当 :连续 地 通过 区 间 到 达 b 
时 ,y= 二 f(z) 也 类 似 地 顺序 变化 , 那 
A y 称 为 该 区 间 中 z 的 连续 函数 。 
而 且 , 完 全 不 必要 求 y 在 整个 区 间 
中 按 同 一 规律 依赖 于 z; 确 实 没 有 
必要 认为 函数 仅仅 是 可 以 用 数学 运 
算 表 示 的 那 种 关系 。 按 几何 概念 讲 ， 
z 和 yy 可 想象 为 横 坐 标 和 纵 坐 标 ， 
一 个 连续 函数 呈现 为 一 条 连贯 的 曲 
线 ,a 和 2 之 间 的 每 个 横 坐 标 , 曲线 
上 仅 有 一 个 点 与 之 对 应 。”( 著 名 的 
KAE RK: 

— ni 为 有 理 数 ， 
0,z 为 无 理 数 ) 

黎 曼 (1851) “我 们 假定 z 是 一 
个 变量 , 它 可 以 逐次 取 所 有 可 能 的 
实数 值 . 若 对 它 的 每 一 个 值 , 都 有 未 
ER VW 的 唯一 的 一 个 值 与 之 对 应 ， 
WPK W H Z 的 函数 ,……: e” 

DUI/R (0870) :“f(z) 称 作 z B8 
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一 个 函数 ,如 果 对 于 某 个 区 间 内 的 
每 一 个 z 的 值 都 有 唯一 的 和 确定 的 
f(z) 的 一 个 值 与 之 对 应 。 而 且 ,f(z) 
从 何 而 来 ,如 何 确定 ,是 否 由 量 的 解 
析 运 算 或 其 它 什 么 方式 得 到 ,这 些 
都 无 关 紧 要 ,所 需 的 只 是 f(z) 的 值 
在 各 处 都 是 唯一 确定 的 。” 

戴 德 金 (1887); “系统 S 上 的 
一 个 映射 蕴含 了 一 种 规则 ,按照 这 
种 规则 ,Ss 中 每 一 个 确定 的 元 素 s 
都 对 应 着 一 个 确定 的 对 象 , 它 称 为 
s 的 上映 象 , 记 作 BCs)。 我 们 也 可 以 
说 ,5(s) 对 应 于 元 素 s,B(s) 由 映射 
8 作用 于 s 而 产生 或 导出 ;s 经 映射 
9 变换 成 @(s)。” 

皮 亚 诺 (1911) PSOE RUE 
殊 的 关系 。 根 据 这 种 关系 ,变量 的 每 
一 个 值 都 对 应 着 唯一 的 一 个 值 。 我 
们 可 以 用 符号 来 定义 它 :定义 : 
KA= KRNU yE uz; z€u. 
£9 ns aim ORG, — ^* EORR 
一 个 关系 &, 使 得 当 两 对 数 y;z 2 
z( 第 二 个 元 素 相同 ) 满 足 4 时 ,必然 
A =z, LR r.y, 可 能 是 什么 。” 

凯 里 (1917):“ 一 般 而 论 , 两 类 
数 之 间 的 一 个 对 应 可 称 做 一 个 函数 
关系 ,如 果 第 一 类 中 的 每 一 个 数 都 
有 第 二 类 中 的 一 个 数 与 之 对 应 。 跟 
第 一 类 中 的 数 相 应 的 变量 称 为 独立 
变量 , 跟 第 二 类 中 的 数 相应 的 变量 
称 为 应 变量 。 因 此 ,我们 可 以 说 , 独 
立 变量 和 应 变量 之 间 存 在 一 个 函数 
关系 ,或 象 通常 所 说 , 称 应 变量 是 独 
立 变 量 的 函数 ee » 

库 拉 托 夫 斯 基 (1921):“ 和 集合 
(a, b) = 1 {a}, (a,b) 3 ER g — PF 
偶 。 设 7 了 是 一 个 序 偶 的 集合 ,如 果 当 
(2,9) EF HG,2€f WW sa f 


称 为 一 个 函数 。” 

布尔 巴 基 (1939);“ 设 和 F 
是 两 个 集合 ,它们 可 以 不 同 ,也 可 以 
ili]. E 中 的 一 个 变 元 z 和 中 的 
变 元 y 之 间 的 一 个 关系 称 为 一 个 应 
数 关系 ,如 果 对 每 一 个 zE E, 
在 唯一 的 yE 了, 它 满足 跟 z 的 给 定 

极限 dimi) 分 析 数 学 中 最 基 

本 的 概念 之 一 ,用 以 描述 变量 在 一 
定 的 变化 过 程 中 的 终极 状态 。 

朴素 的 、 直 观 的 极限 思想 在 古 
代 的 文献 中 就 有 记载 。 例 如 中 国 古 
代 的 《 墨 经 》 中 记 有 “ 穷 ,或 有 前 ,不 
容 尺 也 ”《 庄 子 。 天 下 篇 》 中 载 有 
“RZE, HRR, JETA”. 
公元 三 世纪 的 中 国 数学 家 刘 微 所 创 
割 圆 术 , 从 圆 内 接 正六 边 形 出 发 割 
圆 ,得 到 圆 内 接 正 6x 2 边 形 序列 ， 
并 指出 割 得 越 细 , 正 多 边 形 与 圆 面 
积 之 差 越 小 ,“ 制 之 又 割 以 致 于 不 可 
割 , 则 与 圆 合体 而 无 所 失 侨 ”。 其 中 
包含 了 深刻 的 极限 思想 。 

在 古 希腊 , 安 蒂 丰 提出 求 圆 面 
积 的 “穷竭 法 ”, 后 来 由 欧 多 克 索 斯 
发 展 为 一 种 较为 严格 的 理论 ,提出 
现在 分 析 中 通称 的 “ 阿 基 米 德 公 
理 ”. 阿 基 米 德 把 穷竭 法 成 功 地 应 用 
于 面积 计算 。 这 些 工 作 都 可 以 看 作 
是 近代 极 跟 理论 的 雏形 。 

随 着 微 积分 学 的 诞生 ,极限 作 
为 数学 中 的 一 个 概念 也 就 明确 地 提 
出 来 ,但 最 初 提出 的 极限 概念 是 含 
糊 不 清 的 。 例 如 牛顿 称 变量 的 无 穷 
小 增 量 为 “ 瞬 ”, 有 时 令 它 非 零 ,又 时 
XE 478 RAJEH dz dy 也 不 
能 自圆其说 。 因 此 有 人 称 牛 顿 和 莱 
布 尼 欧 的 极限 思想 为 神秘 的 极限 
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观 。 这 曾 引起 18 世纪 许多 人 对 微 积 
分 的 攻击 ,对 分 析 数 学 的 发 展 带 来 
了 危机 性 的 困难 。 

从 19 世纪 初 开始 ,数学 家 们 转 
向 微 积 分 基础 的 重建 ,极限 概念 才 
置 于 严密 的 理论 基础 之 上 。 现 今 普 
通 微 积分 课本 中 函数 的 极限 定义 是 
由 柯 西 和 外 尔 斯 特 拉 斯 等 人 给 出 
的 . 柯 西 在 1821 年 提出 函数 极限 定 
义 的 :方法 (后 来 义 改 写成 ), 即 所 
谓 极 限 概念 的 “算术 化 ,” 他 把 整个 
极限 过 程 用 不 等 式 来 刻画 ,使 关于 
无 穷 小 ,无 穷 大 的 运算 化 为 一 系列 
不 等 式 的 推导 。 后 来 外 尔 斯 特 拉 斯 
将 :与 5 联系 起 来 ,完成 了 极限 的 : 
一 6 方法 。 

关于 序列 极限 的 正确 概念 早 在 
1655 年 由 英国 数学 家 沃 利 斯 给 出 ， 
但 是 未 被 人 们 采用 。 捷 克 数 学 家 波 
尔 查 诺 在 1817 年 也 给 出 了 序列 收 
敛 条 件 的 正确 表述 ,可 惜 他 的 工作 
没有 广泛 为 人 所 知 。 柯 西 后 来 重新 
得 到 了 这 些 结果 ,现在 把 序列 (级 
数 ) 收 敛 的 判别 准则 归功 于 柯 西 , 称 
为 柯 西 收敛 准则 。 

极限 概念 被 推广 到 多 元 函数 和 
复 变 量 函 数 时 ,极限 的 过 程 复杂 了 ， 
但 大 体 上 保持 了 固有 的 特征 .后 来 ， 
一 些 数学 家 发 现 ,有 些 变量 的 极限 
过 程 比较 特殊 ,例如 ,给 出 定 积分 定 
义 的 达 布 和 的 极限 ,极限 过 程 与 区 


间 的 分 割 发 生 了 联系 ,很 难 用 一 6 . 


语言 来 描述 。 曲 线 弧 长 的 定义 也 有 
类 似 的 情形 。 因 此 有 必要 建立 极限 
的 一 般 观点 ,或 称 为 广义 极限 理论 。 
苏联 数学 家 沙 图 诺 夫 斯 基 、 美 国 数 
学 家 穆 尔 、 斯 密斯 在 半 序 有 向 集 上 
给 出 一 种 极限 定义 ,这 种 广义 的 极 


限 概念 在 现代 拓扑 学 和 分 析 数 学 中 
起 到 重要 作用 。 

函数 的 连续 性 (continuity of 
functions) 19 世纪 , 随 着 函数 概 
念 的 不 断 明 确 和 扩展 ,数学 家 们 开 
始 研究 函数 的 性 质 。 捷 克 数 学 家 波 
尔 查 诺 首 先 (1817) 给 出 连续 性 的 恰 
当 定 义 :在 区 间 内 任 一 点 x 处 ,只 要 
w 《的 绝对 值 ) 任意 小 ， 就 能 使 差 
fGd-w) — f G2 (的 绝对 值 ) 任 意 小 ， 
那么 就 说 f(x) 在 该 区 间 上 连续 。 他 
还 证 明了 多 项 式 是 连续 的 。 法 国 数 
学 家 柯 西 在 他 的 (分析 教程 )(1821) 
中 ,给 出 函数 连续 性 的 定义 :如 果 在 
〈 自 变量 的 ) 两 限 之 间 , 变 量 的 一 个 
无 穷 小 增 量 总 产生 函数 自身 的 一 个 
无 穷 小 增 量 ,那么 函数 f(z) 在 给 定 
限 之 间 对 于 z 保持 连续 。 现 代 一 般 
分 析 教 科 书 中 关于 函数 连续 性 的 定 
义 是 由 德国 数学 家 外 尔 斯 特 拉 斯 给 
出 的 :如 果 对 于 给 定 的 任何 一 个 正 
数 *, 都 存在 一 个 正 数 6 使 得 对 
于 区 间 |z 一 zl|<6 内 的 所 有 z 都 
有 |f(zx) 一 f(zo) | 之 sz, 则 说 了 Cz) 在 z 
一 Z0 处 连续 。 

级 数 (Cseries) 级 数理 论 是 分 析 
学 的 一 个 分 支 , 它 从 离散 的 角度 来 
研究 函数 关系 ,是 分 析 学 的 基础 知 
识 和 研究 工具 ,在 其 余 各 分 支 中 有 
重要 应 用 。 

在 数学 史上 级 数 出 现 得 很 早 。 
古 希 腊 时 期 , 亚 里 士 多 德 就 知道 公 
比 小 于 1( 大 于 零 )? 的 几何 级 数 可 以 
求 出 和 数 。 阿 基 米 德 在 计算 抛物 弓 


形 面积 对 ,实际 上 求 出 了 公 比 为 本 
的 无 穷 几 何 级 数 的 和 , 14 世纪 法 国 
数学 家 奥 雷 姆 证 明了 调和 级 数 的 和 
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为 无 穷 ,他 还 把 一 些 收敛 级 数 与 发 
散 级 数 区 别 开 , 给 出 级 数 收敛 的 某 
种 判别 法 则 。 但 是 直到 微 积分 的 发 
明 的 时 代 , 人 们 才 把 级 数 作为 独立 
的 概念 ,把 级 数 运算 作为 一 种 算术 
运算 并 正式 使 用 收敛 和 发 散 两 个 术 
语 。 

在 微 积分 的 初创 时 期 ,就 为 级 
数理 论 的 建立 提供 了 基本 素材 ， 许 
多 数学 家 通过 微 积 分 的 基本 运算 与 
级 数 运 算 的 纯 形式 的 结合 ,得 到 了 
一 批 初 等 函数 的 震级 数 展开 式 。 例 
如 ,牛顿 在 1666 一 1669 年 得 到 arc- 
sinz, arctgz, sinz, cosz 和 e 的 级 数 ; 
格雷 戈 里 在 1670 年 得 到 tgr, secz 
的 级 数 ; 莱 布 尼 蒋 也 在 1673 年 独立 
地 得 到 sinz, cosz 和 arctgz 的 级 数 ， 
等 等 。 这 些 工作 表明 ,在 17 世纪 下 
半 叶 数学 家 们 在 研究 超越 函数 
用 它们 的 级 数 来 处 理 方面 是 极 
富 成 效 的 。 在 这 个 时 期 ， 级 数 还 被 
用 来 计算 一 些 特殊 的 量 ,， 如 zx 和 e 
(牛顿 、 莱 布 尼 获 、 格 雷 格 里 、 欧 拉 
等 ) URRAK EAR (牛顿 、 
泰勒 、 斯 特 灵 、 马 克 劳 林 等 ) 
等 。 

在 17 ÆRE 18 世纪 ,为 适 
应 航海 、 天 文学 和 地 理学 的 发 展 ,要 
求 各 种 数学 用 表 有 较 大 的 精确 度 ， 
因而 数学 家 们 开始 寻求 较 好 的 插值 
方法 。 布 里 格 斯 .牛顿 和 格雷 戈 里 等 
都 深入 研究 了 有 限 差 分 法 ,并 得 到 
以 后 二 人 名 字 命 名 的 著名 插值 公 
式 。 这 个 公式 由 泰勒 发 展 成 一 个 把 
函数 展 成 无 穷 级 数 的 普遍 方法 , 即 
建立 了 著名 的 泰勒 定理 ,与 其 等 价 
的 现代 形式 为 

fath) — f GO - Af! (2) 


HË FaH 

从 此 以 后 ,级 数 作为 函数 的 分 
析 等 价 物 ,用 以 计算 函数 的 值 , 代 表 
函数 参加 运算 ,并 以 所 得 结果 解释 
函数 的 性 质 。 在 运算 过 程 中 ,级 数 被 
视 为 多 项 式 的 直接 的 代数 推广 ,在 
许多 情形 下 就 当 作 通 常 的 多 项 式 来 
对 待 .这 些 基本 观点 的 运用 ,一 直 持 
续 到 19 世纪 初期 ,并 取得 了 丰硕 的 
成 果 .例如 , 雅 可 布 ， 伯 努 利 证 明了 
调和 级 数 的 和 是 无 穷 ,还 成 功 地 应 
用 了 比较 判别 法 ; 欧 拉 把 级 数 看 作 
无 穷 次 的 多 项 式 ,利用 根 与 系数 的 
关系 ,计算 出 许多 常数 项 级 数 的 和 ， 
他 还 研究 了 伯 努 利 数 ,建立 了 递 推 
关系 和 伯 努 利多 项 式 , 给 出 调和 级 
数 的 渐 近 表达 式 ( 引 进 欧 拉 常数 ) 
等 ;斯 特 材 考察 了 logz! 和 zi 的 展开 
式 , 德 . KARA h ERF R E 
的 表达 式 ; 拉 格 朗 日 和 傅立叶 也 都 
做 出 了 许多 贡献 。 

同时 , 悖 论 等 式 的 不 时 出 现 促 
使 数学 家 们 逐渐 意识 到 级 数 的 无 限 
多 项 之 和 有 别 于 有 限 多 项 之 和 这 一 
事实 ,注意 到 函数 的 级 数 展开 的 有 
效 性 表现 为 级 数 的 部 分 和 收 钱 于 函 
数值 。 级 数 收敛 时 其 运算 才 具 有 合 
法 性 。 在 1810 年 前 后 ,数学 家 们 开 
始 确切 地 表述 无 穷 级 数 。 柯 西 在 
1821 年 给 出 级 数 收 敛 和 发 散 的 确 
切 定义 ,并 建立 了 判断 级 数 收敛 的 
柯 西 准则 以 及 正 项 级 数 收 和 敛 的 根 值 
判别 法 和 比值 判别 法 ,推导 出 交错 
级 数 的 莱 布 尼 蒋 判别 法 ,然后 他 研 
究 函 数 项 级 数 ,给 出 确定 收敛 区 间 
的 方法 ,并 推广 到 复 变 函数 的 情形 。 
函数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 概念 最 初 
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由 斯 托 克 斯 和 德国 数学 家 赛 德尔 认 
识 到 ,而 确切 的 表述 是 由 外 尔 斯 特 
拉 斯 (1842 前 后 ?给 出 的 ,他 还 建立 
了 逐 项 积分 和 微分 的 条 件 。 狄 利克 
雷 在 1837 年 证 明了 绝对 收敛 级 数 
的 性 质 ,他 和 黎 曼 分 别 给 出 例子 ,说 
明 条 件 收敛 级 数 通过 重新 排序 使 其 
和 不 相同 或 等 于 任何 已 知 数 , 到 19 
世纪 末 , 无 穷 级 数 收 敛 的 许多 判别 
法 则 都 已 建立 起 来 。 由 傅立叶 的 工 
作 引 出 的 对 三 角 级 数 的 研究 已 发 展 
成 分 析 学 的 一 个 重要 分 支 ( 见 傅 立 
叶 分 析 ) 。 
在 19 世纪 初期 , 随 着 分 析 基 础 

的 严密 化 ,发 散 级 数 已 作为 不 可 靠 
的 东西 而 被 气 弃 。 但 是 仍 有 一 些 数 
学 家 继续 研究 发 散 级 数 ,天 文学 家 
也 发 现 ,这 种 级 数 可 以 提供 很 好 的 
数值 逼近 .到 19 世纪 后 期 ,发 散 级 
数 这 个 课题 又 被 重新 研究 。 数 学 家 
们 对 那些 给 函数 很 好 允 近 值 的 发 散 
级 数 进行 了 认真 的 考察 ,得 到 有 关 
级 数 崭 近 性 的 一 些 结果 ( 庞 加 莱 、 勤 
让 得 等 ) .对 发 散 级 数 研究 的 另 一 个 
课题 是 可 和 性 问题 ,这 个 概念 可 以 
看 作 是 收敛 概念 的 推广 或 扩大 , 泊 
松 、 弗 罗 贝 尼 乌 斯 、 波 莱 尔 .德国 数 
学 家 替 尔 德 、 意 大 利 数 学 家 切 萨 罗 、 
法 国 数学 家 斯 蒂 尔 杰 斯 等 都 有 很 深 
入 的 工作 .对 发 散 级 数理 论 的 研究 ， 
扩大 了 分 析 学 严密 理论 的 适用 范 
围 ,在 傅立叶 分 析 、 函 数 构造 论 和 微 
分 方程 等 广 面 有 许多 应 用 。 

微分 学 (differential calculus) 

见 微 积分 学 。 

导数 (derivative) 一 个 变量 随 
某 个 变量 变化 时 的 速度 或 变化 率 。 
ETE y 随 变 量 x 变化 的 函数 关系 


ig y £60 , 则 它 在 一 点 z 处 的 导 
数 定义 为 


y—f'G) — lim 


求 变 量 的 导数 是 微分 学 的 核心 问 
ER. 在 17 世纪 上 半 叶 ,许多 数学 家 
围绕 着 求 物 体 的 瞬时 速度 , 求 曲线 
的 切线 , 求 函 数 的 极 值 等 典型 问题 
做 了 大 量 的 工作 .但 是 ,甚至 在 牛顿 
和 莱 布 尼 效 的 工作 中 ,也 没有 发 现 
导数 的 明确 定义 。 法 国 数学 家 达 朗 
贝尔 首先 在 著名 的 《百科 全 书 》 中 
指出 ， 导 数 必须 建立 在 应 变量 的 差 
与 自 变量 的 差 的 比 的 基础 上 。 捷 克 
数学 家 波 尔 查 诺 第 一 个 (1817) 把 
f(z) 的 导数 定义 为 当 4 经 由 负 
值 和 正 值 趋 于 0 时 , 比 Cf(z 十 4z) 一 
f G23/Ax 无 限 接 近 地 趋 向 的 
Hi f'e). 1823 年 ,法 国 数学 家 柯 西 
用 与 波 尔 查 诺 同样 的 方式 定义 导 
数 , 从 此 以 后 ,导数 概念 的 精确 函 义 
就 确定 下 来 。 
微分 (differential1) ”一 个 变量 
在 某 个 变化 过 程 中 的 改变 量 的 线性 
主要 部 分 。 
历史 上 ,在 18 世纪 以 前 ,关于 
微分 的 概念 都 不 十 分 明确 。 微 分 的 
概念 最 早出 现在 莱 布 尼 获 的 著作 
中 ,他 把 微分 视 为 变量 的 微 差 , 用 dy 


和 固 来 表示 ,并 考虑 它们 的 商务 ， 


即 导 数 .到 了 欧 拉 时 期 ,他 拒绝 无 穷 
小 ,认为 微分 本 身 为 “绝对 的 零 ”, 而 
两 个 微分 之 比 是 有 限 数 。 欧 拉 还 指 
出 , 当 如 与 dr? 同时 出 现时 ,可 以 略 
去 x?。 法国 数学 家 达 朗 贝尔 在 著名 
的 《百科 全 书 》 中 ,把 微分 定义 为 “无 
穷 小 量 或 者 至 少 小 于 任何 给 定 值 的 


了 (z 十 4Z) —f (D 
dz ? 
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w. 
在 法 国 数学 家 拉克 鲁 瓦 的 论著 
(1810) 中 ,对 微分 已 经 开始 有 较 明 
确 的 思想 ,他 引进 了 用 导数 表示 的 
微分 形式 ” 西 = 外 (z) 种 ， 并 称 导 
数 F(z) 为 微分 系数 。 
现代 微 积 分 中 微分 的 概念 是 由 
法 国 数学 家 柯 西 建立 起 来 的 。. 他 在 
《无 穷 小 分 析 教 程 概论 》(1823) 中 ， 
把 导数 和 微分 两 个 概念 统一 起 来 。 
他 首先 给 出 涌 数 y= 了 f(z) 的 明确 定 
义 ( 见 导数 ), 然 后 定义 自 变量 的 微 
分 &z 为 任 一 有 限量 ,而 函数 的 微分 
dy 则 定义 为 了 (zx)qz。 . 
微分 中 值 定理 (mean value 
theorem for derivatives) 微分 
中 值 定 理 在 微 积 分 理论 中 具有 重要 
作用 , 它 有 许多 不 同 的 形式 。 
1691 年 ,法 国 数学 家 罗 尔 在 关 
于 代数 方程 解法 的 论著 中 ,证 明了 : 
在 多 项 式 方程 f(x) 一 0 的 两 个 相 邻 
的 实 根 之 间 , 了 (zx) 二 0 至 少 有 一 个 
实 根 。 后 来 人 们 把 这 个 定理 推广 到 
可 微 函数 ,并 称 为 罗 尔 定理 。 
微分 学 中 最 重要 的 中 值 定理 是 
拉 格 朗 日 定理 :可 微 函 数 y== 了 (zx) 
的 平均 变化 率 ,必定 等 于 变化 区 间 
Bg P rp EI AR Ub RS BERT AE eR, 
1797 年 ,法 国 数学 家 拉 格 衣 日 在 研 
究 秦 勒 级 数 时 ,得 到 下 述 形 式 的 中 
值 定理 
10)—f(a)=f (0) ba) 
(acce b), 
然后 他 用 这 个 定理 来 推导 泰勒 定 
理 , 柯 西 在 他 的 《无 穷 小 分 析 教 程 概 
论 》(1823) 中 定义 导数 时 也 利用 这 
个 结果 ,他 称 之 为 平均 值 定理 , 形 为 
Af —fG- 4x) — f (1) 


一 ji(z 十 bd4z)4z  (0«0«15, 
后 人 把 这 个 定理 推广 到 更 一 般 的 情 
JE XT G2 52 EXESE , (a.8) 内 可 微 
的 函数 f(z) a ,存在 aeos f 
得 

FCE) Cg O) —g Ca) =g CELS 
=F, 
称 为 柯 西 中 值 定理 。 

现代 微 积分 中 的 洛 必 达 法 则 和 
泰勒 公式 都 属于 不 同形 式 的 微分 中 
值 定理 ,前 者 由 法 国 数学 家 洛 必 达 
在 他 的 《无 穷 小 分 析 》(1696) 中 给 
出 ,但 来 源 于 约翰 。 伯 努 利 , 后 者 由 
英国 数学 家 泰勒 在 1712 年 得 到 。 

微 积分 学 基本 定理 Cunda- 

mental theorem of calculus) 也 
称 牛顿 一 菜 布 尼 茨 公式。 现行 的 数 
学 分 析 教 科 书 中 一 般 表 述 为 : 若 
SOEKE Ca 52. EEZ, Wl 了 f(z) 在 
Ca DJ EE LR E. E Ca 00 EE 
ZE BA] PRÉC P Gode f GE Ca 0) ET 
一 个 原 函 数 , 则 


f la)dz = FG) — F(a), 


在 17 世纪 下 半 时 ,牛顿 和 莱 布 尼 蒋 
分 别 在 前 人 大 量 工作 的 基础 上 先后 
发 现 了 微分 和 积分 的 上 述 关 系 。 他 
们 的 发 现 标志 着 微 积分 的 最 终 创 
立 。 牛 顿 发 现 微 积分 是 在 1664 一 
1667 年 间 。 他 在 1666 年 10 月 的 一 
篇 总 结 性 的 论文 中 , 阑 明了 流 数 计 
算 的 两 个 基本 问题 。 其 一 是 如 何 根 
据 所 给 流量 间 的 关系 来 确定 流 数 间 
的 关系 ,他 对 多 项 式 的 情形 给 出 了 
这 类 问题 的 解法 。 然 后 他 指出 第 二 
个 基本 问题 是 依据 含 流 数 的 方程 来 
求 流量 间 的 关系 ,特别 讨论 了 如 何 
借助 于 第 一 类 基本 问题 解法 的 反 运 
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算 ( 即 反 微 分 ) 来 求 面积 ,第 一 次 以 
明显 的 形式 给 出 了 微 积分 学 基本 定 
理 。 莱 布 尼 获 在 1677 年 的 一 份 手稿 


中 ,用 [oci oma 


坐标 为 六 下 的 面积 ,指出 面积 应 该 
等 于 每 一 个 gy 与 相应 的 dz 构成 的 
所 有 和 邱 形 之 和 。 他 把 求 积 问题 化 为 
反切 线 问 题 , 即 为 了 求 得 纵 坐 标 为 
z 的 曲线 下 的 面积 ,只 须 求 出 一 条 
纵 坐 标 为 y 的 曲线 ,使 它 的 切线 满 
Æ 


=Z, 


3I ARE X E] Ca 02.25 R, t 
简单 运算 便 得 到 


| zdz = y(b) — (a). 


积分 学 Cintegral calculus) 
见 微 积分 学 。 

积分 GntegraD 定 积分 和 不 定 
积分 的 总 称 。 它 们 作为 对 函数 的 运 
算 , 是 求 导数 和 微分 运算 的 逆 运 算 。 
在 微 积 分 的 初创 时 期 ,牛顿 通常 是 
以 几何 的 方式 来 解决 求 积 问题 一 一 
必须 通过 微分 法 的 逆 运 算 求 得 。 而 
莱 布 尼 芯 把 积分 看 作 是 变量 的 无 穷 
多 个 微 元 之 和 的 思想 也 并 不 严 遵 。 
1823 年 ,法 国 数学 家 柯 西 在 他 的 著 
作 中 开始 把 定 积分 定义 为 和 的 极 
限 .。 他 对 连续 函数 f(z) 的 定 积分 给 
出 如 下 的 定义 :如 果 区 间 [zo, XD 为 
z Bü 21,2257 2,4 BEAT RE Cn 一 
X) , 则 它 的 积分 是 


lim £C) Gs — gii), 
Ut LII 


其 中 5 是 T dE (xia x0 P S ££— 
值 .、 定义 中 还 假定 f(z) 在 Cz,,X) 上 


BL 


连续 且 上 述 分 割 的 最 大 子 区 间 的 长 
度 当 w->co 时 趋 于 零 。 柯 西 还 证 明 ， 
无 论 如 何 选取 2 和 ,积分 都 存在 。 

对 于 不 定 积分 , 柯 西 首先 证 明 
了 函数 f(z) 的 全 体 原 函数 彼此 只 
差 一 个 常数 ,然后 定义 f(z) 的 不 定 
积分 为 


[roo = f fade + e, 


柯 西 的 这 些 论 述 是 对 积分 概念 最 系 
统 的 开创 性 工作 。 
以 上 所 说 的 函数 都 是 有 穷 区 间 
上 的 有 界 函 数 , 对 于 积分 区 间 为 无 
穷 和 在 积分 区 间 的 某 些 值 处 函数 变 
为 无 穷 时 的 情形 ,作为 定 积分 的 极 
限 , 有 无 穷 积 分 和 环 积 分 ( 见 广义 积 
分 )。 这 些 积分 概念 都 推广 到 多 元 函 
数 ,更 进一步 的 推广 是 实 变 函 数论 
中 的 勒 贝 格 积分 。 
广义 积分 (Cimproper integral) 
包括 无 穷 积分 和 瑕 积分 两 种 。 黎 
曼 积 分 是 在 被 积 函数 有 界 且 积 分 区 
间 为 有 穷 的 限制 下 定义 的 ,但 在 应 
用 时 需要 取消 这 些 限 制 , 这 就 导致 
广义 积分 概念 的 产生 。 
法 国 数学 家 柯 西 在 他 的 《无 穷 
小 分 析 教 程 概论 》(1823) 中 论述 了 
在 积分 区 间 的 某 些 值 处 函数 变 为 无 
FERRE X H k F okt 
《无穷 积分) 的 反常 积分 ,他 还 结合 
物理 意义 提出 积分 主 值 的 概念 , 例 
如 对 于 瑕 积分 ,他 定义 


上 了 (r)az = lim CF reos 
a -0 5 
b 
+Í f(z)dz ]， 
ee 


其 中 cE la, bdDH f(x) 在 z=c 时 无 
界 。 后 人 称 这 两 种 反常 积分 为 广义 


hnic ARA e TE m ataa aea oe o o 
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积分 。 

多 元 微 积分 学 (differential 
and integral calculus for func- 
tions of several variables) XT 
多 元 函数 的 微 积分 学 ,是 微 积分 学 
的 一 个 组 成 部 分 。 

多 元 微 积 分 是 在 一 元 微 积分 的 
基本 思想 的 发 展 和 应 用 中 自然 而 然 
地 形成 的 。 其 基本 概念 都 是 在 描述 
和 分 析 物 理 现象 和 规律 中 ,与 一 元 
微 积分 的 基本 概念 合 为 一 体 而 产生 
的 。 

早 在 微 积分 建立 的 初期 ,牛顿 
就 从 z 和 ?的 多 项 式 Fou 0m 
导出 了 关于 xz 或 的 偏 微 商 的 表达 
式 。 雅 各 布 。 伯 努 利 在 他 关于 等 周 
问题 的 著作 中 (1701) 使 用 了 偏 导 
数 , 尼 十 拉 。 伯 努 利 在 1720 年 关于 
正 交 轨 线 的 工作 中 也 用 到 了 偏 导 
数 。 而 偏 导数 理论 是 由 方 丹 . 欧 拉 、 
克 莱 罗 和 达 朗 贝尔 建立 的 ( 见 偏 导 
数 )。 

重 积分 的 概念 ,牛顿 在 他 的 《 原 
理 ) 中 讨论 球 与 球 沉 作用 于 质点 上 
的 万 有 引力 时 就 已 涉及 到 。 但 他 是 
用 几何 形式 论述 的 。 在 18 世纪 上 半 
叶 , 牛 顿 的 工作 被 以 分 析 的 形式 加 
以 推广 .例如 ,二 重 积分 被 用 来 表示 
偏 微分 方程 的 解 。 欧 拉 在 1738 年 用 
累 次 积分 算出 积分 


“|e 
Ce 


其 中 积分 区 域 是 由 (Cz?/@?) 十 (y?/57) 
=] 围 成 的 椭圆 。 这 个 积分 表示 厚 
度 为 5. 的 椭圆 薄片 作用 在 椭圆 中 
心 正 上 方 c 个 单位 处 一 个 质点 上 的 
引力 。1769 年 , 欧 拉 建立 了 平面 有 
界 区 域 上 二 重 定 积分 理论 ,他 给 出 


了 用 累 次 积分 计算 二 重 积分 的 方 
法 。1773 年 , 拉 格 朗 日 在 研究 旋转 
糖 球 的 引力 时 ,用 到 了 三 重 积分 .为 
了 克服 计算 中 的 困难 ,他 转 用 球 坐 
标 ,建立 了 有 关 的 积分 变换 公式 ,与 
此 同时 , 拉 普 拉 斯 也 使 用 了 球 坐 标 
变换 。 

在 多 元 微 积分 中 ,相当 于 微 积 
分 学 基本 定理 的 公式 是 在 19 世纪 
建立 的 。 俄 国 数学 家 奥 斯 特 罗 格拉 
获 基 在 1828 年 研究 热传导 理论 的 
过 程 中 ,证 明了 关于 三 重 积分 与 曲 
面积 分 之 间 关系 的 公式 , 现 称 奥 其 
特 罗 格拉 欧 基 一 高 斯 公式 (高 斯 也 
曾 独立 地 证 明 过 这 个 公式 ) .英国 数 


学 家 格林 也 是 在 1828 年 ,在 研究 位 


势 方程 时 得 到 了 著名 的 格林 公式 。 
上 述 两 个 公式 在 向 量 分 析 中 称 为 散 
EEH. 

1833 年 以 后 ,德国 数学 家 雅 可 
比 建立 了 多 重 积分 变量 替换 的 雅 可 
比 行列 式 ,与 此 同时 , 奥 斯 特 罗 格 拉 


获 基 不 仅 得 到 了 二 重 积分 和 三 重 积 


分 的 变换 公式 ,还 把 上 述 著 名 的 奥 - 
高 公式 推广 到 n HUE. CEN 
换 中 涉及 到 的 曲线 积分 与 曲面 积分 
也 是 在 这 一 时 期 得 到 明确 的 概念 和 
系统 的 研究 。 

1854 年 ,英国 数学 物理 学 家 斯 
托 克 斯 把 格林 公式 推广 到 三 维 空 
间 ,建立 了 著名 的 斯 托 克 斯 定理 。 从 
此 以 后 ,多 元 微 积 分 与 一 元 微 积分 
同时 随 着 其 理论 分 析 的 发 展 在 数学 
物理 的 许多 领域 获得 广泛 的 应 用 。 

偏 导数 (Partial derivative) 

一 个 多 元 函数 对 于 它 的 某 个 变 元 作 
为 唯一 自 变 量 而 言 的 变化 率 。 偏 导 
数 的 朴素 思想 ,在 微 积 分 学 创立 的 
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初期 ,就 多 次 出 现在 力学 研究 的 著 
作 中 。 普 通 的 导数 与 偏 导数 在 这 一 
时 期 并 没有 明显 地 被 区 别 开 , 甚至 
于 两 者 都 用 同样 的 符号 来 表示 。 人 
们 只 是 注意 到 其 物理 意义 不 同 , 偏 
导数 是 在 多 个 自 变 量 的 函数 中 , 考 
虑 其 中 某 一 个 自 变量 变化 的 导数 。 

偏 导数 的 理论 是 由 欧 拉 和 法 国 
数学 家 方 丹 , 克 莱 罗 和 达 朗 贝尔 在 
早期 偏 微分 方程 的 研究 中 建立 起 来 
的 。 欧 拉 在 关于 流体 力学 的 一 系列 
文章 中 给 出 了 偏 导 数 运算 法 则 、 复 
合 函 数 偏 导数 、 偏 导数 反 演 和 函数 
行列 式 等 有 关 运 算 。 克 莱 罗 证 明了 
恰当 微分 的 充 要 条 件 。 达 朗 贝 尔 则 
在 他 的 动力 学 著作 中 推广 了 偏 导 数 
的 演算 。 

全 微分 (total differential) 
一 个 多 元 函数 4 二 f(z1,xs,…,z,) 相 
应 于 全 部 变 元 同时 变化 时 的 变化 量 

Au — f (i + Azı 25 F 425, y Ea F 

Az.) — f (22 ,7**,2.) 
的 线性 主要 部 分 , 即 


| gu du du 
du— an t Ak x 


全 微分 的 概念 由 法 国 数学 家 克 
莱 罗 在 1739 年 关于 地 球形 状 的 研 
究 论 文中 首次 提出 .在 这 篇 论文 中 ， 
他 建立 了 现在 称 为 全 微分 方程 的 一 
个 方程 Plz 十 Qay 十 Rlz 二 0, 讨 论 了 
它 可 积分 的 条 件 。 

雅 可 比 行列 式 (Jacobian de- 
terminant) 以 % 个 % 元 函数 的 偏 
导数 为 元 素 的 行列 式 。1841 年 , 德 
国 数学 家 雅 可 比 把 行列 式 理论 应 用 
于 多 重 积分 的 变量 替换 中 ,得 到 一 
些 特殊 的 结果 ,不久 (1839) ,比利时 
数学 家 卡 塔 朗 给 出 现在 大 家 熟悉 的 


结果 。 例 如 对 于 二 重 积分 


| [reos 


在 变量 蔡 换 
z— f (u,v),y—g(u,v) 


下 成 为 
[foe 


以 上 Glu, v) — FCf u,v)g(u,022, 
m^ P sopa der eftt 
可 比 行列 式 或 函数 行列 式 。 

向 量 分 析 (vector analysis) 
与 向 量 函 数 有 关 的 微 积分 运算 及 其 
应 用 。 

19 世纪 中 叶 英 国 数学 家 哈密 
顿 发 现 的 四 元 数理 论 是 建立 向 量 分 
析 的 基础 。 物 理学 家 麦克 斯 韦 把 四 
元 数 的 数量 部 分 与 向 量 部 分 分 开 来 
研究 ,从 此 提出 了 有 关 向 量 分 析 的 
一 些 课题 。 三 维 向 量 分 析 成 为 一 个 
新 的 独立 的 分 支 , 应 归功 于 19 世纪 
80 年 代 的 美国 数学 家 吉 布 斯 和 英 
国 物理 学 家 交 维 赛 。 吉 布 斯 在 80 年 
代 初 就 写 出 向量 分 析 基 础 》( 但 未 
公开 发 表 ) , 交 维 赛 也 在 同一 时 期 独 
立地 发 展 了 这 一 课题 。 

他 们 抛 开 四 元 数 而 独立 地 考虑 
具有 三 个 分 量 的 向 量 ,建立 了 向 量 
的 代数 运算 。 他 们 引进 的 向 量 的 数 
量 积 和 向 量 积 都 具有 很 强 的 物理 意 
义 。 然 后 把 向 量 代数 推广 到 向 量 函 
数 ,建立 了 向 量 函 数 的 微 积分 运算 ， 
如 梯度 . 散 度 . 旋 度 等 .这 样 一 来 ,分 
析 中 的 许多 基本 定理 都 可 以 用 向 量 
形式 来 表示 。 例 如 ,多 元 徽 积分 中 的 
格林 公式 和 奥 斯 特 罗 格拉 蒋 基 公式 
被 统一 为 向 量 形 式 ,并 称 为 散 度 定 


fu fv 
gu 


dudv , 
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理 。 斯 托 克 斯 定理 也 有 类 似 的 形式 。 

虽然 向 量 分 析 在 创立 的 初期 ， 
也 曾 引起 过 一 些 争 议 , 但 最 终 被 数 
学 界 和 物理 学 界 所 接受 ,并 得 到 广 
泛 的 应 用 。 

复 变 函数 论 (theory of func- 
tions of a complex variable) 研 
究 复 变数 的 函数 的 性 质 及 应 用 的 一 
门 学 科 ,是 分 析 学 的 一 个 重要 分 支 。 

JE I * 十 gg(z、y 为 实数 ,i 是 虚 
数 单 位 ,满足 六 = 一 1) 的 数 称 为 复 
数 。 复 数 早 在 16 世纪 就 已 经 出 现 ， 
它 起 源 于 求 代数 方程 的 根 。 在 相当 
长 的 一 段 时 间 内 ,复数 不 为 人 们 所 
接受 。 直 到 19 世纪 , 才 阅 明 复数 是 
从 已 知 量 确 定 出 的 数学 实体 。 以 复 
数 为 自 变量 的 函数 叫做 复 变 函 数 。 

对 复 变 函数 的 研究 是 从 18 世 
纪 开 始 的 。30 一 40 年 代 , 欧 拉 曾 利 
用 室 级 数 详细 讨论 过 初等 复 变 函 数 
的 性 质 ,并 得 出 了 著名 的 欧 拉 公式 

er 一 cosz 十 isinz。 

1752 年 , 达 朗 贝尔 在 论述 流体 力学 
的 论文 中 ,考虑 复 函 数 f(z) 二 4 十 包 
的 导数 存在 的 条 件 ,导出 了 关系 式 

à $^» X» p 

dr 3y’ H ox? 
欧 拉 在 1777 年 提交 圣彼得堡 科学 
院 的 一 篇 论文 中 ,利用 实 函 数 计 算 
复 函 数 的 积分 ,也 得 到 了 关系 式 @。 
因此 ,中 式 有 时 被 称 为 达 朗 贝尔 一 
欧 拉 方 程 , 但 后 来 更 多 地 被 称 为 柯 
西 一 黎 曼 方程 .在 这 一 时 期 , 拉 普 拉 
斯 也 研究 过 复 函 数 的 积分 。 但 是 以 
上 三 人 的 工作 都 存在 着 本 质 上 的 局 
限 性 ,因为 他 们 把 f(z) 的 实 部 和 虚 
部 分 开 考 虑 ,没有 把 它 看 成 一 个 基 
本 实体 。 


复 变 函数 论 的 全 面 发 展 是 在 
19 世纪 。 首 先 , 柯 西 的 工作 为 单 复 
变 函 数论 的 发 展 葛 定 了 基础 。 他 从 
1814 年 开始 致力 于 复 变 函数 的 研 
究 , 完 成 了 一 系列 重要 论著 。 他 把 一 
个 复 变 函数 f(z) 视 作 复 变数 z 的 一 
元 函数 来 研究 。 他 首先 证 明 复 数 的 
代数 运算 与 极限 运算 的 合理 性 , 引 
进 了 复 函 数 连续 性 的 概念 ,接着 给 
出 了 复 函 数 可 导 的 充分 必要 条 件 
〈 即 柯 西 一 黎 曼 方程 ) 。 他 定义 了 复 
函数 的 积分 ,得 到 复 聘 数 在 无 奇 点 
的 区 域内 积分 值 与 积分 路 径 无 关 的 
重要 定理 ,从 而 导出 著名 的 柯 西 积 
分 公式 
柯 西 还 给 出 了 复 函 数 在 极点 处 的 留 
数 的 定义 ,建立 了 计算 留 数 的 定理 。 
他 还 研究 了 多 值 函数 ,为 黎 曼 面 的 
创立 提供 了 理论 依据 。 

紧 接 着 , 阿 贝 尔 和 雅 可 比 创立 
了 椭圆 函数 理论 (1826) ,给 复 变 函 
数论 带 来 了 新 的 生机 。1851 年 , 黎 
曼 的 博士 论文 4 单 复 变 函 数 的 一 般 
理论 基础 } 第 一 次 给 出 单 值 解析 范 
数 的 定义 ,指出 实 函数 与 复 函 数 时 
数 的 基本 差别 。 他 把 单 值 解析 函数 
推广 到 多 值 解析 函数 ,阐述 了 现 称 
为 黎 曼 面 的 概念 ,开辟 了 多 值 函数 
研究 的 方向 。 黎 曼 还 建立 了 保 形 映 
射 的 基本 定理 ,奠定 了 复 变 函数 几 
何 理 论 的 基础 。 

外 尔 斯 特 拉 斯 与 柯 西 . 黎 曼 不 
fe] ,他 摆脱 了 复 函 数 的 几何 直观 ,从 
研究 里 级 数 出 发 ,提出 了 复 函 数 的 
解析 开拓 理论 ,引入 完全 解析 函数 
的 概念 。 他 在 椭圆 函数 论 方面 也 有 


ds, 
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很 重要 的 工作 。 

19 世纪 后 期 , 复 变 函数 论 得 到 
迅速 发 展 。 在 相当 一 段 时 间 内 , 柯 
西 . 黎 曼 、 外 尔 斯 特 拉 斯 这 三 位 主要 
奠基 人 的 工作 被 他 们 各 自 的 追随 者 
继续 研究 。 后 来 , 柯 西 和 黎 曼 的 思想 
被 融合 在 一 起 ,而 外 尔 斯 特 拉 斯 的 
方法 逐渐 从 柯 西 . 黎 曼 的 观点 推导 
出 来 .人 们 发 现 ,外 尔 斯 特 拉 斯 的 研 
究 途 径 不 是 本 质 的 ,因此 不 再 强调 
从 罕 级 数 出 发 考虑 问题 ,这 是 20 世 
纪 初 的 事 。 

20 世纪 以 来 , 复 变 函数 论 又 有 
很 大 的 发 展 , 形 成 了 一 些 专门 的 研 
究 领 域 。 在 这 方面 做 出 较 多 工作 的 
有 瑞典 数学 家 米 塔 一 列 夫 勒 ,法 国 
DET V EA A NET 
数学 家 奈 望 林 纳 ,德国 数学 家 比 伯 
巴赫 ,以 及 苏联 数学 家 韦 夺 、 拉 夫 连 
EXE 

解析 函数 (analytic function) 
能 展 成 将 级 数 的 函数 , 它 是 复 变 
函数 研究 的 主要 对 象 。 

对 解析 函数 的 系统 研究 开始 于 
18 世纪 。 欧 拉 在 这 方面 作出 许多 贡 
献 。 拉 格 朗 日 最 早 希望 建立 系统 的 
解析 函数 理论 ,他 曾 试图 利用 震级 
数 的 工具 来 发 展 这 种 理论 ,但 未 获 
成 功 。 

法 国 数学 家 柯 西 以 他 自己 的 工 
作 被 公认 为 是 解析 函数 理论 的 奠基 
者 。1814 年 他 定义 正则 函数 为 导数 
存在 且 连 续 ,他 批判 了 过 去 许多 错 
误 的 结果 ,创立 了 若干 法 则 ,以 保证 
级 数 运算 的 可 靠 性 。1825 年 他 得 到 
了 著名 的 柯 西 积 分 定理 ,随后 又 建 
立 了 柯 西 积分 公式 。 柯 西利 用 这 些 
工具 得 到 了 正则 函数 在 它 的 定义 域 


内 处 处 可 表 为 收敛 的 客 级 数 的 结 
果 , 其 逆 命 题 亦 真 .所 以 解析 和 正则 
是 等 价 的 。1900 年 ,法 国 数学 家 古 
尔 萨 改善 了 正则 函数 的 定义 ,只 要 
求 函数 在 定义 域 中 处 处 有 导数 。 

外 尔 斯 特 拉 斯 以 医 级 数 为 出 发 
点 开展 对 解析 函数 的 研究 。 他 定义 
AE Rl a CAS RE UA JE DARE ORCI jy 
数 ,创立 了 解析 开拓 理论 ,并 利用 解 
析 开 拓 定 义 完全 解析 消 数 。 柯 西 的 
方法 限于 研究 完全 解析 函数 的 所 谓 
单 值 分 支 ,必须 通过 解析 开拓 才能 
和 外 尔 斯 特 拉 斯 的 理论 统一 起 来 。 

柯 西 积分 定理 (Cauchy inte- 

gral theorem) 法 国 数学 家 柯 西 
在 研究 复 变 函 数 的 积分 时 所 得 到 的 
基本 定理 。 

柯 西 在 1825 年 完成 的 论文 4 关 
于 积分 限 为 虚数 的 定 积分 的 报告 》 
(1874 年 发 表 ) 中 叙述 了 这 个 定理 : 
E Sati EKI z 委 z 和 YX. 和 y 
委 了 中 有 界 并 连续 ,那么 积分 


z+iy 
[ f (Mz 
RA 


B B 5j a—o(0fI y XCORDESX 
无 关 。 
柯 西 在 这 篇 论文 中 给 出 的 证 明 

并 不 十 分 严谨 ,他 在 1846 年 的 论文 
中 给 出 了 这 个 定理 的 一 个 新 证 明 。 

泰勒 级 数 (Taylor series) 解 
析 函 数 的 一 类 宕 级 数 展开 式 。 在 圆 
[2—a| «RB 内 解析 的 函数 f(z) 可 以 
展 为 下 列 形 式 的 车 级 数 


ro = 3 Eear, 
此 级 数 称 为 f(z) 在 z=a 处 的 泰勒 


级 数 。 当 a=0 时 , 称 为 马克 劳 林 级 
数 。 
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对 于 单 变量 实 函 数 的 泰勒 级 
数 , 最 早 见 于 英国 数学 家 泰勒 1712 
年 给 他 的 老师 梅 钦 的 信 中 ,等 价 于 
现代 形式 
f Gr &) — f (2) Hf CE) 
Pe 

但 泰勒 级 数 的 重要 性 大 约 在 50 年 
后 通过 法 国 数学 家 拉 格 朗 日 的 研究 
才 为 大 家 所 认识 。 泰勒 对 定理 的 证 
明 尚 未 考虑 收敛 性 ,因此 并 不 严密 。 
一 个 世纪 以 后 ,法 国 数学 家 柯 西 给 
出 第 一 个 较为 严密 的 证 明 。 拉 格 朗 
日 和 柯 西 还 给 出 了 泰勒 级 数 的 两 种 
不 同形 式 的 余 项 。 随 着 复 变 函 数 的 
发 展 , 泰 勒 级 数 被 推广 到 复 变量 的 
情形 。 通 过 解析 函数 可 以 展开 为 泰 
勒 级 数 这 一 事实 ,可 以 更 进一步 研 
究 解析 函数 的 性 质 。 

i& BH £k 3X (Laurent Series) 

也 称 洛 朗 展开 式 。 在 环形 区 域 
r< |z— zo| <ROSKr<RK +o) 内 
的 解析 函数 f(z) 可 展 为 如 下 的 包 
含有 正 的 和 负 的 方 宕 的 宏 级 数 


fl2) = M Clz — ar, 


一 一 co 


此 级 数 称 为 了 (z) 在 给 定 圆 环 内 的 
洛 朗 级 数 。 

这 个 展开 式 是 法 国 数学 家 洛 朗 
在 1843 年 建立 的 。 他 指出 , 当 函 数 
f(z) 在 孤立 点 z 处 不 连续 时 ,就 必 
须 用 变量 的 升 辕 和 降 寡 展开 式 来 代 
替 泰勒 展开 式 。 如 果 f(z7 和 它 的 导 
数 在 以 zo 为 中 心 的 圆 环 内 单 值 并 
连续 , 则 f(z) 以 相反 方向 沿 着 圆 环 
的 两 个 边界 圆 所 取 的 积分 适当 展开 
后 就 给 出 = 的 升 守 的 降 宪 的 一 个 展 
开 式 , 它 在 这 个 圆 环 内 解析 .这 个 展 


开 式 被 称 为 洛 朗 展开 式 , 它 是 泰勒 
展开 式 的 推广 。 外 尔 斯 特 拉 斯 在 
1841 年 就 知道 这 个 结果 ,但 未 公开 
发 表 。 

留 数 (residue) 又 称 残 数 ， 
复 变 函 数论 中 的 一 个 重要 概念 。 解 
Tr eR TGHESBULSI AR z= z 处 的 


洛 朗 展 开 式 f(z) 王 》) eG—aY 


一 一 co 


中 ，(z 一 20)-! 项 的 系数 c-! 称 为 
f(z) 在 z= 二 a 处 的 留 数 。 

留 数 的 概念 由 法 国 数学 家 柯 西 
提出 ,他 在 1814 年 于 巴黎 科学 院 宣 
读 的 论文 4 关于 定 积分 理论 的 报告 》 
(1827 年 发 表 ) 中 ,已 经 接触 到 这 个 
概念 。 对 留 数 较 完整 的 论述 是 在 他 
1825 年 的 论文 《关于 积分 线 为 虚数 
的 定 积分 》(1874 年 发 表 ) 中 给 出 
的 。 第 二 年 他 提出 了 积分 留 数 的 术 
语 , 并 指出 f(z) 在 处 的 留 数 就 是 
f(z) 在 zo HM BARAH C z) 
项 的 系数 。 到 1841 年 ,他 建立 了 留 
数 的 积分 表达 式 

F(z0)= ECf (2)3., 

= 元 f re 
其 中 积分 路 径 丁 表示 以 aa 为 中 心 
的 小 圆 。 1846 年 , 柯 西 又 指出 ,如 果 
曲线 二 包围 着 一 些 极 点 ,那么 积分 


| EOST OER 
点 上 的 留 数 之 和 的 2mi 倍 , 妈 
f TOES 2mE(Cf (z)), 


其 中 BCf(z)] 是 柯 西 用 以 表示 留 数 
之 和 的 记号 ,这 个 结果 被 称 为 留 数 
定理 。 留 数 定理 在 复 变 函数 论 中 有 
广泛 的 应 用 ,例如 利用 它 可 计算 一 
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些 较 复杂 的 定 积分 。 

保 角 映射 Ceconformal ma- 
pping) 又 称 保 形 映射 ,是 复 变 函 
数论 的 一 个 分 支 。 其 方法 是 从 几何 
学 的 角度 来 研究 复 变 函 数 。 

从 一 个 平面 到 另 一 个 平面 的 保 
角 映 射 , 来 源 于 地 图 绘制 问题 . 欧 拉 
在 1768 年 提交 圣彼得堡 科学 院 的 
一 篇 论文 中 ,利用 复 变 函数 设计 了 
一 种 从 平面 到 平面 的 保 角 映射 方 
法 。 后 来 他 又 讨论 了 一 般 的 保 角 表 
示 问 题 ,高 斯 在 1825 年 解决 了 平面 
间 保 角 映 射 的 一 般 问 题 。. 兰 伯 特 、 欧 
拉 和 拉 格 朗 日 都 研究 过 从 球面 到 平 
面 的 保 角 映射 。 

随 着 复 变 函数 论 和 微分 几何 的 
发 展 , 保 角 映射 的 理论 和 方法 得 到 
进一步 发 展 。 黎 最 在 他 1851 年 的 博 
士 论 文中 ,阐明 了 一 个 解析 函数 可 
BELA ZFFE v FERRA 
映射 ,并 给 出 保 角 映射 理论 中 最 基 
本 的 定理 一 一 黎 曼 上 映射 定理 。 他 还 
把 有 关 结 果 推 广 到 黎 曼 面 。 保 角 映 
射 理论 有 广泛 的 应 用 ,例如 ,俄国 学 
者 菇 科 夫 斯 基 成 功 地 应 用 这 一 理论 
研究 各 种 飞机 机 器 的 截面 ,计算 了 
绕 流 对 机 美 所 引起 的 升力 和 力矩 。 

8g Pk BRL BC (Special function) 

一 些 高 级 超越 函数 的 总 称 , 不 是 
代数 函数 的 完全 解析 函数 通称 为 超 
越 函 数 。 高 级 超越 函数 是 超越 函数 
中 不 为 初等 旺 数 的 泛称 。 特 殊 沙 数 
的 种 类 繁多 ,而 且 不 断 地 有 新 的 出 
现 。 常 见 的 有 本 一 函数 .8 一 函数 . 超 
几何 函数 、 中 塞 尔 函 数 、 勒 让 德 函 数 
等 ,一 些 正 交 多 项 式 ,如 雅 可 比 多 项 
式 . 切 比 雪夫 多 项 式 、 埃 尔 米 特 多 项 
式 、 拉 盖 尔 多 项 式 等 ,通常 也 列 入 特 


丈 函 数 之 列 。 

一 函数 是 在 18 世纪 从 插值 
理论 与 反 微 分 这 两 个 问题 的 研究 中 
产生 的 。 欧 拉 在 1829 一 1831 年 研究 
播 值 问题 时 ,推广 了 阶乘 概念 ,对 于 
非 整 数 的 4, 给 出 n! 的 定义 ,同时 他 
考察 了 活 利 斯 研究 过 的 积分 


xQ 一 zeewm 是 任意 数 ), 经 
过 一 系列 的 变换 ,他 得 到 a! = 
f Cree 后 来 勒 让 德 称 这 
个 积分 为 函数 ,并 用 ra 十 1) 来 
表示 。1781 年 , 欧 拉 给 出 它 的 现代 
形式 , 即 
Tl(nt+1)= f. a"e7"dz, 
勒 让 德 在 研究 积分 
[,eacevent.atA 8 一 函数 ， 
他 定义 
B(m,n)-— [nacen 


欧 拉 在 1771 FRAT r- K 
数 与 B 一 函数 之 间 的 关系 
TOm) * ICa) 
. Tmin) ^ 

欧 拉 在 1769 年 发 表 的 《积分 学 
原理 ) 中 得 到 了 超 几 何方 程 


2 (1—z) E G- (at b+ D3) 
2 —ay—0 的 级 数 解 
LE D o 
这 个 级 数 被 德国 数学 家 普法 夫 称 为 
超 几 何 级 数 。 当 z 是 复 变 量 时 ,从 这 
个 级 数 ( 在 12| 过 1 时 解析 ) 出 发 利 
用 解析 开拓 可 以 得 到 完全 解析 函 


E 


B(m,n)— 


EL —-— ELEME 
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数 ,这 种 完全 解析 函数 叫做 超 几 何 
函数 。 还 有 许多 种 类 的 特殊 也 数 也 
都 是 从 寻求 某 些 数学 物理 方程 的 解 
得 出 的 。 例 如 , 常 微分 方程 中 重要 的 
贝 塞 尔 方程 的 两 个 独立 解 J.(z) 和 
Y, (zx) 分 别 叫做 第 一 类 和 第 二 类 贝 
塞 尔 函 数 ; 勒 让 德 微分 方程 的 两 个 
独立 解 分 别 叫做 第 一 类 和 第 二 类 勒 
让 德 函数 ; 拉 梅 微分 方程 的 解 叫 拉 
梅 陆 数 或 桶 贺 调 和 函数 ; 拉 盖 尔 方 
程 的 解 叫 拉 盖 尔 多 项 式 ; 等 等 ,这 些 
特殊 函数 在 数学 物理 中 都 有 广泛 的 
应 用 。 

19 世纪 后 期 ,俄国 数学 家 切 比 
雪夫 创立 用 多 项 式 副 近 连 续 函 数 的 
理论 ,在 考虑 函数 的 最 佳 副 近 时 , 引 
进 了 切 比 雪夫 多 项 式 。 切 比 雪夫 多 
项 式 在 计算 方法 中 有 很 多 应 用 。 

19 世纪 末 到 20 世纪 初 ,由 于 
物理 学 和 工程 技术 的 需要 , 解 微分 
方程 的 问题 引出 了 一 些 更 为 复杂 的 
特殊 函数 。 特 殊 函 数 已 经 形成 比较 
专门 的 理论 ,20 世纪 以 来 又 得 到 新 
的 发 展 和 应 用 。 

$% EX 3 (integral function) 
在 平面 的 有 限 部 分 没有 奇 点 的 函 
数 ,例如 多 项 式 er,sinz,cosz 等 , 粗 
略 地 说 ,它们 相当 于 初等 实 函数 的 
类 似 物 。 

整 函数 是 十 分 重要 的 一 种 单 值 
复 函 数 ,许多 数学 家 对 它 进 行 了 深 
入 研究 。 在 这 方面 的 第 一 个 重要 结 
果 属 于 法 国 数学 家 柯 西 ,他 在 1844 
年 证 明了 每 一 个 有 界 的 整 函 数 是 一 
个 常数 。 后 来 人 们 常 把 这 个 定理 归 
于 刘 维 尔 , 因 为 他 在 1847 年 也 发 表 
了 这 个 定理 。 外 尔 斯 特 拉 斯 把 实 多 
项 式 分 解 为 线性 因 式 的 定理 推广 到 


整 函数 ,大 约 在 1840 年 ,他 就 得 到 
了 整 函数 的 因 式 分 解 定理 (1876 年 
发 表 ) 。1879 4E ,法国 数学 家 皮卡 建 
立 了 整 函数 取 值 范围 的 重要 定理 。 
稍 后 ,法 国 数学 家 拉 盖 尔 引 进 了 整 
函数 的 格 的 概念 ,在 某 种 意义 上 , 它 
类 似 于 多 项 式 的 次 数 。1883 年 , 庞 
加 莱 建 立 了 整 函数 的 模 与 其 格 的 关 
系 的 定理 。 阿 达 马 研究 了 与 此 相反 
的 问题 ,他 在 1896 Aih T h R% 
f(z) 的 最 大 模 的 某 种 界 来 作出 函数 
零点 数 的 某 种 上 界 的 估计 。1897 
年 , 波 菜 尔 引 入 函数 增长 级 的 概念 ， 
这 是 度量 函数 最 大 模 增 长 速度 的 特 
征 量 ,在 整 函数 理论 中 起 着 重要 作 
用 。 

19 世纪 末 , 波 莱 尔 综合 和 改进 
了 皮卡 、. 庞 加 莱 和 阿达 马 的 工作 , 开 
始 形 成 整 函 数值 分 布 论 。 

Y fkih t meromorphic func- 
tion) 除 极 点 外 为 全 纯 的 函数 为 
亚 纯 函 数 , 它 是 复 变 函 数论 研究 的 
主要 对 象 之 一 。 

德国 数学 家 外 尔 斯 特 拉 斯 、 瑞 
典 数 学 家 米 塔 一 列 夫 勒 、 法 国 数学 
家 柯 西 等 都 是 亚 纯 函 数理 论 的 黄 基 
人 。1876 年 ,外 尔 斯 特 拉 斯 证 明了 
一 个 亚 纯 函 数 可 以 表示 为 两 个 整 函 
数 的 商 。 第 二 年 ,瑞典 数学 家 米 塔 - 
列 夫 勒 推广 了 外 尔 斯 特 拉 斯 的 结 
果 , 证 明 在 任意 一 个 区 域 上 的 亚 纯 
函数 皆 可 表 为 两 个 函数 的 商 , 其 中 
每 一 个 都 在 该 区 域内 解析 。 法 国 数 
学 家 柯 西 也 曾 给 出 一 种 分 解 方法 ， 
对 相当 广 一 类 亚 纯 函 数 得 到 简单 的 
表示 式 。 

近代 亚 纯 销 数 理论 是 20 世纪 
20 年 代 由 芬兰 数学 家 奈 望 林 纳 所 
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创立 。 他 在 1925 年 发 表 了 亚 纯 函 数 
的 一 个 一 般 性 理论 ,这 个 理论 中 有 
两 个 基本 定理 分 别称 为 第 一 基本 定 
理 和 第 二 基本 定理 ,从 它们 可 以 推 
出 一 系列 关于 亚 纯 函数 的 值 分 布 的 
结果 ,丰富 并 推进 了 前 人 的 工作 , 产 
生 了 深远 影响 。 
亚 纯 函 数 的 术语 是 由 法 国 数学 
家 布 里 奥 和 布 饥 共同 引进 的 。 
解析 开拓 (analytic continua- 
tion) 把 解析 函数 的 定义 域 扩大 
的 过 程 。 
解析 开拓 通常 有 两 种 方法 ,一 
种 是 利用 宪 级 数 进行 解析 开拓 ,这 
是 外 尔 斯 特 拉 斯 的 贡献 。 他 研究 了 
解析 函数 用 器 级 数 表示 的 问题 。 如 
果 已 知 一 个 眶 级 数 , 它 在 某 个 有 限 
区 域内 表示 一 个 复 函 数 ,外 尔 斯 特 
拉 斯 推导 出 在 其 他 区 域 中 定义 辣 一 
函数 的 另 一 些 莉 级 数 , 这 些 寄 级 数 
都 是 已 知 复 函 数 的 解析 开拓 。 在 解 
析 开 拓 的 过 程 中 ,函数 有 时 是 多 值 
的 。 他 利用 解析 开拓 定义 了 完全 解 
析 函 数 。 外 尔 斯 特 拉 斯 还 给 出 第 一 
个 蜘 级 数 的 例子 ,其 收敛 圆 是 它 的 
自然 边界 ， APERIT ETH IR 
数 是 不 能 解析 开拓 的 。 
另 一 种 解析 开拓 的 方法 是 利用 
施 瓦 效 对 称 原 理 , 这 是 由 德国 数学 
家 施 瓦 兹 建 立 的 把 解析 函数 定义 域 
作对 称 扩大 的 解析 开拓 法 。 
386 I e 3 (elliptic function 
双 周 期 的 亚 纯 函 数 。 这 个 课题 最 
初 是 从 求 椭 圆 弧 长 所 引导 出 来 的 ， 
Bir UL SR SHEER PCR E 
高 斯 生前 得 到 过 关于 椭圆 函数 
论 的 许多 重要 结果 ,但 没有 公开 发 
表 过 ,一 般 认为 ,挪威 数学 家 阿 贝尔 


和 德国 数学 家 雅 可 比 是 椭圆 汕 数论 
的 创始 人 ， 

1825 年 , 阿 贝尔 在 了 解 到 欧 
拉 、 拉 格 朗 日 和 勒 让 德 关 于 椭圆 积 
分 的 工作 后 ,提出 了 新 的 考虑 .例如 
对 于 第 一 型 椭圆 积分 


u = 


Ld 
e / (1—22) 0 — Rz?) 
|" o» 
"AL 1 一 iesin2p 
其 中 z 一 smnp, 阿 贝尔 提出 把 z 作为 
“的 函数 (从 而 w 也 可 作为 “的 项 
数 ) 来 研究 。 这 就 是 说 ,作为 z 的 
函数 时 ,其 反 函 数 正 是 椭 阅 函数 
snz。 椭 圆 函 数 的 名 称 就 由 此 而 来 。 
阿 贝 尔 引进 “的 复 值 ,从 整体 上 来 
定义 椭 加 函数 ,他 还 建立 了 椭圆 淆 
数 的 加 法 定理 ,不 久 他 就 发 现 ,这 些 
椭圆 函数 是 双 周 期 的 , 单 值 的 ,并 且 
有 极点 .与 此 同时 , 雅 可 比 独立 地 得 
到 了 阿 久 尔 的 许多 结果 。 他 还 引进 
四 个 9 函数 ,并 把 椭圆 通 数理 论 建 
立 在 6 函数 基础 上 ， 还 进一步 研究 
了 4 函数 的 各 种 性 质 。 
法 国 数学 家 刘 维 尔 和 德国 数学 

家 外 尔 斯 特 拉 斯 对 椭圆 函数 论 也 都 
有 重要 贡献 。 前 者 提出 如 何 发 现 所 
有 双 周 期 函数 的 问题 ,试图 建立 一 
^r I SEE BAL BE VE s Js cr EUR DDR 
数 表示 成 笑 级 数 的 商 来 研究 ,他 的 
工作 使 椭 加 函数 理论 更 加 完备 。 

ER 24 (li 4 Th iC (theory of val- 


ue— distribution) 复 变 函数 论 中 
历史 悠久 .理论 完美 的 一 个 分 支 。 其 


主要 研究 内 容 是 整 函 数 和 亚 纯 函 数 
的 取 值 情况 。 

1879 年 法 国 数学 家 皮卡 证 明 
ID ENS LE ESSET! 
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f(z) 和 任意 复数 4a, 方程 f(z) 一 a 都 
有 根 ,至 多 除去 a 的 两 个 例外 值 。 皮 
卡 定理 莫 定 了 值 分 布 论 的 基础 。 以 
后 ,法 国 数学 家 庞 加 莱 .阿达 马 等 继 
续 进 行 研究 ,后 者 建立 了 整 函数 和 
亚 纯 望 数 的 分 解 定理 ,并 应 用 于 J 
函数 的 零点 研究 。 

1896 年 ,法 国 数学 家 波 莱 尔 正 
式 引 入 整 函数 的 级 的 概念 ,把 皮卡 
定理 大 大 推进 了 一 步 。 

20 世纪 初 , 有 许多 人 从 事 值 分 
布 论 的 研究 ,其 中 成 果 较 为 显著 的 
有 芬兰 数学 家 林 德 勒 夫 、 德 国 数学 
家 布 卢 门 塔 尔 、 法 国 数学 家 当 儒 瓦 
等 。 

1919 年 ,法 国 数学 家 朱 利 亚 开 
创 了 在 一 射线 附近 函数 取 值 情况 的 
研究 ,不 久 他 的 工作 又 被 推进 了 一 
步 。1925 年 ,芬兰 数学 家 奈 望 林 纳 
把 亚 纯 函 数 作为 主要 研究 对 象 , 建 
立 了 两 个 基本 定理 。 他 的 工作 使 值 
DER UNS IJIDENS NS 
值 分 布 的 近代 理论 。1928 年 ,法国 
数学 家 瓦 利 隆 也 发 展 了 朱 利 亚 的 工 
作 。 这 一 阶段 还 有 许多 杰出 的 学 者 
从 事 值 分 布 论 的 研究 。 50 年 代 中 期 
以 来 ,又 出 现 了 许多 优秀 的 工作 。 

在 中 国 ,在 著名 数学 家 熊 庆 来 
WEST EHR EK SKI RSS 
从 事 值 分 布 论 的 研究 ,取得 了 显著 
的 成 果 。 

X € dB] (Riemann surface ) 
用 现代 术语 说 , 黎 曼 曲面 就 是 连 

通 的 一 维 复 流 形 。18 世纪 中 时 , 德 
国 数学 家 黎 曼 为 了 给 多 值 解析 函数 
设想 一 个 单 值 的 定义 域 而 提出 了 一 
种 曲面 ,被 称 为 黎 曼 曲面 。 

黎 曼 的 原始 思想 是 想 为 多 值 函 


数 构造 一 个 适当 的 定义 场所 ,使 它 
成 为 一 个 完整 的 单 值 解析 函数 。 黎 
曼 曲 面 的 构造 有 效 地 实现 了 黎 曼 的 
想法 。 函 数 o= 是 多 值 的 ,对 于 z 
的 每 一 个 值 ,有 的 两 个 值 .为 了 研 
究 这 个 函数 并 保持 两 个 值 集 w > 


和 一 Vz 分 开 , 黎 最 给 每 一 个 分 支 
引进 一 个 z 值 平面 ,这 两 个 平面 一 
个 位 于 男 一 个 的 上 方 ,并 且 在 z=0 
和 z=oo 处 连结 在 一 起 。 由 这 两 叶 z 
平面 组 成 的 集合 叫 黎 曼 平面 。z 在 
黎 曼 面 上 取 值 ,o 就 成 为 z 的 一 个 
单 值 函数 对 于 更 复杂 的 多 值 函数 ， 
黎 曼 面 也 就 更 复杂 。 

黎 曼 面 的 引入 ,使 关于 单 值 函 
数 的 定理 可 以 推广 到 多 值 函 数 。 黎 
曼 曲 面 的 经 典 理论 在 此 基础 上 建立 
并 发 展 起 来 。 

德国 数学 家 外 尔 首先 给 出 黎 曼 
曲面 的 近代 定义 .与 此 同时 ,他 给 出 
一 维 复 流 形 的 第 一 个 严格 的 定义 和 
有 关 理 论 。 根 据 外 尔 的 观点 , 黎 曼 曲 
面 就 是 一 维 的 复 流 形 。 这 个 定义 的 
引入 大 大 地 开 扩 了 复 变 函数 论 的 研 - 
究 范围 ,使 复 变 函 数论 与 众多 的 现 
代数 学 分 支 建 立 起 密切 联系 。 

单 叶 函数 (univalent 
function) 复 变 函 数 中 一 类 重要 
的 解析 函数 。 若 对 复 区 域 D 上 单 
值 的 解析 函数 f(z), 当 有 不 同 于 z 
BUS fGOsEfGO,. Wit f 622g D 
上 的 单 叶 函数 。 单 叶 函 数 及 与 其 相 
关 的 单 叶 映射 是 复 变 函 数论 最 重要 
的 研究 内 容 之 一 。 

德国 数学 家 克 贝 和 比 伯 巴 赫 等 
最 早 对 单 叶 函 数 做 出 重要 贡献 。 例 
如 , 比 伯 巴赫 从 1916 年 开始 对 单位 
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圆 内 全 钝 单 叶 函 数 进行 了 定量 研 
究 。 后 来 他 与 芬兰 数学 家 奈 望 林 纳 
共同 建立 了 单位 圆 内 单 叶 函 数 的 系 
统 理论 。1916 年 比 伯 巴赫 提出 了 一 
个 著名 猜想 。 称 为 比 伯 巴 忒 猜想 , 它 
曾经 是 单 叶 函数 研究 的 中 心 问 题 ， 
吸引 过 许多 著名 数学 家 。 围 绕 这 个 
猜想 所 做 的 工作 推动 了 复 变 函 数论 
的 发 展 ( 见 比 伯 巴 赫 猜 想 )。 

拟 保 角 映 射 Cquasi — confor- 
mal mapping) 又 称 拟 共 形 映射 、 
拟 保 形 映射 ,是 保 角 映射 的 推广 , 指 
在 定义 域内 把 每 一 微小 圆 映 成 微小 
椭圆 的 映射 。 

1928 年 ,德国 数学 家 格 勒 奇 最 
早 引 进 拟 保 角 映 射 的 概念 。 他 研究 
了 似 保 角 上 映射 与 保 角 映射 的 类 似 
点 , 求 出 了 平面 上 给 定 的 两 个 长 方 
形 之 间 使 微 精 圆 的 长 轴 和 得 轴 之 比 
的 上 确 界 达到 最 小 的 拟 保 角 映射 ， 
即 最 接近 保 角 映射 的 拟 保 角 映射 。 
美国 籍 芬 兰 数学 家 阿尔 福 斯 在 
1935 年 左右 发 展 了 拟 保 角 上 映射 理 
论 ,取得 一 些 重要 成 果 。 苏 联 数学 家 
拉夫 连 季 耶 夫 在 1943 年 建立 了 拟 
保 角 映射 的 一 般 理论 ,不 久 他 又 证 
明了 关于 拟 保 角 映射 的 基本 定理 。 
德国 数学 家 科 贝 对 拟 保 角 映 射 
理论 也 做 出 了 重要 和 贡献。 由 于 他 
们 的 工作 ,使 拟 保 角 映 射 理 论 成 
HAERA e H aR A 
域 。 

3k F zz BE ZE 3E (Dirichlet se- 
ries) 也 称 指数 级 数 。 指 形 如 


5 a, Qo 


的 级 数 , 式 中 a ACID Oe 
和 委 … 委 和 一 十 coyz 为 复数 。 


183? 年 ,德国 数学 家 狄 利克 雷 
在 证 明 每 一 个 算术 序列 {fe 十 网 } a,b 
互 素 ) 包 含 无 穷 多 个 素数 时 ,使 用 了 
级 数 

2; an 7, 
这 就 是 狄 利克 雷 级 数 的 最 初 形式 ， 
若 在 级 数 中 令 AL ans 就 得 到 这 
个 级 数 。 狄 利克 雷 级 数 在 解析 数论 
中 有 重要 应 用 。 后 来 一 些 数 学 家 又 
从 级 数论 的 角度 来 研究 它 。 把 狄 利 
克 雷 级 数 推广 到 积分 的 情形 就 是 拉 
普 拉 斯 变换 ;而 当 a 二 1 的 最 简单 
情形 , 犹 利克 雷 级 数 又 成 为 黎 曼 J 
函数 .近代 ,围绕 着 犹 利克 雷 级 数 的 
收敛 性 .解析 性 .系数 的 表示 与 估 
计 , 奇 点 与 系数 的 关系 , 求 和 法 等 开 
展 了 广泛 的 研究 。 
拉 普 拉 斯 变换 (Laplace transform) 
一 种 特殊 的 积分 变换 。 

1782 年 ,法 国 数学 家 拉 普 拉 斯 

研究 了 由 


十 oo 
rw= | ee "g(a Q 


给 出 的 积分 方程 ,这 个 方程 后 来 被 
称 为 (2) 的 拉 普 拉 斯 变换 。 不久, 泊 
松 发 现 了 g(2) 的 表达 式 


1 e+ico 
o= [7 esou, 四 


其 中 a 充分 大 。@@ 式 现在 称 为 拉 普 
拉 斯 反 变换 。 

对 犹 利克 雷 级 数 的 研究 深入 开 
展 以 后 ,人 们 发 现 , 把 狄 利克 雷 级 数 
推广 到 积分 ,就 得 到 拉 普 拉 斯 变换 ， 
因此 对 后 者 的 研究 更 加 引起 人 们 的 
HR. 拉 普 拉 斯 变换 是 求解 常 微 
分 方程 和 偏 微 分 方程 的 有 力 工 
具 。 
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39$ de EK DTE (theory of 
analytic functions of several 
variables) 研究 多 个 复 变量 的 全 
纯 函 数 的 性 质 和 结构 的 学 科 , 是 分 
析 学 的 一 个 分 支 ,有 时 也 称 多 复 分 
析 。 

多 复 变 函数 论 的 研究 , 早 在 单 
复 变 函数 论 的 黎 曼 和 外 尔 斯 特 拉 斯 
时 代 就 已 经 零散 地 开始 了 。 但 真正 
标志 着 多 复 变 函 数论 这 一 学 科 创 立 
的 ,是 19 世纪 末 和 20 世纪 初 庞 加 
菜 、 库 辛 和 哈 托 格 斯 等 人 的 工作 .他 
们 的 工作 揭示 了 多 复 变 全 纯 函 数 本 
质 上 的 独特 性 .在 这 当中 , 库 辛 提出 
的 关于 全 纯 函 数 整 体 性 质 的 两 个 以 
他 命名 的 问题 以 及 列 维 推出 的 拟 凸 
. 域 和 全 纯 域 是 否 等 价 的 问题 ,更 有 
着 深远 的 影响 ,长 时 间 成 为 多 复 变 
函数 论 发 展 的 推动 因素 .20 世纪 30 
年 代 以 前 ,虽然 出 现 过 莱 因 哈 特 关 
于 解析 自 同 构 群 、 伯 格 曼 关于 核 函 
数 和 上 度量 等 方面 的 重要 工作 ,但 整 
体 说 来 ,多 复 变 函数 论处 于 相对 沉 
寂 时 期 。 从 30 年 代 开始 ,多 复 变 的 
研究 迎 来 了 初步 繁荣 。 这 一 时 期 中 
陆续 出 现 了 嘉 当 关 于 全 纯 自 间 构 的 
唯一 性 定理 ` 有 界 域 全 纯 自 同 构 群 
的 李 群 性 质 以 及 全 纯 域 与 全 纯 凸 的 
等 价 性 的 嘉 当 一 苏 伦 定理 等 突出 成 
果 。 特 别 是 从 1936 年 开始 ,日 本 数 
学 家 冈 洁 对 库 辛 问题 、 列 维 问题 . 盘 
近 问 题 等 多 复 变 的 中 心 问题 进行 了 
长 期 ,系统 而 富有 成 效 的 研究 ,终于 
在 50 年 代 对 上 述 诸 问题 给 出 了 解 
答 。 他 的 这 一 系列 工作 对 后 来 多 复 
变 函 数 的 发 展 有 着 重大 影响 。 50 年 
代 以 后 ,和 现代 数学 的 综合 化 .抽象 
化 的 总 潮流 相 一 致 ,在 多 复 变 函数 


论 中 用 拓扑 方法 和 几何 方法 研究 全 
纯 函 数 的 整体 性 质 的 趋势 变 得 越 来 
越 明 显 。 由 勒 雷 引进 拓扑 学 的 层 及 
其 上 同调 的 概念 被 迅速 而 成 功 地 用 
于 多 复 变 函数 。 这 一 概念 和 嘉 当 早 
先 关 于 全 纯 函 数理 想 论 的 研究 以 及 
冈 洁 的 思想 结合 ,导致 了 凝聚 解析 
层 理论 的 建立 ,与 此 同时 , 复 空间 与 
施 泰 因 流 形 的 概念 也 应 运 而 生 。 训 
当 和 塞 尔 系统 地 应 用 凝聚 层 理 论 建 
立 了 施 泰 因 流 形 的 基本 定理 。 此 后 
不 久 , 格 劳 尔 特 解决 了 复 流 形 的 列 
维 问 题 , 他 和 和 雷 默 特 、 施 泰 因 等 人 还 
大 大 发 展 了 复 空间 的 理论 。 整个 50 
年 代 是 多 复 变 函 数 的 黄金 时 代 。 

另 一 方面 ,近代 微分 几何 与 复 
分 析 的 相互 融合 也 在 不 断 地 加 快 步 
伐 。1913 年 ,外 尔 的 黎 曼 曲面 理论 
导致 了 复 流 形 概念 的 建立 。 嘉 当 的 
外 微分 式 与 拓扑 的 结合 产生 了 德 拉 
姆 的 上 同调 理论 .以 此 为 基础 , 堆 奇 
将 黎 曼 曲面 上 的 调和 函数 理论 推广 
到 高 维 的 紧 致 复 流 形 , 证 明了 紧 复 
流 形 的 基本 定理 一 一 霍 奇 定理 。40 
年 代 以 后 ,与 微分 几何 中 的 博 替 纳 
技巧 相 结 合 , 霍 奇 理论 又 由 小 平 邦 
彦 所 发 展 和 完善 。60 ER AEA 
一 小 平 邦 彦 方 法 又 进而 推广 到 非 紧 
的 带 边界 的 复 流 形 , 发 展 成 为 近代 
多 复 分 析 的 一 个 有 力 工具 : 3 问题 
i L^ dst. 

多 复 变 函 数论 中 具有 重要 意义 
的 第 三 方面 进展 是 西 格 尔 在 
1935—1950 年 间 建 立 的 多 复 变 函 
数 的 自 守 函数 论 。50 年 代 以 后 ,由 
于 塞 尔 伯 格 、 朗 兰 效 、 盖 尔 范 德 等 人 
的 工作 ,揭示 了 它 与 代数 数论 、 李 群 
的 无 穷 维 表示 、 代 数 几 何等 众多 学 
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科 的 内 在 联系 ,而 日 益 成 为 目前 极 
为 活跃 而且 引 人 注 目的 近代 数学 领 
域 之 一 。 

实 变 函数 论 (theory of func- 
tions of real variables) — 3: AF pH 
数 主 要 指 自 变量 取 实 数值 的 函数 。 
实 变 函 数论 就 是 研究 一 般 实 变 函 数 
的 理论 。 

实 变 函 数论 是 19 世纪 末 20 世 
纪 初 形成 的 一 个 数学 分 支 ,是 微 积 
分 的 深入 和 发 展 。 它 的 产生 最 初 是 
为 理解 和 和 漠 清 19 世纪 的 一 系列 奇 
怪 的 发 现 。 外 尔 斯 特 拉 斯 构造 了 
(1875 年 发 表 ) 一 个 处 处 不 可 微 的 
连续 函数 


fG)— M) acos(bnz) (0<a 
a=0 


«1 LEE 为 奇数 ); 


皮 亚 诺 发 现 了 (1890) 能 填 满 一 个 正 — 
方形 的 若 尔 当 曲线 ; 以 及 连续 函数 


级 数 之 和 不 连续 ;可 积 函 数 序列 的 
极限 函数 不 可 积 ;函数 的 有 限 导 数 
不 黎 曼 可 积 ; 等 等 .这 些 例 子 从 微 积 
分 学 的 角度 来 看 都 很 意外 , 它 促使 
数学 家 们 进一步 研究 函数 的 各 种 性 
态 。 对 傅立叶 级 数理 论 的 深入 探讨 
是 实 变 函数 论 产 生 的 另 一 个 动力 。 

函数 可 积 性 的 探讨 是 实 变 函 数 
论 的 主要 内 容 。 积 分 概念 的 第 一 次 
扩充 来 自 荷 兰 数学 家 斯 蒂 尔 杰 斯 ， 
他 在 1894 年 的 论文 中 ,为 了 表示 一 
个 解析 函数 序列 的 极限 ,引进 了 一 
种 新 的 积分 一 一 斯 蒂 尔 杰 斯 积分 ， 
这 种 积分 后 来 成 为 研究 一 般 测 度 上 
的 积分 的 开端 。 

积分 概念 还 沿 着 另 一 条 路 线 被 
推广 。 因 为 函数 的 不 连续 点 影响 了 


函数 的 可 积 性 ,所 以 数学 家 们 转向 
函数 的 不 连续 点 集 的 研究 。 由 此 产 
生 了 “容量 ”和 “测度 ”的 概念 ,它们 
是 通常 体积 .面积 和 长 度 概念 的 推 
广 。 

容量 的 概念 最 早 由 德国 数学 家 
哈 纳 克 (1881) 和 杜 布 瓦 一 雷 蒙 
(1882) 提 出 ,随后 , 皮 亚 诺 改进 了 他 
们 的 工作 ,引进 了 区 域 的 内 容量 和 
外 容量 。 如 果 了 是 围 成 该 区 域 的 曲 
线 的 函数 ,那么 此 区 域 的 内 、 外 容量 
分 别 由 了 的 下 、 上 积分 确定 。1893 
年 ,车 尔 当 在 他 的 《分 析 教 程 ) 中 ,更 
有 力 地 阑 明了 内 、 外 容量 的 概念 他 
用 有 限 集合 复 盖 点 集 , 给 出 “ 若 尔 当 
容量 ”的 定义 ,完善 了 他 前 人 的 工 
作 。 他 还 研究 了 容量 对 积分 的 应 用 。 
波 莱 尔 在 处 理 表示 复 函 数 的 级 数 收 
敛 的 点 集 时 ,建立 了 他 称 之 为 测度 
的 理论 ;在 《函数 论 讲义 (1898) 中 ， 
他 定义 了 开 和 集 、 可 数 个 不 相交 的 可 
测 集 的 并 集 、 两 个 可 测 集 的 差 集 等 
几 类 点 集 的 测度 ,把 测度 从 有 限 区 
间 推 广 到 更 大 一 类 点 集 ( 波 莱 尔 可 
测 集 ) 上 。 

在 测度 论 和 积分 理论 方面 作出 
决定 性 贡献 的 是 法 国 数学 家 勤 贝 
格 。 他 的 论文 积分. 长度 与 面积 》 
(1902) 又 改进 了 波 莱 尔 的 测度 论 。 
勒 贝 格 引进 了 维 空间 点 集 测度 的 
概念 ,他 用 (可 数 ) 无 穷 个 区 间 复 盖 
已 知 点 集 ,给 出 某 些 特殊 点 集 的 测 
度 定 义 , 并 注意 到 不 可 测 集 的 存在 。 
在 此 基础 上 , 勒 贝 格 引进 了 可 测 函 
数 的 概念 ,然后 建立 “ 勒 贝 格 积分 ”。 
他 采取 划分 值 域 而 不 划分 定义 域 的 
方法 ,把 积分 归结 为 测度 ,从 而 使 黎 
曼 积 分 的 局 限 性 得 到 突破 。 紧 接着 ， 


poo 
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他 又 在 《积分 与 原 函 数 的 研究 》 
(1904) 中 证 明了 有 界 函 数 黎 曼 可 积 
的 充 要 条 件 是 其 不 连续 点 构成 一 个 
零 测度 集 。 这 就 从 根本 上 解决 了 黎 
曼 可 积 性 的 问题 。 

勒 贝 格 积分 理论 的 建立 扩充 了 
以 往 人 们 所 研究 的 函数 的 范围 和 极 
限 的 意义 。 以 这 种 理论 为 核心 发 展 
起 来 的 实 变 函 数论 已 成 为 数学 的 一 
个 分 支 。 它 的 最 基本 内 容 可 以 作为 
分 析 数 学 各 分 支 的 普遍 基础 。 近 年 
来 , 实 变 函 数论 已 经 渗入 数学 的 许 
多 分 支 ,有 着 广泛 而 深刻 的 应 用 。 例 
如 , 实 变 函 数论 对 形成 近代 数学 的 
一 般 拓扑 学 和 泛 函 分 析 两 个 重要 分 
支 有 着 极为 重要 的 影响 .又 如 ,苏联 
数学 家 柯 尔 莫 哥 洛 夫 把 概率 理解 为 
一 种 抽象 测度 ,建立 了 概率 论 的 公 
理化 体系 ,使 概率 论 的 面貌 完全 改 
观 , 并 且 拓 广 了 概率 论 的 研究 范围 。 

勒 贝 格 积分 (Lebesgue inte- 
gral) ” 黎 曼 积分 的 推广 ,分 析 数 学 
中 普遍 使 用 的 重要 工具 。 

19 世纪 , 随 着 微 积分 的 发 展 与 
深入 ,人 们 常常 需要 处 理 一 些 较 复 
杂 的 函数 .在 讨论 它们 的 可 积 性 、 连 
续 性 ,可 微 性 时 ,经 常 遇 到 积分 与 极 
限 能 否 交换 顺序 的 问题 。 通 常 只 有 
在 很 强 的 假设 下 才能 解决 这 类 问 
题 。 因 此 在 理论 和 应 用 上 都 迫切 要 
求 建立 一 种 不 同 于 黎 曼 积 分 和 黎 最 
一 斯 蒂 尔 杰 斯 积分 的 新 积分 。1902 
年 ,法 国 数学 家 勒 贝 格 在 点 集 的 测 
度 概念 的 基础 上 建立 了 一 种 新 的 积 
分 ,叫做 勒 贝 格 积分 。 

勒 贝 格 改 进 了 波 莱 尔 的 测度 理 
论 , 引 进 4 维 空间 点 集 测度 的 概念 ， 
在 此 基础 上 又 引进 可 测 函 数 的 概 


D.R f(z) 是 定义 在 Ce, 幻 中 可 测 集 
上 的 一 个 有 界 可 测 函 数 ,4 与 B 
是 f(z) 在 上 的 上 确 界 和 下 确 界 ， 
勒 贝 格 把 f(z) 的 值 域 区 间 [54, B) 
(在 y 轴 上 ) 划 分 成 4 个 子 区 间 A 
LLL <e <LL < 考虑 每 个 子 
区 间 通 过 Ka E PITRY nf 
测 点 集 e1,ez，…e,, 然 后 作 和 


S= Mines - Xe me.) 。 


EE Ss 的 下 确 界 和 上 确 界 相等 
时 ,这 个 公共 值 就 定义 为 f(z) 的 勒 
贝 格 积分 .如果 函 数 黎 曼 可 积 ,那么 
必定 勒 贝 格 可 积 ,并且 积分 值 相等 ， 
但 反 过 来 不 一 定 对 。 

勒 贝 格 积分 的 建立 扩充 了 函数 
的 概念 和 极限 的 意义 ,并 为 20 世纪 
的 许多 数学 分 支 如 泛 函 分 析 、 概 率 
Ye .抽象 积分 论 ,抽象 调和 分 析 等 葛 


。 定 了 基础 。 勤 贝 格 积分 在 傅立叶 级 


数理 论 中 也 有 重要 应 用 。 

测度 (measure) 见 实 变 函 数 
论 。 

黎 曼 一 斯 蒂 尔 杰 斯 积分 
(Riemann — Stieltjes integral) 
IULII ESSE TII 
的 一 种 推广 。 

1894 年 ,荷兰 数学 家 斯 蒂 尔 杰 

斯 在 论文 4 连 分 式 研究 》 中 引进 了 
一 种 新 的 积分 ,这 是 对 黎 曼 积分 的 
第 一 次 推广 。 斯 蒂 尔 杰 斯 把 质量 沿 
着 一 根 直线 的 分 布 看 成 是 点 密度 概 
念 的 推广 ,他 把 这 种 质量 分 布 用 一 
个 递归 函数 0 (2) RR IRRE 
KACO] (2 00 EB EE. 然后 
他 写 出 黎 曼 和 


DIENE) — 9G), 
i-o 
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其 中 aS «x Rx lr x cam 
=b Ela, dJ — Ar X é E [n 
tiile 斯 蒂 尔 杰 斯 证 明了 ， M f 在 
[a,5b]j 上 连续 ,分 划 的 最 大 子 区 间 趋 
于 零 时 ,这 个 和 趋 于 一 个 极限 ,他 把 
这 个 极限 记 作 


f. 了 (z)dp(z) 。 
这 种 积分 后 来 就 叫 作 斯 蒂 尔 杰 斯 积 
分 。 


20 世纪 以 后 ,斯 蒂 尔 杰 斯 积分 
获得 了 广泛 的 应 用 ,并 且 发 展 为 勒 
贝 格 一 斯 蒂 尔 杰 斯 积分 。 

贝尔 函数 (Baire function) 

指法 国 数学 家 贝尔 在 1899 年 定义 
的 贝尔 孙 数 类 。 他 规定 连续 函数 为 
0 类 函数 ,0 类 函数 序列 的 极限 函数 
(但 非 0 类 函数 ) 为 1 类 函数 ,1 类 
函数 序列 的 极限 洱 数 (但 非 0 类 和 
1 类 函数 ) 为 2 类 函数 ,以 此 类 推 可 
规定 类 函数 。 

后 来 人 们 又 在 % 维 空间 和 一 般 
拓扑 空间 中 引入 了 贝尔 函数 类 。 页 
尔 函 数 的 引入 ,扩大 了 实 变 函 数 的 
研究 范围 。 

t BE 4 析 (functional 
analysis) 研究 拓扑 线性 空间 到 
拓扑 线性 空间 之 间 满 足 各 种 拓扑 和 
代数 条 件 的 映射 的 分 支 学 科 。 它 在 
20 世纪 初 开始 形成 ,20 世纪 30 年 
代 才 正式 成 为 独立 学 科 。 泛 函 分 析 
的 名 称 是 由 法 国 数学 家 P。P， 莱 
维 引进 的 。 

泛 函 分 析 的 某 些 基本 概念 可 以 
远 滴 到 微 积 分 发 现 的 年 代 。 因 为 微 
分 可 看 作 是 作用 在 可 微分 函数 上 的 
算 子 ,而 定 积分 则 是 定义 在 可 积分 
函数 类 上 的 泛 函 数 , 但 在 当时 人 们 


还 没有 这 种 认识 。 

泛 函 分 析 的 一 个 源头 是 变 分 
法 。 早 在 17 世纪 末 18 世纪 初 ,约翰 
- 伯 努 利 关于 最 速 降 线 的 工作 就 可 
以 看 成 是 泛 函 数 研究 的 开端 。 这 个 
问题 及 后 来 提出 的 各 种 变 分 问题 一 
般 都 可 归结 为 求 形 如 J (9) = 


[rera c t deno t 


积分 的 极 值 . 这 里 函数 "一 %z) 是 在 
某 个 集合 了 上 变动 。 变 分 法 研究 以 
函数 y 为 自 变 元 的 函数 J(y)。 把 这 
里 的 y 视 为 点 ,了 视 为 函数 空间 的 
观念 是 在 很 晚 才 行 成 的 。 泛 函 的 抽 
象 理论 开始 于 意大利 数学 家 沃 尔 泰 
拉 关 于 变 分 法 的 工作 。 他 研究 所 谓 


.“ 线 的 函数 ”, 指 出 每 个 线 的 函数 是 


一 个 实 值 函 数 F, 它 的 值 取决 于 定 
义 在 某 个 区 间 [a,5] 上 的 函数 y(z) 
的 全 体 。 人 全体 y(z) 被 看 作 一 个 空 
间 , 每 个 y(z) 看 作 空间 中 的 一 个 
点 。 对 于 y(z) 的 函数 J GO RRE 
拉 曾 引进 连续 、 微 商 和 微分 的 定义 。 
法 国 数学 家 阿达 马 首先 称 这 种 
函数 的 函数 UG ERR. 阿达 马 
在 19 世纪 末 也 是 由 于 变 分 法 的 研 
究 而 开创 了 泛 函 分 析 的 工作 。 与 沃 
尔 泰 拉 一 样 ,他 也 指出 曲线 可 以 看 
作 集 合 中 的 一 个 点 ,并 给 出 一 个 旋 
函 是 线性 的 条 件 。 意 大 利 数学 家 阿 
尔 泽 拉 和 阿 斯 科 利 曾 试 图 把 康 
托 尔 点 集 理论 推广 到 函数 集合 
上 ,从 而 把 函数 看 成 是 空间 中 的 
点 。 

泛 函 分 析 的 另 一 个 源头 是 积分 
方程 。 自 从 挪威 数学 家 阿 贝尔 1823 
年 在 力学 问题 中 提出 并 研究 积分 方 
程 


i ceu cav EAN ERE S sao 
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* u(2) dt 

0 [7 一 上 

以 后 ,19 世纪 末 在 微分 方程 ,例如 
在 犹 利 克 雷 等 问题 的 研究 中 ,出 现 
了 上 述 积分 方程 的 推广 形式 , 即 所 
谓 沃 尔 泰 拉 型 积分 方程 。1900 年 ， 
瑞典 数学 家 弗 雷 德 霍 姆 利用 线性 方 
程 组 和 行列 式 理论 对 积分 方程 

u(z) — f(x) 


ta [kaeo 


作 了 深入 研究 。 建 立 了 后 来 被 称 为 
弗 雷 德 堆 姆 择 一 定理 的 重要 结果 。 
他 的 工作 引起 希 尔 伯 特 的 兴趣 。 
1904—1910 年 , 希 尔 伯 特 接连 发 表 
6 篇 论文 ,他 使 用 了 可 数 无 穷 多 个 
变量 的 方程 组 理论 ,在 实 连续 积分 
核 是 对 称 的 条 件 下 ,得 到 了 比 弗 雷 
德 霍 姆 更 加 深入 的 结果 .例如 ,他 证 
明了 特征 值 是 实 的 ,给 出 预 解 式 的 
形式 与 特征 展开 等 ,这 些 通常 称 为 
希 尔 伯 特 谱 论 。 他 还 引入 了 无 限 维 
欧 几 里 得 空间 &( 后 称 为 希 尔 伯 特 
空间 ) ,提出 P 上 有 界 双 线 性 形式 、 
有 界线 性 形式 以 及 两 种 收敛 等 概 
念 ,给 出 上 的 选择 原理 ,还 发 现 
连续 谱 的 存在 等 结果 。 这 些 工 作 表 
明 用 代数 方法 来 研究 分 析 问题 是 很 
成 功 的 。 

上 述 来 自 变 分 法 和 积分 方程 的 
不 同 课题 , 却 有 着 许多 类 似 的 东西 ， 
这 些 事 实 启发 数学 家 们 从 中 提取 属 
于 本 质 的 共性 ,以 寻求 把 它们 统一 
起 来 的 概念 。 

1906 年 ,法 国 数学 家 弗 需 葡 首 
先 引进 了 抽象 的 距离 空间 ,研究 了 
距离 空间 的 紧 性 、 完 备 性 和 可 分 性 
等 省 函 分 析 的 基本 概念 。 他 的 工作 


了 (z) 一 


中 包含 着 点 集 拓 扑 学 的 萌芽 不久， 
德国 数学 家 施 密 特 与 弗 雷 歇 引 入 了 
实 的 及 复 的 希 尔 伯 特 空间 中 的 几何 
概念 :包括 最 早 使 用 的 范 数 这 一 名 
词 和 符号 上 x 上、 三 角 不 等 式 , 希 尔 
伯 特 空间 的 可 分 性 与 完备 性 等 。 施 
密 特 还 证 明了 闭 线性 集 上 投影 的 存 
在 ,并 利用 它 来 简化 希 尔 伯 特 的 线 
性 方程 组 理论 。1907 €, WERKS 
匈牙利 数学 家 里 斯 证 明了 函数 空间 
L RAS e 相同 的 几何 性 质 , 紧 接 
着 他 们 又 证 明了 著名 的 弗 雷 吹 一 里 
斯 定理 , 即 建立 了 D hn. 
显示 了 勒 贝 格 积分 理论 的 深刻 性 。 
至 此 , 希 尔 伯 特 空间 的 基本 理论 已 
大 体形 成 。 

除了 空间 与 2 外 ,对 其 他 函 
数 空间 的 研究 也 着 手 进行 。1903 
年 ,阿达 马 研 究 了 连续 函数 空间 C 
[a,5] 上 的 线性 连续 泛 函数 的 一 般 
表示 问题 ,得 出 这 种 泛 函 数 必 可 表 


mk f kDzCDd 的 极限 。 


1909 年 ,里 斯 用 斯 蒂 尔 杰 斯 积分 完 
全 解决 了 阿达 马 的 问题 ,并 使 它 成 
为 现代 积分 论 的 出 发 点 。1907 年 ， 
弗 雷 歇 和 里 斯 也 对 中 解决 了 连续 
线性 泛 函 数 的 一 般 形 式 问题 。1910 
年 ,里 斯 研究 了 空间 L^ (a5) (1p 
<co), 即 一 切 ? 次 寡 可 积分 的 可 测 
函数 集 。 三 年 后 他 又 研究 空间 8(1 
<2?<ce)。 在 这 些 研究 中 他 第 一 次 
提出 了 不 自然 同 构 的 两 个 空间 的 互 
相对 偶 。 里 斯 在 1918 年 所 发 表 的 弗 
雷 德 霍 姆 理论 的 新 处 理 , 不 但 把 这 
一 理论 抽象 化 ,详细 研究 Cla, b], 
而 且 用 到 了 一 般 巴 拿 赫 空间 的 一 些 
性 质 。 这 篇 论文 还 最 早 一 般 地 定义 
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了 全 连续 线性 算 子 ,并 把 弗 雷 德 霍 
姆 理论 归结 在 一 个 重要 定理 之 上 
局 部 列 紧 赋 范 线性 空间 必 是 有 穷 维 
的 。 

1922—1923 年 ,波兰 数学 家 巴 
拿 赫 、 奥 地 利 数学 家 哈恩 、 奥 地 利 数 
学 家 黑 利 .美国 数学 家 维 纳 引 入 了 
赋 范 线性 空间 的 一 般 定义 。 在 上 述 
问题 中 ,共同 的 对 象 是 函数 集 ,而 这 
些 函 数 集 的 共同 基本 属性 在 于 其 中 
有 代数 运算 ,特别 是 函数 可 以 相 加 ， 
函数 可 以 数 乘 , 从 而 这 些 函 数 空间 
是 线性 空间 ; 另 一 方面 ,必须 考虑 种 
种 函数 列 的 收敛 ,这 种 收敛 最 简单 
的 乃 是 用 距离 决定 的 。 把 这 两 种 概 
念 结合 ,并 加 上 一 些 其 他 考虑 , 便 得 
出 赋 准 范 与 赋 范 线性 空间 的 概念 。 
1920 一 1930 年 之 间 , 这 种 空间 的 研 
究 及 其 应 用 的 探讨 便 是 当时 泛 函 分 
析 的 主要 内 容 。 

1930 年 以 后 , 泛 函 分 析 已 发 展 
成 独立 学 科 , 现 在 它 已 所 有 众多 的 
分 支 ,其 观点 和 方法 已 渗入 到 不 少 
工程 技术 性 的 学 科 之 中 。 泛 函 分 析 
已 成 为 近代 分 析 的 基础 之 一 。 

索 伯 列 夫 空间 (sobolev 
space) 具有 弱 导 数 的 多 变量 可 积 
函数 组 成 的 一 类 巴 拿 赫 空 间 。 

20 世纪 30 年 代 以 来 ,苏联 数 
学 家 索 伯 列 夫 用 现代 泛 函 分 析 的 方 
法 来 研究 偏 微分 方程 理论 ,引进 这 
类 函数 空间 ,并 研究 了 它 的 内 媒 变 
换 , 得 到 一 些 重要 结果 。 随 后 ,由 于 
变 分 法 的 发 展 和 偏 微分 方程 定 解 研 
究 的 需要 ,许多 人 研究 这 类 函数 空 
间 。 索 伯 列 夫 空 间 及 其 各 种 推广 , 幅 
入 定理 : 迹 定 理 及 各 种 插值 公式 很 
快 成 为 偏 微分 方程 理论 研究 的 必要 


工具 。 
拓扑 线性 空间 (topological 
linear space) 泛 函 分 析 的 重要 分 
支 ,又 称 拓扑 向 量 空间 , 它 是 具有 拓 
扑 结构 的 线性 空间 , 赋 范 线性 空间 
概念 的 推广 。 
20 世纪 初 ,在 法 国 数学 家 弗 雷 
歇 引 入 距离 空间 ,并 用 距离 概念 来 
统一 过 去 分 析 学 中 的 许多 重要 收敛 
时 ,就 知道 [e, 刀 上 一 列 函 数 的 “点 
点 收敛 ”概念 是 不 能 用 距离 收敛 来 
描述 的 。30 年 代 以 来 ,证 函 分 析 中 
大 量 使 用 弱 收 敛 、 弱 拓扑 ,它们 都 不 
能 用 距离 来 描述 。 这 就 很 自然 地 把 
赋 范 线性 空间 理论 发 展 成 更 一 般 的 
拓扑 线性 空间 理论 ,其 中 最 主要 的 
成 就 是 局 部 凸 拓扑 线性 空间 理论 。 
这 一 分 支 的 发 展 是 与 一 般 拓扑 学 的 
发 展 紧密 联系 在 一 起 的 。 拓 扑 学 方 
法 在 这 里 发 挥 了 极 重 要 的 作用 ,法 
国 数学 家 勒 雷 和 波兰 数学 家 绍 德尔 
所 推广 的 不 动 点 定理 就 是 有 力 的 例 
证 之 一 。1935 年 以 后 ,经 过 十 多 年 
的 努力 ,这 一 分 支 终 于 形成 , 它 的 许 
多 结果 不 仅 在 泛 函 分 析 中 有 广泛 的 
应 用 ,而 且 为 其 他 分 析 学 科 的 深入 
研究 提供 了 基本 框架 和 有 力 的 工 
具 。 
巴 拿 赫 空间 (Banach space) 
完备 的 赋 范 线性 空间 称 为 巴 拿 赫 
空间 ,是 泛 函 分 析 研 究 的 基本 内 容 
之 一 。 
20 世纪 以 来 , 当 人 们 研究 了 许 
多 具体 的 无 限 维 空间 及 其 上 面相 应 
的 收敛 性 以 来 ,自然 而 然 地 转向 抽 
象形 态 的 线性 空间 以 及 按 范 数 收敛 
的 概念 。1922 一 1923 年 ,波兰 数学 
家 巴 拿 赫 、 奥 地 利 数 学 家 哈恩 和 美 
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国 数学 家 维 纳 等 分 别 独立 地 引入 了 
赋 范 线性 空间 的 概念 。1922 年 , 哈 
恩 从 当时 分 析 数 学 的 许多 成 果 中 提 
Jf th dERS 5238: 1922—1923 年 巴 拿 
赫 得 到 压缩 映射 的 不 动 点 定理 , 开 
映射 定理 ;1927 年 和 1929 年 哈恩 
和 巴 拿 赫 先 后 证 明了 完备 赋 泛 空间 
上 泛 函 延 拓 定 理 ,引入 了 赋 范 线性 
空间 的 对 偶 空间 (当时 称 为 极 空 
间 ); 这 个 定理 的 推广 形式 后 来 在 局 
部 凸 拓扑 线性 空间 理论 中 起 了 重要 
作用 。1931 年 , 巴 拿 赫 写 成 《线性 算 
子 理论 》。 至 此 ,完备 赋 泛 线性 空间 
理论 的 独立 体系 已 基本 形成 ,并 且 
在 不 到 十 年 的 时 间 内 便 发 展 成 本 身 
相当 完整 而 又 有 多 方面 应 用 的 理 
论 。 

希 尔 伯 特 空 间 (Hilbert 
space) x 维 欧 几 里 得 空间 的 推 
广 ,可 视 为 “无 限 维 欧 几 里 得 空间 ”， 
是 泛 函 分 析 的 重要 研究 对 象 之 一 。 

20 世纪 初 , 希 尔 伯 特 在 研究 积 
分 方程 的 过 程 中 ,把 一 个 函数 看 成 
是 由 它 相应 于 某 标准 正 交 函数 系 的 
傅立叶 系数 给 定 的 。 他 指出 ， ^R 


数 的 储 立 叶 系 数 应 WE 


eo, 为 此 他 引进 满足 02 o 的 
实数 序列 {1 ,并 规定 两 个 序列 之 
间 的 内 积 ( {z.} (9.22 = »m 这 


就 是 第 一 个 具体 的 希 尔 伯 特 空间 
2。 不久 ,德国 数学 家 施 密 特 .法 国 
数学 家 弗 雷 吹 等 建立 了 一 般 希 尔 伯 
特 空间 的 理论 。1929 一 1932 年 , 美 
国 数学 家 冯 诺 伊 曼 为 提供 量子 力学 
的 严格 的 数学 基础 ,正式 引入 并 定 


名 抽象 的 ( 即 现在 的 ) 希 尔 伯 特 空间 
概念 。 这 一 理论 已 被 广泛 地 应 用 于 
数学 和 物理 的 各 个 分 支 , 如 积分 方 
程 . 微 分 方程 .随机 过 程 、 函 数论 、. 调 
和 分 析 ,数学 物理 及 量子 物理 学 等 ， 
并 取得 了 丰硕 的 成 果 。 

谱 论 (spectral theory) — i? Ñ 
分 析 中 研究 算 子 的 谱 的 理论 。 算 子 
的 谱 的 概念 是 有 限 维 矩 阵 的 特征 值 
概念 的 推广 。 

早 在 18 世纪 ,人 们 已 从 数学 的 

各 个 领域 的 经 验 中 开始 对 算 子 有 所 
认识 ,特别 从 种 种 方程 的 解 具有 悉 
加 性 中 了 解 到 许多 重要 运算 ,例如 
微分 运算 、 积 分 运算 等 都 具有 线性 。 
但 作为 谱 论 的 直接 源头 是 弗 雷 德 霍 
姆 理论 。1900 一 1903 年 ,瑞典 数学 
家 弗 赴 德 霍 姆 研究 了 具有 连续 核 的 
积分 方程 ,得 到 了 与 有 限 阶 线性 方 
程 组 求解 理论 极其 相似 的 结果 。 后 
来 ,匈牙利 数学 家 里 斯 .波兰 数学 家 
绍 德尔 建立 了 巴 拿 赫 全 连续 算 子 的 
弗 雷 德 霍 姆 理论 。1904 一 1906 年 ， 
希 尔 伯 特 考察 了 具有 对 称 核 的 积分 
方程 。 后 来 又 出 现 了 一 般 的 有 界 自 
3ESERELT- OR REB GE , 20 年 代 美国 数 
学 家 冯 “。 诺 伊 最 为 适应 量子 力学 的 
需要 , 发展 了 和希 尔 伯 特 空间 上 (无 
界 ) 自 共 斩 算 子 的 谱 理论 ,得 到 丁 算 
子 和 正常 算 子 的 谱 分 解 定理 。 由 于 
研究 各 种 非 交换 的 关系 的 需要 ,40 
年 代 以 后 对 希 尔 伯 特 空间 上 各 种 非 
正常 算 子 的 研究 也 陆续 开始 ,并 取 
得 了 丰富 的 成 果 , 已 成 为 现代 线性 
算 子 谱 论 的 重要 方面 . 另 一 方面 , 关 
于 巴 拿 替 空间 上 算 子 的 谱 论 , 自从 
1913 年 里 斯 的 研究 以 来 ,也 取得 了 
一 系列 的 成 果 。 
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巴 拿 赫 代数 (Banach 
algebra) 泛 画 分 析 的 新 分 支 , 研 
究 带 有 乘法 的 巴 拿 赫 空 间 的 性 质 及 
其 应 用 。 

20 世纪 30 年 代 初 , 代 数 环 论 
的 重要 进展 以 及 它 在 群 表示 论 上 的 
应 用 ,引起 美国 数学 家 冯 ， 诺 伊 曼 
的 兴趣 ,他 于 1935 年 开始 研究 希 尔 
伯 特 空间 上 有 界线 性 算 子 的 弱 闭 子 
环 , 获 得 完整 而 深入 的 结果 ,后 人 称 
这 种 算 子 环 为 汉 。 诺 伊 曼 代数 。30 
年 代 末 40 年 代 初 ,苏联 数学 家 盖 尔 
范 德 开 创 了 巴 拿 赫 代数 方面 的 工 
作 , 将 算 子 谱 推广 到 巴 拿 茜 代数 中 
的 元 素 。 代 数 方法 在 泛 函 分 析 中 的 
充分 应 用 产生 了 这 个 新 的 分 支 , 它 
不 仅 成 为 研究 局 部 紧 群 理论 的 重要 
工具 ,而 且 在 研究 经 典 分析 的 某 些 
课题 中 也 取得 了 重要 成 果 。 

广义 函数 (generalized func- 
tion) 古典 函数 概念 的 推广 ,是 泛 
函 分 析 中 有 着 广泛 应 用 的 一 个 重要 
分 支 。 

历史 上 第 一 个 广义 函数 是 由 英 
国 物理 学 家 迪 拉 克 引 进 的 。 他 为 叙 
述 量子 力学 中 某 些 量 的 关系 而 引进 
一 种 按 通常 函数 概念 所 无 法 理解 的 
奇特 函数 ,被 称 为 迪 拉 克 -6 函数 。 
随 着 泛 函 分 析 的 发 展 ,在 1945 年 法 
国 数学 家 施 瓦尔 茨 在 前 人 工作 的 基 
础 上 ,建立 了 广义 函数 的 完整 理论 。 
紧 接 着 ,苏联 数学 家 盖 尔 范 德 发 展 
了 广义 函数 理论 及 其 在 微分 方程 中 
的 应 用 。 此 外 ,在 广义 函数 理论 形成 
和 发 展 的 过 程 中 做 出 重要 工作 的 还 
有 法 国 数学 家 阿达 马 、 苏 联 数学 家 
索 博 列 夫 等 。 特 别 是 后 者 ,他 在 
1935 年 给 出 偏 微分 方程 广义 解 的 


概念 和 第 一 个 广义 函数 的 严格 定 
义 ,对 广义 函数 理论 的 建立 有 重要 
贡献 。 

广义 函数 理论 现 已 发 展 成 为 泛 
函 分 析 的 重要 分 支 , 并 被 广泛 应 用 
于 数学 .物理 ,力学 以 及 分 析 数 学 的 
其 他 分 支 。 

变 分 法 (calculus of varia- 
tions) 研究 泛 函 的 极 值 的 一 门 学 
科 , 其 核心 问题 是 求 泛 函 的 极 值 函 
数 和 相应 的 极 值 。 

变 分 法 的 早期 历史 与 微 积分 的 
发 展 交融 在 一 起 。 数 学 史上 第 一 个 
关于 变 分 法 的 重要 问题 是 由 牛顿 提 
出 并 解决 的 。 在 他 的 《自然 哲学 的 数 
学 原理 ) 第 二 册 中 ,研究 了 物体 在 水 
中 的 运动 ,考虑 如 何 确定 物体 的 几 
何 形状 ,使 它 所 受阻 力 最 小 .约翰 。 
伯 努 利 在 1696 年 6 月 的 《教师 月 
报 》 上 作为 向 数学 界 的 挑战 ,提出 了 
著名 的 最 速 降 线 问题 : 求 从 定点 4 
到 不 在 它 垂直 下 方 的 点 8B 的 一 条 
曲线 ,使 一 质点 沿 这 曲线 从 4 下滑 
至 B 所 用 时 间 最 短 。 这 个 新 颖 的 问 
题 强烈 地 吸引 了 当时 的 数学 家 们 。 
第 二 年 ,牛顿 , 莱 布 尼 蒋 、 洛 必 达 、 约 
翰 。 伯 努 利 本 人 和 他 的 哥哥 雅 各 布 
* 伯 努 利 都 解决 了 这 个 问题 , 雅 各 
布 从 几何 直观 出 发 给 出 的 证 明 更 具 
一 般 性 。17 世纪 还 提出 了 另 一 类 重 
要 问题 , 即 等 周 问题 :在 给 定 周 长 的 
平面 封闭 曲线 中 选取 围 出 最 大 面积 
的 曲线 。 这 类 问题 可 追溯 到 古 希 腊 
时 代 , 芝 庶 多 罗斯 研究 过 各 种 等 周 
形 问 题 ,给 出 一 些 简单 的 命题 。17 
世纪 提出 了 几 种 相当 复杂 的 等 周 问 
题 。 

上 述 各 种 问题 与 普通 的 函数 极 
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值 问题 不 同 ,归纳 起 来 ,这 些 问题 都 
可 归结 为 求 积 分 极 值 的 问题 , 即 需 
要 求 出 一 个 未 知 函 数 gz) Gne 


x2) ,使 JG) 一 [rer Mz ik 
ži 


到 最 大 或 最 小 ,而 等 周 问题 则 需 添 
加 一 个 辅助 条 件 。 

欧 拉 从 1728 年 开始 从 事变 分 
法 的 研究 ,他 首先 推广 了 最 速 降 线 
问题 ,然后 寻找 这 类 问题 的 更 
一 般 的 解法 。1736 年 ,他 在 研究 积 
分 JCOD 时 ,采用 折线 逼近 曲线 的 方 
法 ,成 功 地 证 明了 使 J GOXSUR fc 
函数 y(z) 必 须 满足 方程 

一 (f=0 © 

这 就 是 使 泛 函 取 极 值 的 必要 条 件 ， 
也 是 变 分 法 的 基本 微分 方程 。 后 来 
欧 拉 又 改进 了 他 的 方法 ,对 大 量 问 
题 都 导出 了 类 似 于 人 @ 的 微分 方程 ， 
解决 了 许多 泛 函 的 极 值 问题 。 这 些 
结果 发 表 在 他 1744 年 的 著作 《寻求 
具有 某 种 极 大 或 极 小 性 质 的 曲线 的 
技巧 ) 中 ,这 本 书 的 出 版 标志 着 变 分 
法 作为 一 个 新 的 数学 分 支 的 诞生 。 

欧 拉 的 工作 引起 拉 格 朗 日 的 注 
意 。 他 在 1755 年 的 论著 4 确定 不 定 
积分 公式 的 极 大 和 极 小 的 一 个 新 方 
法 }》 中 使 用 纯 分 析 的 方法 ,建立 了 范 
围 更 广 的 一 类 问题 的 解法 。 其 要 点 
是 ; 若 函 数 e OE ER. JG UR 
值 , 则 当 给 yo GO EAE A n Eb EE ER. 
相应 的 变 分 J Go 应 为 零 。 他 也 建 
立 了 网 拉 曾 得 到 的 方程 @。 拉 格 户 
日 在 1755 年 8 月 给 欧 拉 的 一 封 信 
中 讲 了 这 个 方法 ,他 称 之 为 变 分 方 
法 (the method of variation) 。 欧 拉 在 
第 二 年 的 一 篇 论文 中 把 拉 格 朗 日 的 
方法 命名 为 变 分 法 (the calculus of 


variation ) , 变 分 法 的 名 称 就 由 此 得 
来 


当 变 分 问题 的 解法 不 断 取得 进 
展 的 同时 ,物理 学 中 的 最 小 作用 量 
原理 又 为 变 分 法 的 发 展 提供 了 新 的 
动力 。 最 小 作用 量 原理 是 法 国 科学 
AR NUR TE 1744 年 提出 来 的 ,粗略 
地 说 ,根据 这 个 原理 ,自然 界 中 的 任 
何 改 变 都 是 要 使 作用 量 最 小 。 欧 拉 
在 同一 年 证 明了 这 个 原理 对 于 单个 
质点 在 有 心力 场 中 的 运动 也 成 立 。 
拉 格 朗 日 在 殉 拉 工作 的 基础 上 ,第 
一 个 把 最 小 作用 量 原理 用 具体 的 形 
式 表示 出 来 , 即 对 于 单个 质点 而 言 ， 
质量 、 速 度 和 两 个 固定 点 之 间距 离 


的 乘积 的 积分 一 |m ww 一 是 一 


个 极 大 值 或 极 小 值 .他 还 引入 了 广 
义 坐标 ,把 最 小 作用 量 原理 推广 到 
有 具 个 自由 度 的 保守 系统 并 给 予 严 
格 证 明 , 由 此 推出 了 动力 学 的 主要 
定律 ( 拉 格 朗 日 方程 ), 解 决 了 一 些 
新 的 问题 。 
哈密 顿 也 把 变 分 法 应 用 于 动力 
学 。 他 在 1834 年 提出 了 著名 的 “哈密 
顿 原理 ,根据 这 个 原理 ,各 种 动力 
学 定律 都 可 以 从 一 个 变 分 式 推出 。 
他 的 工作 推动 了 变 分 法 的 进一步 发 
展 。 
事实 上 , 欧 拉 和 拉 格 朗 日 所 建 
立 的 微分 方程 都 是 使 汉 函 取 极 值 的 
必要 条 件 。 勒 让 德 试图 建立 泛 函 极 
值 的 充分 条 件 ,他 在 1786 年 通过 研 
究 二 次 变 分 给 出 了 所 谓 “ 勒 让 德 条 
件 ”, 第 二 年 他 意识 到 这 个 条 件 也 是 
必要 的 ,在 他 之 后 的 50 年 内 ,数学 家 
们 继续 探讨 一 次 变 分 和 二 次 变 分 。 
1837 年 , 雅 可 比 通过 强化 勒 让 德 条 
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件 而 建立 了 泛 函 极 值 的 充分 条 件 。 

外 尔 斯 特 拉 斯 也 从 事变 分 法 的 
研究 ,他 认为 欧 拉 、 拉 格 朗 日 E nJ 
比 建立 的 判定 极 值 存在 的 准则 都 是 
有 局 限 的 ,由 此 引出 弱 变 分 和 强 变 
分 的 研究 .1900 年 , 希 尔 伯 特 提出 了 
他 的 不 变 积分 理论 ,简化 了 外 尔 斯 
特 拉 斯 的 工作 ,并 导出 了 外 尔 斯 特 
拉 斯 关于 强 变 分 的 充分 性 条 件 。 

20 志 纪 以 来 ,物理 .几何 和 分 析 
等 领域 提出 的 变 分 问题 ,一 般 不 仅 
要 研究 泛 函 的 极 值 点 ,而 且 还 要 研 
究 其 临界 点 , 即 其 变 分 为 零 的 点 ,由 
此 产生 了 变 分 法 的 莫 尔 斯 理论 ( 见 
大 范围 变 分 法 )。 

大 范围 变 分 法 Ccalculus of 
variations in the large) 用 拓扑 
方法 研究 变 分 问题 的 数学 分 支 。 古 
典 的 变 分 法 研究 泛 函 的 极 值 ,而 物 
理 、 几 何 及 分 析 中 提出 的 变 分 问题 ， 
一 般 不 仅 要 研究 泛 函 的 极 值 点 ,而 
且 还 要 研究 其 临界 点 , 即 其 变 分 为 
零 的 点 .大 范围 变 分 法 就 是 研究 临 
界 点 的 理论 。 

20 世 纪 30 年 代 , 美国 数 学 家 葛 
尔 斯 考察 了 非 退 化 函数 临界 点 的 性 
态 与 紧 流 形 拓扑 结构 间 的 关系 , 创 
立 了 变 分 问题 的 莫 尔 斯 理论 .苏联 
数学 家 柳 斯 捷 尔 尼克 和 施 尼 雷 尔 曼 
基于 类 似 思想 ,开辟 了 另 一 条 研究 
临界 点 的 途径 。 柳 斯 捷 尔 尼克 - 施 尼 
雷 尔 曼 理论 比 莫 尔 斯 理论 的 适用 范 
围 更 广 , 这 两 种 理论 都 被 成 功 地 应 
用 到 各 种 变 分 问题 中 去 ,后 来 ,人 们 
又 改进 了 他 们 的 工作 ,使 大 范围 变 
分 法 有 了 更 广泛 的 应 用 。 

ER 2 oL T iE Capproximation 
of functions) iS rie Pg — p 
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要 组 成 部 分 ,基本 内 容 是 函数 的 近 
似 表示 问题 。 

在 数学 的 理论 研究 和 实际 应 用 
中 经 常 遇 到 下 类 问题 :在 选 定 的 一 
2E gg BU S PRETI SC g, 使 它 是 
已 知 函 数 f 在 一 定 意义 下 的 近似 表 
示 , 并 求 出 用 g 近似 表示 f 而 产生 
的 误差 。 这 就 是 函数 逼近 问题 。 

利用 插值 方法 来 构造 多 项 式 的 
作法 在 数学 中 已 有 相当 久 的 历史 。 
17 世 纪 末 到 18 世 纪 初 ,英国 数学 家 
格雷 戈 里 和 牛顿 建立 的 著名 的 插值 
公式 ,就 是 用 多 项 式 双 近 已 知 函 数 ， 
在 此 基础 上 发 展 起 来 的 泰勒 多 项 式 
也 是 一 种 插值 多 项 式 .18 世 纪 以 后 ， 
陆续 有 一 些 数学 家 ,如 欧 拉 \ 拉 普 拉 
斯 .傅立叶 和 人 彭 赛 列 等 都 考虑 过 一 
些 函 数 的 最 佳 逼 近 问 题 。 

1859 年 ,俄国 数学 家 切 比 雪夫 
DESEE MOLD NEN 3: 
结 原理 的 优越 性 和 把 曲线 运动 分 解 
为 直线 运动 的 机 械 原理 ,由 此 阐发 
用 多 项 式 副 近 连 续 函 数 的 思想 , 创 
立 了 函数 逼近 理论 ,他 对 这 个 问题 
的 最 简单 的 提 法 是 :已 知 区 间 [Cc, 菇 
上 的 连续 函数 f(z), 可 以 求 得 一 个 
n KEDA PG) ,使 


max | f (z) — »(2) | 
arb 


足够 小 。 由 此 引进 切 比 雪夫 多 项 式 
的 概念 。 他 还 研究 了 二 次 逼近 以 及 
用 三 角 函 数 和 有 理 函 数 副 近 连 续 函 
数 等 问题 .1885 年 ,德国 数学 家 外 尔 
斯 特 拉 斯 证 明了 用 多 项 式 一 致 逼近 
连续 函数 的 著名 定理 ,这 条 定理 在 
原则 上 肯定 了 任何 连续 函数 都 可 以 
用 多 项 式 以 预先 给 定 的 任何 精确 程 
度 在 毅 数 的 定义 区 间 上 一 致 地 近似 
表示 。 他 和 切 比 雪夫 的 工作 葛 定 了 
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函数 逼近 论 的 基础 ,他 们 提出 的 最 
ERAM- AREER 
得 到 广泛 系统 的 应 用 。 

2018 4^ DA 3E . PR GREC IO TE YE 
riii Re BOB UT EREE L3 
近 论 的 定性 理论 .线性 算 子 的 允 近 
理论 、 函 数 台 近 的 数值 方法 、 多 元 函 
数 的 双 近 等 方面 取得 了 很 大 发 展 。 
俄国 的 以 及 现在 苏联 的 逼近 论 学 派 
在 函数 允 近 论 的 历史 上 起 了 主导 作 
用 。 苏 联 数学 家 伯 恩 斯 坦 . 柯 尔 莫 戈 
罗 夫 ,拉夫 连 季 耶 夫 和 他 们 的 学 生 
们 对 此 作出 了 重大 贡献 。 

AORTE CRA AAE 
中 最 活跃 的 分 支 之 一 ,科学 技术 的 
发 展 和 电子 计算 机 的 广泛 使 用 极 大 
地 推动 了 函数 允 近 论 的 发 展 ,现代 
数学 的 许多 分 支 ,包括 基础 数学 和 
应 用 数学 的 许多 分 支 都 与 逼近 论 有 
ftf FE BU S LER GR EIE OA 
展 成 与 许多 数学 分 支 相互 交叉 的 密 
切 联系 实际 的 并 具有 一 定 综合 特色 
的 分 支 学 科 。 

fü xr "bo^ 析 (Fourier 
analysis) 又 称 调和 分 析 ,18 世 纪 
以 后 分 析 学 中 逐渐 形成 的 一 个 重要 
分 支 。 主 要 研究 函数 的 傅立叶 级 数 ， 
傅立叶 变换 及 其 性 质 。 形 如 


je 十 >») (a,cosnz + b,sinnz) OD 


的 级 数 , 称 为 三 角 级 数 。 其 中 a (0 
0,1,2,…) 和 b(n 一 1,2,…) 是 与 zx 
无 关 的 实数 ,特别 当 @ 中 的 系数 a， 
b, RS SEXE RC f(x) 用 下 列 公 
式 表示 时 ,级 数 〇 称 为 了 的 傅立叶 
级 数 ; 

l al [ f(z)cosnzdz 


(n=0,1,2,..), 
二 让 f f Gsinadz © 
(z=1,2,.…), 

式 中 了 是 周期 2r 的 可 积 函 数 .18 世 
纪 中 叶 以 来 , 欧 拉 、 达 朗 贝 尔 和 拉 格 
朗 日 等 人 在 研究 天 文学 和 物理 学 中 
的 问题 时 ,相继 得 到 了 某 些 函数 的 
三 角 级 数 表 达 式 。 人 们 逐渐 意识 到 
一 个 非 周 期 函数 可 以 表 成 三 角 级 数 
的 形式 ,并 开始 寻求 如 何 把 所 有 类 
型 的 函数 都 表示 成 三 角 级 数 的 方 
法 .但 在 当时 占 主导 地 位 的 思想 认 
为 并 非 任意 的 函数 都 可 以 用 三 角 级 
数 表示 。 到 了 19 世 纪 ,法国 数 学 家 傅 
立时 由 于 当时 工业 上 处 理 金属 的 需 
要 ,从 事 热流 动 的 研究 .1807 年 ,他 
向 法 国 科 学 院 呈 交 了 一 篇 关于 热 传 
导 问 题 的 论文 ,提出 了 任意 周期 画 
数 都 可 以 用 三 角 级 数 表示 的 想法 ， 
成 为 傅立叶 分 析 的 起 源 。 傅 立 叶 在 
他 的 经 典 著 作 《 热 的 分 析 理 论 》 
(1822) 中 系统 地 研究 了 函数 的 三 角 
级 数 表 示 问 题 ,并 断言 “任意 (实际 
上 有 一 定 条 件 ) 函 数 都 可 展 成 三 角 
函数 ”, 他 列举 了 大 量 函数 并 运用 图 
形 来 说 明 函 数 的 这 种 级 数 表 示 的 普 
遍 性 .他 还 首先 认为 ,如 果 7(z) 是 
一 个 以 2z 为 周期 的 函数 ,通过 @ 可 
以 得 到 一 系列 的 a.,5,, 由 此 构造 出 
的 三 角 级 数 @ 就 表示 f(z) 。 级 数 ( 
后 来 就 被 称 为 傅立叶 级 数 。 
傅立叶 分 析 从 诞生 之 日 起 ,就 
围绕 着 “f 的 傅立叶 级 数 是 否 收敛 
于 了 自身 ?这 个 中 心 问题 进行 研究 。 
傅立叶 提出 这 个 问题 时 并 没有 进行 
严格 的 数学 论证 ,德国 数学 家 犹 利 
克 雷 第 一 个 给 出 f(z) 的 傅立叶 级 
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数 收敛 于 它 自身 的 充分 条 件 。 他 证 
明了 ,在 一 个 周期 上 分 段 单调 的 周 
期 函数 了 的 傅立叶 级 数 ,在 它 的 连 
续 点 上 必 政 伍 于 f(z); 如 果 了 在 > 
点 不 连续 , 则 级 数 的 和 是 (fce+o 十 
fce-o)/2。 顺 便 指 出 , 狄 利克 雷 正 是 
在 研究 傅立叶 级 数 收敛 问题 的 过 程 
中 , 才 提出 了 函数 的 正确 概念 。 

黎 曼 对 传 立 叶 级 数 的 研究 也 作 
出 了 贡献 ,他 在 题 为 (用 三 角 级 数 来 
表示 函数 》(1854) 的 论文 中 ,为 了 使 
更 广 一 类 函数 可 以 用 傅立叶 级 数 来 
表示 ,第 一 次 明确 地 引进 并 研究 了 
现在 称 之 为 黎 曼 积分 的 概念 及 其 性 
质 ,使 得 积分 这 个 分 析 学 中 的 重要 

念 , 有 了 坚实 的 理论 基础 .他 证 明 
了 ,如 果 周 期 函数 f(x) 在 C0,2x) 上 
有 界 且 可 积 , 则 当 a FEFE f 
的 傅立叶 系数 趋 于 0. 此 外 , 黎 曼 还 
建立 了 重要 的 局 部 性 原理 , 即 有 界 
可 积 函 数 f(z) 的 傅立叶 级 数 在 一 
点 处 的 收敛 性 ,仅仅 依赖 于 f 在 该 
点 近 旁 的 性 质 。 

当 英国 数学 家 斯 托 克 斯 和 德国 
数学 家 塞 德 尔 建立 了 函数 项 级 数 一 
致 收敛 性 的 概念 之 后 ,傅立叶 级 数 
的 收敛 问题 进一步 引起 人 们 的 重 
视 ,德国 数学 家 海 涅 在 1870 年 指出 ， 
LESTIE EE 
三 角 级 数 这 一 结论 ,通常 采用 的 论 
证 方法 是 不 完备 的 ,因为 傅立叶 级 
数 未 必 一 致 收敛 ,从 而 无 法 保证 逐 
项 积分 的 合理 性 ,德国 数学 家 G- BR 
托 尔 研究 了 函数 用 三 角 级 数 表示 是 
否 唯一 的 问题 .这 个 问题 的 研究 又 
促进 了 对 各 种 点 集结 构 的 探讨 ,最 
终 导致 康 托 集 合 论 的 创立 。 

20 世 纪 以 来 , 传 立 叶 分 析 又 获 


得 了 新 的 发 展 ,德国 数学 家 勒 贝 格 
所 建立 的 勒 贝 格 积分 和 勤 贝 格 测度 
概念 对 传 立时 分 析 的 研究 产生 了 深 
远 影 响 .1904 年 ,匈牙利 数学 家 费 耶 
尔 提出 的 所 谓 费 耶 尔 求 和 法 成 功 地 
用 传 立 叶 级 数 表达 连续 函数 ,这 是 
傅立叶 级 数理 论 的 一 个 重要 进展 。 
与 此 同时 ,傅立叶 级 数 几乎 处 处 收 
敛 的 问题 ， 引 起 人 们 的 重视 ， 特 
别 是 围绕 着 所 谓 卢 津 猜想 ,出 现 
了 一 些 精 美的 工作 ( 见 卢 津 猜 
想 )。 

在 20 世 纪 前 半 叶 , 复 变 函数 论 
方法 已 成 为 研究 傅立叶 级 数 的 一 个 
重要 工具 。 通 过 傅立叶 级 数 来 刻画 
函数 类 已 是 传 立 叶 分 析 的 重要 课 
题 .傅立叶 分 析 的 研究 领域 从 直线 
群 、 圆 周 群 扩展 到 一 般 的 抽象 群 。 傅 
立时 分 析 作 为 数学 的 一 个 分 支 , 无 
论 在 概念 或 方法 上 都 广泛 地 影响 着 
数学 其 他 分 支 的 发 展 。 

健 立 叶 变 换 (Fourier trans- 
form) 一 种 积分 变换 ,来 源 于 项 
数 的 傅立叶 积分 表示 .积分 


i ZN f(Dcosu(z —t)dt 
称 为 了 的 傅立叶 积分 ,其 复数 形式 
为 

去 E f OLE 
上 式 的 内 层 积分 , 记 为 
ro-L[ fOe, 


称 为 了 的 傅立叶 变换 。 
傅立叶 积分 方法 是 在 19 世 纪 为 
寻求 偏 微分 方程 的 封闭 形式 的 解 ， 
由 法 国 数学 家 传 立 叶 、 柯 西 和 泊 松 
分 别 发 现 的 。 健 立 叶 在 他 1811 年 关 
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于 热传导 的 论文 (此 文 获 巴 黎 科学 
院 奖 金 ) 中 ,讨论 在 无 穷 区 域内 热 的 
传导 问题 ,导出 了 傅立叶 积分 。 柯 西 
在 《 波 的 传播 理论 》( 获 巴黎 科学 院 
1816 年 奖金 ) 一 文中 ,对 流体 表面 
上 的 波动 进行 研究 ,不 但 得 到 
了 傅立叶 积分 ,还 建立 了 从 FOO ST 
F (oO 的 傅立叶 变换 及 其 道 变换 。 泊 
松 是 在 他 的 专著 《关于 波 的 理论 报 
告 》(1816) 中 ,用 与 柯 西 大 致 相同 的 
方式 导出 傅立叶 积分 的 。 

$8 yr H R 4 (Fourier 
integral) 见 傅 立 叶 变换 。 

JE 3$ HÈ 4 Ei (non-standard 
analysis) 美国 数学 家 和 鲁 宾 进 于 
1960 年 所 开创 的 一 门 新 兴 的 数学 学 
科 


在 17 世 纪 微 积分 的 初创 时 期 ， 
人 们 就 开始 注意 这 门 学 科 的 基础 问 
题 ,牛顿 和 莱 布 尼 获 都 曾 使 用 过 无 
穷 小 .特别 是 莱 布 尼 获 及 其 追随 者 ， 
他 们 完全 引进 无 穷 小 和 无 穷 大 ,把 
它们 视 作 类 似 于 虚数 的 元 素来 处 
理 ,但 他 们 所 建立 的 微 积分 理论 存 
在 着 明显 的 内 在 矛盾 一 一 时 而 把 无 
穷 小 视 为 非 零 而 用 作 除数 ,时 而 把 
它 视 为 零 而 舍弃 。 因 此 受到 非 难 与 
攻击 .在 19 世 纪 , 以 极限 理论 为 基础 
建立 了 逻辑 上 严谨 的 微 积分 学 此 
后 ,无 穿 大 和 无 穷 小 在 微 积分 中 已 
经 没有 重要 地 位 ,数学 家 们 通常 不 
承认 无 穷 小 和 无 穷 大 是 某 种 数 , 而 
把 它们 视 为 变化 的 趋势 .直到 本 世 
纪 60 年 代 , 美 国 鲁 宾 和 逊 运用 现代 数 
理 逻 辑 的 概念 和 方法 ,把 “无 穷 小 ” 
和 “无 穷 大 ”作为 “ 数 ” 引 入 实数 结 
构 , 用 模型 论 的 方法 建立 了 包括 经 
典 数 学 分 析 ( 也 称 标准 分 析 ) 在 内 的 


非 标准 分 析 。 和 鲁 宾 逊 于 1966 年 出 版 
了 专著 《 非 标准 分 析 》(1974 年 修订 
版 ,中 译本 1980 年 出 版 ). 此 后 , 非 标 
准 分 本 发 展 很 快 ,现在 已 成 功 地 应 
用 于 许多 方面 ,如 点 集 、 拓 扑 学 、 测 
度 论 .函数 空间 、 概 率 论 .微分 方程 、 
代数 数论 ,流体 力学 .量子 力学 、 理 
论 物 理 和 数理 经 济 等 。 例 如 ,中 国 数 
学 家 用 非 标准 分 析 方 法 给 出 了 解决 
广义 函数 乘法 问题 的 一 个 富有 成 效 
的 方法 。 
微分 方程 Cdifferential equa- 
ton) 常 微分 方程 与 偏 微分 方程 
的 总 称 。 含 自 变 量 、. 未 知 函 数 和 它 的 
微 商 (或 偏 导数 ) 的 方程 称 为 微分 方 
程 。 微 分 方程 是 数学 的 重要 分 支 之 
一 。 它 几乎 与 微 积分 同时 产生 ,并 随 
实际 需要 而 发 展 。 
微分 方程 的 出 现 , 可 以 追溯 到 
16 与 17 直 纪 分 妓 时 期 。 在 科学 家 创 
立 对 数 的 时 候 , 第 一 次 遇 到 本 质 上 
属于 微分 方程 的 问题 , 纳 皮尔 考虑 
了 两 个 相关 的 连续 直线 运动 ,他 的 


工作 实质 上 相当 于 建立 了 微分 方 
程 ， 

d 10 

dro cr 


的 近似 积分 法 .与 此 同时 ,伽利略 所 
研究 的 自由 落体 运动 , 光 的 折射 定 
律 的 发 现 以 及 笛 卡 儿 提 出 并 解决 的 
“切线 的 反问 题 ” 等 都 包含 着 某 种 形 


， 式 的 微分 方程 问题 。 


从 牛顿 和 莱 布 尼 获 创立 微 积分 
到 18 世 纪 末 是 微分 方程 发 展 的 第 一 
个 阶段 。 

牛顿 和 莱 布 尼 茨 在 建立 微分 与 
积分 运算 时 ,指出 了 它们 的 互 逆 性 ， 
实际 上 是 解决 了 最 简单 的 微分 方程 
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y 一 了 (7z) 的 求解 问题 ,围绕 某 些 质 
点 动力 学 和 刚体 动力 学 的 问题 以 及 
某 些 几何 问题 的 研究 ,用 微 积分 的 
方法 很 快 就 可 以 化 为 一 阶 或 二 阶 常 
微分 方程 中 的 一 些 最 简单 的 方程 。 

在 18 世 纪 前 半 叶 , 常 微 分 方程 
不 只 是 研究 力学 的 基本 工具 ,而 且 
也 是 研究 微分 几何 和 变 分 法 的 基本 
工具 .18 世 纪 中 叶 , 由 于 数学 物理 中 
的 问题 ,首先 是 关于 弦 振 动 的 问题 ， 
开始 了 偏 微分 方程 的 研究 ,而 在 18 
世纪 后 半 叶 这 种 方程 被 推广 到 二 维 
和 三 维 的 情形 ,在 对 位 势 理 论 的 研 
究 中 又 出 现 了 调和 方程 。 

在 整个 18 世 纪 , 对 于 各 种 具体 
的 微分 方程 ,已 取得 一 定 的 成 就 : 建 
立 了 一 些 特殊 的 积分 法 ,把 解 化 为 
初等 酒 数 及 其 积分 表达 式 的 方法 ， 
以 及 用 近似 积分 法 来 求解 。 

到 18 世 纪 末 期 ,微分 方程 论 已 
发 展 成 为 一 门 极 重要 的 数学 学 科 ， 
并 且 成 为 研究 自然 科学 的 有 效 工 
具 。 可 用 初等 积分 法 求解 的 常 微分 
方程 的 基本 类 型 已 经 研究 清楚 ; 建 
立 了 几 种 系统 的 近似 解法 ;引入 了 
一 系列 基本 概念 ,如 微分 方程 的 奇 
解 、 通 解 、 全 积分 、 通 积分 、 特 积分 
等 : 偏 微分 方程 几何 理论 的 基础 已 
经 奠定 ;二 阶 偏 微分 方程 的 一 些 经 
典 类 型 也 已 确立 等 。 

在 这 一 时 期 ,微分 方程 与 变 分 
法 及 微分 几何 的 关系 更 加 密切 ,并 
且 应 用 到 复 变 函数 .三 角 级 数 、 特 殊 
函数 与 椭圆 积分 等 许多 领域 。 

到 了 19 世 纪 , 微 分 方程 在 数学 
分 析 的 新 概念 和 新 方法 的 影响 下 进 
入 了 新 的 发 展 阶段 。 

首先 提出 来 的 是 解 的 存在 问 


题 . 柯 西 的 工作 改变 了 18 世 纪 人 位 
相信 微分 方程 的 通 解 必 定 存在 的 观 
念 .他 提出 了 常 微分 方程 中 第 一 个 
定 解 问题 (又 称 初 值 问题 ), 后 称 为 
“ 柯 西 问题 ”并 给 出 该 问题 解 的 在 
在 性 与 唯一 性 的 证 明 。 后 来 德国 数 
学 家 李 普 希 欧 和 法 国 数学 家 皮卡 等 
改进 了 他 的 工作 。 

柯 西 还 把 存在 性 定理 推广 到 高 
阶 方程 和 一 阶 偏 微分 方程 组 在 复数 
域 的 初 值 问题 ,俄国 女 数学 家 柯 瓦 
列 夫 斯 卡 娅 在 这 方面 也 有 重要 工 
作 , 因 此 这 个 存在 性 定理 现在 通称 
为 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 。 

这 些 定理 奠定 了 各 种 近似 解法 
的 基础 ,在 整个 19 世 纪 都 研究 这 些 
解法 .微分 方程 的 奇 解 理论 也 在 19 
世纪 得 到 发 展 。 

19 世 纪 上 半 叶 ,人 们 逐渐 发 现 
能 用 初等 积分 法 求解 的 微分 方程 十 
分 有 限 。 与 代数 学 中 提出 的 方程 根 
式 可 解 性 问题 相似 , 在 微分 方程 中 
也 提出 了 用 初等 积分 法 求解 可 能 性 
的 问题 .法 国 数学 家 刘 维 尔 证 明 里 
卡带 方程 一 般 不 能 通过 初等 积分 来 
求解 的 事实 改变 了 人 们 以 往 的 看 
法 。 

与 此 同时 ,二 阶 偏 微分 方程 理 
论 得 到 进一步 发 展 ,并 且 与 数学 物 
理 、 弹 性 理论 . 复 变 函数 .三角 级 数 
和 变 分 法 密切 相关 。 到 19 世 纪 前 半 
叶 已 经 取得 了 许多 重要 成 果 . 特 别 
是 对 热传导 方程 的 研究 所 引出 的 函 
数 用 三 角 级 数 表示 的 问题 对 实 变 函 
数论 和 积分 理论 的 发 展 都 有 重要 意 
X. 
在 19 志 纪 后 半 叶 和 20 世 纪 初 

期 , 常 微 分 方程 理论 中 又 出 现 了 两 
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个 新 的 方向 。 一 是 常 微 分 方程 变换 
群 理论 的 产生 ,二 是 常 微分 方程 定 
性 理论 的 建立 19 世纪 70 年 代 ,挪威 
数学 家 李 把 变换 群 理论 应 用 于 常 微 
分 方程 理论 的 研究 ,并 用 这 种 方法 
把 微分 方 稳 进 行 分 类 ,建立 解 常 微 
分 方程 的 方法 .与 此 同时 ,由 于 对 天 
体力 学 及 天 文学 中 某 些 问题 的 研 
究 ,需要 考虑 由 微分 方程 所 确定 的 
函数 ,在 整体 范围 内 的 性 质 ,法国 数 
学 家 庞 加 莱 和 俄国 数学 家 利 亚 普 诺 
夫 建 立 了 常 微分 方程 的 定性 理论 。 
后 来 他 们 又 研究 了 运动 稳定 性 的 一 
般 问 题 。 

20 世 纪 以 来 ,由 于 众多 的 边缘 
学 科 的 产生 和 发 展 ,微分 方程 的 理 
论 更 加 深入 ,应 用 范围 更 加 广大 。 

在 中 国 , 新 中 国 成 立 以 来 ,微分 
方程 的 研究 得 到 重视 和 发 展 , 在 全 
国 各 地 都 培养 了 一 批 优 秀 的 微分 方 
程 工作 者 ,在 常 微分 方程 和 偏 微 分 
方程 的 许多 研究 方向 上 都 做 出 了 大 
量 有 水 平 的 工作 。 

常 微分 方程 Cordinary differ- 
ential equation) 分 析 数 学 的 重 
要 分 支 之 一 .包括 一 个 自 变 量 和 它 
的 未 知 函 数 以 及 未 知 函数 的 微 商 的 
等 式 叫 常 微分 方程 。 常 微分 方程 研 
究 的 内 容 包括 解 的 基本 性 质 ( 如 存 
在 性 、 唯 一 性 等 ) , 解 的 解析 表达 式 
或 近似 的 解析 表达 式 , 解 的 定性 性 
质 ( 如 运动 稳定 性 、 周 期 解 的 存在 性 
等 ) 以 及 解 的 数值 解法 。 

常 微分 方程 的 发 展 历史 大 体 可 
分 为 四 个 阶段 :18 世 纪 及 其 以 前 ;19 
世纪 初期 和 中 期 ;19 世 纪 末 期 及 20 
世纪 初期 ;20 世 纪 中 期 以 后 。 

18 世 纪 及 其 以 前 是 常 微分 方程 


产生 和 发 展 的 第 一 个 阶段 ,做 利 略 
在 研究 自由 落体 运动 时 ,发 现 物体 
的 加 速度 :0 是 常数 ,作为 微分 方 
程 3(D) 一 9 的 解 而 得 到 物体 的 运动 


规律 x(D) =F e ERMAT E 


的 第 一 个 例子 ,同时 也 是 开创 微 积 
分 学 的 先驱 性 工作 ,质点 运动 学 是 
这 个 阶段 研究 的 问题 的 主要 来 源 之 
一 。 例 如 牛顿 建立 了 太阳 系 行星 运 
动 方程 


并 求 出 其 通 解 的 显 式 解析 表达 式 。 
这 一 阶段 的 主要 特征 是 寻求 常 
微分 方程 的 通 解 ,主要 成 果 有 : 莱 布 
尼 蒋 (1693) 给 出 齐 次 方程 和 线性 方 
程 的 通 解 ; 伯 努 利 兄弟 和 莱 布 尼 菊 
用 同样 方法 (利用 变换 u— y EA 
线性 方程 ) 解 出 了 雅 各 布 * 伯 努 利 所 
提出 来 的 微分 方程 ， 


dy — 
a OOIE GON 


顺便 指出 , 莱 布 尼 获 在 1676 年 给 牛 
顿 的 信 中 ,第 一 次 使 用 了 “微分 方 
程 ? 这 一 名 词 ,1684 年 以 后 开始 在 杂 
志 上 使 用 对 某 些 方程 ,约翰 * 伯 努 
利 还 使 用 了 积分 因子 方法 ,特别 在 
1700 年 ,他 指出 用 形 如 x 的 因子 可 
以 逐次 降低 线性 方程 
d* d*-i 

az" P RE at 十 … 十 a 
=0 
的 阶 数 。1740 年 , 欧 拉 用 代 换 z=e 
求 得 这 个 方程 的 通 解 , 后 来 这 个 方 
程 被 称 为 欧 拉 方 程 。 在 1743 年 的 论 
文中 , 欧 拉 还 给 出 了 任何 阶 常 系数 
线性 齐 次 方程 的 古典 解法 ,他 在 这 
篇 文章 中 ,最 早 引 入 “ 通 解 " 和 “ 特 
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fg" itg is. 

但 是 , 求 常 微分 方程 显 式 通 解 
的 可 能 性 十 分 有 限 , 上 述 努 力 经 过 
一 段 时 间 后 便 停 洁 下 来 .当时 的 许 
多 实际 问题 只 能 用 数值 方法 求 近似 
解 , 欧 拉 折 线 法 便 是 这 方面 工作 的 
开端 。 

19 世 纪 初 期 和 中 期 是 数学 发 展 
史上 的 一 个 转折 时 期 ,分 析 基 础 的 
重建 , 复 变 函 数 , 群 论 和 非 欧 几 何 的 
创立 都 在 这 一 时 期 ,这 些 新 概念 和 
新 方法 极 大 地 影响 了 常 微分 方程 的 
发 展 ,在 这 种 形势 下 , 常 微分 方程 的 
发 展 进 入 了 第 二 个 阶段 。 

在 这 一 阶段 , 柯 西 首先 指出 , 必 
须 改变 先 求 通 解 后 求 特 解 的 次 序 ， 
在 1820 一 1830 年 的 讲义 中 ,他 给 出 
了 一 阶 常 微分 方程 y =f, ER 
始 条 件 zm y AGE fun 
连续 的 区 域内 解 的 存在 性 与 唯一 性 
的 证 明 。 由 此 引起 了 著名 的 “ 柯 西 问 
题 ”( 又 称 初 值 问题 ) 的 研究 . 柯 西 还 
创造 性 地 把 常 微分 方程 的 研究 由 实 
数 域 扩展 到 复数 域 。 

1841 年 ,法 国 数学 家 刘 维 尔 证 
明了 形式 上 很 简单 的 里 卡 蒂 方 程 

3. PG) Hayra) 

一 般 不 能 通过 初等 积分 法 来 求解 ， 
这 一 事实 迫使 数学 家 们 放弃 将 主要 
注意 力 放 在 寻求 各 种 微分 方程 通 解 
的 想法 .虽然 在 这 个 付 期 又 补充 了 
一 些 可 用 初等 积分 法 解 出 的 方程 类 
型 ,但 微分 方程 研究 的 主要 目标 和 
主要 方法 从 此 开始 转移 。 

围绕 着 “ 柯 西 问题 ”出 现 了 许多 
工作 .德国 数学 家 李 普 希 茨 (1869 一 
1876) 改 进 了 柯 西 的 存在 性 与 唯一 


性 的 证 明 , 提 出 了 更 广泛 适用 的 “ 李 
普 希 蒋 条件。 意大利 数学 家 皮 亚 
诺 、 法 国 数学 家 皮卡 等 也 对 这 个 问 
题 进行 了 研究 。 

1874 年 ,挪威 数学 家 李 将 群 的 
概念 应 用 于 常 微分 方程 ,引入 了 将 
常 微分 方程 的 解 变 为 解 的 连续 变换 
群 的 概念 。 当 连续 变换 群 已 知 时 , 常 
微分 方程 的 积分 因子 即 可 显 式 地 写 
出 ,从 而 解决 了 解 的 可 积 性 问题 。 

19 世 纪 末 和 20 世 纪 初 是 常 微分 
方程 发 展 的 第 三 个 阶段 ,主要 在 以 
下 三 个 方面 有 重大 发 展 。 首 先是 关 
于 常 微分 方程 的 解析 理论 的 研究 
( 见 常 微分 方程 解析 理论 ) ,其 次 是 
常 微分 方程 实 域 定性 理论 的 创立 
( 见 常 微分 方程 定性 理论 ) ,第 三 是 
常 微分 方程 摄 动 理论 即 小 参数 理论 
的 建立 。 

从 20 世 纪 中 期 起 , 常 微分 方程 
的 发 展 既 深 又 广 , 进 入 了 一 个 新 的 
阶段 ,有 以 下 几 方 面 的 工作 。 

由 于 工程 技术 的 需要 而 产生 了 
新 型 问题 和 新 的 分 支 . 例 如 工程 控 
制 论 中 火箭 发 动机 中 燃烧 过 程 由 于 
时 洁 现 象 而 产生 的 带 有 时 灌 的 常 微 
分 方程 或 称 微分 差分 方程 ,以 及 更 
广义 的 泛 沙 微分 方程 ,又 如 由 于 空 
气 中 的 灌流 对 飞机 运动 的 影响 ,使 
微分 方程 中 带 有 随机 摄 动 项 ,这 类 
问题 产生 了 随机 微分 方程 。 

由 于 应 用 问题 的 需要 而 产生 了 
一 些 近似 的 解析 形式 的 解 的 求法 。 

电子 计算 机 的 出 现 与 发 展 推动 
了 常 微分 方程 的 研究 ,并 取得 一 系 
列 成 果 . 起 初 ,党 微分 方程 由 于 解析 


解难 求 而 转向 定性 研究 , 当 定性 研 


究 也 困难 时 ,又 转 而 用 计算 机 “ 强 


are - 
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攻 ”, 得 出 一 定 的 数值 模 似 结果 后 ， 
反 过 来 为 定性 研究 提供 了 感性 的 新 
信息 。 这 方面 的 研究 正在 兴起 。 

常 微分 方程 理论 本 身 向 高 维 
数 、 抽 象 化 的 方向 发 展 。 例 如 从 普通 
空间 常 微 分 方程 向 抽象 空间 常 微分 
方程 发 展 , 从 具体 动力 系统 向 抽象 
动力 系统 的 发 展 ,从 实 域 定性 理论 
向 复 域 定性 理论 的 发 展 等 等 。 

一 阶 常 微分 方程 (ordinary 
differential equation of the first 
order) ”未 知 函 数 的 微 商 的 最 高 阶 
数 是 一 的 常 微分 方程 。 

在 微 积分 创立 的 初期 ,围绕 着 
动力 学 和 几何 学 的 问题 就 解 出 了 一 
些 最 简单 的 一 阶 方程 ,例如 关于 求 
等 时 问题 的 解 , 求 悬 链 线 ,跟踪 曲线 
的 方程 等 。 

娄 布 尼 交 最早 用 变量 分 离 法 解 


一 阶 方程 (1691), 他 把 形 如 y = 


f(z)9( 刀 的 方程 写成 dx/f(z)==g(y) 
dy/ y 然后 在 两 边 进行 积分 。 他 还 对 
一 阶 齐 次 方程 y 一 了 (yz) 用 变换 ? 
二 wr 使 其 变量 可 以 分 离 .1694 年 约 
翰 * 伯 努 利 对 莱 布 尼 蒋 的 工作 做 了 
系统 的 整理 .不久 , 莱 布 尼 蒋 又 给 出 
了 一 阶 线性 方程 的 初等 积分 法 。 
雅 各 布 * 伯 努 利 在 1695 年 提 
出 求解 现 称 为 伯 努 利 方 程 


OON 的 问题 ,在 第 二 


年 莱 布 尼 获 就 给 出 了 变量 替换 z= 
六 “, 把 该 方程 化 为 线性 方程 。 

18 世 纪 上 半 时 ,人 们 开始 认识 
一 阶 恰当 方程 , 即 方程 MG D dz 
NG,g)@ 一 0 的 左 端 是 某 个 函数 z= 
f(z,y) 的 恰当 微分 。 克 莱 罗 和 欧 拉 


PIRE 


分 别 独 立地 给 出 方程 是 恰当 的 条 
件 , 并 指出 恰当 方程 是 可 积分 的 。 欧 
拉 在 1734 一 1735 年 的 论文 中 给 出 当 
一 阶 方程 不 是 恰当 方程 时 , 求 方程 
的 积分 因子 的 方法 。 克 某 罗 在 1739 
年 独立 地 引进 积分 因子 的 概念 ,并 
建立 相应 的 理论 ,至 此 ,求解 一 阶 方 
程 的 所 有 初等 方法 都 已 清楚 。 

二 阶 常 微分 方程 Cordinary , 
differential equation of the se- 
cond order) ”未知 函数 的 微 商 的 
最 高 阶 数 是 二 的 常 微分 方程 。 

早 在 17 世 纪 上 半 时 ,伽利略 所 
研究 的 自由 落体 运动 就 导致 一 个 二 
BAIRE £CO — e. E17 HE fg 
末 , 在 许多 物理 问题 的 研究 中 都 出 
现 了 二 阶 方程 ,例如 ,为 研究 质点 在 
不 同 外 界 条 件 下 作 直 线 运动 的 间 
题 ,牛顿 解 出 了 下 列 两 个 二 阶 方程 ， 

d?z 
qi 569 
和 
d?z dr 
e 
EEM HSERISERL CSS REM 
题 , 引 出 二 阶 方程 = = (dy/ds)? 
(其 中 s 为 弧 长 ).18 世 纪 初 ,泰勒 在 
求 一 根 伸 张 的 振动 弦 的 基 频 时 ， 
解 出 了 方程 20) — V POHO 
yj CO IFAH Hi EFE MTAA E 
状 必定 是 正弦 曲线 。 约 得" 伯 努 利 解 
出 简 锚 运动 方程 Puja — ka, 
等 。 

1728 年 , 欧 拉 开 始 了 二 阶 方程 
的 系统 研究 ,他 引用 的 指数 函数 法 
对 求解 二 阶 与 高 阶 方程 有 特别 重要 
的 作用 ,在 1743 年 的 工作 中 , 欧 拉 用 
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代 换 y 一 上 给 出 任何 阶 常 系数 齐 线 
性 方程 的 古典 解法 ,对 于 二 阶 的 情 
况 ,问题 归结 为 解 方程 


d? 
5 Phu 0, 


欧 拉 得 到 两 种 不 同形 式 的 特 解 
2cosz 和 e* 十 eo“*, 他 用 展 成 级 数 的 
办 法 证 明 它们 恒 等 ,从 而 发 现 了 著 
名 的 欧 拉 公式 。 

丹尼尔 * 伯 努 利 也 是 在 18 世 纪 
上 半 叶 ,在 研究 振动 悬 链 线 问 题 时 ， 
导出 了 微分 方程 


d 
a LG 2) 4-40, 


并 求 出 它 的 一 个 无 穷 级 数 形式 的 
解 ,后 来 这 个 解 称 为 第 一 类 贝 塞 尔 
函数 。 欧 拉 紧 接 着 对 丹尼尔 的 工作 
进行 补充 研究 ,给 出 了 一 个 二 阶 方 
程 用 积分 表示 的 解 。 

在 早期 的 研究 中 ,还 出 现 了 一 
些 有 特殊 意义 的 二 阶 方程 ,例如 伯 
努 利 方程 和 里 卡 蒂 方 程 等 。 

19 世 纪 上 半 叶 ,瑞士 数学 家 其 
图 姆 和 法 国 数学 家 刘 维尔 开始 研究 
二 阶 常 微分 方程 的 一 般 问 题 ,他 们 
考虑 二 阶 方程 

Ly" +My +ANy=0, 
RP LMN 是 z 的 连续 函数 ,4 为 
参数 ,建立 了 著名 的 斯 图 姆 - 刘 维 尔 
理论 . 刘 维尔 还 给 出 了 二 阶 齐 次 线 
性 方程 解 的 零点 分 布 的 重要 定理 。 

19 世 纪 以 后 ,由 于 处 理 更 为 复 
杂 的 物理 现象 ,以 及 求解 偏 微分 方 
程 的 努力 ,导致 了 一 些 特殊 的 二 阶 
常 微分 方程 .如 贝 塞 尔 方程 、. 勒 让 德 
方程 富 克 斯 方程 . 班 勒 卫 方程 等 。 
由 于 许多 方程 不 能 求 出 封闭 形式 的 
解 ,所 以 人 们 采用 无 穷 级 数 解 ,于 是 


产生 了 各 种 类 型 的 特殊 函数 。 
E F O5 7; "E (Ricci 
equation) 

形 如 

3 PG Gy iG) 
的 方程 称 为 里 卡 蒂 方 程 , 它 在 常 微 
分 方程 的 早期 历史 中 引起 很 大 的 注 
意 .意大利 数学 家 里 卡 蒂 在 1724 年 
给 出 了 它 的 特殊 形式 ,后 来 引起 许 
多 学 者 的 研究 ,如 伯 努 利家 族 , 欧 拉 
和 达 朗 贝尔 等 .对 这 类 方程 的 研究 
不 仅 有 助 于 求解 二 阶 方 程 ,而 且 提 
供 了 降低 常 微分 方程 阶 数 的 方法 ， 
这 将 是 处 理 高 阶 方程 的 主要 方法 。 
达 朗 贝尔 在 1763 年 给 出 了 它 的 一 般 
形式 ,并 首先 称 之 为 “里 卡 蒂 方 程 ?。 
1841 年 ,法 国 数学 家 刘 维 尔 证 明了 
里 卡 蓝 方程 一 般 不 能 通过 初等 积分 
法 求解 ,他 的 工作 使 常 微分 方程 的 
研究 方向 开始 转移 。 

常 微 分 方程 解析 理论 Cana- 
lytic theory of ordinary differen- 
tial equation) 复数 域 上 的 常 微 
分 方程 理论 。 即 应 用 复 变 函数 论 研 
究 微 分 方程 的 性 状 , 以 及 把 微分 方 
程 的 解 视 为 由 方程 定义 的 解析 函 
数 ,并 直接 从 微分 方程 本 身 研究 解 
的 性 质 的 理论 。 它 与 复 变 函数 论 的 
发 展 密切 相关 .19 世 纪 上 半 叶 , 柯 西 
在 建立 微分 方程 解 的 存在 性 定理 
时 ,把 它 应 用 到 复数 域 .对 于 方程 


多 ==f(z,w), 在 右 端 fG,wYFG, 


wo) 的 菜 个 邻 域内 解析 的 条 件 下 ,证 
明了 解 (解析 函数 ) 存 在 且 唯 一 .在 
柯 西 之 后 ,数学 家 们 转向 了 大 范围 
的 研究 .法 国 数学 家 布 里 抽 和 布 遍 
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合作 ,继续 了 柯 西 的 工作 ,他 们 简化 
了 微分 方程 解 的 存在 性 的 控制 函数 
方法 ,开创 了 奇 点 问题 的 研究 ,建立 
了 椭圆 函数 的 一 般 理 论 。 之 后 ,德国 
数学 家 富 克 斯 和 黎 曼 建立 了 关于 线 
性 方程 的 解析 理论 .在 这 些 工作 的 
基础 上 , 富 克 斯 和 庞 加 莱 又 建立 了 
一 阶 非 线 性 方程 的 理论 .在 研究 二 
阶 线性 微分 方程 时 。 庞 加 茉 和 克 莱 
内 得 到 了 比 椭圆 函 数 更 为 普遍 的 自 
守 函 数 类 ,并 建立 了 相关 的 理论 ,19 
世纪 末 , 法 国 数学 家 班 勒 卫 研 究 形 
如 ww = f Cz w, w' ) 的 方程 的 解 ， 引 
出 新 的 超越 函数 被 称 为 班 勒 卫 函 
数 .20 世 纪 以 后 ,人 们 把 奈 望 林 纳 创 
立 的 亚 纯 函数 值 分 布 理论 应 用 于 常 
微分 方程 解 的 某 些 大 范围 性 质 的 研 
究 ,取得 很 好 成 果 。 

常 微分 方程 变换 群 理论 
(transformation group theory in 
ordinary differential equation) 
研究 将 常 微 分 方程 的 解 仍 变 为 解 的 
变换 所 组 成 的 群 的 理论 ,由 德国 数 
学 家 李 在 19 世 纪 开 创 .1874 年 ,他 在 
研究 微分 方程 解 的 分 类 时 ,引入 了 
一 般 的 连续 变换 群 , 并 用 这 种 理论 
建立 了 解 常 微 分 方程 的 方法 。 当 连 
续 变 换 群 已 知 时 , 常 微分 方程 的 积 
分 因子 即 可 显 式 地 写 出 ,从 而 解决 
了 解 的 可 积 性 问题 . 另 一 方面 , 李 与 
法 国 数学 家 皮卡 等 将 变换 群 理论 应 
用 于 线性 变 系数 齐 次 方程 ,得 到 与 
合 罗 瓦 理论 完全 平行 的 结论 ,因而 
从 另 一 个 角度 证 明了 阶 线 性 变 系 
数 方程 一 般 是 不 能 用 初等 积分 法 求 
解 的 .20 世 纪 以 来 ,用 变换 群 理论 求 
解 常 微分 方程 的 方法 又 有 许多 新 的 
应 用 。 


常 微分 方程 定性 理论 (quali- 
tative theory of ordinary differ- 
ential equation) 通过 微分 方程 
右 侧 函 数 的 性 质 来 研究 其 解 的 性 态 
的 理论 。 

在 19 世 纪 下 半 叶 ,人 们 已 经 普 
遍 认识 到 ,只 有 极 少 数 的 常 微 分 方 
程 可 以 用 初等 积分 法 来 求解 .因此 
在 这 个 方向 上 的 探讨 已 经 没有 什么 
价值 ,同时 ,以 存在 定理 为 基础 的 方 
程 的 数值 解法 也 已 经 发 展 起 来 ,不 
再 成 为 人 们 关心 的 焦点 。 而 当时 工 
程 、. 物 理 , 特 别 是 天 体力 学 等 方面 所 
产生 的 一 些 问 题 ,需要 研究 由 微分 
方程 所 确定 的 函数 ,在 其 整体 存在 
范围 内 的 性 质 ,因此 人 们 试图 寻找 
通过 考察 微分 方程 本 身 就 可 以 了 解 
解 的 性 态 的 方法 。 常 微分 方程 定性 
理论 就 是 在 这 种 形势 下 产生 的 。 

常 微分 方程 的 定性 理论 是 由 法 
国 数学 家 虎 加 莱 和 俄国 数学 家 李 亚 
普 诺 夫 共 同 开创 的 .1878 年 以 后 JE 
加 莱 研 究 了 方程 y ==f(z,y) 或 方程 
& S mp = pla R 
端 函数 的 性 质 , 并 由 此 来 考察 方程 
的 积分 曲线 族 的 性 态 。 他 引进 了 微 
分 方程 的 奇 点 的 概念 ,并 对 奇 点 进 
行 分 类 、 研 究 奇 点 邻 域内 解 的 性 态 ， 
还 引入 了 极限 环 的 概念 等 。 庞 加 莱 
的 研究 方法 从 本 质 上 具有 拓扑 性 
质 ,对 拓扑 学 的 发 展 起 到 推动 作用 。 
其 《关于 由 微分 方程 确定 的 曲线 》 
(1881 一 1886) 是 定性 理论 中 的 经 典 
著作 . 李 亚 普 诺 夫 从 1882 年 开始 研 
究 定性 理论 ,最 初 是 结合 着 天 文学 
中 的 具体 问题 ,很 快 转向 由 有 限 个 
参数 所 确定 的 动力 系统 的 运动 和 平 
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衡 的 稳定 性 问题 ( 见 常 微分 方程 运 
动 稳定 性 理论 ) 的 研究 。 他 的 博士 论 
文 《 运 动 稳定 性 的 一 般 问题 了》(1892) 
也 是 定性 理论 的 代表 作 , 在 以 后 的 
一 个 时 期 , 除 美国 数学 家 伯 克 和 霍 夫 
继承 并 发 展 了 庞 加 菜 的 工作 提 练 出 
“动力 系统 ”的 理论 外 ,定性 理论 的 
研究 一 度 比 较 沉 寂 , 从 20 世 纪 30 年 
代 起 ,定性 理论 的 发 展 又 进入 一 个 
新 的 阶段 。 

常 微分 方程 运动 稳定 性 理 
it stability theory of motion in 
ordinary differential equation) 
常 微 分 方程 动力 系统 的 运动 稳定 性 
理论 , 它 是 研究 扰动 性 因素 对 运动 
系统 的 影响 。 这 一 理论 由 俄国 数学 
家 李 亚 普 诺 夫 在 19 世 纪 90 年 代 所 开 
创 , 他 在 1892 年 的 著名 论文 《运动 稳 
定性 的 一 般 问 题 》 中 ,建立 了 解决 上 
述 问 题 的 普遍 方法 ,他 首先 给 出 关 
于 常 微分 方程 解 的 稳定 性 的 定义 ， 
通常 称 为 李 亚 普 诺 夫 意义 下 的 稳定 
性 .然后 建立 两 种 解决 问题 的 方法 ， 
分 别称 为 李 亚 普 诺 夫 第 一 方法 和 第 
二 方法 。 至 于 第 一 方法 ,后 来 很 少 发 
展 .而 第 二 方法 ,又 称 直接 方法 ,已 
得 到 了 很 大 发 展 。 第 二 方法 意 在 寻 
求 所 谓 李 亚 普 诺 夫 函数 ,以 判断 解 
的 稳定 性 。 

运动 稳定 性 理论 不 仅 在 许多 自 
然 科 学 和 工程 技术 领域 得 到 广泛 深 
刻 的 应 用 ,而 且 还 成 为 常 微分 方程 
学 科 本 身 许多 理论 课题 研究 的 有 力 
工具 。 

xt E OR 7j $93 (functional 
differential equation) 泛 函 微分 
方程 是 带 有 各 种 滞后 量 的 微分 方程 
(微分 差分 方程 )、 各 种 具有 复杂 变 


元 的 微分 方程 . 带 有 滞后 量 的 积分 
微分 方程 等 一 类 方程 的 概括 和 抽 
象 。 

早 在 1750 年 欧 拉 所 提出 来 的 
“ 求 一 曲线 使 之 与 其 渐 缩 线 相似 ? 问 
题 就 属于 最 早 的 泛 函 微分 方程 问 
题 , 所 求 的 曲线 就 满足 一 个 特殊 的 
证 函 微分 方程 .以 后 在 各 个 学 科 中 
不 断 地 提出 相 类 似 的 问题 ,因此 对 
泛 函 微分 方程 的 研究 具有 重要 的 实 
际 意义 .20 世 纪 40 年 代 以 前 ,人 们 围 
绕 微 分 差分 方程 的 解析 解 开展 了 许 
多 工作 。50 年 代 以 后 ,转向 稳定 性 理 
论 的 研究 。 苏 联 数学 家 克拉 索 夫 斯 
基 和 日 本 数学 家 加 茧 敏夫 等 在 这 方 
面 都 有 重要 贡献 。 

动力 系统 (dynamic system) 

粗略 地 说 ,如 果 自 然 界 中 一 些 随时 
间 演 变 的 体系 ,其 各 种 状态 z 所 构 
成 的 集合 并 有 与 时 间 上 相关 的 动态 
规律 Da) o<), HH 
G.(z) 满 足 一 定 的 简单 自然 条 和 件 , 则 
构成 一 动力 系统 .如果 丈 (z) 对 上 可 
微 , 则 得 一 常 微分 方程 组 ,动力 系统 
主要 研究 抽象 系统 的 整体 性 质 , 它 
是 经 典 常 微分 方程 理论 的 发 展 。 

对 动力 系统 的 研究 开始 于 19 世 
纪 末 ,1881 年 以 后 ,法 国 数学 家 庞 加 
莱 开 始 的 常 微分 方程 定性 理论 的 研 
究 就 可 以 看 作 是 动力 系统 的 创始 。 
后 来 有 许多 学 者 ,特别 是 美国 数学 
家 伯 克 霍 夫 (1912 年 以 后 ) 从 事 动力 
系统 一 般 定 性 理论 的 研究 ,他 分 别 
从 整体 区 域 和 奇 点 附近 两 个 方面 进 
行 研究 ,证 明了 三 体 问题 中 的 几何 
定理 ,推进 了 冯 … 诺 伊 昌 的 工作 ,得 
到 强 形式 的 遍历 性 定理 .1931 年 以 
后 ,苏联 数学 家 马尔 可 夫 总 结 了 伯 
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SUB XI XE ,正式 提出 动力 系统 
的 抽象 概念 。 在 以 后 的 若干 年 里 , 苏 
联 学 者 对 动力 系统 理论 的 发 展 散 出 
了 贡献 ,例如 , 柯 尔 莫 哥 洛 夫 和 阿 诺 
尔 德 等 建立 了 关于 哈密 顿 系统 方程 
组 解 的 稳定 性 理论 。 

20 世 纪 60 年 代 以 后 ,动力 系统 
的 研究 又 发 生 了 质 的 变化 .美国 数 
学 家 斯 梅 尔 在 苏联 动力 系统 学 派 的 
影响 下 ,开始 了 现代 抽象 动力 系统 
的 研究 ,他 在 1966 年 国际 数学 家 大 
会 上 作 的 《微分 动力 系统 ) 报 告 标志 
着 现代 微分 动力 系统 这 个 新 兴 理 论 
分 支 的 诞生 。 

偏 微分 方程 (partial differen- 
tial equation) 分 析 数 学 的 重要 
分 支 之 一 包含 未 知 衣 数 及 其 偏 导 
数 的 等 式 叫 偏 微 分 方程 . 偏 微分 方 
程 理论 研究 一 个 方程 (组 ) 是 否 有 满 
足 某 些 补充 条 件 的 解 ,有 多 少 个 解 ， 
解 的 各 种 性 质 及 解 的 求法 等 。 

微 积 分 理论 形成 后 不 久 ,在 18 
世纪 初 ,人 们 就 结合 各 种 物理 问题 
研究 偏 微分 方程 ,最 早 引 起 数学 家 
兴趣 的 是 关于 藤 的 振动 问题 英国 
数学 家 泰 勤 在 1713 一 1715 年 就 导出 
了 一 根 张 紧 的 振动 辟 的 基 频 。 法 国 
数学 家 达 朗 贝尔 在 1747 年 建立 了 第 
一 个 弦 振 动 方程 

Ey 9 

PP 
并 且 得 到 形 如 两 个 任意 函数 之 和 的 
解 


ga) (at) Has), 


丹尼尔 * 伯 努 利 和 欧 拉 等 人 研究 了 
这 个 方程 的 解 ,并 且 比 达 朗 贝尔 更 
RGE TREUR RENEA 


条 件 。 围 绕 着 解 用 三 角 级 数 表示 等 
问题 在 18 世 纪 下 半 叶 引起 了 一 场 激 
烈 的 争论 。 

1759 年 , 欧 拉 考 虑 矩形 鼓 和 球 
面 波 的 振动 ,建立 了 二 维和 三 维 的 
波动 方程 .由 于 对 万 有 引力 的 研究 ， 
出 现 了 所 谓 的 位 势 方程 

GUAN oV V 
P Ta. 

它 首 次 出 现在 欧 拉 1752 年 的 论文 
中 。 拉 格 朗 日 和 勒 让 德 ,特别 是 后 者 
对 这 个 方程 的 解 进行 了 深入 研究 ， 
由 此 引出 所 谓 的 勒 让 德 多 项 式 . 后 
来 由 于 拉 普 拉 斯 的 出 色 工 作 而 又 称 
这 种 方程 为 拉 普 拉 斯 方程 。 
”一 阶 偏 微分 方程 首先 出 现在 几 
何 问题 和 流体 力学 问题 的 研究 中 
(1740 年 以 后 ), 蒙 日 给 出 一 阶 偏 微 
分 方程 一 般 理论 的 几何 解释 ,在 流 
体 动力 学 中 还 出 现 了 第 一 个 偏 微 分 
方程 组 .19 世 纪 初 期 , 柯 西 和 拉 格 朗 
日 等 解决 了 一 阶 偏 微 分 方程 的 求解 
问题 ,其 基本 方法 是 化 为 求解 一 阶 
常 微分 方程 组 。 

在 整个 18 世 纪 , 对 偏 微分 方程 
的 研究 都 是 处 于 不 自觉 的 状态 。 人 
们 认识 到 解 偏 微分 方程 不 需要 什么 
新 的 特殊 技巧 , 它 与 常 微分 方程 的 
不 同 之 处 在 于 解 中 可 以 出 现任 意 函 
数 ,. 在 这 一 时 期 ,通常 认为 把 它们 化 
为 常 微分 方程 后 便 可 求解 ,对 偏 微 
分 方程 理论 的 探讨 还 有 待 深入 。 

到 了 19 世 纪 , 随 着 物理 科学 所 
研究 的 现象 在 广度 和 深度 两 方面 的 
扩展 , 偏 微分 方程 逐渐 成 为 数学 研 
究 的 中 心 .不 仅 出现 了 一 些 新 的 类 
型 ,而且 已 有 类 型 的 应 用 范围 也 不 
By X. 
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1822 年 ,法 国 数学 家 傅立叶 在 
研究 热传导 规律 时 ,发 现 了 (三 维 ) 
热传导 方程 

PT T eT oT 

er! oy! oz oL? 

为 在 各 种 边界 条 件 下 积分 热传导 方 
程 , 健 立 叶 首 先 系 统 地 用 三 角 级 数 
的 形式 表示 未 知 解 ,由 此 引起 对 传 
立 叶 级 数 的 研究 。 

1839 年 ,德国 数学 家 杜 布 瓦 - 雷 
蒙 引入 了 偏 微分 方程 的 标准 分 类 
法 ,他 分 别称 上 述 波动 方程 .位 势 方 
程 和 热传导 方程 为 双 曲 型 的 .椭圆 
型 的 和 抛物 型 的 .至 此 ,人 们 逐渐 乔 
清 了 二 阶 线性 偏 微分 方程 的 重要 类 
型 。 


二 阶 以 上 的 偏 微分 方程 ,很 难 
化 成 常 微分 方程 求解 。 求 方程 满足 
某 种 特定 条 件 的 解 叫 定 解 问题 .由 
于 偏 微分 方程 都 有 很 强 的 实际 背 
景 。 因 此 定 解 问题 的 提 法 也 比较 多 。 
例如 对 于 热传导 方程 ,主要 研究 柯 
西 问题 ;对 于 波动 方程 ,研究 最 多 的 
也 是 柯 西 问题 和 初 边 值 问 题 ; 对 于 
位 势 方 程 , 则 研究 两 种 边 值 问题 ,第 
一 边 值 问题 称 为 狄 利克 雷 问题 ,第 
二 边 值 问 题 称 为 庶 伊 曼 问题 。 

对 于 上 述 种 种 定 解 问题 ,到 19 
世纪 未 ,已 有 许多 解法 。 但 定 解 问题 
的 系统 理论 到 20 世 纪 才 趋 于 成 熟 。 
法 国 数学 家 阿达 马 在 20 世 纪 初 建立 
了 偏 微分 方程 定 解 问题 适 定性 的 概 
念 。 根 据 他 的 观点 ,如 果 定 解 问题 的 
解 存在 ,唯一 并 且 连 续 依 束 于 定 解 
条 件 , 那 么 就 称 之 为 适 定 的 .阿达 马 
被 誉 为 二 阶 线性 偏 微分 方程 的 总 结 
者 ,他 不 仅 对 定 解 问题 作出 贡献 ,而 
且 根 据 二 阶 方程 的 特征 表达 式 对 方 


程 进行 分 类 ,为 了 研究 不 同类 型 方 
程 的 共性 ,他 还 提出 一 般 方程 基本 
解 的 概念 ,为 偏 微 分 方程 理论 的 建 
AET E. 

19 世 纪 末 ,人 们 开始 在 解析 函 
数 范围 内 研究 偏 征 分 方程 , 柯 西 研 
究 了 满足 某 种 初始 条 件 的 偏 微分 方 
程 组 ,建立 了 著名 的 柯 西 存在 性 定 
理 ,他 的 工作 后 来 被 俄国 女 数 学 家 
柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 独立 完成 并 推广 。 
对 于 解析 函数 领域 中 的 偏 微分 方 
程 , 人 们 还 得 到 其 他 比较 一 般 的 结 
果 。 

在 特殊 类 型 的 二 阶 方程 得 到 充 
分 的 研究 之 后 ,数学 家 们 转向 一 般 
的 二 阶 方程 ,陆续 得 到 一 些 结果 .20 
世纪 30 年 代 以 来 ,各 种 泛 函 分 析 方 
法 被 应 用 于 偏 微分 方程 的 研究 ,不 
仅 可 以 讨论 二 阶 方程 ,而 且 发 展 了 
高 阶 方程 的 理论 ,并 在 一 般 的 一 阶 
方程 组 中 也 得 到 许多 成 果 。 偏 微分 
方程 理论 发 生 了 很 大 的 变化 。 

20142 40—504E 4 , A RIEA 
认识 到 绝 大 多 数 的 偏 微分 方程 (组 ) 
无 法 按 经 典 的 分 类 进行 研究 ,因此 
需要 建立 尽 可 能 普遍 适用 的 理论 或 
给 出 新 的 分 类 法 .瑞典 数学 家 替 尔 
曼 德 .美国 数学 家 卢 伊 等 在 这 方面 
都 有 重要 工作 。 

对 于 变 系数 线性 方程 和 非 线性 
方程 的 研究 ,在 60 年 代 以 后 获得 了 
许多 进展 ,不 断 发 展 出 一 些 独特 的 
数学 方法 。 微 分 算 子 的 概念 有 很 多 
扩充 ,出 现 了 拟 微分 算 子 和 傅立叶 
积分 算 子 等 工具 ,在 非 线性 问题 的 
研究 中 , 除 不 动 点 方法 外 ,拓扑 度 方 
法 和 变 分 法 都 是 十 分 有 效 的 工具 。 

一 阶 偏 微分 方程 (first order 
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partial differential equation) 因 
为 物理 问题 直接 导致 二 阶 偏 微分 方 
程 ,所 以 直到 18 世 纪 下 半 叶 对 一 阶 
偏 微分 方程 还 很 少 系统 的 研究 ,只 
有 法 国 数学 家 克 莱 罗 和 达 朗 贝尔 给 
出 了 全 微分 方程 Ple+ y+ Riz= 0 
可 积分 的 必要 条 件 。 
拉 格 朗 日 在 18 世 纪 70 年 代 建立 
了 一 般 的 两 个 自 变量 的 一 阶 偏 微分 
方程 
Fly z, ,=0 © 


er y 

的 理论 .他 首先 给 出 非 线性 一 阶 方 
程 的 理论 .在 确定 中 可 积分 的 条 件 
时 ,把 问题 转化 为 求解 一 个 线性 一 
阶 偏 微分 方程 ,然后 他 又 建立 了 解 
线性 方程 的 方法 。 拉 格 朗 日 考察 线 
性 方程 

PE+0 Ei © 
这 是 一 个 非 齐 次 的 方程 ,他 把 解 方 
程 @ 转 化 为 解 一 个 齐 次 方程 的 问 
题 ,而 齐 次 方程 的 求解 又 联系 着 一 
个 常 微 分 方程 组 .这 样 一 来 , 拉 格 朗 
日 成 功 地 把 解 一 个 一 般 的 一 阶 偏 微 
分 方程 的 问题 转化 为 求解 常 微分 方 
程 组 的 问题 ,他 还 对 一 阶 方程 的 解 
进行 分 类 ,并 讨论 了 完全 解 ( 或 全 积 
分 ). 通 解 和 奇 解 的 关系 等 。 

n 个 变量 的 一 阶 偏 微分 方程 的 
解法 是 由 柯 西 和 德国 数学 家 普法 夫 
建立 的 ,特别 是 普法 夫 作 出 重要 贡 
献 , 他 给 出 了 解 普法 夫 方 程 的 一 种 
有 效 方法 。 

关于 一 阶 偏 微分 方程 的 几何 理 
论 ,是 由 法 国 数 学 家 蒙 日 建立 的 ,他 
指出 方程 的 全 积分 是 双 参 数 曲面 
敌 , 给 出 通 解 的 几何 解释 ,引进 特征 
曲线 的 重要 概念 . 蒙 日 的 工作 后 来 


由 法 国 数学 家 E. 嘉 当 等 人 发 展 。 
位 势 方程 (potential equation) 
一 类 重要 的 偏 微分 方程 ,属于 椭 

圆 型 方程 。 

18 世 纪 所 研究 的 主要 物理 问题 

之 一 是 确定 两 个 物体 之 间 的 万 有 引 

力 ,特别 是 兢 究 太阳 对 一 个 行星 ,地 

球 对 它 外 部 或 内 部 的 一 个 质点 ,地 

球 对 另 一 个 连续 质量 的 引力 等 . 牛 

顿 、 马 克 劳 林丹 尼 尔 * 伯 努 利 和 欧 

拉 等 人 都 对 万 有 引力 问题 进行 了 深 

入 研究 ,他 们 发 现 万 有 引力 的 三 个 

分 量 所 确定 的 势 函数 V(z,y,z) 满 足 

下 列 所 谓 “ 位 势 方程 ” 

9V ,gv ow 
m0 

这 个 方程 最 早出 现在 欧 拉 的 1752 年 

的 论文 中 .以 后 ,人 们 为 了 探求 这 个 

方程 的 一 般 解 法 做 了 大 量 的 工作 ， 

特别 是 勤 让 德 对 旋转 体 引力 的 计算 
引出 了 所 谓 勒 让 德 多 项 式 , 他 利用 

这 些 多 项 式 的 性 质 及 势 函 数 的 表达 

式 等 直接 计算 出 球体 间 的 引力 。 

18 世 纪 80 一 90 年 代 , 拉 普 拉 斯 

为 解 位 势 方程 做 了 重要 贡献 ,在 他 

的 《球状 体 和 行星 状 物体 的 引力 理 

论 》(1782) 的 著名 论文 中 ,给 出 了 用 

球 坐标 表示 的 位 势 方程 ,并 且 利用 

球 调和 函数 来 解 球状 体 引力 的 位 势 

方程 .由 于 拉 普 拉 斯 的 出 色 工 作 , 上 

述 位 势 方程 又 称 拉 普 拉 斯 方程 。 

在 19 世 纪 , 由 于 对 稳定 的 热 传 

导 、 电 磁 理 论 中 的 位 势 的 研究 ,建立 

了 所 谓 泊 松 方程 

EP y 是 吸引 体 的 密度 。 英 国 数学 

家 格林 为 了 得 到 位 势 方程 解 的 一 般 
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性 质 ,他 从 拉 普 拉 斯 方程 出 发 ,建立 
了 著名 的 格林 定理 ,俄国 数学 家 奥 
斯 特 罗 格拉 获 基 也 独立 地 证 明 过 这 
个 定理 。 格 林 还 引进 了 特殊 的 奇异 
函数 一 一 格林 函数 的 概念 , 它 已 成 
为 现代 偏 微 分 方程 的 一 项 基本 工 
具 。 格 林 把 这 些 定理 和 概念 应 用 于 
电磁 学 和 具 变 密 度 椭 球体 的 引力 问 
题 ,得 到 了 更 一 般 的 结果 。 由 此 还 引 
出 了 第 一 边 值 问题 ( 狄 利克 雷 问 
题 ). 第 二 边 值 问题 由 德国 数学 家 诺 
伊 曼 提出 。 

在 格林 之 后 ,英国 的 学 者 汤姆 
森 、 斯 托 克 斯 和 麦克 斯 书 ,以 及 德国 
的 黎 曼 和 外 尔 斯 特 拉 斯 等 在 位 势 方 
程 解 的 存在 性 .用 复 变 函数 解 位 势 
方程 等 方面 都 有 许多 工作 ,到 19 世 
纪 末 ,位 势 方程 的 理论 已 基本 建立 
起 来 ,但 是 还 有 一 些 尚未 解决 的 重 
要 问题 ,1900 年 希 尔 伯 特 提出 的 著 
名 的 23 个 数学 问题 中 ,就 有 3 个 是 关 
于 位 势 方程 的 .80 多 年 来 ,对 位 势 方 
程 的 研究 已 获得 了 丰硕 的 成 果 。 

波动 方程 (wave equation) 
属于 双 曲 型 偏 微分 方程 ,是 一 类 重 
要 的 偏 微分 方程 。 

18 世 纪 上 半 叶 , ER ZEE 93 e zh 
问题 ,其 利 略 .泰勒 .约翰 * 伯 努 利和 
达 朗 贝尔 等 作 了 大 量 的 研究 工作 ， 
1747 年 达 朗 贝尔 建立 了 第 一 个 一 维 
的 波动 方程 ( 即 弦 振 动 方程 》 

sy 8 
ot? oz? 
并 且 得 到 如 下 形式 的 解 
y) — pldt) — 3-9 Hon), 


但 他 只 考虑 边界 条 件 。 第 二 年 , 欧 拉 
指出 ,如 果 再 给 定 初 始 条 件 ,那么 弦 


的 振动 便 完 全 确定 。 由 此 还 引起 18 
世纪 一 场 激烈 而 又 重要 的 争论 : 偏 
微分 方程 的 积分 中 所 含 任意 函数 的 
性 质 是 怎样 的 ? 

1753 年 ,丹尼尔 * 伯 努 利 以 全 然 不 


” 同 的 方式 给 出 弦 振 动 方程 的 解 


y=asin 7* E fin rT ysin EN 
他 指出 , 弦 所 发 出 的 声音 是 由 基本 
音 和 无 穷 多 个 泛音 所 构成 ,因此 把 
各 种 泛音 对 应 的 正弦 曲线 亚 合 起 
来 ,就 得 到 弦 的 形状 ,事实 上 ,他 已 
经 获得 了 后 来 称 为 储 立 叶 级 数 法 的 
解 偏 微分 方程 的 方法 。 

欧 拉 和 达 朗 贝尔 考虑 粗细 不 均 
匀 的 弦 振 动 问题 ,得 到 了 推广 的 波 
动 方程 。 

1759 年 , 欧 拉 和 拉 格 朗 日 分 别 
独立 地 研究 平面 波 和 柱 面 波 的 振 
动 ,建立 了 二 维和 三 维 的 波动 方程 。 
18 世 纪 也 出 现 了 用 球 坐 标 表 示 的 波 
动 方程 到 了 19 世 纪 ,波动 方程 在 许 
多 物理 领域 中 得 到 新 的 应 用 。 泊 松 
和 黎 曼 以 完全 不 同 的 方法 给 出 波动 
方程 初 值 问题 的 解 。 在 研究 其 他 形 
式 的 波 ,如 调和 的 .声音 的 ,弹性 的 、 
和 电磁 学 的 波 的 过 程 中 ,出 现 了 退 
化 的 波动 方程 ,德国 物理 学 家 交 姆 
霍 葡 利用 格林 定理 得 到 退化 方程 的 
连续 解 .此 外 ,德国 数学 家 杜 布 瓦 - 
雷 蒙 和 法 国 数学 家 达 布 等 对 波动 方 
程 也 作 了 许多 研究 。 

热传导 方程 (equation of heat 
conduction) ”一 类 重要 的 偏 微 分 
方程 ,属于 抛物 型 方程 。 

18 世 纪 初 期 ,在 工业 上 为 了 对 
金属 进行 热处理 ,法 国 数学 家 伟 立 
叶 从 事 热 流动 的 研究 ,在 他 的 著名 
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的 《 热 的 分 析 理论 》 一 书 中 ,考察 
了 均匀 的 各 项 同性 的 物体 的 温 
RE T(z,q,z,D ,根据 物理 原理 ,证 明 
了 必须 满足 偏 微分 方程 
eT eT wm. 
Da wu at ? 

这 就 是 三 维 空间 的 热传导 方程. 人 
立时 在 某 种 边界 条 件 和 初始 条 件 下 
求 出 了 用 三 角 级 数 表示 的 解 ,由 此 
他 提出 了 任意 周期 函数 都 可 以 用 三 
角 级 数 来 表示 的 问题 .这 些 工 作 揭 
示 了 函数 可 以 展开 为 一 些 特殊 函数 
的 级 数 这 一 普遍 性 事实 。 

1811 年 , 传 立 叶 讨 论 在 一 个 方 
向 上 延伸 到 无 穷 远 的 区 域 的 热传导 
问题 .为 了 解 这 类 问题 ,他 从 有 界 区 
喊 热传导 方程 的 解 (三角 级 数 形 式 
表示 的 ) 出 发 ,通过 一 系列 推导 和 计 
算 , 得 到 用 傅立叶 积分 表示 的 方程 
的 封闭 形式 的 解 。 

自然 界 中 还 有 许多 现象 可 以 用 
热传导 方程 来 描述 ,例如 分 子 在 介 
质 中 的 扩散 过 程 等 。 

奇 解 Csingular solution) 指 微 

分 方程 的 某 些 解 ,它们 不 能 通过 给 
积分 常数 以 一 确定 值 的 方法 从 通 解 
中 得 到 , 即 它们 不 是 特 解 。 

莱 布 尼 蒋 在 1694 年 就 发 现 ,一 
个 常 微分 方程 的 解 族 的 包 络 也 是 方 
程 的 解 . 泰 勤 在 18 世 纪 初 也 观察 到 
这 个 现象 。 克 菜 罗 与 欧 拉 对 奇 解 作 
了 比较 完整 的 探讨 ,他 们 都 是 从 微 
分 方程 本 身 来 求 奇 解 . 欧 拉 还 给 了 
奇 解 的 一 个 判别 法 。 拉 格 朗 日 对 奇 
解 与 通 解 的 关系 作 了 系统 研究 
(1774), 并 建立 了 从 通 解 中 消去 常 
数 而 得 到 奇 解 的 方法 ,给 出 奇 解 是 
积分 曲线 族 的 包 络 的 几何 解释 。 奇 


解 的 完整 理论 是 在 19 志 纪 发 展 起 来 
的 ,英国 数学 家 凯 莱 和 法 国 数学 家 
达 布 建立 了 奇 解 的 现代 理论 
(1872), 
积分 方程 Gintegral equation) 
未 知 函 数 出 现在 积分 号 内 的 方程 

叫 积 分 方程 , 解 积分 方程 就 是 要 确 
定 这 个 函数 。“ 积 分 方程 ?这 一 名 词 
是 由 德国 数学 家 杜 布 瓦 - 雷 蒙 首先 
给 出 的 。 

18 世 纪 末 和 19 世 纪 初 分 别 在 拉 
普 拉 斯 和 传 立 叶 的 工作 中 就 出 现 过 
个 别 的 积分 方程 问题 ,第 一 个 自觉 
地 应 用 并 解 出 积分 方程 的 是 挪威 数 
学 家 阿 贝 尔 。 他 在 1823 年 研究 地 球 
引力 场 中 的 一 个 质点 下 落 轨迹 问题 
时 ,归结 为 从 方程 

fo- OIL c 
Ve 

中 确定 函数 .他 用 比较 特殊 的 方 
法 求 出 了 ”上述 方程 后 来 被 叫 作 
阿 贝尔 方程 ,但 是 阿 贝尔 的 工作 在 
较 长 时 间 内 未 引起 人 们 注意 。 

英国 数学 家 格林 在 研究 位 势 理 
论 时 曾 导 出 过 一 种 重要 的 积分 方 
程 ; 法 国 数学 家 刘 维 尔 在 1832 年 把 
解 某 些微 分 方程 的 问题 化 为 解 积分 
方程 ,也 得 到 了 一 种 积分 方程 .到 19 
世纪 中 叶 , 有 许多 工作 进一步 表明 ， 
把 微分 方程 转换 为 积分 方程 ,已 经 
成 为 解 常 微 和 偏 微分 方程 的 重要 技 
巧 , 这 也 是 积分 方程 发 展 的 强大 动 
力 。 

积分 方程 的 一 般 理 论 在 19 世 纪 
末 20 世 纪 初 建立 .意大利 数学 家 沃 
尔 泰 拉 是 这 种 理论 的 最 早 的 创立 
者 ,他 从 1884 年 开始 研究 积分 方程 
的 一 般 理论 ,他 考虑 方程 
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fci [Klas so D 
和 
ro=0)+ | K(s,z) Bz) dr 


Q 
的 解法 .这 两 种 方程 后 来 就 分 别称 
为 沃 尔 泰 拉 第 一 种 积分 方程 和 第 二 
种 积分 方程 .沃尔特 拉 十 分 巧妙 地 
得 出 方程 他 的 解 , 他 把 凶 的 解 表示 
为 收敛 的 函数 级 数 的 和 的 形式 。 他 
还 解 出 了 方程 中 ,用 的 方法 是 把 它 
们 化 为 第 二 类 方程 。 
几乎 与 沃 尔 泰 拉 同 时 ,瑞典 数 
学 家 弗 雷 德 霍 姆 研究 了 如 下 形式 的 
积分 方程 


(c7 | Klee © 
和 
fG)-9(6)4-À f ! KG,220 (dz, 


& 
这 两 种 方程 分 别称 为 弗 雷 德 霍 姆 第 
一 种 和 第 二 种 积分 方程 ,它们 与 沃 
尔 泰 拉 方程 的 区 别 是 具有 确定 的 积 
分 上 限 。 他 利用 线性 方程 组 和 行列 
式 理论 对 第 二 种 方程 进行 了 深入 研 
究 , 建 立 了 重要 的 弗 雷 德 堆 姆 定理 。 
对 于 第 一 种 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 ， 
虽 经 许多 人 研究 ,但 至 今 未 建立 起 
系统 的 理论 。 
358 3E IBS T AES US AR E 
特 的 兴趣 .1904 一 1910 年 ,他 连续 发 
表 数 篇 关于 积分 方程 的 论文 .对 第 
二 种 弗 雷 德 埠 姆 积分 方程 做 了 重要 
工作 ,特别 在 对 称 核 积分 方程 特征 
值 存在 性 ,对 称 核 关 于 特征 应 数 序 
谢 的 展开 等 方面 .他 和 德国 数学 家 
施 密 特 共同 建立 了 著名 的 希 尔 伯 特 


- 施 密 特 展 开 定理 。 他 们 的 工作 不 仅 
发 展 了 弗 雷 德 霍 姆 的 理论 ,而 且 由 
后 人 发 展 成 为 线性 泛 函 分 析 理 论 。 
希 尔 伯 特 还 成 功 地 把 微分 方程 的 斯 
图 姆 - 刘 维尔 边 值 问题 化 为 积分 方 
程 来 求解 ,这 种 研究 方法 很 快 被 用 
来 解决 许多 物理 问题 . 除 此 而 外 , 施 
蜜 特 还 将 特征 函数 的 概念 推广 到 带 
非 对 称 核 的 积分 方程 ,得 到 重要 结 
m, 

希 尔 伯 特 在 研究 解析 函数 的 边 
值 问 题 时 ,发现 了 现 称 为 带 有 积分 
核 的 奇异 积分 方程 .几乎 在 同时 , 庞 
加 莱 在 研究 潮汐 现象 时 也 发 现 了 这 
种 方程 ,他 们 研究 并 建立 了 这 种 奇 
异 方程 的 一 般 理论 .1947 年 ,苏联 数 
学 家 穆 斯 灰 利 什 维 利 发 表 专 著 《 奇 
异 积分 方程 ), 对 这 方面 的 工作 做 了 

20 世 纪 20 年 代 初 ,在 幅 射 传输 
理论 中 出 现 的 米尔 恩 方 程 是 一 种 积 
分 区 域 为 无 限 的 积分 方程 .1932 年 ， 
美国 数学 家 维 纳 和 德国 数学 家 霍 普 
夫 共 同 建立 了 这 种 方程 的 解法 , 因 
而 这 种 奇异 积分 方程 称 为 维 纳 - 堆 
普 夫 方程 ,其 解法 称 为 维 纳 - 霍 普 夫 
方法 .20 世 纪 40 年 代 以 来 ,这 种 方程 
的 理论 在 解析 函数 边 值 问 题 . 调 和 
分 析 和 算 子 理论 的 基础 上 得 到 系统 
发 展 ,其 应 用 泛 围 也 扩展 到 许多 其 
他 领域 。 

以 上 所 论 及 的 积分 方程 都 是 线 
性 积分 方程 ,20 世纪 以 来 ,关于 线性 
积分 方程 的 理论 已 推广 到 非 线 性 积 
分 方程 ,对 于 未 知 函数 以 二 次 .高 次 
或 更 为 复杂 形式 出 现 的 方程 ,都 得 
到 一 些 结果 ,特别 是 围绕 乱 洒 数学 
家 险 默 施 泰 因 (1930) 提 出 的 … 种 入 


434 fri BERE ue 


线性 方程 ,已 得 到 不 少 有 意义 的 结 
果 . 但 是 对 于 一 般 非 线性 方程 还 未 
建立 系统 的 理论 。 
泛 函 分 析 的 发 展 又 反 过 来 刺激 
了 积分 方程 的 发 展 ,使 之 面 狐 焕 然 
一 新 .美国 数学 家 冯 诺 伊 曼 在 这 方 
面 已 取得 重要 成 果 。 
35 88 OR TE 0393.43 75 E Fred- 


holm integral equation) 形 如 
| Ke DDN y=) O 
和 
9()—4 [eon 


—jfG) Q 
的 积分 方程 依次 称 为 第 一 种 和 第 二 
种 旨 雷 德 霍 姆 积分 方程 ,其 中 是 
参数 ,G(z) 是 未 知 函数 , 核 K(2,y) 
和 自由 项 f(z) 是 已 知 函 数 。 

瑞典 数学 家 弗 雷 德 霍 姆 在 
1900 一 1903 年 间 发 表 了 关于 上 述 两 
种 类 型 方程 的 著名 论文 ,他 利用 线 
性 方程 组 和 行列 式 理论 对 上 述 第 二 
种 方程 进行 研究 ,建立 了 重要 的 弗 
雷 德 霍 姆 定理 , 它 是 弗 雷 德 元 姆 积 
分 方程 的 基础 。 

对 于 第 一 种 弗 雷 德 置 姆 方程 ， 
德国 数学 家 施 密 特 和 法 国 数学 家 皮 
卡 分 别 建立 了 可 解 的 必要 条 件 和 充 
分 条 件 , 他 们 的 结果 称 为 施 密 特 - 皮 
卡 定 理 . 近 代 对 方程 中 的 研究 又 有 
新 的 近 展 ,并 得 到 一 些 有 效 的 解法 ， 
但 至 今 尚未 建立 起 系统 的 理论 。 

沃 尔 泰 拉 积 分 方程 (Volterra 
integral equation) 


形 如 
f Kandia Ò 


和 
G@(z) 一 2 [ K(z,9)0(y)dy 


=f(z) Q 
的 积分 方程 依次 称 为 第 一 种 和 第 二 
种 沃 尔 泰 拉 积分 方程 。 当 它们 的 上 
限 是 固定 数 时 ,就 成 为 弗 雷 德 堆 
姆 积分 方程 ,因此 它们 是 后 者 的 特 
殊 情形 。 
19 世 纪 上 半 叶 , 阿 贝 尔 和 刘 维 
尔 所 处 理 的 积分 方程 都 属于 沃 尔 泰 
拉 方 程 ,意大利 数学 家 沃 尔 泰 拉 在 
1896 年 给 出 解 第 二 种 沃 尔 泰 拉 方 程 
的 基本 方法 ,并 指出 第 一 种 沃 尔 泰 
拉 方 程 是 含 n 个 未 知 数 的 ”个 线性 
代数 方程 组 当 * 趋 于 无 穷 时 的 极限 
形式 , 解 这 一 种 方程 的 方法 是 化 为 
第 一 种 方程 求解 。 
计算 数学 (Computational 
mathematics) 数学 的 一 个 分 支 ， 
它 研究 数值 计算 方法 的 设计 ,分 析 
和 有 关 的 理论 基础 与 软件 实现 问 
题 . 计 算数 学 几乎 与 数学 的 所 有 分 
支 有 联系 : 它 利 用 数学 各 领域 的 成 
果 发 展 新 的 更 有 效 的 算法 及 其 理论 
基础 ,而 在 许多 数学 分 支 的 研究 中 
开始 探讨 运用 计算 的 方法 。 计 算数 
学 的 发 展 对 数学 本 身 也 产生 越 来 越 
大 的 影响 。 近 年 来 ,由 于 电子 计算 机 
的 发 展 及 其 在 科学 技术 各 领域 中 的 
广泛 而 深入 的 应 用 ,计算 性 的 学 科 
新 分 支 , 如 计算 力学 、 计 算 化 学 、 计 
算 生物 学 .计算 地 质 学 ,计算 经 济 学 
以 及 许多 工程 科学 的 计算 分 支 大 量 
产生 .因为 任何 学 科 中 的 计算 过 程 ， 
不 论 其 目的 .背景 及 含义 如 何 , 终 归 
是 数学 的 计算 过 程 ,计算 数学 是 各 
科 计 算 性 学 科 的 联系 纽带 和 共同 基 
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础 .因此 ,计算 数学 是 一 门 兼 具 基 础 

计算 是 与 人 的 生活 联系 最 直接 
最 密切 的 数学 方法 ,人 类 的 整个 数 
学 就 是 从 计算 开始 的 。 计 算是 数学 
的 重要 组 成 部 分 。 

中 国 古 代数 学 可 以 说 就 是 一 种 
计算 数学 , 它 的 主要 特点 就 是 实用 
性 和 计算 性 ,而 且 应 用 在 当时 主要 
也 就 是 计算 。 中 国 古 代数 学 的 一 些 
辉煌 的 具有 世界 历史 意义 的 成 就 多 
是 计算 数学 的 成 果 ; 世 界 上 最 早 的 
十 进位 值 制 记 数 法 、 勾 股 测量 术 、 线 
性 方程 组 数值 解法 、 正 负数 及 其 计 
算 规 则 ,十 进 小 数 、 圆 周 率 计算 、 一 
次 同 余 式 解 法 ,一 元 高 次 方程 数值 
解法 、 多 元 高 次 方程 组 数值 解法 、 一 
次 .二 次 .三 次 及 四 次 插值 法 等 .中 
国 在 公元 前 5 世纪 就 产生 了 独特 的 
计算 工具 一 一 算 筹 ,以 上 成 就 ,都 是 
用 算 筹 计算 求 出 的 ,这 些 成 就 一 般 
表述 为 算法 的 形式 ,中 国 古 代数 学 
的 发 展 表现 为 算法 的 进展 ,在 算 筹 
基础 上 产生 的 算盘 ,是 至 今 仍 有 很 
大 用 途 的 独特 的 数学 工具 。 


文艺 复兴 后 欧洲 资本 主义 工商 


业 迅 速 发 展 ,科学 技术 进入 全 新 的 
发 展 阶段 ,数学 发 展 的 主要 舞台 移 
到 欧洲 。 以 解析 几何 学 及 微 积分 为 
标志 ,数学 发 展 进入 新 的 时 期 ,近代 
数学 开始 形成 ,数值 计算 方法 也 有 
相应 的 进步 ,计算 方法 与 数学 基础 
理论 有 着 同步 的 发 展 ,在 数学 基础 
理论 研究 中 作出 重要 成 就 的 牛顿 、 
哆 拉 , 拉 格 朗 日 等 人 对 计算 方法 也 
作出 重要 贡献 ,他 们 发 展 了 一 般 插 
值 方法 与 差分 方法 ;高 斯 和 切 比 雪 
夫 则 分 别 对 于 均 方 模 量 和 绝对 值 模 


量 发 展 了 最 优 通 近 的 方法 与 理论 。 
他 们 正 是 在 数学 的 应 用 中 发 展 了 计 
算 方 法 的 。 数 学 的 应 用 与 计算 数学 
的 发 展 有 极其 密切 的 关系 。 在 高 次 


”代数 方程 方面 发 展 了 牛顿 送 代 法 以 


及 其 他 种 种 求 根 方法 ;在 线性 代数 
方面 发 展 了 高 斯 \ 约 尔 当 消 元 法 及 
各 种 迭代 法 .分 析 数 学 发 展 的 同时 ， 
也 开辟 了 数值 计算 的 新 领域 一 一 微 
分 方程 的 离散 化 和 数值 解法 .由 于 
科学 技术 发 展 和 实践 的 需要 , 即 应 
用 的 需要 ,人 们 日 益 认识 到 数值 计 
算 的 不 断 增 长 的 重要 性 。 但 是 由 于 
社会 生产 规模 的 制约 ,特别 是 由 于 
技术 设备 和 计算 工具 的 不 足 ,在 20 
世纪 40 年 代 以 前 ,数值 计算 发 展 较 
慢 ,对 科学 研究 和 工程 技术 所 起 的 
作用 是 比较 有 限 的 。 

20 世 纪 40 年 代 , 由 于 实践 的 需 
要 ,尤其 是 军事 上 的 需要 ,又 由 于 具 
备 了 相应 的 物质 技术 条 件 ,1946 年 
制 成 了 电子 计算 机 ,这 是 人 类 计算 
工具 的 一 个 革命 性 进展 .在 人 类 文 
明 发 展 中 也 有 重要 的 意义 .电子 计 
算 机 的 制 成 和 应 用 ,使 人 们 有 了 前 
所 未 有 的 高 精度 、 高 速度 的 计算 工 
具 。 随 着 计算 机 本 身 的 更 新 换代 (40 
年 来 发 展 了 四 代 ) ,性 能 越 来 越 提 
高 ,这 使 得 越 来 越 多 的 以 前 不 能 设 
想 的 难度 和 规模 日 益 增 大 的 计算 问 
题 的 解决 ,在 技术 上 和 经 济 上 成 为 
可 行 的 ,这 种 情况 使 计算 在 科学 技 
术 及 经 济 生活 以 至 于 人 的 整个 社会 
生活 中 的 重要 性 得 到 极 大 的 提高 。 
同时 ,由 原来 分 散在 各 个 数学 分 支 
中 的 计算 方法 综合 起 来 ,形成 了 一 
门 兼 具 基 础 性 、 应 用 性 和 边缘 性 的 
数学 学 科 一 一 计算 数学 ,并 使 之 得 
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到 迅速 的 发 展 。 
计算 数学 对 现代 科学 技术 及 人 
的 整个 社会 生活 的 重要 性 表现 为 科 
学 计算 成 为 与 科学 实验 ,科学 理论 
二 者 并 列 的 一 般 科 学 方法 。 科 学 实 
验方 法 是 伽 里 略 开 始 系统 引入 的 ， 
科学 理论 方法 是 牛顿 加 以 提高 完善 
的 ,科学 实验 和 科学 理论 相 结 合 , 推 
动 了 近代 科学 的 发 展 。 现 代 科 学 计 
算 成 为 一 般 科学 方法 ,是 詹 利 略 、. 牛 
顿 的 时 代 以 来 科学 方法 论 上 的 最 大 
发 展 . 这 必 将 促进 现代 科学 技术 的 
新 的 发 展 。 
it Æ I 具 (Caleulating 
devices) 计算 所 用 的 器 其 或 辅助 
计算 的 实物 ,从 数学 产生 之 日 (最 早 
产生 的 数学 方法 就 是 计算 ) 起 ,人 们 
就 不 断 地 寻求 能 方便 地 进行 和 加 速 
计算 的 工具 ,从 这 个 角度 看 ,数学 发 
展 的 历史 ,也 就 是 计算 和 计算 工具 
的 发 展 史 。 计 算 理 论 对 于 计算 工具 
有 一 定 的 依赖 性 ,但 计算 工具 的 改 
进 又 依赖 于 计算 理论 的 进展 ,计算 
工具 发 展 的 历史 一 再 说 明 这 一 点 。 


中 国 古代 数学 是 一 种 计算 数 ” 


学 ,中 国 古 人 创造 了 独特 的 计算 工 
具 及 与 工具 有 关 的 计算 方法 。 中 国 
古代 最 先 用 算 筹 作为 计算 工具 , 它 
的 使 用 可 上 湖 到 公元 前 5 世纪 ,公元 
前 3 世纪 得 到 普遍 的 采用 ,这 之 后 近 
两 千年 间 的 中 国 数学 ,就 是 以 算 筹 
为 工具 ,在 它 基 础 上 建立 起 来 的 计 
算数 学 。 中 国 古 人 把 算 筹 在 平面 上 
排列 成 一 定 的 格式 ,进行 计算 操作 
就 可 解决 计算 问题 .要 用 计算 工具 


来 计算 ,首先 要 确定 算法 ,《 九 章 算 
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行 乘除 .开平 方 . 开 立 方 运算 的 算 


. 例 规 ” 


法 ,求解 线性 方程 组 及 求 某 些 图 形 
的 面积 和 体积 的 算法 。 后 来 的 数学 
著述 又 给 出 用 算 筹 求解 一 次 同 余 式 
组 、 一 元 高 次 方程 .多 元 高 次 方程 组 
的 算法 。 这 些 在 当时 都 是 十 分 先进 
的 .后 来 ,人 们 又 发 明了 算盘 ,15 世 
纪 起 得 到 普遍 使 用 ,取代 了 算 筹 , 它 
是 在 算 筹 基础 上 发 明 的 , 比 算 筹 更 
加 方便 实用 ,同时 还 把 算法 口诀 化 ， 
从 而 加 快 了 计算 速度 ,使 算盘 成 为 
一 种 普及 化 、 大 众 化 的 计算 工具 ,后 
来 人 们 又 发 现 它 具 有 较 强 的 数学 教 
育 功能 ,因而 至 今 盛 行 不 误 ,并 且 传 
至 海外 ,在 电子 计算 机 日 益 普 及 的 
情况 下 成 为 一 种 国际 性 计算 工具 ， 
充分 表明 中 国 算盘 具有 独特 的 优 

古代 其 他 民族 也 发 明 过 各 种 形 
式 的 计算 工具 ,例如 罗马 人 的 “ 算 
盘 ”, 古 希腊 人 的 “ 算 板 ”, 印 度 人 的 
“沙盘 ”, 英 国 古 代 的 刻 齿 木 片 等 ,其 
形式 因 时 因 地 而 异 ,但 原理 则 是 一 
致 的 :通过 某 种 具体 的 物 代表 数 , 利 
用 对 物 的 机 械 操 作 来 进行 计算 。 从 


而 用 人 的 体力 来 延伸 脑力 ,提高 计 


算 精度 ,加 快 计算 速度 。 

近代 科学 的 发 展 也 促进 了 计算 
的 发 展 , 伽 利 略 把 数学 方法 与 实验 
方法 结合 起 来 ,所 用 的 数学 方法 主 
要 也 是 计算 。 新 的 计算 要 求 促进 了 
计算 工具 的 改进 : 优 利 略 发 明了 “ 比 
形似 圆规 .两 脚 上 各 有 刻 
度 ,可 以 任意 开 合 , 利 用 比例 原理 进 
行 乘除 比例 等 计算 的 工具 。17 世 纪 
初 对 数 的 引入 使 人 们 有 可 能 以 却 减 
代替 乘除 运算 , 依 此 , 制 成 功 对 数 计 
算 尺 .这 是 计算 工具 的 一 大 进展 。 
1620 年 , 冈 特 最 先 利用 对 数 尺度 来 
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进行 乘除 计算 ,1632 年 奥 特 雷 德 发 
明 有 滑 尺 的 计算 尺 , 又 制 成 圆 形 计 
算 尺 ,1652 年 R. 比 萨 克 制 成 有 固定 
尺 身 和 滑 尺 的 计算 尺 ,1850 年 
V. 曼 南 将 游标 装 在 尺 上 ,被 广泛 采 
用 ,此 后 ,种 类 繁多 的 计算 尺 在 电子 
计算 工具 未 普及 之 前 一 直 是 科学 工 
作者 特别 是 工程 技术 人 员 不 可 缺少 
的 计算 工具 。 

与 此 同时 ,机 械 式 计算 机 也 出 
现 了 ,这 是 计算 工具 上 的 一 大 发 明 。 
最 早 提 出 机 械 式 计 算 机 设计 思想 的 
是 席 卡 德 (1623) ,但 他 并 没有 制 出 
机 器 来 . 制 成 第 一 台 机 械 式 计算 机 


比 林 斯 制 成 电动 穿孔 卡片 式 计算 
机 ,使 数据 处 理 机 械 化 ,1890 年 用 于 
美国 的 人 口 调查 ,获得 极 大 的 成 功 ， 
后 来 他 们 开创 了 第 一 家 计算 机 公 
司 。 

20 手 纪 以 来 ,电子 技术 开始 进 
入 生产 领域 ,为 从 元 器 件 上 改造 计 
算 机 提供 了 物质 技术 基础 .同时 , 数 
学 也 有 了 充分 的 发 展 ,计算 理论 . 数 
理 逮 辑 、. 算 法 理论 .自动 机 理论 等 都 
取得 关键 性 成 果 , 使 设计 、 研 制 新 型 
计算 机 有 了 可 能 ,30 年 代 人 们 开始 
研制 机 电 元 件 的 程序 控制 通用 计算 
机 , 称 为 机 电 式 计算 机 ,40 年 代 初 在 


的 是 帕斯卡 ,他 于 1642 一 1644 年 间 
设计 并 制 成 了 一 台 加 法 器 .1671 年 ， 
莱 布 尼 获 设计 了 一 种 能 作 四 则 计算 
的 手 摇 计算 机 ,1673 年 制 成 了 样机 。 
在 此 基础 上 ,经 过 多 年 的 改进 ,出 现 
了 各 式 各 样 的 手 摇 计 算 机 ,风行 于 
世界 各 地 。 这 种 计算 机 17 志 纪 末 就 
传 入 我 国 , 当 时 我 国有 人 仿 此 制造 
了 12 位 数 的 手 播 计算 机 ,并 独创 了 
一 种 算 筹 式 手 摇 计 算 机 ， 

19 世 纪 科 学 技术 的 发 展 ,人 迫切 
需要 一 种 能 依 一 定 的 “程序 ”自动 控 
制 的 计算 机 。19 世 纪 初 工 雅 卡尔 发 
明 用 穿孔 卡片 来 控制 纺织 机 ,1822 
年 ,C: 巴 贝 吉 制 成 了 一 台 能 够 执行 
计算 程序 的 差分 机 ,1934 年 ,他 设计 

一 台 完 全 程序 控制 的 分 析 机 ,由 
于 当时 机 械 技 术 的 限制 没有 制 成 ， 
但 已 包含 了 现代 计算 的 基本 思想 和 
主要 组 成 部 分 ,后 来 ,电力 技术 有 了 
很 大 的 发 展 , 人 们 开始 用 电力 代替 
人 工作 为 计算 机 的 动力 ,基本 计算 
元 件 仍然 是 机 械 式 的 , 称 为 电动 式 
TF HILL 188045, H ÆREN Se 


美国 和 德国 差不多 同时 制 成 .德国 
人 楚 泽 1941 年 制 成 世界 上 第 一 台 通 
用 程序 答 制 计算 机 ,除了 元 件 采用 
继电器 外 ,与 后 来 的 电子 计算 机 已 
无 大 差别 ;美国 的 艾 肯 也 于 1944 年 
制 成 一 台 程序 控制 自动 数字 计算 
pL. 

20 世 纪 中 叶 电子 技术 的 进步， 
主要 是 电子 管 的 出 现 给 计算 机 主要 
元 件 改 革 开 尽 了 新 路 ,而 二 次 大 战 
的 迫切 的 军事 需要 又 把 研制 新 式 计 
算 机 的 任务 排 上 日 程 ,美国 动用 了 
大 批 人 力 物力 投入 研制 ,终于 在 
1946 年 制 成 了 世界 第 一 台电 子 计算 
机 一 一 电子 数字 积分 与 计算 机 (E- 
NIAC) ,在 此 之 前 ,英国 的 A, 图 灵 
就 提出 计算 机 理论 ,探讨 了 通用 数 
字 计 算 机 制造 的 可 能 性 ,并 在 1943 
年 实际 制 出 破译 密码 的 计算 机 ,但 
由 于 军事 保密 ,世人 尚未 知 其 详 。 

由 电子 计算 机 产生 至 今 40 多 年 
间 , 它 本 身 有 了 极 大 的 发 展 和 变化 ， 
主要 元 件 已 经 过 四 次 大 的 变化 一 - 
电子 管 .晶体 管 、 集 成 电路 .大 规模 
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集成 电路 .1983 年 我 国 第 一 台 亿 次 
“银河 ?计算 机 诞生 ,标志 我 国 已 进 
入 研制 巨型 机 的 行列 .电子 计算 机 
的 功能 已 远 不 止 是 一 种 计算 工具 ， 
它 已 渗入 人 类 几乎 所 有 的 活动 领 
域 , 正 改变 着 整个 社会 的 面 狐 ,使 人 
类 历史 迈 入 一 个 新 的 阶段 一 一 电脑 
时 代 。 

筹 算 中 国 古 代 以 算 筹 为 工具 
来 记 数 、. 列 式 和 进行 各 种 演算 的 一 
种 方法 。 算 筹 , 又 称 筹 、 策 、 筹 策 等 ， 
有 时 亦 称 为 算 子 , 是 一 种 棒状 的 计 
算 工具 ,一 般 就 是 竹 制 或 木 制 的 一 
批 同样 的 小 棒 , 也 有 用 金属 . 玉 、 骨 
等 质料 制 成 的 ,不 用 时 放 在 特制 的 
算 伐 或 算 子 简 里 ,使 用 时 在 特制 的 
算 板 \ 秋 或 直接 在 桌 上 排 布 . 按 《 汉 
书 . 律 历 志 》 记 载 :“ 其 算法 用 竹 , 径 
一 分 ,长 六 二 ,二 百 七 十 一 枚 而 成 六 
般 , 为 一 握 。” 已 出 土 的 汉代 算 筹 与 
此 记载 尺寸 相符 ,一般 是 直径 0. 23 
厘米 ,长 约 13 厘米 的 圆 形 竹 棒 ,271 
Tio E 8 

算 筹 在 中 国 起 源 甚 早 ,《 老 子 》 
《春秋 战国 之 际 成 书 ) 中 就 有 “ 善 数 
者 不 用 筹 策 ” 的 记述 ,可 见 当 时 算 筹 
已 作为 专门 的 计算 工具 而 被 普遍 采 
用 , 筹 的 用 法 已 趋 于 成 熟 。 现 在 ,人 
们 一 般 认 为 在 公元 前 5 世纪 算 筹 在 
我 国 已 得 到 普遍 的 应 用 。 算 筹 记 数 
的 方法 ,现在 所 见 的 最 早 记 载 是 ( 孙 
子 算 经 公元 4 世纪) ,出 算 筹 记 数 
得 到 的 筹 算 记 数 法 是 一 种 相当 完善 
的 十 进位 值 制 记 数 法 ( 见 中 国 数 
学 ), 中 国 古 人 并 由 此 独立 地 得 到 
“ 零 ” 和 “ 零 号 ”( 见 零 号 )。 筹 算 在 中 
国 古 代数 学 中 占有 极 重 要 的 地 位 ， 
多 数 数学 著作 的 主要 内 容 就 是 利用 


筹 算 解 决 某 类 问题 的 算法 ,从 《 九 童 
算术 》( 公 元 1 世纪 成 书 ) 起 算法 
(“ 术 ”) 作 为 主要 内 容 就 成 为 中 国 古 
代数 学 的 一 大 特点 。 从 这 个 意义 上 
来 看 ,中 国 古 代数 学 可 以 说 是 在 筹 
算 基 础 上 发 展 起 来 的 。 许 多 数学 成 
果 , 都 表述 为 利用 算 筹 进行 计算 的 
算法 的 形式 ,如 一 次 同 余 式 求解 
(“大 衍 求 一 术 ”)、 高 次 方程 求 根 
(“ 正 负 开 方术 ”) 等 等 。 

随 着 中 国 古 代数 学 的 发 展 , 算 
筹 和 筹 算 也 不 断 得 到 发 展 。 例 如 ,3 
世纪 刘 徽 使 用 不 同 颜色 的 算 筹 表 示 
正 负 数 , 红 筹 表 正 数 , 黑 筹 表 负 数 ; 
降 代 则 以 不 同形 状 的 筹 表 正 负数 : 
三 楼 柱状 的 表 正 数 ,四 楼 柱状 的 表 
负数 。 算 筹 变 小 ( 周 长 0. 59 厘米 ,长 
8. 85 厘米 )。 随 着 求解 高 次 方程 , 求 
解 同 余 式 组 和 高 次 方程 组 的 研究 ， 
筹 算 的 摆 法 也 不 断 发 展 , 不 仅 能 摆 
出 四 则 运算 、. 乘 方 开 方 等 代数 运算 ， 
而 且 包 含 了 特定 筹 式 的 演算 ,不 同 
的 位 置 用 来 表示 特定 的 数学 意义 ， 
比例 的 不 同 的 项 .不 同 的 未 知 数 、 未 
知 数 的 不 同 次 数 等 等 , 布 列 算 筹 的 
方法 日 趋 巧 妙 ,解决 了 一 系列 重要 
的 数学 问题 。 筹 算 的 算法 也 日 趋 简 
明 化 .模式 化 .到 了 宋 元 之 际 , 形 成 
了 一 系列 诗 一 般 的 筹 算 口诀 ,口诀 
有 利于 人 们 记忆 和 应 用 筹 算 算法 ， 
加 快 计算 速度 ,其 中 相当 一 部 分 口 
诀 (乘除 法 口诀 ) 以 珠算 口诀 的 形式 

由 于 中 国 古 代数 学 实际 上 就 是 
筹 算数 学 ,中 国 古 代数 学 著述 大 多 
以 前 述 解 某 类 问题 的 筹 算 算法 为 
主 .计算 靠 运筹 解决 , 书 上 记载 的 是 
原始 数据 和 运筹 所 得 结果 ,无 需 记 
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载运 算 过 程 。 因 而 也 不 需要 任何 表 
示 运 算 及 表 未 知 数 ,指数 等 的 数学 


”符号 (它们 通过 筹 的 排 布 给 出 ), 所 


以 中 国 古 代数 学 中 没有 发 展 出 各 种 
数学 符号 来 。 筹 算 起 了 重要 的 作用 。 

宋 元 之 际 中 国 古 代数 学 的 高 峰 
也 是 筹 算 发 展 的 高 峰 。 明 代 筹 算 渐 
渐 为 珠算 所 取代 。 

珠算 以 算盘 为 工具 进行 数字 

计算 的 一 种 方法 .珠算 ”一 词 , 按 现 
存 资 料 ,最 早 见 于 汉代 徐 岳 扎 ( 数 术 
记 遗 》, 但 按 北周 甄 弯 注 ,不 是 使 用 
算盘 的 算法 .与 后 来 上 所谓“ 珠算 (用 
算盘 ) 的 意义 不 同 。 从 文献 分 析 来 
看 , “算盘” 一 词 最 早出 现 于 元 代 刘 
因 (1248 一 1293)《 静 修 先生 文集 ) 中 
一 首 五 言 绝句 的 题目 ;元 代 画 家 王 
J& RS fE Cic hi — 38 PL) (1310 年 ) 中 
货 部 担 的 货 中 有 一 算盘 ;元 末 陶 宗 
仪 4 南 村 辍 耕 录 》(1366) 卷 二 十 九 
“ 井 珠 ” 条 中 有 “算盘 珠 ” 比 喻 ;元 曲 
中 也 提 到 “算盘 ”, 可 见 ,元 代 已 应 用 
了 算盘 。 

现代 认为 ,从 明代 起 ,算盘 渐渐 
取代 了 算 筹 ,珠算 取代 了 筹 算 .现存 
载 有 算盘 图 的 最 时 文献 是 明 洪武 四 
年 (1371) 刻 的 4 鬼 本 对 相 四 言 杂 字 》 
一 书 。 现 存 最 早 的 珠算 书 是 徐 心 鲁 
订正 的 《 盘 珠 算法 》(1573)。 流 行 最 
广 ,在 历史 上 起 作用 最 大 的 珠算 书 
则 是 明代 程 大 位 编 的 《 直 指 算法 统 
宗 》(1592)。 

珠算 的 算法 ,常用 口诀 来 表述 ， 
在 一 套 口诀 指导 下 拨 珠 即 可 完成 计 
算 。 加 减 口诀 ,为 珠算 所 特有 ,最 早 
见于 吴 敬 《 九 章 算法 比 类 大 全 》 
〈1450) 。 乘 法 除法 口诀 ,采用 的 则 是 
筹 算 口 诀 。 乘 法 “ 九 九 ”口诀 ,在 春秋 


战国 时 已 在 筹 算 中 得 到 应 用 ; 归 除 
口 识 , 首 见 杨辉 《乘除 通 变 算 宝 》 
(1274), 朱 址 杰 《 算 学 启蒙 》(1299) 
所 载 九 归口 诀 已 与 现代 基本 相同 。 
有 了 四 则 口诀 ,珠算 的 算法 就 形成 
一 个 体系 ,长 期 沿用 下 来 。 
珠算 从 明代 以 来 ,在 我 国 日 益 
流行 ,现在 已 成 为 人 们 的 重要 常识 
之 一 。 并 且 先 后 流传 海外 ,如 日 本 、 
朝鲜 、 东 南亚 各 国 ,近年 更 传 入 美 
洲 、 欧 洲 , 并 日 趋 流行 。 一 个 发 人 深 
省 的 问题 是 ;为 什么 在 电子 计算 机 
日 益 普及 的 今天 ,人 们 仍然 十 分 重 
视 珠 算 呢 ?除了 它 的 良好 的 计算 性 
能 外 ,人 们 普遍 认为 它 具 有 独特 的 
教育 功能 ,这 是 任何 别 的 计算 工具 
都 无 法 代替 的 。 
计算 几何 (Computational ge- 
ometry) HRR EIE. 4) JL 
何 学 .代数 几何 .计算 数学 等 形成 的 
新 兴 边 缘 学 科 。 它 研究 几何 外 形 信 
息 的 计算 机 表示 ,分 析 和 综合 ,是 计 
算 机 辅助 几何 设计 (CAGD) 技 术 的 
数学 基础 。 ` 
20 世纪 60 年 代 起 ,计算 机 辅 
助 设计 和 辅助 制造 开始 进入 造船 、 
航空 和 汽车 工业 的 产品 几何 外 形 设 
计 和 制造 领域 中 。 设 计 者 首先 需要 
把 一 般 的 曲线 或 曲面 的 外 形 表示 在 
计算 机 上 ,然后 对 这 些 曲 线 或 曲面 
的 几何 性 质 进行 分 析 , 看 曲线 上 有 
无 拐点 、 奇 点 ,曲面 是 不 是 凸 的 ,等 
等 ,最 后 提出 一 种 有 效 的 数值 方法 ， 
由 程序 或 由 人 机 对 话 控制 这 些 曲 线 
和 曲面 的 形状 ,使 其 符合 设计 要 求 。 
这 就 是 计算 几何 的 主要 内 容 。1962 
年 起 ,法 国 雷 诺 汽 车 公司 的 PE。 
贝 济 埃 以 逼近 为 基础 ,开始 构造 参 
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数 曲 线 表 示 法 ,完成 了 一 种 自由 型 
曲线 和 曲面 的 设计 系统 
“UNISURF”, 并 于 1972 年 在 雷诺 汽 
车 公司 正式 投入 使 用 ,其 参数 曲线 
称 为 (n 次 ) 贝 济 埃 曲 线 。 在 1972— 
1974 年 ,人 们 在 贝 济 埃 用 多 过 形 控 
制 曲线 形状 的 方法 启发 下 ,把 多 项 
式 B 样 条 函数 扩张 为 参数 形式 的 也 
样 条 曲线 ,并 使 用 了 B 样 条 特征 多 边 
形 来 控制 它 。1964 一 1967 年 ,S。A 
: 孔 斯 构造 了 一 种 用 四 边 曲面 片 的 
阵列 来 表示 曲面 的 方法 , 称 为 孔 斯 
曲面 片 , 把 小 片 的 孔 斯 曲面 片 拼 起 
来 ,使 得 连接 处 达到 一 阶 或 二 阶 偏 
导数 连续 , 便 能 构造 各 种 复杂 形状 
的 几何 外 形 。 它 们 在 飞机 外 形 设计 
中 有 很 多 应 用 。 贝 济 埃 曲线 和 B 样 
条 函数 则 可 通过 直 积 的 形式 而 拓 广 
为 曲面 表示 ,同样 可 满足 设计 外 形 
的 需要 。 
蒙特 卡 罗 法 (Monte Cario 
method) 以 概率 和 统计 的 理论 、 
方法 为 基础 的 一 种 计算 方法 ,将 所 
求解 的 问题 同一 定 的 概率 模型 相 联 
系 , 用 电子 计算 机 实现 统计 模拟 或 
抽样 ,以 获得 问题 的 近似 解 , 故 又 称 
统计 模拟 法 或 统计 试验 法 。 
统计 试验 法 的 思想 可 以 追溯 到 
17 世纪 ,当时 人 们 已 知道 了 依 频数 
来 决定 概率 的 方法 ,1777 年 比 丰 投 
针 试验 也 可 以 认为 是 统计 试验 法 的 
先驱 工作 之 一 。1899 年 , 瑞 利 等 人 
也 提出 过 基于 统计 概念 上 的 计算 方 
法 。 但 是 作为 一 种 计算 方法 的 蒙特 
卡 罗 法 ,是 由 S，M: Brig. 
B o. AFRE 20 世纪 40 年 代 中 叶 
为 研制 核武 器 的 需要 而 正式 提出 来 
的 。 紧 接着 ,出 现 了 电子 计算 机 ,使 


得 用 数学 方法 模拟 大 量 的 试验 成 为 


可 能 .而 随 着 科学 技术 的 发 展 ,出 现 


了 越 来 越 多 的 复杂 而 困难 的 要 求 计 c 
算 的 问题 ,用 通常 的 解析 方法 或 数 
值 方 法 者 很 难 加 以 解决 。 蒙 特 卡 罗 
法 就 是 在 这 些 情况 下 ,作为 一 种 可 
行 的 而 且 是 不 可 缺少 的 计算 方法 被 
提出 来 ,并 立刻 得 到 了 迅速 的 发 展 。 
现在 其 应 用 已 经 渗透 到 科学 技术 的 
各 个 领域 。 例 如 应 用 于 :屏蔽 计算 、 
核 临 界 安全 计算 .反应 堆 物 理 计算 、 
微 扰 计算 、 高 能 物理 计算 、 统 计 物 理 
计算 .真空 技术 .公用 事业 、 信 息 论 、 
系统 模拟 、 可 靠 性 计算 和 计算 机 科 
学 等 ,其 中 一 些 领域 的 计算 是 有 代 
表 性 的 , 按 蒙特 卡 罗 法 解决 这 些 领 
域 的 计算 问题 的 能 力 说 ,已 超过 其 
他 计算 方法 的 水 平 。 蒙 特 卡 罗 法 对 
数学 问题 也 有 重要 应 用 ,主要 是 各 
种 数值 计算 问题 ,如 多 重 积分 计算 、 
微分 方程 求解 .矩阵 求 逆 、 非 齐 次 线 
性 积分 方程 求解 和 最 优化 计算 等 
等 ,对 这 些 问 题 ,特别 是 高 维 问题 来 
说 ,蒙特 卡 罗 法 是 较 好 的 选择 。 
蒙特 卡 罗 法 的 优点 是 :在 方差 
存在 的 情况 下 ,问题 的 维 数 不 影 响 
它 的 收敛 速度 ,而 只 影响 方差 ;问题 
几何 形状 的 复杂 性 影响 不 大 ;不 必 
先 离散 化 ,可 进行 连续 处 理 ; 程 序 结 
构 简单 ,所 需 计算 机 存 贮 单元 比 其 
他 数值 方法 少 ,这 对 高 维 问 题 尤 其 
显著 。 其 缺点 是 ;对 于 维 数 少 的 问题 
不 如 其 他 数值 方法 ; 它 的 误差 是 概 
率 误 差 , 不 是 一 般 意义 下 的 误差 。 
有 限 元 方法 (finite element 
method) RREA B] 2) 38 IE 
基础 上 求解 微分 方程 ,特别 是 椭圆 
型 边 值 问题 的 一 种 离散 化 方法 。 
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有 限 元 方法 是 20 世纪 60 年 代 
在 中 国 和 西方 各 自 独 立地 发 展 起 来 
的 。 它 们 的 发 展 有 不 同 的 实践 背景 ， 
走 过 不 同 的 学 术 道路 。 

在 西方 ,有 限 元 方法 的 思想 是 
R。 库 朗 于 1943 年 在 其 一 篇 文章 
中 提出 来 的 ,但 在 很 长 的 时 间 里 没 
有 引起 重视 。 直 到 20 世纪 50 年 代 
中 期 ,欧美 工程 界 人 士 J，H。，。 阿 吉 
里 斯 ,H。W - 克拉 夫 等 在 处 理 航 
空 工程 问题 时 ,在 结构 分 析 和 和 矩阵 
方法 的 基础 上 提出 了 结构 有 限 元 的 
雏形 。60 年 代 初 ,引进 了 连续 体 的 
单元 放 分 ;60 年 代 中 期 ,逐渐 明确 
了 有 限 元 法 是 变 分 原理 加 前 分 逼近 
的 思想 。1968 年 ,西方 数学 家 对 有 
限 元 法 进行 了 数学 理论 探讨 ,有 限 
元 法 开始 在 计算 数学 中 得 到 广泛 的 
应 用 。 ， 

在 中 国 , 则 有 限 元 法 产生 于 60 
年 代 初 期 ,当时 , 冯 康 . 黄 鸿 慈 等 人 
结合 解决 一 系列 大 型 水 坝 建设 的 应 
力 分 析 问 题 ,开展 了 椭圆 型 边 值 问 
题 数值 解 的 系统 研究 ,为 克服 问题 
的 传统 提 法 中 的 几何 复杂 性 和 材料 
复杂 性 , 把 能 量 法 和 差分 法 结合 
一 起 ,于 1964 年 建立 了 求解 椭圆 型 
边 值 问题 的 一 套 普遍 有 效 的 方法 ， 
命名 为 基于 变 分 原理 的 差分 方法 ， 
即 通称 的 有 限 元 方法 .与 此 同时 , 建 
立 了 有 限 元 法 的 数学 理论 基础 。 此 
后 20 多 年 间 , 中 国学 者 对 有 限 元 法 
的 理论 及 实践 都 作出 重要 贡献 ,有 
力 地 推动 了 有 限 元 法 的 发 展 。 

现在 ,有 限 元 方法 对 于 定常 态 
问题 的 计算 已 获得 公认 的 巨大 成 
功 ,对 不 定常 态 问题 的 计算 也 有 了 
良好 的 开端 。 有 限 元 方法 是 一 个 发 


展 着 的 体系 ,在 其 基本 原则 下 可 有 
种 种 变化 和 发 展 ,特别 是 可 和 其 他 
方法 结合 起 来 ,进一步 解决 更 困难 
更 复杂 的 计算 问题 。 

插值 法 (method of interpola- 
ton) 在 高 散 数据 的 基础 上 补 插 
出 连续 函数 的 方法 。 是 计算 数学 中 
最 基本 和 最 常用 的 方法 ,函数 逼近 
亦 常 用 插值 法 进行 ,利用 插值 法 可 
通过 函数 在 有 限 个 点 处 的 取 值 状 
况 ,估算 出 该 函数 在 别处 的 值 。 

最 早 采用 插值 法 的 是 中 国 古 代 
数学 家 。《 周 佣 算 经 》( 公 元 前 1 世 
纪 ) 中 就 有 一 次 插值 法 的 记载 ;《 九 
章 算术 ) 中 的 “ 盈 不 足 术 ”也 是 一 种 
独特 的 一 次 插值 法 ;公元 6 世纪 , 刘 
炸 在 《 皇 极 历 ) 的 编 算 中 采用 了 等 间 
距 二 次 插值 法 ;公元 8 世纪 ,一 行 在 
《大 衍 历 ) 的 编 算 中 采用 了 不 等 间距 
二 次 插值 法 ;后 来 ,郭守敬 在 4 授时 
历 ) 的 编 算 (1280) 中 采用 了 三 次 插 
值 法 , 朱 世 杰 在 《四 元 玉 鉴 )(1303) 
中 给 出 了 四 次 插值 公式 。17 世纪 ， 
牛顿 和 格雷 果 里 建立 了 等 距 结 点 上 
的 一 般 插 值 公式 ;18 世纪 , 拉 格 朗 
日 给 出 了 更 一 般 的 非 等 距 结 点 上 的 
插值 公式 .这 些 都 是 多 项 式 插值 法 。 
后 来 ,在 此 基础 上 发 展 出 多 种 插值 
方法 。 如 埃 尔 米 特 插值 (插值 条 件 带 
微 商 的 播 值 方法 ), 分 段 插值 , 样 条 
插值 ,三 角 插 值 ,有 理 插值 和 多 元 插 
值 等 。 现 在 ,插值 法 是 处 理 观测 数 
据 、 制 函数 表 等 常用 的 方法 ,又 是 导 
出 其 他 许多 数值 方法 (如 求 数值 积 
分 . 求 非 线性 方程 组 的 数值 解 . 求 微 
分 方程 数值 解 等 ) 的 依据 ,因此 在 计 
算数 学 中 占有 重要 的 地 位 。 

最 小 二 乘法 (method of least 
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square) 测量 工作 和 科学 实验 中 
常用 的 一 种 数据 处 理 方法 。 与 插值 
法 一 样 , 也 是 求 与 数据 和 逼近 的 函数 
的 方法 ,从 而 也 能 通过 函数 在 有 限 
个 点 处 的 值 , 求 出 函数 在 别处 的 值 。 
从 几何 意义 上 看 ,最 小 二 乘法 问题 
等 价 于 确定 一 平面 曲线 (类 型 先 给 
定 ), 使 它 和 实验 数据 点 “最 接近 ”， 
故 又 称 为 曲线 拟 合 问题 。 与 插值 法 
不 同 的 是 ,并 不 要 求 曲线 ( 浮 数 ) 严 
格 通 过 数据 点 。 由 于 实验 数据 常 有 
观测 误差 和 其 他 随机 因素 ,所 以 有 
时 要 求 严格 通过 数据 点 的 插值 法 反 
而 不 如 最 小 二 乘法 精确 。 此 法 是 高 
斯 研究 测量 误差 时 (1794) 提 出 的 ， 
于 1809 年 发 表 , 同 时 , 勒 让 德 也 独 
立地 提出 此 法 。 现 代 工 程 技术 和 科 
学 实验 中 仍 大 量 利 用 此 法 建立 各 种 
经 验 公 式 。 

不 动 点 算法 (fixed point algo- 
rithm) 求 不 动 点 及 在 此 基础 上 产 
生 的 算法 。 所 谓 不 动 点 ,是 指 将 一 个 
给 定 区 域 4, 经 过 某 种 变换 f(x) , 映 
射 到 4 时 ,使 得 z= 了 f(x) 成 立 的 那 
种 点 。1912 年 , 布 劳 威 尔 提出 第 一 
个 不 动 点 定理 :六 中 连续 映射 的 不 
动 点 的 存在 定理 ,就 称 为 布 劳 威 尔 
定理 。1934 年 ,J。P， ARRAI. 
勒 雷 将 此 定理 推广 到 巴 拿 赫 空间 ; 
1941 年 , 角 谷 静 夫 将 此 定理 推广 至 
点 的 集 值 映 射 上 去 ,得 出 集 值 映 射 
的 不 动 点 ( 角 谷 不 动 点 ) 定 理 ( 角 谷 
定理 ) 

不 动 点 定理 在 数学 ,例如 代数 
方程 .积分 方程 ,数理 经 济 学 .运筹 
学 等 学 科 中 都 有 广泛 的 应 用 。 例 如 ， 
代数 方程 基本 定理 的 证 明 可 化 为 在 
适当 大 的 圆 盘 |z| 委 中 内 函数 f(x) 


十 zx 的 不 动 点 存在 问题 ;在 运筹 学 
中 ,可 以 用 来 证 明 对 策 论 中 非 合作 
对 策 的 平衡 点 的 存在 ,还 可 用 来 寻 
找 数 学 规划 的 最 优 解 。 但 前 述 定 理 
都 是 存在 性 定理 ,只 证 明了 不 动 点 
的 存在 性 ,并 没有 能 行 性 的 求法 .而 
许多 情况 下 , 求 出 不 动 点 有 重要 的 
数学 意义 和 应 用 意义 。 和 寻求 布 劳 威 
尔 不 动 点 定理 的 构造 性 证 明 的 努力 
就 产生 了 不 动 点 算法 。 斯 帕 纳 1928 
年 得 出 的 关于 S 中 训 分 的 全 标 单 
纯 形 存在 的 斯 帕 纳 引 理 、 库 拉 托 夫 
斯 基 等 人 1929 年 得 出 的 关于 的 
满足 一 定 条 件 的 闭 子 集 之 交 非 空 的 
K 一 K 一 M 引 理 起 了 重要 的 作用 。 
实际 上 ,一 个 全 标 单纯 形 就 给 出 一 
个 近似 不 动 点 ,而 它 是 可 以 构造 性 
地 求 出 的 。1964 4E,C - E - 3E E 
等 首开 记录 ,对 双 和 矩阵 对 策 的 平衡 
点 提出 了 一 个 构造 性 证 明 。1967 
年 ,H。，。 斯 卡 夫 改 进 此 法 ,把 以 有 限 
点 列 的 计算 逼近 不 动 点 的 算法 应 用 
到 数学 规划 中 去 ,他 在 考虑 单纯 形 
到 自身 的 连续 映射 的 不 动 点 问题 
时 ,将 单纯 形 放 分 为 有 限 个 称 作 本 
原 集 的 子 集 。 结 果 给 出 布 劳 威 尔 不 
动 点 定理 的 一 个 构造 性 证 明 。 这 立 
刻 引 起 反响 ,他 的 算法 不 断 得 到 发 
展 , 在 应 用 中 取得 巨大 成 功 , 在 理论 
上 也 产生 深刻 影响 ,接着 , 库 恩 采 用 、 
三 角 训 分 ,给 出 一 个 多 项 式 求 根 的 
算法 (代数 基本 定理 的 一 个 构造 性 
证 明 ), 这 是 不 动 点 算法 的 一 个 重要 
实例 ,此 后 不 动 点 算法 不 断 发 展 , 产 
生 了 重复 开始 算法 ( 麦 里 尔 ,1972)， 
三 明治 算法 ( 库 恩 和 马 金 诺 ,1975)， 
单纯 同 伦 算法 ( 伊 夫 斯 ,1972) , 变 维 
数 重复 开始 算法 GU. 德 . 雷 恩 和 塔 
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曼 ,1979,1980,1983) 等 第 二 、 三 .四 
代 不 动 点 算法 。 

有 限 状 分 方法 (finite differ- 
ence method) 简称 差分 法 或 网 
格 法 ,是 求 微分 方程 和 积分 一 微分 
方程 的 数值 解 的 一 种 主要 的 计算 方 
法 。 它 的 基本 思想 是 :把 连续 的 定 解 
区 域 用 由 有 限 个 离散 点 构成 的 网 格 
来 代替 ,这 些 离散 点 称 为 网 格 的 结 
( 节 ) 点 ;把 在 连续 定 解 区 域 上 定义 
的 连续 变量 函数 用 在 网 格 上 定义 的 
离散 变量 函数 来 近似 ;把 原 方程 和 
定 解 条 件 中 的 微 商 用 差 商 来 近似 ， 
积分 用 积分 和 来 近似 。 于 是 原 方程 
和 定 解 条 件 就 可 用 代数 方程 组 来 近 
似 地 代替 , 解 此 代数 方程 组 就 得 到 
原 问题 的 近似 解 。 这 种 方法 简单 . 通 
用 ,易于 在 计算 机 上 实现 。 

有 限 差 分 方法 有 漫长 的 历史 ， 

源 于 牛顿 \ 欧 拉 等 人 的 工作 ,他 们 曾 
用 差 商 代替 微 商 以 简化 计算 。1928 
ÆR e EBH ' 卢 伊 等 人 证 明了 
三 大 典型 方程 的 典型 差分 格式 的 收 
敛 性 定理 ,为 现代 有 限 差 分 理论 提 
供 了 基础 .同时 , 库 朗 把 有 限 差 分 法 
用 于 求 偏 微分 方程 的 数值 解 ,发 展 
了 这 一 方法 。 由 于 有 限 差分 方法 具 
有 通用 性 ,又 便于 机 器 实现 ,因而 在 
电子 计算 机 产生 和 广泛 应 用 后 更 得 
到 很 大 发 展 及 更 广泛 的 应 用 。 冯 ， 
WRR 1948 年 对 无 粘 流体 ( 非 线性 
双 曲 型 ?方程 提出 的 引入 人 工 粘 性 
项 的 差分 方法 是 一 典型 例子 ,他 还 
同时 提出 计算 稳定 性 概念 和 线性 化 
传 里 时 方法 来 分 析 稳 定性 。 后 来 拉 
克 斯 等 人 建立 了 一 般 差 分 格式 的 收 
敛 性 、 稳 定性 等 价 定理 。 人 工 粘性 法 
成 为 现代 流体 计算 的 主导 方法 之 


一 ,而 得 出 这 种 方法 的 自 适应 的 算 
法 思想 也 给 其 他 计算 方法 的 发 展 以 
很 大 的 启发 和 影响 ,现代 , 有 限 差分 
方法 应 用 于 各 类 微分 方程 和 积分 - 
微分 方程 的 各 种 定 解 问题 ,如 常 微 
分 方程 初 值 问题 、 边 值 问题 ; 偏 微 分 
方程 初 值 问题 . 边 值 问题 , 玻 耳 兹 曼 
方程 ,计算 流体 力学 等 等 ,是 把 微分 
方程 离散 化 ,从 而 求 其 数值 解 的 基 
本 方法 之 一 。 

数值 通 近 (numerical approxi- 
mation) 泛 指数 学 计算 问题 的 近 
似 解法 。 狭 义 的 理解 则 专 指 对 函数 
的 通 近 , 即 对 于 给 定 的 较 广 泛 的 函 
数 类 正中 的 函数 了 7 王 f(z), 从 较 小 
的 子 类 H 中 寻求 在 某 种 意义 下 了 
的 一 个 近似 函数 (x), 以 便于 计算 
和 处理。 ) 

最 早 的 数值 逼近 工作 , 始 于 18 
世纪 到 19 世纪 初 欧 拉 、 拉 普 拉 斯 、 
傅立叶 、 彭 赛 列 等 人 对 一 些 个别 函 
数 的 最 佳 逼近 问题 的 研究 工作 ,这 
些 问题 是 从 绘图 学 . 测 地 学 .机 械 设 
计 等 方面 的 实际 需要 中 提出 的 。 但 
当时 没有 形成 深刻 的 概念 和 统一 的 
方法 。1854 年 , 切 比 雪夫 提出 了 最 
佳 逼近 的 概念 ,研究 了 到 近 也 数 类 
GOD n KENAN EB TCU 
性 质 和 判定 定理 。 后 来 又 与 其 学 生 
在 这 方面 得 出 许多 重要 的 结果 。 
1885 年 外 尔 斯 特 拉 斯 证 明 , 原 则 上 
任何 连续 函数 都 可 以 用 多 项 式 以 任 
何 预先 指定 的 精确 度 在 函数 的 定义 
区 间 上 一 致 地 近似 表示 出 来 ,开创 
TAREE, WF EAE 
PEREA E AS IR] EE. L8 3 e E 
RERE AERE 
比 雪夫 的 思想 。 可 以 说 , 切 比 雪夫 和 


ee 


444 简明 数学 史 辞 典 


外 和 尔 斯 特 拉 斯 是 现代 数值 通 近 的 葛 
ÆA. D 杰克 森 1911 EIEE 
阶 , 即 逼近 的 极 小 极 大 偏差 当 ” 增 
长 时 的 下 降 速 度 进行 研究 ,探讨 通 
近 偏 差 与 被 逼近 函数 的 构造 (光滑 
性 ) 的 关系 ;次 年 ,C。 H， 伯 恩 斯 坦 
用 逼近 阶 来 反 推 被 台 近 函数 的 构造 
性 质 。 他 们 有 力 地 推动 了 数值 通 近 
的 发 展 。30 年 代 中 期 ,J。A， 法 瓦 
尔 和 柯 尔 莫 戈 洛 夫 开 创 周期 可 微 函 
数 类 借助 于 三 角 多 项 式 的 最 佳 逼近 
的 精确 估计 以 及 借助 于 傅 里 叶 级 数 
部 分 和 的 一 致 逼近 的 世 近 精确 估计 
的 工作 ,把 杰克 森 等 的 工作 推 向 新 
的 高 度 。 从 那 时 起 ,直到 60 年 代 ,C 
“ M。 尼 科 利 斯 基 等 人 在 这 方面 继 
续 取 得 重要 的 成 果 。 从 实际 应 用 的 
角度 看 ,要 解决 一 个 函数 的 最 佳 逼 
近 问 题 ,需要 构造 出 最 佳 逼 近 元 和 
算出 最 佳 还 近 值 。 一 般 地 要 精确 解 
决 这 两 个 问题 十 分 困难 ,这 促使 人 
们 为 寻求 最 佳 逼 近 元 的 近似 表示 和 
最 佳 逼近 值 的 近似 估计 而 设计 出 各 
种 算法 ,例如 列 梅 兹 算法 、 极 小 极 大 
〈 劳 勃 ) 算 法 、 递 推算 法 等 。 近 20 年 
来 由 于 高 速 电 子 计 算 机 的 广泛 应 
用 ,数值 逼近 的 理论 和 方法 发 展 迅 
速 ,成 为 计算 数学 和 应 用 数学 的 重 
要 分 支 ,其 结果 被 广泛 用 于 构造 数 
值 积分 、 求 函数 零点 、 解 微分 方程 和 
积分 方程 的 近似 方法 等 各 种 问题 
中 


线性 代数 方程 组 数值 解法 
Cnumerical method of linear al- 
gebraic equations) 计算 数学 的 
一 个 基本 组 成 部 分 。 在 自然 科学 和 
工程 技术 的 许多 问题 中 , 例如 结构 
分 析 、 网 络 分 析 、 大 地 测量 、 数 据 分 


i 


析 、 最 优化 等 问题 中 常常 遇 到 线性 
代数 方程 组 求解 问题 :数学 中 ,例如 
求解 非 线性 方程 组 或 微分 方程 数值 
解 问题 也 常 转化 为 线性 代数 方程 组 
求解 问题 来 解 。 

线性 代数 方程 组 数值 解法 有 和 悠 
久 的 历史 ,我 国 古代 数学 著述 《 九 章 
ARAR 1 世纪 ) 的 “方程 >? 章 中 
就 已 有 了 较 好 的 线性 代数 方程 组 数 
值 解法 一 一 相当 于 现代 的 对 方程 组 
的 增 广 和 矩阵 施行 初等 变换 、 消 去 未 
知 量 的 方法 。 中 世纪 的 印度 数学 家 
也 可 以 求解 线性 方程 组 .例如 12 世 
纪 的 婆 什 名 罗 的 著作 中 ,也 有 求解 
线性 方程 组 的 内 容 。 在 欧洲 ,是 16 
世纪 的 比特 奥 在 其 (算术 》(1559) 中 
采用 了 与 4 九 章 算术 》 类 似 的 消 元 
法 .日 本 数学 家 关 孝 和 在 其 《 解 伏 题 
之 法 ) 一 书 (1683) 中 首先 利用 了 类 
似 现在 的 “行列 式 ” 法 求解 了 三 元 线 
性 方程 组 , 稍 后 , 莱 布 尼 获 提出 关于 
行列 式 解 线性 方程 组 的 思想 
(1693)。1721 年 麦克 劳 林 用 行列 式 
展开 式 的 方法 给 出 了 二 元 、 三 元 、 四 
元 线性 方程 组 的 解法 ,但 他 的 符号 
记 法 则 不 完善 。1750 年 , 克 莱 姆 给 
出 现在 比较 通用 的 线性 方程 组 行列 
式 解法 , 即 克 莱 姆 法 则 。 1764 年 , 贝 
棚 用 行列 式 建立 了 线性 方程 组 的 一 
般 理论 。 但 由 于 当时 计算 的 效率 很 
低 。 这 一 理论 几乎 只 有 理论 上 的 意 
义 , 实 际 上 只 能 求 出 未 知 数 很 少 的 
线性 代数 方程 组 的 解 。 只 是 在 20 世 
纪 中 叶 电 子 计 算 机 问世 并 投入 应 用 
之 后 ,大 型 线性 代数 方程 组 的 数值 
求解 才 成 为 可 能 。 如 何 利 用 计算 机 
更 精确 、 更 有 效 地 解 大 型 线性 代数 
方程 组 是 计算 数学 研究 中 最 重要 的 
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课题 之 一 。 

现代 计算 实践 中 ,常用 的 线性 
代数 方程 组 的 数值 解法 有 直接 法 和 
迭代 法 两 大 类 。 直 接 法 是 在 没有 合 
入 误差 的 假设 下 ,经 过 有 限 次 运算 
就 可 得 出 方程 组 的 精确 解 的 方法 ， 
如 各 种 消去 法 。 迭 代 法 则 采取 逐次 
通 近 的 方法 , 即 从 一 个 初始 向 量 出 
发 ,按照 一 定 的 计算 格式 ( 选 代 公 
式 ) ,构造 一 个 向 量 的 无 穷 序列 ,其 
极限 才 是 方程 组 的 精确 解 。 用 有 限 
次 运算 得 不 到 精确 解 。 迭 代 法 是 牛 
顿 最 先 提出 的 ;1940 年 , 绍 司 威 尔 
提出 的 松弛 法 也 是 一 种 迷 代 法 ; 共 
轿 梯 度 法 则 是 另 一 种 迭代 法 ,是 
R。 弗 莱 彻 等 人 于 20 世纪 60 年 代 
提出 的 。 

高 次 代数 方程 求 根 (finding 
roots of polynomial equation ) 
左边 为 多 项 式 的 方程 

P,(z)zag" d-aiz* 71 aua 
Ta0 
称 为 次 代数 方程 ,又 称 多 项 式 方 
程 , 其 中 R=]1,2,° ,a 是 实 系 数 或 
复 系数 ,om 天 0。 当 «2 1 时 ,叫做 高 
次 代数 方程 ,其 次 数 就 是 x。 左 边 多 
项 式 的 零点 就 是 对 应 代数 方程 的 
根 。 

人 们 很 早 就 探索 了 高 次 方程 的 
数值 解 求法 的 问题 。 巴 比 伦 泥 板 中 
有 平方 表 和 立方 表 , 利 用 它们 可 解 
某 些 特殊 的 二 次 和 三 次 方程 ;中 国 
古人 则 相当 系统 地 解决 了 求 高 次 方 
程 数值 解 的 问题 ;( 九 章 算 术 》 以 算 
法 形式 给 出 求 二 次 方程 及 正 系 数 三 
次 方程 正 根 的 具体 计算 程序 ;7 世 
纪 王 孝 通 也 给 出 求 三 次 方程 正 根 的 
数值 解法 ; 11 世纪 贾 宪 (黄帝 九 章 


算法 细 草 》 创 :“ 开 方 作法 本 源 图 ”， 
用 “立成 释 锁 法 ” 解 三 次 和 三 次 以 上 
的 高 次 方程 ,同时 他 又 提出 一 种 更 
为 简便 的 “ 增 乘 开 方法 ”, 在 13 世纪 
由 秦 九 韶 《 数 书 九 章 》 的 “ 正 负 开 方 
术 ” 最 后 完成 ,提供 了 一 个 用 算 筹 布 
列 解 任何 数字 方程 的 可 行 可 计算 的 
算法 ,可 求 出 任意 次 代数 方程 的 正 
根 。 阿 拉 伯 人 对 高 次 代数 方程 的 数 
值 解法 亦 有 研究 , 花 拉 子 米 (9 世纪 
人 ) 第 一 个 给 出 二 次 方程 的 一 般 解 
法 ,奥马 。 海 亚 姆 (1100 年 ) 给 出 一 
些 特 殊 三 次 方程 的 解法 。1541 年 塔 
尔 塔 利 亚 得 到 三 次 方程 的 一 般 解 
法 ,1545 年 卡尔 达 诺 的 名 著 《 大 术 》 
一 书 发 展 了 塔 尔 塔 利 亚 的 这 一 成 
果 , 并 记载 了 费 拉 里 得 到 的 四 次 方 
程 的 一 般 解 法 。1736 年 出 版 的 牛顿 
的 《 流 数 法 ;一 书 中 ,给 出 著名 的 高 
次 代数 方程 的 一 种 数值 解法 ,1690 
年 J。 拉 福生 也 提出 类 似 的 方法 ， 
它们 的 结合 就 是 现代 常用 的 方法 
一 一 牛顿 法 ,是 一 种 广泛 用 于 高 次 
代数 方程 和 方程 组 求解 的 迭代 法 ， 
亦 称 为 切线 法 ,一 直 为 数学 界 所 采 
用 ,不 断 产 生 新 的 变形 ,如 修正 牛顿 
法 , 拟 牛 顿 法 等 。 1797 年 ,高 斯 给 出 
“代数 基本 定理 ”, 指 出 高 次 代数 方 
程 根 的 存在 性 。1819 年 , 霍 纳 提出 
求 高 次 方程 数值 解 的 另 一 种 方法 
一 一 霍 纳 法 ,其 思想 及 计算 程序 与 
秦 九 韶 的 方法 相近 ,类 似 的 方法 鲁 
非 尼 在 1804 年 也 提出 过 , 霍 纳 法 也 
有 广泛 的 应 用 , 它 的 现代 改进 形式 
叫做 壁 因 子 法 。 现 在 常用 的 高 次 代 
数 方程 数值 解法 还 有 伯 努 利 法 和 劳 
思 表 格 法 等 。 

非 线性 方程 组 数值 解法 Cnu- 
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merical method of system of 
nonlinear equation) 7 个 变量 n 
个 方程 (*>1) 的 方程 组 表示 为 

fixi m, ,2)2—0 (一 1,2， 
em, 
其 中 fi EEE n HERES HIR 
FR D CWR, A f; 中 至 少 
有 一 个 非 线性 函数 , 则 称 之 为 非 线 
性 方程 组 。 

我 国 古人 最 早 解决 了 一 些 非 线 
性 方程 组 的 数值 解法 的 问题 : 朱 志 
杰 的 “四 元 术 ”(1303 年 ) 解 决 了 四 
元 高 次 方程 组 的 数值 解法 问题 。 由 
于 迄今 为 止 ,对 非 线性 方程 组 解 的 
存在 性 的 研究 远 不 如 线性 方程 组 那 
样 成 熟 , 现 有 的 解法 也 不 象 线性 方 
程 组 那样 有 效 。 因 而 , 朱 世 杰 所 用 的 
某 些 “ 降 阶 ” 和 “ 消 元 ”方法 现在 仍 有 
参考 意义 。 非 线性 方程 组 可 能 有 一 
个 解 或 多 个 解 ,也 可 能 有 无 穷 多 个 
解 或 无 解 .除了 极 特殊 的 情况 外 ,一 
般 不 能 用 直接 方法 求 得 精确 解 , 因 
而 主要 用 和 迭代 法 求 近似 解 。 

求 非 线性 方程 组 的 近似 解 的 迭 
代 法 是 牛顿 在 其 ( 流 数 术 》 一 书 
(1736 年 出 版 ) 中 提出 的 ,牛顿 法 的 


效率 。(N,) 一 ;2 。 后 来 牛顿 法 有 


很 多 变形 ,其 基本 思想 是 将 非 线 性 
问题 逐步 线性 化 而 迭代 求解 。 如 
1847 年 柯 西 就 提出 一 种 梯度 一 牛 
顿 法 ,对 牛顿 迭代 法 作 了 改进 ,现代 
的 奥 特 曼 (1957)、 基 维 斯 蒂 克 
(1960) 等 进一步 改进 过 梯度 牛顿 
法 。20 世纪 50 一 60 年 代 , 人 们 证 明 
( 马 托 斯 , 艾 尔 金 等 人 作 了 重要 工 
作 ), 解 一 个 非 线性 方程 组 的 问题 ， 
可 以 等 价 地 换 成 求 一 个 泛 函 g: DOR" 


>R 的 极 小 化 间 题 。 在 这 一 理论 前 
提 下 ,人 们 提出 许多 改进 牛顿 法 ,如 
阻尼 牛顿 法 、 下 降 牛 顿 法 、 离 散 牛 顿 
法 、508 一 牛顿 法 等 。 
K… 布朗 (1966) 采 用 对 每 个 分 
T fi(z…z) 一 0 逐个 进行 线性 
化 并 逐个 消 元 的 步骤 , 即 在 每 个 达 
代步 中 都 用 三 角 分 解 求 线 性 方程 组 
的 解 ,这 样 得 出 的 迭代 法 称 为 布朗 
方法 .其 改进 变形 是 70 年 代 以 来 数 
值 软件 包 中 常用 的 求解 非 线性 方程 
组 的 算法 .其 效率 比 牛 顿 法 高 一 倍 。 
为 了 减少 牛顿 法 的 计算 量 , 近 
30 年 来 发 展 了 一 种 拟 牛 顿 法 。 第 一 
个 拟 牛 顿 法 是 W，C。 戴 维 登 于 
1959 年 提出 来 的 ,后 来 由 RR， K 
彻 和 M。 了， 鲍威尔 作 了 理论 研究 
并 在 1963 年 发 表 , 称 为 DFP 方法 ， 
其 后 又 有 人 提出 BFGS 方法 ,80 年 
代 则 提出 信赖 域 方法 等 ,这 些 都 是 
拟 牛 顿 法 .它们 比 牛 顿 法 计算 量 少 ， 
且 具 有 超 线 性 收敛 速度 ,但 实践 表 
明 , 拟 牛顿 法 的 效率 并 不 高 于 牛顿 
法 ,理论 上 亦 需 探讨 。 20 世纪 60 年 
代 后 发 展 起 来 的 不 动 点 算法 也 是 一 
种 著名 的 求 非 线 性 方程 组 数值 解 的 
较 好 的 方法 ( 见 不 动 点 算法 )。 此 外 ， 
现代 采用 的 非 线 性 方程 组 数值 解法 
还 有 割 线 法 、 连 续 法 等 等 。 
概率 论 probability) 概率 论 
是 研究 随机 现象 数量 规律 的 数学 分 
支 。 概 率 论 的 历史 悠久 , 它 的 起 源 问 
题 之 一 是 赌博 问题 。16 世纪 , 意 大 
利 的 一 些 学 者 开始 研究 毛 骨 子 等 财 
博 中 的 一 些 简单 问题 。 17 世纪 中 时 
法 国 数学 家 B' 帕斯卡 .P。de。 费 
马 及 荷兰 数学 家 C' 惠 更 斯 基于 排 
列 组 合 的 方法 研究 了 一 些 较 复杂 的 
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赌博 问题 ,他 们 解决 了 “合理 分 配 财 
注 问 题 "“ 输 光 问 题 ”" 等 等 。 其 方法 
是 计算 期 望 的 赢 值 。1657 年 惠 更 斯 
在 《 论 赌博 中 的 计算 ) 一 文中 首先 提 
出 了 数学 期 望 的 概念 。 

使 概率 论 成 为 数学 一 个 分 支 的 
葛 基 人 是 瑞士 数学 家 雅 各 布 ， 伯 努 
PERENTA a AT 
点 数 总 和 等 于 m, 这 样 场合 的 数目 
PFa +H +r HaHa) 的 展 
FAP at 这 一 项 的 系数 , 开 了 和 母 函 
数 方法 的 先河 。 他 的 重要 贡献 是 建 
立 了 概率 论 中 的 第 一 个 极限 定理 ， 
即 伯 努 利 大 数 定律 ,发 表 在 1713 出 
版 的 遗 著 《 猜 度 术 》 中 。 法 国 数学 家 
A。 棣 莫 弗 在 概率 论 发 展 史 上 很 有 
成 就 ,在 1730 年 出 版 的 著作 《分 析 
杂 论 ?中 包含 著名 的 标 莫 弗 一 拉 普 
拉 斯 定理 当 ?一 "一 于 时 的 证 明 。 这 
一 结果 后 来 被 法 国 数学 家 拉 普 拉 斯 
推广 到 一 般 的 ? 的 形式 ,这 是 概率 
论 中 第 二 个 基本 极限 定理 的 原始 形 
式 。 此 外 , 棣 莫 弗 还 推导 出 关于 n1 
的 渐 近 公式 , 即 所 谓 斯 特 林 公式 。 拉 
普 拉 斯 对 概率 论 的 发 展 贡 献 很 大 ， 
他 在 系统 总 结 前 人 工作 的 基础 上 ， 
写 出 了 《概率 的 分 析 理 论 》, 于 1812 
年 出 版 ,在 这 一 著作 中 ,首先 明确 地 
给 出 概率 的 古典 定义 ,并 在 概率 论 
中 引入 了 有 力 的 分 析 的 工具 ,如 差 
分 方程 . 母 函 数 等 ,从 而 实现 了 概率 
论 由 单纯 的 组 合计 算 到 分 析 方 法 的 
过 渡 , 将 概率 论 推 向 一 个 新 的 发 展 
阶段 。 拉 普 拉 斯 和 高 斯 等 人 建立 的 
关于 “ 正 态 分 布 " 以 及 “最 小 二 乘法 ” 
的 理论 ,对 于 用 概率 论 研究 天 文 观 
测 . 大 地 测量 和 物理 观测 的 结果 起 


了 重大 作用 。 法 国 的 泊 松 也 是 概率 
论 发 展 史 上 的 代表 人 物 之 一 ,他 推 
广 了 伯 努 利 形式 下 的 大 数 定律 ,他 
的 研究 得 到 一 种 新 的 分 布 一 一 泊 松 
分 布 ,著作 有 《关于 民事 审判 的 概率 
研究 》 和 《打靶 射击 研究 报告 》。 

继 拉 普 拉 斯 之 后 ,概率 论 的 中 
心 研 究 课题 是 推广 和 改进 伯 努 利 大 
数 定律 及 中 心 极限 定理 。 在 这 方面 ， 
[Aber SIE Ap dor 
了 突出 的 贡献 , 1866 年 ,他 用 切 比 
雪夫 不 等 式 建立 了 有 关 独 立 随机 变 
量 序 列 的 大 数 定律 。1867 年 ,又 建 
立 了 有 关 各 阶 绝对 矩 一 致 有 界 的 独 
立 随 机 变量 序列 的 中 心 极限 定理 ， 
但 其 证 明 不 严格 ,后 来 由 A。A。 
马尔 可 夫 于 1898 年 补 证 。 1901 年 ， 
A。M。 利 亚 普 诺 夫 利 用 特征 函数 
的 方法 ,对 一 类 相当 广泛 的 独立 随 
机 变量 序列 ,证 明了 中 心 极限 定理 。 
他 还 利用 这 一 定理 第 一 次 科学 地 解 
释 了 为 什么 实际 中 遇 到 的 许多 随机 
变量 近似 服从 正 态 分 布 。 继 李 亚 普 
ARZA A. FEKA H.H 
RATAR. P. ERW. R 
等 人 在 随机 变量 的 极限 理论 方面 作 
出 了 重要 贡献 .到 20 世纪 30 年 代 ， 
有 关 独 立 随 机 变量 序列 的 极限 理论 
已 到 完备 。 由 于 概率 论 问题 与 许多 
实际 问题 有 密切 的 联系 ,特别 是 受 
物理 学 和 技术 问题 的 刺激 ,人 们 开 
始 研 究 随机 过 程 。1905 E A. HA 
斯 坦 和 R。 斯 莫 卢 逢 夫 斯 基 各 自 独 
立地 研究 了 布朗 运动 ,他 们 用 不 同 
的 概率 模型 求解 了 运动 质点 的 转移 
密度 。 但 直到 1923 年 ,N。 纳 维 才 
利用 三 角 级 数 首次 给 出 了 布朗 运动 
的 严格 定义 ,并 证 明了 布朗 运动 轨 
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道 的 连续 性 , 1907 年 马尔 可 夫 在 研 
究 相 依 随机 变量 序列 时 ,提出 了 马 
尔 可 夫 链 的 概念 ,1931 年 由 于 柯 尔 
莫 戈 洛 夫 对 这 一 概念 的 发 展 , 才 葛 
定 了 马尔 可 夫 过 程 的 理论 基础 。 
1934 年 , 辛 钦 提 出 了 在 时 间 中 均匀 
进行 的 平稳 过 程 的 相关 理论 。 所 有 
这 些 关 于 随机 过 程 的 研究 ,都 是 通 
过 把 概率 问题 化 为 微分 方程 或 泛 函 
分 析 等 问题 来 解决 的 .从 1938 年 开 
始 , 法 国 的 P， 莱 维系 统 地 研究 了 
布朗 运动 ,他 着 眼 于 随机 过 程 的 轨 
道 性 质 , 倡 导 了 研究 随机 过 程 的 一 
种 新 方法 , 即 概率 方法 ,取得 了 一 些 
重要 成 果 。 此 外 , 莱 维 对 概率 论 的 重 
要 贡献 是 建立 了 独立 增 量 过 程 的 一 
般 理 论 。 他 于 1948 年 出 版 的 著作 
《随机 过 程 与 布朗 运动 》 是 随机 过 程 
的 一 本 经 典 著 作 。 现 代 概 率 论 的 另 
外 两 个 代表 人 物 是 J*" 工 * 杜 布 和 
伊 芯 清 , 杜 布 对 对 进行 了 系统 研究 
并 使 之 成 为 随机 过 程 论 的 一 个 重要 
分 支 。 伊 芯 清 定义 了 对 布朗 运动 的 
随机 积分 。 

柯 尔 莫 戈 洛 夫 在 概率 论 发 展 史 
上 作出 了 重要 贡献 ,1933 年 建立 了 
在 测度 论 基 础 上 的 概率 论 公理 系 
统 , 竟 定 了 近代 概率 论 的 基础 .经 过 
这 些 代表 人 物 的 工作 ,概率 论 走向 
了 新 的 高 峰 。 

从 本 世纪 50 年 代 开始 ,概率 论 
进一步 发 展 .在 此 以 前 ,概率 论 主要 
把 概率 问题 化 为 分 析 问 题 来 解决 ， 
解决 后 再 研究 其 概率 含义 ,研究 的 
重点 是 极限 分 布 理 论 以 及 通过 概率 
分 布 来 研究 随机 过 程 .从 50 年 代 起 
概率 论 形成 了 自己 的 方法 一 一 随机 
分 析 方 法 ,研究 的 重点 是 过 程 的 样 


本 性 质 。 在 现代 化 技术 发 展 的 影响 
下 ,概率 论 的 理论 和 应 用 都 有 显著 
的 发 展 , 出 现 了 理论 概率 与 应 用 概 
率 的 分 化 。 概 率 论 的 发 展 史 说 明了 
理论 与 实际 之 间 的 密切 关系 。 许 多 
研究 方向 的 提出 ,归根 到 底 是 有 其 
实际 背景 的 , 反 过 来 , 当 这 些 方向 被 
深入 研究 后 ,又 可 指导 实践 ,进一步 
扩大 和 深化 应 用 范围 。 今 天 ,理论 概 
率 的 一 些 重要 分 支 的 研究 都 很 活 
VK ,应 用 概率 的 发 展 也 占有 特别 重 
要 的 地 位 ,现在 ,概率 论 已 被 广泛 应 
用 于 解决 工农 业 生 产 、 军 事 技 术 各 
科学 技术 中 的 问题 。 概 率 论 同 其 它 
知识 领域 相 结合 产生 了 很 多 边缘 学 
科 , 如 生物 统计 ,物理 统计 学 以 及 统 
计 预 报 等 学 科 。 将 概率 论 方法 应 用 
于 解决 某 一 类 问题 又 产生 了 一 些 新 
的 数学 分 支 ,如 排队 论 、 信 息 论 . 控 
制 论 .随机 运筹 学 等 .电子 计算 机 的 
产生 和 发 展 ,给 比较 复杂 的 计算 问 
题 ,提供 了 有 力 的 工具 ,为 概率 论 的 
发 展开 辟 了 广阔 的 场所 ,总 之 ,现代 
概率 论 已 经 成 为 一 个 非常 庞大 的 数 
学 分 支 。 

古典 概率 (classical probabili- 
ty) 古典 概率 讨论 的 对 象 局 限于 
随机 试验 所 有 可 能 结果 为 有 限 个 等 
可 能 的 情形 。 这 时 基本 空间 8 由 有 
限 个 元 素 组 成 ,其 个 数 记 为 x。 若 事 
件 4 包含 m 个 基本 事件 , 则 定义 4 
的 概率 PC(4)=m/x。 这 个 定义 是 法 
国 数学 家 Ps. 拉 普 拉 斯 于 1812 
年 出 版 的 《概率 的 分 析 理 论 ;一 书 中 
首次 明确 给 出 的 。 称 之 为 概率 的 古 
典 定义 。 历 史上 有 名 的 得 分 问题 的 
解法 是 应 用 古典 概率 的 一 个 典型 例 
子 :甲乙 二 人 各 出 同样 的 赌注 ,用 


a 
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掷 硬 币 作为 博弈 手段 每 掷 一 次 , 若 
正面 朝 上 , 甲 得 1 分 , 乙 不 得 分 ; 若 
反面 朝 上 , 乙 得 1 分 , 甲 不 得 分 。 谁 
先 得 到 事先 约定 的 分 数 ,就 赢得 全 
部 赌注 。 当 进行 到 甲 还 差 2 分 , 乙 还 
差 3 分 ,就 分 别 达 到 约定 分 数 时 ,他 
们 不 愿 继续 赌 下 去 , 问 这 时 如 何 公 
平分 配 赌注 ?计算 古典 概率 ,可 以 用 
穷 举 法 ,但 借助 于 组 合计 算 可 以 简 
化 计算 过 程 。 随 着 人 们 遇 到 问题 的 
复杂 程度 的 增加 ,基本 空间 中 元 素 
个 数 的 有 限 性 和 等 可 能 性 暴露 出 它 
的 弱点 ,人 们 针对 不 同 的 问题 从 不 
同 角度 计算 出 不 同 的 概率 ,引进 了 
几何 概率 和 概率 的 频率 定义 。 
概率 的 频率 定义 (frequency 
definition of probability》 在 做 
大 量 重复 试验 时 , 随 着 试验 次 数 的 
增加 ,一 个 事件 出 现 的 频率 总 在 一 
个 固定 数值 的 附近 摆动 ,显示 出 一 
定 的 稳定 性 ,把 这 个 固定 的 数值 , 定 
义 为 事件 的 概率 ,这 就 是 概率 的 频 
率 定义 。 这 个 定义 是 奥地利 数学 家 
R。Von。 米 泽 斯 于 1919 年 提出 
的 。 从 应 用 角度 看 ,频率 定义 可 以 克 
服 等 可 能 性 观点 不 易 解决 的 某 些 困 
难 , 但 从 理论 上 讲 , 这 种 定义 方法 是 
不 够 严谨 的 ,概率 论 的 进一步 发 展 ， 
要 求人 们 从 古典 定义 .几何 定义 . 频 


率 定义 中 吸取 能 反映 规律 性 的 本 质 . 


性 质 , 克 服 它们 各 自 的 局 限 性 ,抽象 
出 一 种 合理 的 定义 ,把 以 前 各 种 有 
实际 意义 的 定义 作为 特例 包含 在 
内 ,这 就 是 苏联 数学 家 柯 尔 莫 姜 洛 
夫 的 概率 公理 化 的 定义 。 
概率 论 公 理化 体系 (system 
of axioms of probability theory) 


19 世纪 ,几何 概率 逐步 发 展 起 


来 。 但 到 19 世纪 末 , 出 现 了 一 些 自 
相 矛 盾 的 结果 ,如 贝 特 朗 悖 论 。 这 反 
映 了 几何 概率 的 逻辑 基础 是 不 够 严 
密 的 ,同时 也 说 明 拉 普 拉 斯 关于 概 
率 的 古典 定义 带 有 很 大 的 局 限 性 。 
虽然 到 了 19 世纪 下 半 叶 ,概率 论 在 
统计 物理 学 中 的 应 用 及 概率 论 的 自 
身 发 展 已 突破 了 概率 的 古典 定义 ， 
但 关于 概率 的 一 般 定义 则 始终 未 能 
明确 化 和 严格 化 。 这 种 情况 既 严 重 
阻碍 了 概率 论 的 进一步 发 展 和 应 
用 ,又 落后 于 当时 数学 的 其 他 分 支 
的 公理 化 潮流 。1900 年 ,德国 数学 
家 D « 希 尔 伯 特 在 世界 数学 家 大 会 
上 提出 了 建立 概率 论 公理 化 体系 的 
问题 。 最 先 从 事 这 方面 研究 工作 的 
4 He EMKE. WGEAECSH 
*， 伯 恩 斯 坦 。 他 们 提出 的 几 种 公理 
体系 在 数学 上 都 不 够 严密 。 到 了 30 
年 代 , 随 着 大 数 定律 的 深入 研究 , 概 
率 论 与 测度 论 的 联系 愈 来 愈 明显 。 
在 这 种 背景 下 ,苏联 数学 家 A，H 
* 柯 尔 莫 戈 洛 夫 于 1933 年 在 他 的 
《概率 论 基础 } 一 书 中 首次 给 出 了 一 
套 严密 的 概率 论 公 理 体 系 ,得 到 举 
世 公认 。 它 的 出 现 , 是 概率 论 发 展 史 
上 的 一 个 里 程 碑 ,为 现代 概率 论 的 
蓬勃 发 展 打 下 了 坚实 的 基础 。 
数学 期 望 (mathematical ex- 
pectation) ”又 称 均值 ,是 随机 变 
量 按 概率 的 加 权 平 均 ,表征 其 概率 
分 布 的 中 心 位 置 . 概 率 论 发 展 初期 ， 
研究 的 问题 大 多 与 赌博 有 关 。 有 一 
赌 者 梅 累 向 法 国 数学 家 帕斯卡 提出 
一 个 使 他 苦 脑 很 久 的 问题 ;两 个 赌 
徒 相 约 赌 若干 局 , 谁 先 赢 8 局 就 算 
赢 了 ,现在 赌 徒 4 赢 a 局 (a<5), 而 
RETE B 赢 5 局 (之 S) 时 赌博 中 止 
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了 , 间 风 本 应 如 何 分 法 ?” 帕 斯 卡 将 
这 个 问题 和 他 的 解法 寄 给 费 马 ,这 
是 1654 年 7 月 29 日 的 事情 。 费 马 
也 从 不 同 的 理由 出 发 给 出 正确 的 解 
法 。 他 们 的 解法 首先 涉及 到 数学 期 
望 的 概念 ,解法 的 基础 都 是 按 赢 得 
整 局 赌博 的 概率 的 比例 来 分 赌 本 这 
个 原则 。 巴 斯 卡 在 “关于 算术 三 角 
形 ” 一 文中 提出 的 一 般 解 法 是 , 令 m 
二 5S 一 a,z 二 S 一 b, 于 是 赌 徒 4 与 B 
之 间 赌 本 应 按 比例 

Obin- Ohta- itte HOn- 

CH 十 CH 十 … 十 CR 
来 分 。1657 年 荷兰 数学 家 圳 更 斯 是 
从 与 帕斯卡 差不多 的 理由 出 发 解决 
了 这 一 问题 , 即 ; 如 果 某 人 在 4 十 。 
个 等 概率 的 场合 中 有 4 个 场合 可 赢 
得 a, 而 有 4 个 场合 可 赢得 8, 则 他 
所 期 望 的 收入 可 用 

uat vf 
utv 

来 估计 。 这 是 以 比 巴 斯 卡 更 为 明显 
的 形式 导出 了 数学 期 望 的 概念 。 

中 位 数 与 分 位 数 (quantile of 
order and median) ij X E W 


机 变量 ， 同 时 满足 PX) 1- 


及 P{X>>?}>> 十 二 式 的 实数 = 称 为 
和 的 中 位 数 。 给 定 0<o<1, 随 机 变 
量 X 的 上 4a 分 位 数 是 指 同时 满足 
下 列 两 个 条 件 的 数 z。: 

PXST) —1—a,P( Xz2z,) —a, 
zi-。 又 称 为 式 的 下 “分 位 数 。 中 位 
数 与 分 位 数 的 概念 是 英国 生物 统计 
ES EBENE 高 尔 顿 最 早 提 出 的 。 

正 态 分 布 (hormal distribu- 
tion) 最 重要 的 一 种 概率 分 布 。 
1733 年 法 国 数学 家 A。 棣 莫 弗 用 


n! 的 近似 公式 最 早 得 到 了 正 态 分 
布 ,作为 二 项 分 布 的 近似 。C。F， 
高 斯 在 研究 测量 误差 时 从 另 一 个 角 
度 导出 了 它 , 并 研究 了 正 态 分 布 的 
人 性质 ,因此 ,人 们 也 称 正 态 分 布 为 高 
斯 分 布 。 P，S， 拉 普 拉 斯 也 研究 了 
它 的 性 质 。 生 产 与 科学 实验 中 很 多 
随机 变量 的 概率 分 布 都 可 以 近似 地 
用 正 态 分 布 来 描述 ,一 般 来 说 ,如 果 
一 个 量 是 由 许多 微小 的 独立 随机 因 
索 影响 的 结果 ,那么 就 可 认为 这 个 
量具 有 正 态 分 布 .从 理论 上 看 , 正 态 
分 布 具 有 很 多 良好 的 性 质 , 许 多 概 
率 分 布 可 以 用 它 来 近似 ,还 有 一 些 
常用 的 概率 分 布 是 直接 由 它 导出 
的 。 
母 函 数 (generating function) 
它 是 代替 特征 函数 专门 用 于 研究 
非 负 整 值 随 机 变量 的 一 个 有 用 的 数 
学 工具 ,历史 上 它 的 引进 比较 早 。 瑞 
士 数学 家 雅 各 布 ， 伯 努 利 考虑 了 掷 
% 粒 山子 时 所 得 点 数 总 和 等 于 m, 这 
样 场合 的 数目 等 于 (zx 十 zx? 十 x 十 zx 人 
十 2 十 z6)" 的 展开 式 中 an 这 一 项 的 
系数 , 开 了 母 函数 的 先河 。 继 伯 努 利 
之 后 , 欧 拉 在 研究 自然 数 的 分 解 与 
合成 时 ,使 用 了 母 函 数 方法 , 葛 定 了 
这 一 方法 的 基础 。 法 国 数学 家 拉 普 
拉 斯 ,在 1812 年 出 版 的 《概率 的 分 
析 理 论 ) 一 书 的 第 一 部 分 论述 了 和 母 
函数 计算 的 数学 方法 及 其 一 般 数 学 
理论 ,试图 以 母 函 数理 论 作 为 概率 
论 的 基础 。 现 在 母 函 数 方法 不 仅 在 
概率 论 的 有 关 计 算 中 很 有 效 ,而且 
己 成 为 组 合 数学 中 一 种 重要 的 计数 
方法 。 此 外 ,在 有 限 差 计 算 ,特殊 函 
数论 等 数学 领域 中 都 有 广泛 的 应 
用 。 
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TE IE EF 3t (characteristic func- 
tion) 对 随机 变量 的 分 布 函数 作 
傅 里 叶 一 斯 蒂 尔 杰 斯 变换 ,就 得 到 
特征 函数 。 设 F(z) 是 随机 变量 革 的 
分 布 函数 , 则 称 


fo- E e"dF(z) — Bo, (1€ R) 


为 F(z) 或 工 的 特征 函数 。 它 具有 很 
好 的 性 质 , 因 此 在 研究 随机 变量 之 
和 及 概率 分 布 时 起 着 十 分 重要 的 作 
用 .特征 函数 概念 的 引进 比较 早 。 法 
国 数学 家 了 RET 1919 年 重新 
发 现 并 完善 了 特征 函数 理论 之 后 ， 
它 被 用 来 完整 地 解决 了 普遍 极限 定 
理 , 并 深入 地 研究 了 独立 增 量 过 
程 。 

切 比 雪夫 不 等 式 (Chebyshev 
inequality) 若 随 机 变量 的 数学 
期 望 .方差 分 别 为 BX 及 DX, 则 对 
任何 se>0, 成 立 PCI X— EX | 20 


DÀ X RAERUBUE ULIS X od 


重要 工具 。1853 年 ,法 国 数学 家 比 
安 内 梅 在 他 的 论文 中 已 有 类 似 的 表 
述 ,但 直到 1867 年 才 由 俄国 数学 家 
切 比 雪夫 明确 叙述 和 论证 。 它 对 随 
机 变量 的 分 布 并 无 特殊 要 求 , 仅 利 
JB x 897r 383509. X f UBL 5S EX R 
生 较 大 偏离 的 概率 作出 估计 ,因而 
有 较 广 泛 的 应 用 性 。 关 于 大 数 定律 
的 一 些 定理 的 证 明 都 直接 或 间接 地 
用 到 切 比 雪夫 不 等 式 , 如 切 比 雪夫 
定理 , 伯 努 利 定理 、. 辛 钦定 理 和 马尔 
可 夫 定 理 等 。 

柯 尔 莫 龙 洛 夫 不 等 式 (Kol- 
mogorov inequality) i$ (X, 1< 
kn} 是 相互 独立 的 随机 变量 , 它 的 
数学 期 望 ,方差 分 别 为 EBX, 二 0,DX 


=}, X 5; Ù) X, BIXHERI > 


0, 成 立 不 等 式 


Plmax|S,| ><} ES 


=} l Sot, 


PX. 还 是 有 界 的 , 即 |X dc 以 概 
率 1 成立, 则 还 有 
P(max |S [2:0 2:1— 


这 两 个 采 等 式 是 由 苏联 数学 家 A. 
H. 柯 尔 莫 戈 洛 夫 在 1928 年 建立 
的 , 它 是 证 明 强 大 数 定律 的 重要 工 
R. 

大 数 律 (laws of large 
number) ”概率 论 中 讨论 随机 变量 
序列 的 算术 平均 值 向 常数 收敛 的 定 
律 .历史 上 ,瑞士 数学 家 雅 各 布 。 伯 
努 利 在 巨著 《 猜 度 术 》(1713 年 出 
版 ) 中 首先 证 明了 “ 伯 努 利 定理 ”, 这 
是 大 数 律 最 早 的 形式 。 大 数 律 的 名 
称 是 法 国 数学 家 S。D，。 泊 松 于 
1837 年 给 出 的 。 大 数 律 中 最 重要 的 
一 类 是 讨论 独立 试验 序列 的 。 常 见 
的 除了 伯 努 利 大 数 律 外 ,还 有 苏联 
数学 家 辛 钦 1929 年 提出 的 辛 钦 大 
数 律 ;法国 数 学 家 波 莱 尔 1909 年 给 
出 的 波 莱 尔 强大 数 律 及 柯 尔 莫 龙 洛 
夫 强 大 数 律 等 。 大 数 律 中 涉及 到 的 
随机 变量 序列 也 可 以 不 是 相互 独立 
的 .特别 对 于 平稳 序列 ,有 所 谓 平稳 
序列 的 遍历 性 ,也 是 一 类 大 数 律 .在 
平稳 过 程 理 论 中 , 辛 钦 和 美国 数学 
家 伯 克 霍 夫 分 别 建立 了 有 关 的 遍历 
定理 。 

中 心 极限 定理 (central limit 
theorem) 概率 论 中 讨论 随机 变 
量 序列 部 分 和 的 分 布 渐 近 于 正太 分 
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布 的 一 类 定理 。 1920 年 ,G M 波 伊 亚 
称 这 类 定理 为 中 心 极限 定理 。 历 史 
上 最 初 的 中 心 极限 定理 是 讨论 4 重 
伯 努 利 试验 中 ,事件 4 出 现 的 次 数 
渐 近 于 正 态 分 布 的 问题 。1716 年 前 
后 ,A。 棣 莫 弗 和 P。S。… 拉 普 拉 斯 
分 别 就 特殊 各 一般 情 形 得 到 棣 莫 弗 
一 拉 普 拉 斯 定理 .A。M 李 亚 普 诺 
RTF 1900 年 给 出 了 独立 随机 变量 
序列 服从 中 心 极限 定理 的 李 亚 普 诺 
夫 条 件 , 建 立 了 李 亚 普 庶 夫 定理 。 他 
最 先 系 统 地 应 用 了 特征 函数 方法 ， 
从 此 变 成 了 概率 论 的 基本 方法 之 
一 。 随 着 特征 函数 的 引入 ,中心 极限 
定理 的 研究 得 到 了 很 快 的 发 展 。20 
世纪 20 年代,Y。W。，。 林 德 伯 格 和 
P， 莱 维 证 明了 林 德 一 莱 维 定理 。 
1935 年 , 林 德 伯 格 和 W。 费 勒 又 进 
一 步 解 决 了 独立 随机 变量 序列 的 中 
” 心 极限 定理 的 一 般 情 形 , 即 林 德 伯 
格 一 费 勒 定理 。 其 结果 使 长 期 以 来 
作为 概率 论 中 心 议题 之 一 的 关于 独 
立 随 机 变量 序列 的 中 心 极限 定理 得 
到 根本 解决 。 

此 后 中 心 极限 定理 的 研究 基本 
上 围绕 几 个 方面 进行 ,一 是 减弱 对 
随机 变量 独立 性 的 要 求 , 考 虑 具有 
某 种 相依 性 的 随机 变量 ;一 是 讨论 
向 标准 正 态 密度 函数 收敛 问 题 及 全 
计 收 敛 的 速度 问题 。 

疝 正 态 密度 函数 收敛 的 问题 虽 
然 在 概率 论 的 早期 工作 中 就 出 现 
了 ,但 是 一 般 性 的 结果 直至 20 世纪 
中 期 才 得 到 。 当 独立 随机 变量 序列 
{X.} 的 标准 化 部 分 和 Sz 的 密度 函 
数 P,(z) 存 在 时 ,讨论 P,(z) 向 标准 
正 态 密度 函数 p(z) 收 敛 的 问题 , 称 
为 局 部 极限 定理 . JERFA E. B 


“ 格 涅 坚 科 于 1953 年 对 独立 同 分 
布 情形 给 出 了 充分 必要 条 件 。 在 一 
定 假设 下 ,对 于 独立 非 同 分 布 情形 ， 
由 B。B。 彼 得 罗 夫 给 出 了 充分 必 
要 条 件 。 

相依 随机 变量 的 中 心 极 限定 理 
至 今 仍 是 许多 学 者 研究 的 课题 ,其 
中 讨论 较 多 的 有 m 相依 随机 变量 
序列 , 强 平稳 随机 变量 序列 、 拷 , 马 
尔 可 夫 过 程 及 其 它 泛 蚂 ,以 及 各 种 
类 型 的 统计 量 序列 。 

为 了 讨论 向 正 态 分 布 收敛 的 速 
度 ,20 世纪 40 年 代 , 先 后 由 A。C 
*。 贝 里 及 C。G“' 埃 森 给 出 了 埃 森 
不 等 式 , 用 它 可 以 精确 佑 计 向 正 态 
分 布 收敛 时 的 误差 。 这 方面 的 研究 
现今 已 相当 深入 。 

早 在 20 世纪 30 年 代 ,就 开始 
讨论 普遍 极限 定理 ,这 是 独立 随机 
变量 和 的 极限 定理 的 一 般 提 法 ,到 
40 年 代 中 期 , 己 获 得 较 完 满 的 解 
决 。 在 这 方面 作出 贡献 的 学 者 有 辛 
钦 、 格 涅 坚 科 、 许 宝 又 等 。 

极限 定理 是 概率 论 的 重要 内 
容 , 也 是 数理 统计 的 基础 之 一 ,其 理 
论 成 果 也 比较 完美 .长 期 以 来 ,对 于 
极限 定理 的 研究 所 形成 的 概率 论 分 
析 方 法 ,影响 着 概率 论 的 发 展 .同时 
新 的 极限 理论 问题 也 在 实际 中 不 断 
产生 。 

亲 件 期 户 Cconditional expec- 
tation) ”随机 变量 按 条 件 概 率 的 
平均 .研究 随机 事件 之 间 的 关系 时 ， 
在 已 知 某 些 事 件 发 生 的 条 件 下 来 考 
虚 另 一 些 事 件 的 统计 规律 是 十 分 重 
要 的 。 在 概率 论 发 展 的 初期 就 已 引 
进 并 应 用 了 简单 情形 下 的 条 件 概 
率 。1933 年 ,苏联 数学 家 A. H. 柯 尔 
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莫 戈 洛 夫 给 出 了 一 般 情形 下 的 条 件 
概率 与 条 件 期 望 的 严格 定义 ,这 使 
概率 统计 的 一 些 重要 内 容 建立 在 严 
密 的 基础 上 ,例如 数理 统计 中 的 充 
分 统计 量 、 贝 叶 斯 统计 都 用 到 这 一 
概念 。 马 尔 可 夫 过 程 和 拷 论 的 整个 


内 容 更 是 离 不 开 对 条 件 概率 和 条 件 - 


期 望 的 研究 。 因 而 它 已 成 为 近代 概 
率 论 与 数理 统计 学 中 的 重要 的 基本 
随机 了 过程 (stochastic process) 
随时 间 推 进 的 随机 现象 的 数学 抽 
Ro BOF ,P) 为 概率 空间 ,7 为 
指标 i 的 集合 ,如 果 对 每 个 CET 
定义 在 吕 上 的 实 随机 变量 XCO 5 
之 对 应 , 就 称 随 机 变量 族 X= 
(XC) ,EET) 为 一 随机 过 程 。 
人 们 对 一 些 特殊 的 随机 过 程 早 
有 研究 。1907 年 前 后 ,俄国 数学 家 
A。A， 马尔 可 夫 提 出 并 研究 一 种 
能 用 数学 分 析 方 法 研究 自然 过 程 的 
一 般 图 式 , 后 人 称 这 种 图 示 为 马尔 
可 夫 链 。1923 年 ,美国 数学 家 N. 维 
纳 从 数学 上 定义 了 布朗 运动 ,后 来 
也 称 数 学 上 的 布朗 运动 为 维 纳 过 
程 。 这 种 过 程 至 今 仍 是 随机 过 程 的 
重要 研究 对 象 .通常 认为 ,随机 过 程 
一 般 理 论 的 研究 于 20 世纪 30 年 代 
才 开 始 。 1931 年 ,苏联 数学 家 A H 
“ 柯 尔 莫 戈 洛 夫 发 表 了 《概率 论 的 
解析 方法 》 1934 4E A « A. XE EK 
发 表 了 《平稳 过 程 的 相关 理论 》。 这 
两 篇 重要 论文 为 马尔 可 夫 过 程 和 平 
稳 过 程 莫 定 了 理论 基础 . 稍 后 ,法 国 
数学 家 P， 莱 维 从 样本 函数 角度 研 
究 随机 过 程 ,引进 一 般 可 加 过 程 并 
研究 了 它 的 样本 函数 结构 。 出 版 的 
关于 布朗 运动 与 可 加 过 程 的 两 本 书 


中 蕴含 着 丰富 的 概率 思想 。1953 
年 ,美国 数学 家 J，L。， 杜 布 出 版 的 
著作 《随机 过 程 论 ) 中 系统 且 严 格 地 
叙述 了 随机 过 程 的 基本 理论 。 他 的 
工作 推动 了 力 理 论 的 发 展 。 1953 年 
日 本 数学 家 伊 蔷 清 建立 了 关于 布朗 
运动 的 随机 微分 方程 的 理论 ,定义 
了 对 布朗 运动 的 一 种 随机 积分 一 一 
伊 其 积分 ,为 研究 马尔 可 夫 过 程 开 
辟 了 新 的 道路 。 近 年 来 由 于 著 论 的 
进展 ,人 们 讨论 了 关于 半 堵 的 随机 
微分 方程 ,而 流 形 上 的 随机 微分 方 
程 理 论 , 正 方兴未艾 。60 年 代 , 法 国 
学 派 基 于 马尔 可 夫 过 程 和 位 势 理论 
中 的 一 些 思想 与 结果 ,在 相当 大 的 
程度 上 发 展 了 随机 过 程 的 一 般 理 
论 ,包括 截 定理 与 过 程 的 投影 理论 
等 ,中 国学 者 在 平稳 过 程 , 马 尔 可 夫 
AE RE RRE ENAA 
程 等 方面 都 做 出 了 较 好 的 工作 。 
马尔 可 夫 过 程 (Markov pro- 
ces) 一 类 重要 的 随机 过 程 :在 已 
知 它 目前 的 状态 (现在 ) 的 条 件 下 ， 
它 未 来 的 演变 (将 来 ) 不 依赖 于 它 以 
往 的 演变 (过 去 )。 这 种 已 知 “ 现 在 ” 
的 条 件 下 “将 来 "与 “过 去 ”独立 的 
特性 称 为 马尔 可 夫 性 ,具有 这 样 性 
质 的 随机 过 程 叫做 马尔 可 夫 过 程 。 
它 的 原始 模型 马尔 可 夫 链 , 最初 由 
俄国 数学 家 A。A。 马 尔 可 夫 于 
1907 年 提出 。1931 年 苏联 数学 家 A 
。H。 柯 尔 莫 戈 洛 夫 发 表 了 《概率 
论 的 解析 方法 》, 首 先 将 微分 方程 等 
分 析 方 法 用 于 马尔 可 夫 过 程 , 做 了 
这 类 过 程 理论 的 葛 基 工作 。1951 年 
前 后 ,日 本 数学 家 伊 腾 清 在 法 国 数 
学 家 P， 莱 维和 苏联 数学 家 C.。H 
- 伯 因 斯坦 等 人 工作 的 基础 上 , 建 
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立 了 随机 微分 方程 理论 为 研究 马尔 
可 夫 过 程 开 辟 了 新 的 途径 。1954 年 
前 后 ,南斯拉夫 一 美国 数学 家 W . 
费 勒 将 泛 函 分 析 中 的 半 群 方法 引入 
马尔 可 夫 过 程 的 研究 中 ,苏联 数学 
家 E。，B 登 金 等 并 赋 子 它 概率 意 
义 。50 年 代 初 ,美国 数学 家 J* 工 ， 
福 布 等 发 现 了 布朗 运动 与 偏 微分 方 
程 论 中 狄 利克 雷 问 题 的 关系 ,后 来 
G-A. 享 特 研 究 了 相当 一 般 的 马 
尔 可 夫 过 程 与 位 势 的 关系 .目前 , 流 
形 上 的 马尔 可 夫 过 程 . 马 尔 可 夫 场 
等 都 是 正 待 深入 研究 的 领域 .此 外 ， 
中 国 一 美国 数学 家 钟 开 莱 .中 国 数 
学 家 僻 振 挺 、 王 梓 坤 对 马尔 可 夫 过 
程 的 研究 很 有 特色 ,发 展 和 建立 一 
些 新 的 理论 和 方法 。 

平稳 过 程 (stationary pro- 
ces) 统计 特性 不 随时 间 的 推移 
”而 变化 的 随机 过 程 。 平 稳 过 程 的 基 
本 理论 是 在 20 世纪 30 一 40 年 代 建 
立 和 发 展 起 来 的 ,并 已 相当 完善 。 
1934 年 苏联 数学 家 辛 钦 发 表 了 《 平 
稳 过 程 的 相关 理论 ;一文 ,为 平稳 过 
程 奠定 了 理论 基础 。 其 后 的 研究 主 
要 是 向 某 些 特殊 类 型 以 及 多 维 平稳 
过 程 平 稳 广义 过 程 和 齐 次 随机 场 
等 方面 发 展 。 平 稳 过 程 理论 在 无 线 
电 技 术 和 自动 控制 等 领域 有 着 广泛 
的 应 用 ,并 且 是 诸如 时 间 序 列 分 析 、 
信号 分 析 ,滤波 .预测 理论 以 及 控制 
理论 等 应 用 学 科 的 重要 工具 。 将 伟 
立 叶 分 析 方 法 应 用 于 宽 平稳 过 程 ， 
可 以 把 过 程 表 成 有 不 相关 随机 振幅 
的 简 谐 振动 的 簿 加 ,这 就 产生 了 过 
程 按 频率 的 谱 分 解 , 它 是 宽 平稳 过 
程 的 一 个 基本 结果 ,由 此 可 以 推出 
一 些 重 要 的 结论 ,例如 均 方 大 数 律 。 


柯 尔 莫 戈 洛 夫 和 维 纳 在 1940 年 左 
右 提出 并 解决 了 一 维 宽 平 稳 过 程 的 
线性 预报 问题 。 关 于 多 维 宽 平 稳 过 
程 的 线性 预测 问题 ,也 有 类 似 一 维 
的 结果 ,平稳 过 程 的 线性 预测 理论 ， 
后 来 又 被 许多 人 所 研究 。 这 个 理论 
是 平稳 过 程 论 当中 有 重要 地 位 的 一 
个 分 支 . 它 从 通讯 .电工 学 开始 被 应 
用 于 各 个 方面 。 齐 次 随机 场 是 一 种 
平稳 过 程 , 它 在 力学 的 清流 理论 中 
很 有 用 , 齐 次 场 的 线性 预测 间 题 比 
宽 平 稳 过 程 的 情形 要 复杂 得 多 ,中 
国学 者 江 泽 培 开始 了 这 方面 的 工 
作 , 并 有 一 定 成 果 。 

h (martingale) 一 类 特殊 的 
随机 过 程 。 起 源 于 对 公平 赌博 过 程 
的 数学 描述 。martingale 一 词 原 义 之 
一 是 表示 一 种 赌 输 一 局 后 加 倍 下 注 
的 策略 ,此 处 则 是 借用 这 个 词 的 另 
一 译 义 “ 拷 ”( 马 颌 细 的 古称 ) 作 为 这 
KENMERKE. Pe KEFA 
FH 1935 年 就 发 表 了 一 些 孕育 着 
蒜 论 的 工作 。1939 年 ,J ， 维 莱 首 次 
采用 了 靳 这 个 名 称 。 但 对 拷 进 行 系 
统 研究 并 使 之 成 为 随机 过 程 理 论 的 
一 个 重要 分 支 的 , 则 应 归功 于 J* 上 L 
“ 杜 布 。 拷 论 的 一 些 基 本 定理 和 方 
法 已 经 日 益 成 为 研究 各 类 随机 过 程 
的 有 力 工具 。 

独立 增 量 过 程 process with 
independent increment) 在 任何 
一 组 两 两 不 相交 区 间 上 其 增 量 都 相 
互 独立 的 随机 过 程 ,又 称 为 可 加 过 
程 。 人 们 最 早 知道 的 独立 增 量 过 程 
是 在 物理 现象 中 观察 到 的 布朗 运动 
和 泊 松 过 程 。 一 般 的 独立 增 量 过 程 
是 法 国 数学 家 P。 莱 维 引 进 的 。 它 
在 20 世纪 40 年 代 已 至 成 熟 , 其 中 
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包含 了 许多 重要 的 方法 和 概念 , 概 
率 论 的 许多 近代 研究 课题 都 直接 或 
间接 地 受 其 启发 与 影响 。 

布朗 运动 (Brownian motion? 

又 称 维 纳 过 程 。1927 年 ,英国 植 
WER R. 布朗 观察 到 其 学 在 液体 
中 的 微粒 子 作 不 规则 的 运动 ,这 种 
运动 的 数学 抽象 ,就 叫做 布朗 运动 。 
1905 年 ,A，。 爱 因 斯 坦 求 出 了 粒子 
的 转移 密度 。1923 年 美国 数学 家 
N. 维 纳 从 数学 上 严格 定义 了 一 个 
随机 过 程 来 描述 布朗 运动 。 布 朗 运 
动 的 起 因 是 由 于 液体 的 所 有 分 子 都 
处 在 运动 中 , 且 相 互 碰撞 ,从 而 粒子 
周围 有 大 量 分 子 以 微小 但 起 伏 不 定 
的 力 共 同 作 用 于 它 ,使 它 被 迫 作 不 
规则 运动 . 维 纳 的 一 个 重要 结果 ,是 
证 明了 布朗 运动 或 维 纳 过 程 的 存在 
性 。 这 样 的 过 程 是 独立 增 量 过 程 , 因 
而 是 马尔 可 夫 过 程 ,而 且 还 是 靳 和 
正 态 过 程 。 

随机 过 程 的 极限 定理 dimit 
theorems of stochastic process) 
讨论 一 列 随机 过 程 的 概率 分 布 和 样 
本 函数 极限 性 质 的 一 类 定理 。1946 
年 匈牙利 数学 家 P， 爱 尔 特 希 和 波 
兰 一 美国 数学 家 M， 卡 获 在 讨论 独 
并 间 分 布 随 机 变量 序列 的 部 分 和 的 
某 些 连续 谤 函 的 极限 分 布 时 ,发 现 
其 极限 分 布 不 随 原 始 分 布 的 变化 而 
改变 ,以 后 称 这 种 性 质 为 “ 爱 尔 特 希 
一 - 卡 茨 不 变 原 理 ”。1949 年 美国 数 
学 家 J。L。，。 杜 布 指出 柯 尔 莫 龙 洛 
夫 一 斯 米尔 诺 夫 统 计量 的 极限 分 布 
与 布朗 桥 的 上 确 界 的 分 布 相同 ,这 
一 事实 引起 概率 统计 学 界 的 注意 。 
1951 年 M。 唐 斯 克 首 先 证 明了 以 
他 的 名 字 命 名 的 唐 斯 克 不 谈 原 理 。 


它 所 含 的 内 容 相当 丰富 ,由 它 容易 
推出 “ 爱 尔 特 希 一 卡 获 不 变 原理 ”与 
中 心 极 限定 理 。1952 年 唐 斯 克 还 对 
柱 布 指出 的 结论 给 出 了 严格 的 证 
Hj, 虽然 唐 斯 克 不 变 原理 仅仅 讨论 
了 特殊 的 部 分 和 过 程 的 弱 极 限 , 但 
是 它 开 了 一 般 随 机 过 程 弱 收敛 间 题 
研究 的 先河 。 

随机 过 程 弱 收敛 的 基本 问题 是 
寻求 度量 空间 上 概率 测度 列 弱 收敛 
到 概率 测度 P 的 充分 必要 条 件 。 苏 
联 数学 家 ID . B. 普罗 霍 罗 夫 等 人 
分 别 就 具体 的 度量 空间 给 出 了 充分 
必要 条 件 。 这 样 ,如 何 验 证 概率 测度 
族 的 相对 紧 性 就 成 为 验证 概率 测度 
列 弱 收敛 的 关键 。1956 FESES 
夫 证 明了 以 他 的 和 名字 命名 的 定理 ， 
是 这 方面 的 重要 结果 。 

1964 年 ,V， 斯 特 拉 森 证 明了 
斯 特 拉 森 定理 ,这 个 定理 讨论 的 是 
随机 过 程序 列 概率 为 1 的 极限 性 
质 , 而 这 一 性 质 不 随 随机 变量 序列 
的 公共 分 布 而 改变 , 故 称 为 “ 强 不 变 
原理 ”,1965 年 ,斯 特 拉 森 把 他 的 结 
RE IRRE ,后 来 又 被 推广 到 
随机 变量 序列 为 各 种 相依 的 情形 。 

随机 过 程 统计 statistics of 

stochastic process) 根据 观测 对 
随机 过 程 进行 统计 推断 的 理论 与 方 
法 。 早 在 数理 统计 学 发 展 的 初期 ,人 
们 就 已 对 随时 间 推 移 的 观测 结果 运 
用 名 种 统计 分 析 方 法 来 研究 ,但 当 
时 的 研究 还 仅 限于 相互 独立 观测 的 
情形 。20 世纪 30 年 代 , 由 于 描述 社 
会 或 市 场 上 某 些 经 济 指标 变化 的 需 
要 ,必须 对 不 独立 的 观测 结果 进行 
分 析 , 但 起 初 也 只 是 对 离散 时 间 观 
测 的 情形 讨论 。40 年 代 以 后 ,由 于 
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无 线 电 技术 中 信号 检测 与 信号 参数 
估计 的 需要 ,提出 了 许多 有 关连 续 
观测 随机 过 程 的 统计 问题 。 随 机 过 
程 的 统计 推断 这 一 课题 是 U。 格 里 
南 德 于 1951 年 明确 提出 的 ,并 指出 
数理 统计 中 的 最 大 似 然 估计 , 似 然 
比 检验 等 方法 原则 上 可 用 于 随机 过 
程 的 统计 推断 ,但 一 个 关键 问题 是 ， 
要 给 出 随机 过 程 的 不 同 概率 分 布 之 
间 相 互 绝 对 连续 与 奇异 条 件 , 以 及 
概率 分 布 间 的 密度 。 由 于 过 程 统计 
的 需要 ,这 一 问题 在 以 后 引起 相当 
的 重视 和 做 了 大 量 的 工作 ,对 于 各 
类 重要 的 过 程 都 先后 讨论 了 这 一 问 
题 , 在 分 布 间 具有 密度 的 条 件 下 ,就 
可 沿用 数理 统计 的 做 法 。 另 外 ,过 程 
统计 也 仿照 数理 统计 中 处 理 线 性 统 
计 模 型 的 方法 。 由 于 这 类 统计 方法 
要 求 较 宽 , 便 于 应 用 ,所 以 发 展 迅 
速 ,也 愈 广泛 地 被 应 用 。 

滤波 (filtering) 根据 观测 某 
一 随机 过 程 的 结果 ,对 另 一 与 之 有 
关 的 随机 过 程 进行 估计 的 概率 理论 
与 方法 ,滤波 一 词 起 源 于 通信 理论 ， 
它 是 从 含有 噪声 或 干扰 的 接收 信号 
中 提取 有 用 信号 分 量 的 一 种 技术 。 
历史 上 最 先 考 虑 的 是 宽 平稳 过 程 的 
线性 预测 和 滤波 问题 。1939 一 1941 
年 ,苏联 数学 家 A。H。 ARAR 
洛 夫 利用 平稳 序列 的 沃 尔 德 分 解 ， 
给 出 了 线性 预测 的 一 般 理 论 与 处 理 
方法 ,随即 被 推广 到 连续 时 间 的 平 
稳 过 程 。 美 国 数学 家 N“， 维 纳 则 在 
1942 年 对 于 平稳 序列 与 过 程 的 谱 
密度 存在 且 满足 某 种 正则 条 件 的 情 
形 ,利用 谱 分 解 导 出 了 线性 最 优 预 
测 和 滤波 的 明显 表达 式 , 即 维 纳 滤 
波 公式 .上 述 模型 在 50 年 代 被 推广 


到 仅 在 有 限时 间 区 间 内 进行 观测 的 
平稳 过 程 以 及 某 些 特殊 的 非 平稳 过 
程 。 至 今 它 仍 是 处 理 各 种 动态 数据 
及 预测 未 来 的 有 力 工 具 之 一 。 由 于 
高 速 电子 计算 机 的 发 展 以 及 测定 人 
造 卫星 轨道 和 导航 等 技术 问题 的 需 
要 ,R。E。 卡 尔 曼 与 R'S ' 布 西 
于 20 世纪 60 年 代 初期 提出 了 一 类 
新 的 线性 滤波 的 模型 与 方法 ,通称 
为 卡尔 曼 滤 波 。 卡 尔 曼 滤 波 也 有 多 
种 形式 的 推广 ,并 获得 了 日 益 广泛 
的 应 用 .与 卡尔 曼 滤 波 类 似 , 人 们 也 
希望 能 给 出 非 线性 滤波 的 某 种 递 推 
算法 或 它 所 满足 的 随机 微分 方程 。 
但 一 般 它 们 并 不 存在 。 非 线性 滤波 
的 研究 工作 相当 活跃 , 它 涉及 随机 
过 程 论 的 许多 近代 成 果 。 目 前 对 于 
一 类 所 谓 “ 条 件 正 态 过 程 "已 经 给 出 
了 非 线性 最 优 滤波 的 可 严格 实现 的 
递 推算 式 。 
数理 统计 学 (mathematical 
statistics) 数理 统计 学 是 研究 大 
量 随机 现象 的 统计 规律 性 的 数学 学 
科 。 其 核心 问题 是 根据 从 总 体 中 随 
机 抽出 的 样本 里 所 获得 的 信息 来 推 
断 总 体 的 性 质 。 
数理 统计 学 的 发 展 可 分 为 三 个 
时 期 。 
20 世纪 以 前 ,是 数理 统计 学 的 
萌芽 时 期 .这 个 时 期 ,总 的 说 没有 超 
出 描述 性 统计 的 范围 。 历 史上 最 早 
出 现 的 统计 推断 可 以 看 作 是 英国 统 
计 学 家 J， 格兰特 在 1662 年 组 织 
调查 伦敦 市 死亡 人 数 , 从 数量 上 去 
掌握 集团 的 统计 推断 ,并 发 表 专 著 


《从 自然 和 政治 方面 观察 死亡 统计 


表 》。 因此 ,数理 统计 学 可 认为 是 格 
兰 特 于 17 世纪 60 年 代 开创 的 。 格 
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兰 特 对 生命 统计 ,保险 统计 及 经 济 
统计 进行 数学 的 研究 。 这 一 学 问 曾 
被 称 为 “政治 算术 ”。 他 由 统计 的 结 
果 发 现 人 口 出 生 率 与 死亡 率 相对 稳 
定 , 于 是 提出 “大 数 恒 静 定律 ”, 成 为 
统计 学 的 基本 原理 。 

由 于 需要 对 各 地 人 口 .农业 生 
产品 及 国际 贸易 数量 的 估计 , 散 待 
若干 形式 的 测定 数 作为 处 理 问题 的 
根据 ,并 需要 科学 的 方法 ,对 测定 数 
进行 分 析 。 于 是 统计 学 的 数学 性 质 
逐渐 加 深 ,奠定 了 现代 数理 统计 学 
的 基础 。 

这 个 时 期 ,在 概率 论 方面 有 较 
多 的 发 展 ,必然 影响 到 数理 统计 学 
的 发 展 。 现 在 人 们 所 理解 的 统计 推 
断 程 序 ,最 早 的 就 是 贝斯 方法 。T。 
贝斯 在 1763 年 发 表 的 《4 论 有 关机 遇 
问题 的 求解 对 后 世 的 统计 思想 影 
响 很 大 。 

19 世纪 初 开始 用 概率 模型 进 
行 数据 分 析 。 高 斯 和 勒 让 德 首先 把 
最 小 二 乘法 用 于 分 析 天 文 观 测 中 的 
误差 。20 EZUR, RN REZ 
过 俄国 数学 家 马尔 可 夫 和 其 他 学 者 
的 工作 ,成 为 数理 统计 学 中 的 一 个 
重要 方法 。 

19 世纪 中 叶 , 许 多 数理 统计 学 
理论 的 新 发 展 ,几乎 直接 或 间接 地 
由 两 个 人 所 推动 。 一 个 是 比利时 统 
计 学 家 A， 凯 特 勒 ,一 个 是 英国 生 
物 学 家 S。E“。 高 尔 顿 。 凯 特勤 的 主 
要 功绩 在 于 使 统计 方法 获得 普遍 应 
用 。 他 对 天 文学 .数学 .物理 学 .生物 
学 、 社 会 统计 学 及 气象 学 等 均 有 研 
究 , 将 统计 方法 应 用 到 上 述 研究 范 
围 上 去 ,并 强调 了 正 态 分 布 的 用 途 ， 
主张 这 一 分 布 状态 可 以 适用 于 许多 


Co 


学 科 范 畴 。 凯 特 勒 曾 致力 于 比利时 
国势 调查 以 及 组 织 国际 统计 活动 。 
他 引进 所 谓 “ 平 均 人 ”的 概念 ,起 了 
总 体 概念 的 先驱 作用 。 高 尔 顿 最 早 
把 统计 方法 应 用 于 生物 学 。 他 曾 到 
非洲 考察 和 探险 ,搜集 了 大 量 资料 ， 
并 投入 很 大 精力 钻研 资料 中 所 隐藏 
的 模型 与 关系 。 在 1889 年 出 版 了 
《自然 的 遗传 > 一 书 ,引进 了 回归 直 
线 ,相关 系数 的 概念 ,创立 了 回归 分 
析 。 此 外 ,高 尔 顿 还 提出 了 中 位 数 、 
四 分 位 数 、 百 分 位 数 及 四 分 位 偏差 

爱尔兰 经 济 学 家 ,统计 学 家 
E。Y， 埃 奇 沃 思 关 于 方差 和 或 然 
误差 的 一 系列 文章 也 是 这 一 时 期 的 
工作 。 

从 19 世纪 未 到 第 二 次 世界 大 
战 结束 ,可 认为 是 数理 统计 学 发 展 
的 第 一 个 时 期 。 数 理 统 计 学 茵 勃发 
展 , 日 渐 成 熟 , 提 出 一 些 带 根本 性 的 
重要 概念 和 方法 ,一 些 基本 分 支 形 
成 。 

英国 数学 家 和。 皮尔 孙 将 数理 
统计 应 用 于 生物 遗传 和 进化 诸 问 
题 ,得 到 生物 统计 学 和 社会 统计 学 
的 一 些 基本 法 则 ,进一步 发 展 了 回 
归 和 相关 的 理论 。 术 语 “ 总 体 ”“ 众 
数 ”“ 标 准 差 ”“ 变 差 系 数 ” 都 是 他 
引进 的 。 他 在 1900 年 提出 了 检验 拟 
合 优 度 的 姑 统 计量 ,并 证 明 其 极限 
分 布 是 必 分 布 。 这 个 结果 是 大 样本 
统计 的 先驱 性 工作 。 

1908 4E, Xt [R "E GE W - S - X 
塞 特 导出 了 t 统 计量 的 精确 分 布 形 
式 。 它 不 仅 成 为 数理 统计 学 常用 的 
工具 ,而 且 也 是 统计 量 精确 分 布 理 
论 中 一 系列 主要 结果 的 开端 ,特别 
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在 多 元 正 态 总 体 抽样 分 布 方面 有 重 
要 意义 。 因 此 ,可 以 说 戈 塞 特 的 工作 
为 样本 资料 的 统计 分 析 与 解释 开辟 
了 一 个 新 纪元 。 

REFERA. HERAA 
代数 理 统计 学 的 形成 和 发 展 作 出 了 
决定 性 的 贡献 。 他 是 一 些 有 重要 理 
论 和 应 用 价值 的 统计 分 支 和 方法 的 
开创 者 ,他 的 《理论 统计 的 数学 基 
础 ) 是 现代 数理 统计 学 的 莫 基 作 之 
一 。 他 引进 了 解 消 假设 和 显著 性 检 
验 的 概念 ,成 为 假设 检验 理论 的 先 
驱 , 并 列举 了 一 致 性 ,有 效 性 和 充分 
性 ,作为 参数 估计 量 应 具备 的 性 质 ; 
建立 了 以 最 大 似 然 估计 为 中 心 的 点 
估计 理论 :与 E。 耶 茨 合作 创立 了 
实验 设计 .他 凭借 随机 化 的 手段 ,成 
功 地 把 概率 模型 带 进 了 实验 领域 ， 
并 作为 分 析 这 种 模型 的 一 个 方法 ， 
建立 了 方差 分 析 法 。 

美国 学 者 J' RRIK 皮尔 
ETES. EREE 1928 一 
1938 年 期 间 对 假设 检验 作 了 系统 
和 深入 地 研究 ,发表 了 一 系列 文章 ， 
建立 了 假设 检验 的 严格 数学 理论 。 
泰 曼 引 进 了 俭 验 功效 函数 概念 ,以 
此 作为 判断 检验 程序 好 坏 的 标准 。 
奈 曼 的 另 一 项 重要 员 献 是 在 1934 
7-1937 年 间 建立 的 置信 区 间 估 计 
理论 ,并 把 它 应 用 于 遗传 学 、 医 学 诊 
断 、 天 文学 、 气 多 学 和 农业 试验 方 
面 ,取得 了 许多 成 果 。 

我 国 著名 数理 统计 学 家 许 宝 又 
在 20 世纪 数理 统计 史上 享有 盛名 。 
他 在 多 元 分 析 领 域 以 及 线性 模型 的 
统计 推断 理论 方面 ,都 作出 了 奠基 
性 工作 。 

1925 一 1930 年 间 , 英 国 数学 家 


G + U * 尤 尔 研究 了 振荡 的 时 间 序 
列 ,引进 了 自 回 归 和 序列 相关 等 重 
要 概念 , 莫 定 了 时 间 序 列 分 析 这 个 
统计 分 支 的 现代 发 展 基础 。 

1946 年 ,瑞典 统计 学 家 H e E 
拉 黑 发 表 了 《统计 学 的 数学 方法 ;一 
书 , 对 二 次 大 战 前 数理 统计 发 展 的 
大 部 分 工作 作出 了 扼要 的 总 结 。 

第 二 次 世界 大 战 以 后 是 数理 统 
计 学 发 展 的 第 三 个 时 期 .这 一 时 期 ， 
数理 统计 学 在 应 用 和 理论 两 方面 继 
续 深入 发 展 , 战 后 ,由 于 经 济 和 和 军事 
技术 上 的 飞速 发 展 以 及 电子 计算 机 
的 出 现 ,使 统计 方法 的 应 用 范围 十 
分 广泛 。 如 在 工业 上 应 用 统计 质量 
管理 ,并 由 此 产生 了 抽样 检验 ,管理 
图 等 方法 ,其 它 如 试验 设计 、 多 元 分 
析 、 时 间 序 列 分 析 等 也 找到 了 不 少 
新 的 应 用 领域 。 

战 后 统计 理论 是 沿 着 纵深 的 方 
向 和 使 用 更 加 复杂 的 数学 工具 的 方 
向 发 展 的 ,在 许多 情况 下 ,是 把 战 前 
已 有 发 端的 理论 引 向 深入 与 完善 ， 
显著 的 表现 是 在 大 样本 理论 方面 。 
例如 ,最 大 似 然 估计 和 非 参 数 统计 
的 大 样本 理论 ,在 战 前 只 有 初步 结 
果 , 现 已 达到 完善 的 地 步 。 

1950 年 ,美国 学 者 A， 瓦尔 德 
创立 了 统计 决策 理论 , 它 是 统 沁 学 
的 统一 数学 理论 。 它 把 推断 程序 的 
全 体 命名 为 判决 函数 空间 ,第 一 次 
明确 地 定义 它 为 一 个 集合 ,这 样 一 
来 ,检验 和 估计 等 数理 统计 问题 可 
用 统一 方法 处 理 。 这 种 理论 对 战 后 
数理 统计 各 分 支 的 发 展 产生 了 程度 
不 同 的 影响 ,开拓 了 统计 学 一 些 新 
的 研究 领域 ,特别 是 参数 估计 这 个 
BLERK TF. MRA TEKE 
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化 。 
贝 叶 斯 统计 学 派 影响 的 增长 是 
战 后 数理 统计 发 展 的 另 一 特征 。 因 
为 贝 叶 斯 方法 是 在 作 统计 推断 前 考 
虑 和 运用 了 事前 经 验 ,并 提供 了 一 
种 易于 实用 者 掌握 的 解决 问题 的 方 
法 ,在 应 用 上 取得 相当 的 地 位 ,一 些 
学 者 的 专著 中 , 贝 叶 斯 方法 仍 占 有 
很 大 篇 幅 , 并 且 以 只 叶 斯 方法 为 工 
具 研 究 的 统计 问题 也 日 渐 增 多 。 贝 
叶 斯 统计 在 理论 上 的 进展 以 及 它 在 
应 用 上 的 方便 和 效益 ,使 其 观点 为 
更 多 的 人 所 了 解 和 接受 .尽管 如 此 ， 
贝 叶 斯 统计 始终 是 统计 界 争 论 的 问 
题 。 
电子 计算 机 的 广泛 应 用 ,也 对 
战 后 数理 统计 学 的 发 展 产生 了 不 小 
的 影响 。 有 了 计算 机 ,过 去 停留 在 理 
论 上 的 方法 得 以 付 诸 实施 ,而 这 又 
反 过 来 促进 人 们 提出 和 解决 一 些 理 
论 上 的 问题 。 
统计 量 (statistic) 样本 的 已 
知 函 数 ,其 作用 是 把 样本 中 有 关 总 
体 的 信息 汇集 起 来 ,是 数理 统计 学 
中 一 个 重要 的 基本 概念 。 常 用 统计 
RAPAE, AFRE. U 统计 量 
和 秩 统 计量 等 。 其 中 U 统 计量 是 
W。 霍 夫 丁 于 1948 年 引进 的 .统计 
量 的 充分 性 和 完全 性 是 两 个 重要 概 
念 ,充分 性 是 费 希 尔 在 1925 年 引进 
的 ,J* REMP eR. 哈 尔 莫 斯 在 
1949 年 严格 证 明了 一 个 判定 统计 
量 充分 性 的 方法 , 叫 因 子 分 解 定理 。 
统计 量 的 分 布 叫 抽样 分 布 , 它 的 研 
究 是 数理 统计 中 的 重要 课题 。 对 一 
维 正 态 总 体 , 有 三 个 重要 的 抽样 分 
布 , 即 姑 分 布 ,+ 分 布 和 FE 分布。 其 
中 六 分 布 是 F. 赫 尔 梅 特 于 1875 年 


在 研究 正 态 总 体 的 样本 方差 时 得 到 
的 :t 分 布 是 英国 统计 学 家 W S. 
RERA FET 1908 年 提 
出 的 ;FF 分布 是 费 希 尔 在 20 世纪 20 
年 代 提 出 的 。 

实验 设计 法 (Method of de- 
sign of experiments) 又 称 试验 
设计 法 .数理 统计 学 的 一 个 分 支 , 研 
究 如 何 制 定 实验 方案 ,以 提高 实验 
效率 ,缩小 随机 误差 的 影响 ,并 使 实 
验 结果 能 有 效 地 进行 统计 分 析 的 理 
论 与 方法 。 英 国 统计 学 家 费 希 尔 于 
1923 年 与 梅 克 齐 合作 发 表 了 第 一 
个 实验 设计 的 实例 ,1926 年 提出 了 
实验 设计 的 基本 思想 ,1935 年 出 版 
了 费 希 尔 的 名 著 《 实 验 设计 法 》 其 
中 提出 了 实验 设计 应 遵循 三 个 原 
则 :随机 化 、 局 部 控制 和 重复 。 费 希 
尔 最 早 提出 的 设计 是 随机 区 组 和 拉 
丁 方 方 法 ,两 者 都 体现 了 上 述 原 则 。 
1946 年 ,英国 统计 学 家 芬 尼 在 保证 
能 估计 全 部 主 效 应 和 少数 一 部 分 低 
阶 交互 作用 的 前 提 下 ,提出 了 部 分 
实施 法 。 正 交 表 是 进行 部 分 实验 法 
最 方便 的 一 种 工具 ,日 本 统计 学 家 
田口 玄 一 为 正 交 表 的 形式 和 广泛 应 
用 作出 了 在 国际 上 很 有 影响 的 工 
作 。 

点 估计 (point estimation) 总 
体 未 知人 参数 估计 的 一 种 形式 。 目 的 
是 依据 样本 估计 总 体 分 布 所 含 未 知 
参数 或 未 知 参数 的 函数 。 构 造 点 估 
WETER ADA EEE RK 
似 然 估 计 法 .最 小 二 乘法 和 贝 叶 斯 
估计 法 。1894 年 英国 统计 学 家 皮尔 
避 提 出 的 矩 估计 法 ,要 旨 是 用 样本 
和 矩 的 函数 估计 总 体 矩 的 同一 函数 。 
最 大 似 然 估 计 法 是 一 种 重要 而 普遍 
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的 点 估计 法 ,由 英国 统计 学 家 费 希 
尔 在 1912 年 提出 的 ,后 来 在 他 的 
1921 年 和 1925 年 的 工作 中 又 加 以 
发 展 。 最 小 二 乘 估 计 法 是 由 德国 数 
学 家 高 斯 在 1799 一 1809 年 和 法 国 
数学 家 勒 让 德 在 1806 年 提出 的 ,并 
由 俄国 数学 家 马尔 可 夫 在 1900 年 
加 以 发 展 。 它 主要 用 于 线性 统计 模 
型 中 的 参数 估计 问题 。 贝 叶 斯 估计 
法 是 基于 “ 贝 叶 斯 学 派 ” 的 观点 而 提 
出 的 估计 法 。 英 国学 者 贝 叶 斯 1763 
年 在 t 论 有 关机 过 问题 的 求解 中， 
提出 了 一 种 归纳 推理 的 理论 ,以 后 
被 一 些 统计 学 者 发 展 成 为 一 种 系统 
的 统计 推断 方法 , 称 为 贝 叶 斯 方法 。 
认为 贝 叶 斯 方法 是 唯一 合理 的 统计 
推断 方法 的 统计 学 者 组 成 “ 员 叶 斯 
学 派 ”, 它 形成 于 20 世纪 30 年 代 。 
到 50 一 60 年 已 发 展 成 为 一 个 很 有 
影响 的 学 派 。 

区 间 fü it C interval 
estimation) 总 体 参 数 估 计 的 一 
种 形式 。 通 过 从 总 体 中 抽取 的 样本 ， 
根据 一 定 的 正确 度 与 精确 度 的 要 
求 ,构造 出 适当 的 区 间 , 以 作为 总 体 
的 分 布 参数 (或 参数 的 函数 ) 的 真 值 
所 在 范围 的 估计 。1934 年 ,由 美国 
统计 学 家 奈 曼 创立 了 一 种 严格 的 区 
间 估 计 理 论 , 给 出 了 置信 系数 和 置 
信 区 闻 的 概念 。20 世纪 30 年 代 初 
期 英国 统计 学 家 费 希 尔 提出 了 一 种 
构造 区 间 估 计 的 方法 , 称 之 为 信任 
推断 法 .另外 , 贝 叶 斯 方法 也 是 一 种 
构造 区 间 估 计 的 方法 。 

假设 检验 (hypothesis testing) 
又 称 统 计 假 设 检验 ,是 一 种 基本 
的 统计 推断 形式 ,也 是 数理 统计 学 
的 一 个 重要 分 支 .在 假设 检验 中 ,有 


一 种 检验 方法 称 为 显著 性 检验 。 它 
是 依据 实际 数据 与 理论 假设 Ho 之 
间 的 偏离 程度 来 推断 是 否 拒绝 Ho 
的 检验 方法 。 拟 合 优 度 检 验 是 一 类 
重要 的 显著 性 检验 。 英 国 统计 学 家 
皮尔 逊 在 1900 年 提出 的 X* Fr Um de 
一 个 拟 合 优 度 检验 。 苏 联 数学 家 柯 
尔 莫 戈 洛 夫 和 斯 米尔 诺 夫 在 20 tt 
纪 30 年 代 的 工作 开辟 了 非 参数 假 
设 检验 的 一 个 方面 ,分 别 得 到 柯 尔 
莫 戈 洛 夫 和 斯 米尔 诺 夫 检验 ,都 是 
重要 的 拟 合 优 度 检 验方 法 。 美 国学 
者 奈 曼 和 皮尔 名 之 子 E，S。… 皮尔 
逊 在 前 人 工作 的 基础 上 ,于 1928 一 
1938 年 间 对 假设 检验 作 了 系统 和 
深入 地 研究 ,发 表 了 一 系列 文章 , 建 
立 了 假设 检验 的 严格 数学 理论 。 奈 
曼 引 进 了 检验 功效 消 数 的 概念 ,以 
此 作为 判断 检验 程序 好 坏 的 标准 。 
奈 曼 与 E。S。 皮尔 逊 在 1933 年 提 
出 了 著名 的 奈 曼 一 皮尔 还 引 理 ,是 
对 简单 假设 寻求 最 大 功效 检验 的 一 
个 构造 性 的 结果 。 运 用 与 最 大 似 然 
估计 类 似 的 原理 ,可 得 到 似 然 比 检 
验 法 .在 一 般 情况 下 ,寻求 似 然 比 的 
精确 分 布 并 不 容易 。1938 年 ,美国 
统计 学 家 成 尔 克 斯 建立 了 有 关 似 然 
比 的 一 个 统计 量 , 并 证 明了 它 渐 近 
多 分 布 ,这 就 为 大 样本 的 似 然 比 检 
验 提供 了 实行 的 可 能 。 用 似 然 比 法 
导出 的 U 检 验 ,i 检 验 和 检验, 都 
是 假设 检验 中 的 重要 检验 法 。 
统计 决策 理论 (statistical de- 
cision theory) 一 种 数理 统计 学 
的 理论 。 这 种 理论 把 数理 统计 间 题 
看 成 是 统计 学 家 与 大 自然 之 间 的 博 
弈 ,用 这 种 观点 把 各 种 各 样 的 统计 
问题 统一 起 来 ,以 对 策 论 的 观点 来 
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研究。 这 一 理论 的 创立 是 数理 统计 
学 上 的 一 次 革新 , 拓 广 了 统计 学 的 
内 容 范围 ,有 较 大 的 实际 意义 。 美 国 
统计 学 家 瓦尔 德 ,1939 年 开始 探讨 
这 一 理论 ,提出 一 般 的 判决 问题 , 引 
进 了 损失 消 数 、 风 险 函 数 、 极 小 极 大 
原则 和 最 不 利 先 验 分 布 等 重要 概 
念 。 他 于 1950 年 出 版 了 专著 《统计 
决策 函数 (中 译本 ,上 海 科技 出 版 
社 ,1960) ,系统 地 总 结 了 他 在 这 一 
理论 研究 中 的 成 果 。 同 时 也 宣布 统 
计 决 策 理 论 的 正式 创立 。 瓦 尔 德 的 
理论 受到 统计 学 界 的 重视 ,成 为 二 
次 大 战 后 统计 学 史上 一 个 重大 事 
件 。 1950 年 以 后 的 几 十 年 在 这 方面 
做 了 不 少 工作 ,同时 ,这 种 理论 对 数 
理 统计 各 分 支 的 发 展 产生 了 程度 不 
同 的 影响 ,特别 是 参数 估计 这 个 分 
支 在 其 影响 下 ,面貌 有 了 很 大 变化 。 

BR PD 分 析 (sequential 
analysis) 数理 统计 学 的 一 个 分 
支 。 其 名 称 源 出 于 美国 统计 学 家 瓦 
尔 德 在 1947 年 发 表 的 一 本 间 名 著 
作 。 它 研究 的 对 象 是 所 谓 “ 序 贯 抽样 
方案 ”, 及 如 何 用 这 种 抽样 方案 得 到 
的 样本 去 作 统 计 推断 。 美 国 统计 学 
家 道奇 和 罗 米 格 的 二 次 抽样 方案 是 
较 早 的 一 个 序 贯 抽样 方案 。1945 
年 , 施 坦 针 对 方差 未 知 时 估计 和 检 
验 正 态 分 布 的 均值 的 问题 ,也 提出 
了 一 个 二 次 抽样 方案 , 据 此 序 贯 抽 
样 方案 既 可 节省 抽样 量 , 又 可 达到 
预定 的 推断 可 靠 程度 及 精确 程度 。 
第 二 次 世界 大 战 时 ,为 军需 验收 工 
作 的 需要 , 瓦尔 德 发 展 了 一 种 一 般 
性 的 序 贯 检验 方法 , 叫 序 贯 概率 比 
检验 ,此 法 在 他 的 1947 年 的 著作 中 
有 系统 的 介绍 。 瓦 尔 德 的 这 种 方法 


提供 了 根据 各 次 观测 得 的 样本 值 接 
受 原 假设 Ho 或 接受 备 择 假设 HH 的 
临界 值 的 近似 公式 ,也 给 出 了 这 种 
检验 法 的 平均 抽样 次 数 和 功效 函 
数 ,并 在 1948 年 与 美国 统计 学 家 沃 
尔 弗 维 获 一 起 ,证 明了 在 一 切 两 种 
错误 概率 分 别 不 超过 “和 8 的 检验 
类 中 ,上 述 序 贯 概率 比 检 验 所 需 平 
均 抽 样 次 数 最 少 。 瓦 尔 德 在 其 著作 
中 也 考虑 了 复合 检验 的 问题 ,有 许 
多 统计 学 者 研究 了 这 种 检验 。 瓦 尔 
德 的 上 述 开 创 性 工作 ,引起 了 许多 
统计 学 者 对 序 贯 方法 的 注意 ,并 继 
续 进 行 工作 ,从 而 使 序 贯 分 析 形 成 
为 数理 统计 学 的 一 个 分 支 。 除 了 检 
验 问题 以 外 , 序 贯 方法 在 其 他 方面 
也 有 不 少 进展 ,如 在 一 般 的 统计 决 
策 问 题 , 点 估计 方面 ,区 间 估 计 方 面 
都 有 不 少 工 作 。 

线性 统计 权 型 (linear statisti- 
cal model) 数理 统计 学 中 研究 变 
量 之 间 关 系 的 一 种 模型 ,其 中 未 知 
参数 仅 以 线性 形式 出 现 。 主 要 包括 
线性 回归 分 析 、 方 差分 析 和 协 方差 
分 析 。 线 性 回归 模型 是 最 简单 的 模 
型 .高 斯 在 19 世纪 初 引 进 的 最 小 二 
乘法 成 为 线性 模型 统计 分 析 的 工 
有 具 ,俄国 数学 家 马尔 可 夫 在 20 世纪 
初 完成 了 这 种 模型 的 葛 基 工作 。 
1923 年 ,英国 统计 学 家 费 希 尔 , 凭 
借 随机 化 的 手段 ,成 功 地 把 统计 模 
型 带 进 实 验 领域 ,并 作为 分 析 这 种 
模型 的 一 个 方法 ,建立 了 方差 分 析 
法 ,线性 模型 在 实用 上 有 重要 意义 。 
在 理论 上 ,近年 来 也 有 不 少 新 发 展 ， 
如 在 对 回归 系数 的 估计 上 ,发 展 了 
有 偏 估计 、 稳 健 估计 、 非 参数 估计 及 
序 贯 估计 等 方法 。 在 大 样本 理论 方 
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面 取得 了 广泛 而 深入 的 结果 。 

争 元 统计 分 析 (multivariate 
Statistical analysis) 当 总 体 的 分 
布 是 多 维 概率 分 布 时 ,处 理 该 总 体 
的 数理 统计 理论 和 方法 。 数 理 统计 
学 的 一 个 重要 分 支 , 早 在 19 世纪 就 
出 现 了 处 理 二 维 正 态 总 体 的 一 些 方 
法 ,但 系统 地 处 理 多 维 概率 分 布 总 
体 的 统计 分 析 问 题 , 则 开始 于 20 世 
纪 , 人 们 常 把 1928 年 维 夏 特 分 布 的 
导出 作为 多 元 统计 分 析 成 为 一 个 独 
立 学 科 的 标志 。20 HE 30 ER, 


OUR USE VESEURUA RUP PFA 


作 了 一 系列 疯 基 性 工作 。40 ER, 
多 元 统计 分 析 在 心理 ,教育 .生物 等 
方面 获得 了 一 些 应 用 。 由 于 应 用 时 
常 需 大 量 的 计算 ,加 上 第 二 次 世界 
大 战 的 影响 ,使 其 发 展 停滞 了 相当 
长 的 时 间 。50 年 代 中 期 , 随 着 电子 
计算 机 的 发 展 和 普及 , 它 在 地 质 、 气 
象 .标准 化 .生物 .图像 处 理 、 经 济 分 
析 等 许多 领域 得 到 了 广泛 的 应 用 ， 
也 促进 了 理论 的 发 展 。 

大 样本 统计 (large sample 
statistics) 研究 样本 大 小 n BF 
无 限时 ,统计 量 和 相应 的 统计 方法 
的 极限 性 质 ,并 据 以 构造 具有 特定 
极限 性 质 的 统计 方法 。 大 样本 统计 
的 发 展 ,依赖 于 概率 论 的 极限 理论 ， 
它 在 一 定 程 度 上 已 构成 概率 论 极限 
理论 的 一 个 方面 。1900 年 ,英国 统 
计 学 家 皮尔 逊 证 明了 关于 拟 合 优 度 
的 *? 统 计量 的 分 布 渐 近 于 xX? 分 布 
的 著名 定理 .可 以 作为 大 样本 理论 
的 开端 。1938 年 威 尔 克 斯 证 明了 : 
在 相当 广泛 的 条 件 下 ,有 关 似 然 比 
的 一 个 统计 量 是 渐 近 XY? 分布 的 。 得 
到 了 大 样本 的 似 然 比 检验 法 。 在 点 


估计 理论 中 ,大 样本 的 优良 性 准则 
有 相合 性 .最 优 渐 近 正 态 分 布 和 渐 
近 有 效 性 。 1949 年 美国 统计 学 家 瓦 
尔 德 的 工作 证 明了 最 大 似 然 估计 的 
相合 性 ,并 在 以 后 为 许多 学 者 所 发 
展 。 线 性 统计 模型 中 ,参数 的 最 小 二 
乘 估计 的 相合 性 研究 始 于 20 世纪 
60 年 代 , 近 年 来 取得 很 大 进展 。 
1946 年 瑞典 数学 家 克拉 上 默 定义 了 
渐 近 有 效 估计 的 概念 。1960 年 印度 
统计 学 家 巴 哈 杜 尔 提出 另 一 种 渐 近 
有 效 性 的 概念 ,还 可 以 用 于 假设 检 
验 问题 。 近 年 来 ,日 本 统计 学 家 竹内 
启 又 发 展 了 估计 的 渐 近 有 效 性 概 
念 。 大 样本 理论 在 非 参 数 统计 中 十 
据 了 主导 地 位 。 第 二 次 世界 大 战 前 ， 
非 参 数 统计 的 大 样本 理论 已 有 了 一 
些 结果 ,从 20 世纪 50 年 代 直 到 现 
代 , 更 有 了 显著 的 进展 ,尤其 是 关于 
秩 统 计量 与 U 统计 量 的 大 样本 理 
论 , 及 基于 这 种 理论 的 大 样本 非 参 
数 方法 ,研究 成 果 很 多 ,在 点 估计 的 
大 样本 方面 ,值得 提 到 的 还 有 自 适 
应 估计 、 稳 健 估计 方面 的 许多 结果 ， 

非 人 参数 统计 (nonparametric 
statistics》 数理 统计 学 的 一 个 分 
支 。 如 果 在 一 个 统计 问题 中 ,其 总 体 
分 布 不 能 用 有 限 个 实 参数 来 刻画 ， 
只 能 对 它 作 一 些 诸如 分 布 连续 、 有 
密度 .具有 某 阶 矩 等 一 般 性 的 假定 ， 
则 称 之 为 非 参数 统计 问题 。 秩 方法 
是 基于 秩 统计 量 的 一 类 重要 的 非 参 
数 统计 方法 。1945 年 威 尔 科 克 森 提 
出 的 “两 样本 秩 和 检验 ”是 秩 方 法 的 
有 代表 性 的 例子 。 秩 方法 的 一 个 早 
期 结果 是 斯 皮尔 曼 于 1904 年 提出 
的 秩 相关 系数 。 苏 联 数学 家 柯 尔 莫 
戈 洛 夫 和 斯 米尔 诺 夫 在 20 世纪 30 
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年 代 的 工作 开辟 了 非 参数 统计 的 一 
个 方面 ,分 别 建立 了 柯 尔 莫 戈 洛 夫 
检验 和 斯 米尔 诺 夫 检验 。 由 于 非 参 
数 统计 中 对 分 布 假定 要 求 的 条 件 
宽 ,因而 大 样本 理论 占据 了 主导 地 
位 ,第 二 次 世界 大 战 前 , 非 参 数 统计 
的 大 样本 理论 已 有 一 些 结果 ,从 20 
世纪 50 年 代 直 到 现在 ,更 有 显著 进 
展 。 
稳健 统计 (robust statistics) 
数理 统计 学 的 一 个 方面 ,研究 当 总 
体 假 定 稍 有 变动 及 记录 数据 有 失误 
时 ,统计 方法 的 适应 性 问题 在 实际 
问题 中 ,总 体 的 分 布 与 假定 略 有 偏 
离 , 或 在 大 量 的 观测 数据 中 存在 受 
到 过 失误 差 影响 的 “异常 数据 ”等 ， 
如 果 在 这 种 情况 下 ,所 用 的 统计 方 
法 的 性 能 仅 受 到 少许 影响 ,就 称 它 
具有 稳健 性 。 稳 健 性 一 词 是 英国 统 
计 学 家 博克 斯 在 1953 年 提出 的 ,但 
关于 稳健 性 的 思想 ,可 追溯 到 20 til 
纪 初 期 ,有 些 稳健 性 统计 方法 ,如 修 
前 平均 ,使 用 还 要 早 些 。 从 1960 年 
美国 统计 学 家 图 基 发 表 他 的 工作 以 
来 ,这 方面 的 工作 得 到 更 多 统计 学 
家 的 重视 。1964 年 休 伯 发 表 了 他 关 
于 M 估计 的 工作 ,进一步 推动 了 它 
的 发 展 ,到 1980 年 为 止 关 于 这 方面 
的 工作 ,已 由 休 伯 写成 专著 。 

DLH Hitit Bayes statistics) 

数理 统计 学 中 一 种 归纳 推理 的 理 
论 ,最 早 是 英国 学 者 贝 叶 斯 1763 年 
在 论文 论 有 关机 过 问题 的 求解 ) 中 
建立 条 件 概 率 的 贝 叶 斯 定理 ,以 后 
被 一 些 统计 学 者 发 展 为 一 种 系统 的 
统计 推断 方法 , 称 为 贝 叶 斯 方法 。 采 
用 这 种 方法 作 统 计 推 断 所 得 的 全 部 
结果 ,构成 贝 叶 斯 统计 的 内 容 。 认 为 


贝 叶 斯 方法 是 唯一 合理 的 统计 推断 
方法 的 统计 学 者 组 成 贝 叶 斯 学 派 ， 
其 形成 可 追溯 到 20 世纪 30 年 代 。 
第 二 次 世界 大 战 后 , 贝 叶 斯 学 派 的 
影响 日益 扩大 ,以 中 时 斯 方法 为 工 
有 具 研究 的 统计 问题 也 日 渐 增 多 。 贝 
叶 斯 统计 在 理论 上 的 进展 以 及 它 在 
应 用 上 的 方便 和 效益 ,使 其 观点 为 
更 多 的 人 们 所 了 解 和 接受 。 尽 管 如 
此 , 贝 叶 斯 统计 始终 是 统计 学 界 争 
论 的 问题 。 

统计 质量 管理 (statistical 
quality control》 应 用 数理 统计 
学 的 工具 处 理工 业 产品 质量 问题 的 
理论 和 方法 。 通 常 认为 统计 质量 管 
理 包括 控制 图 ,抽样 检 验 和 可 靠 性 
理论 与 方法 等 内 容 。 统 计 质 量 管理 
产生 于 20 世纪 20 年 代 , 开 创 性 工 
作 是 由 在 美国 的 研究 和 发 展 公司 
一 一 贝尔 实验 室 工 作 的 WwW. A. 体 
险 特 和 H。F。 道奇 在 1925 年 分 别 
提出 的 休 哈 特 控制 图 和 计数 抽样 检 
验方 案 , 当 时 只 有 少数 工厂 应 用 .第 
二 次 世界 大 战 中 ,由 于 对 武器 质量 
和 数量 的 需求 ,使 控制 图 和 抽样 检 
验 的 理论 与 方法 得 到 进一步 的 发 展 
和 完善 .此 外 , 随 着 复杂 武器 系统 的 
研制 以 及 电子 设备 的 广泛 应 用 , 产 
品 可 靠 性 问题 也 越 来 越 突出 , 从 而 
开创 了 可 靠 性 理论 与 可 靠 性 工程 ， 
使 统计 质量 管理 进入 新 的 发 展 阶 
段 。 战 后 美国 及 其 他 国家 相继 成 立 
了 有 关 质 量 管理 的 专门 学 术 机 构 ， 
出 版 了 许多 刊物 ,还 陆续 制定 了 军 
用 的 .国家 的 和 国际 的 抽样 检验 表 
和 有 关 统 计 质 量 的 标准 .20 世纪 50 
年 代 , 美 国 A. V. 费 根 又 提出 了 
全 面 质量 管理 的 思想 。 第 二 次 世界 
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大 战 以 后 ,在 美国 统计 学 家 和 质量 
管理 专家 的 帮助 下 ,日 本 的 质量 管 
理 得 到 迅速 发 展 ,在 不 到 30 年 的 时 
间 里 ,创建 了 日 本 式 的 全 面 质量 管 
理 ,使 日 本 的 工业 产品 质量 跃 居 世 
RA. PEA 20 世纪 70 年 代 后 
期 开始 ,吸取 了 日 本 的 经 验 , 结 合 
国 具 体 情况 ,有 计划 地 普及 和 应 用 
全 面 质量 管理 ,取得 了 较 好 的 成 效 。 

iZ 98 3 (Operational research 
或 operations research) 运用 科 
学 的 数量 方法 (主要 是 数学 模型 ) 研 
究 对 人 力 、 物 力 进行 合理 筹划 和 运 
用 ,寻找 管理 及 决策 最 优化 的 综合 
性 学 科 .。 我 国 科学 家 把 它 译 成 “运筹 
学 ”, “运筹 ”一 词 出 于 《4 史记， 高祖 
本 纪 》;“ 运 筹 策 帷 曝 之 中 ,决胜 千里 
之 外 。” 

最 早 进行 的 运筹 学 工作 是 以 英 
国生 理学 家 希 尔 为 首 的 英国 国防 部 
防空 试验 小 组 在 第 一 次 世界 大 战 期 
间 进 行 的 高 射 炮 系 统 利 用 研究 。 同 
时 美国 人 莫 尔 斯 建立 的 分 析 美 国 海 
军 横 跨 大 西洋 护航 队 损 失 的 数学 模 
型 也 是 运筹 学 的 早期 工作 ,这 一 工 
作 在 第 二 次 世界 大 战 中 有 了 深入 而 
全 面 的 发 展 。1938 年 ,英国 空军 就 
有 了 飞机 定位 和 控制 系统 ,并 在 沿 
海 设立 了 雷达 站 ,用 来 发 现 敌 机 ,但 
在 一 次 空 防 演习 中 发 现 ,由 这 些 雷 
达 送 来 的 (常常 是 互相 了 矛盾 的 ) 信 
息 ,需要 加 以 协调 和 关联 ,才能 改进 
作战 效能 。 于 是 提出 了 “运筹 ”的 课 
题 ,为 此 ,英国 成 立 了 专门 的 小 组 ， 
击 罗 威 把 这 一 课题 研究 命名 为 运筹 
学 。 专 门 小 组 就 是 空军 运筹 学 小 组 ， 
当时 主要 从 事 警 报 和 控制 系统 的 研 
究 , 在 1939 年 到 1940 年 ,这 个 小 组 


和 


的 任务 扩大 到 包括 防卫 战斗 机 的 布 
置 ,并 对 未 来 的 战斗 进行 预测 ,以 供 
决策 之 用 ,这 个 小 组 的 工作 对 后 来 
的 不 列 颠 空战 的 胜利 起 了 积极 的 作 
用 。 第 二 次 世界 大 战 中 ,运筹 学 被 广 
泛 应 用 于 军事 系统 工程 中 去 , 除 英 
国外 ,美国 ,加拿大 等 国 也 成 立 了 军 
事 数 学 小 组 ,研究 并 解决 战争 提出 
的 运筹 学 课题 ,例如 ,组 织 适当 的 护 
航 编队 使 运输 船 队 损失 最 小 ,改进 
搜索 方法 ,及 时 发 现 敌 军 潜艇 ;改进 
深水 炸弹 的 起 爆 深 度 , 提高 了 毁伤 
率 ; 合 理 安排 飞机 维修 ,提高 了 飞机 
的 利用 率 等 。 这 些 运 筹 学 成 果 对 盟 
军 大 西洋 海战 的 胜利 起 了 十 分 重要 
的 作用 ,对 许多 战斗 的 胜利 也 起 了 
积极 的 作用 。 战 争 结束 时 ,英美 及 加 
拿 大 军队 中 工作 的 运筹 学 工作 者 已 
超过 了 700 人 , 正 是 由 于 战争 需要 
的 促进 ,运筹 学 有 了 长 足 的 发 展 ,并 
县 形成 为 科学 第 二 次 世界 大 战 后 ， 
运筹 学 开始 用 于 民用 工业 和 政府 管 
理 方面 。 一 些 原 在 军队 中 工作 的 运 
筹 学 工作 者 ,在 英国 成 立 了 一 个 民 
间 组 织 “ 运 筹 学 俱乐部 ”, 定 期 讨论 
如 何 将 运筹 学 转 入 民间 工业 的 间 
题 ,并 取得 了 一 些 进展 ,他 们 的 活动 
受到 各 方面 的 重视 。 

1948 年 ,美国 麻 省 理工 学 院 率 
先 开 设 了 运筹 学 课程 ,许多 大 学 群 
起 效法 ,运筹 学 成 为 一 门 学 科 , 内 容 
也 日 益 丰 富 。1950 年 ,美国 出 版 了 
第 一 份 运筹 学 杂志 ;1951 年 , 莫 尔 
斯 和 金 伯 尔 出 版 了 《运筹 学 方法 ) 一 
书 ,这 是 第 一 本 以 运筹 学 为 名 的 专 
著 , 书 中 总 结 了 第 二 次 世界 大 战 中 
运筹 学 的 军事 应 用 ,并 且 给 出 了 运 
筹 学 的 一 个 著名 的 定义 :运筹 学 是 


phi i PA D = 
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为 执行 部 门 对 它们 控制 下 的 “业务 ” 
活动 采取 决策 提供 定量 依据 的 科学 
方法 。1952 年 ,美国 成 立 了 世界 上 
第 一 个 运筹 学 会 “美国 运筹 学 会 ”。 
1957 年 , 切 齐 曼 等 人 合 著 的 《运筹 
学 导论 ) 一 书 出 版 ,使 运筹 学 的 理论 
体系 完善 化 , 书 中 提出 了 运筹 学 的 
另 一 个 著名 的 定义 ;运筹 学 是 对 于 
有 关系 统 运用 的 问题 ,应 用 科学 的 
方法 ,技巧 和 工具 ,向 管理 系统 运用 
的 人 们 ,提供 对 问题 的 最 优 解答 。 
1959 年 ,国际 运筹 学 联合 会 成 立 ， 
运筹 学 在 世界 范围 内 得 到 全 面 的 发 
展 ,到 1986 年 国际 运筹 学 联合 会 已 
有 35 个 会 员 国 , 大 多 数 都 有 自己 的 
杂志 。 中 国 的 “中 国 数学 会 运筹 学 
会 ?于 1980 年 成 立 , 于 1982 年 加 入 
国际 运筹 学 联合 会 并 创办 我 国 的 
《运筹 学 杂志 》。50 年 代 末 , 计 算 机 
科学 的 发 展 和 电子 计算 机 的 广泛 应 
用 对 运筹 学 的 发 展 起 了 巨大 的 推动 
作用 ;60 年 代 , 运 筹 学 的 理论 有 了 
深入 的 发 展 ;70 年 代 , 运 筹 学 的 重 
点 转向 实际 实用 ;80 年 代 ,在 理论 
和 应 用 两 个 方面 都 有 比较 重要 的 新 
进展 。 

为 什么 运筹 学 在 20 世纪 40 年 
代 后 有 这 样 突飞猛进 的 发 展 呢 ? 那 
就 是 因为 40 年 代 以 来 出 现 的 电子 
计算 机 和 核能 技术 及 50 年 代 兴 起 
的 航天 技术 拉 开 了 新 技术 革命 的 序 
幕 , 科 学 技术 和 生产 的 发 展 出 现 了 
重要 的 现代 化 趋势 :大 批 新 兴 产 业 
迅速 发 展 ,人 们 改造 自然 的 活动 日 
盖 复 杂 化 ,要 求 对 生产 规模 及 其 生 
态 、 自 然 影响 作 全 面 的 预测 ,对 产业 
的 发 展 作 出 评价 和 选择 ;工业 的 迅 
速 发 展 使 同行 业 间 的 竞争 加 剧 , 迫 


切 需 要 对 大 型 工业 的 复杂 结构 和 管 
理 关 系 进 行 研究 ,以 作出 科学 的 分 
析 和 设计 ,产品 更 新 换代 的 加 速 ,要 
求生 产 者 必须 迅速 对 市 场 情况 和 消 
费心 理 进行 分 析 。 系 统 论 ,控制 论 、 
信息 论 等 模 向 科学 的 发 展 ,迫切 需 
要 新 的 数学 工具 。 这 些 因素 的 综合 
促使 了 运筹 学 的 迅速 发 展 。 

运筹 学 的 基本 特点 是 :主要 
向 经 营 管理 部 门 提供 服务 ;名 所 用 
的 科学 方法 主要 是 数学 模型 ,因而 
是 以 模型 的 合理 性 能 够 与 实际 资料 
对 比 而 进行 检验 为 基本 要 求 ;@@ 莫 
尔 斯 定义 中 所 说 的 “业务 ”(opera- 
tion) 要 成 为 这 样 的 科学 研究 的 对 
象 , 必 须 满足 以 下 三 个 条 件 : 它 的 客 
观 确定 性 ,业务 的 作用 结果 ,效应 和 
影响 可 以 客观 地 测量 ,有 可 重复 性 ， 
@ 运 筹 学 虽然 是 以 科学 方法 为 基础 
的 ,但 并 不 是 以 建立 某 一 个 一 般 的 
科学 性 命题 为 目的 的 ,目的 在 于 求 
得 面临 的 实践 行动 的 指导 策略 。 因 
而 运筹 学 没有 构成 一 个 知识 的 统一 
体 , 它 成 为 一 个 庞大 的 学 科 体 系 , 没 
有 一 个 整体 的 理论 ,各 分 支 学 科 都 
有 自己 特定 的 研究 对 象 ,研究 内 容 、 
发 展 沿革 ,但 以 对 有 限 资源 的 合理 
分 配 问 题 最 为 主要 。 运 筹 学 的 方法 ， 
比较 集中 于 关注 输入 与 输出 之 间 的 
关系 ,而 能 对 整体 有 更 全 面 更 深刻 
的 理解 ,一 般 不 去 详 究 过 程 的 内 部 
机 制 。 采 用 所 谓 黑箱 方法 作为 基本 
方法 。 因 而 虽然 运筹 学 要 利用 各 学 
科 综 合 的 方法 ,但 其 所 有 的 变量 及 
其 关系 都 可 以 归结 为 一 个 数学 模 
型 ,然后 通过 计算 (计算 机 ) 分 析 可 
能 性 和 经 济 效果 。 

运筹 学 的 主要 分 支 有 :数学 规 
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划 \、 决 策 分 析 、 排 队 论 、. 库 存 论 . 对 策 
论 .搜索 论 .计算 机 模拟 等 。 

60 年 代 以 来 ,运筹 学 主要 用 于 
处 理 大 型 的 复杂 的 问题 ,诸如 军事 
问题 ,教育 问题 .污染 问题 .交通 运 
输 问题 .人 力 资 源 管理 问题 等 ;还 广 
证 应 用 于 这 样 一 些 部 门 :能 源 、 预 
测 、 会 计 金 融 . 销 售 、 存 储 、. 计 算 机 与 
信息 系统 .设计 ,城市 服务 系统 、 保 
健 与 医疗 .电气 .加 工 工业 、 第 三 产 
业 等 。 

数学 规划 (Mathematical pro- 

gramming) 研究 在 变量 xz= (zi， 
32,15, 2,) A AER A UE PATET 
F, 如 何 寻 求 一 z* ,使 得 某 一 个 Cn 
个 ) 给 定 的 函数 在 x* 处 取 极 小 (或 
极 大 ) 值 的 一 门 学 科 。 用 D doni 
足 所 给 定 的 条 件 的 z 的 全 体 , 则 数 
学 规划 的 主要 内 容 就 是 要 对 某 函 数 
f(z) 寻 求 一 z "ED, 使 得 对 于 所 有 
H ED, WEE fGosxfío,. 或 者 
FEFE), f PRA E EH 3n 
函数 ,D 称 为 约束 集 ,属于 D 的 工 称 
为 问题 的 可 行 解 ,z* 称 为 问题 的 一 
个 最 优 解 ,也 称 总 体 最 优 解 。 若 存在 
zcED 的 一 个 邻 域 U(zo ,使 得 对 
于 UC(z)ND 中 之 z, WEFO 
f) , 浊 称 z^ 为 问题 的 一 个 局 部 最 
优 解 , 若 D—R^BE 4 维 欧 氏 空 间 ， 
则 上 述 规划 称 为 无 约束 规划 ,否则 
称 为 带 约束 规划 。 

在 生产 实际 中 ,有 大 量 的 问题 
都 可 化 为 数学 规划 问题 来 处 理 。 例 
如 ,关于 物质 运输 的 组 织 , 在 一 定 要 
求 之 下 厂房 建筑 的 最 优 结构 、 厂 址 
的 选择 .水 利 资源 的 分 析 等 等 ,根据 
问题 的 性 质 以 及 处 理 方 法 的 不 
同 ,数学 规划 分 成 不 同 的 分 


支 。 

将 数学 方法 用 于 生产 的 组 织 和 
规划 的 思想 ,在 很 早 以 前 就 产生 了 。 
中 国 古代 《 九 章 算 术 》* 均 输 ” 章 ,就 
是 用 数学 方法 来 研究 中 国 古 代 社 会 
国家 收 的 实物 税 和 劳役 税 的 合理 负 
担 的 规划 问题 的 .《 数 书 九 章 * 赋 役 
类 ”进一步 用 数学 方法 规划 了 更 复 
杂 的 赋税 合理 负担 的 问题 。17 世纪 
费 马 提出 求 一 点 使 其 到 三 点 的 距离 
之 和 为 最 小 的 问题 可 视 为 厂址 选 点 
问题 的 一 个 雏形 。 但 是 首先 认识 到 
某 些 重要 的 大 量 存在 的 生产 安排 问 
题 均 具 有 某 种 共同 的 明确 的 数学 结 
构 、 且 应 用 数学 方法 去 处 理 , 首 先是 
苏联 数学 家 I KIEF EN, BE 
1939 年 发 表 的 名 为 《生产 组 织 与 计 
划 中 的 数学 方法 ) 的 小 册子 ,是 关于 
数学 规划 的 最 早 的 文献 ,此 后 ,美国 
H F Le RRR AIRI R RE 
输 问题 及 其 解 , 也 是 数学 规划 的 早 
期 工作 。 但 他 们 的 工作 都 没有 受到 
重视 。 第 二 次 世界 大 战 中 ,由 于 战争 
的 需要 ,军事 中 有 关 规 划 、 计 划 、 侦 
察 . 后 勤 . 生 产 等 方面 的 组 织 规划 问 
题 都 提出 来 了 ,因而 系统 的 数学 规 
划 研究 就 开始 了 ,最 先 发 展 的 是 线 
TERM, 其 他 规划 的 发 展 也 随 之 展 


”线性 规划 。 是 数学 规划 的 一 个 
最 简单 ,最 基本 ,应 用 最 广 的 形式 ， 
它 可 以 表示 如 下 


RZ= Mos 在 条 件 > agr; 
<b i=], 2, se mnm. j= 1,2, 
en Z PRIME. 

许多 实际 问题 可 以 化 为 线性 规 
划 来 求解 。 例 如 一 大 类 运输 问题 可 
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以 表 成 求 2 二 1 Yos, 在 条 件 


pm] j-l 


| al 
Mu == @， Mu = b,x > 0, 
i=] 


Da = 5 之 下 的 最 小 值 .一 大 
类 任务 分 配 间 题 可 以 化 为 求 2 
= 2 2 ost 在 条 件 Mu = 


i=] jet j=1 


Xle = Lz = 0 或 1 之 下 的 极 小 


i= 


值 。 

区 托 罗维奇 和 希 契 科 克 的 工作 
正 是 线性 规划 的 前 驱 。1947 年 G。 
B。 丹 齐 克 提出 一 般 的 线性 规划 模 
型 和 理论 ,线性 规划 的 名 称 也 是 他 
提出 的 ,他 还 提出 著名 的 单纯 形 方 
法 ,从 而 商定 了 线性 规划 作为 一 门 
学 科 的 基础 。 从 50 年 代 起 ,线性 规 
划 的 作用 逐渐 从 军事 扩大 到 社会 其 
他 领域 。1951 4E T- C - 库 普 曼 斯 
结合 W，。 列 昂 季 耶 夫 的 投入 产 出 
模型 将 线性 规划 应 用 于 生产 问题 ; 
冯 ， 诺 伊 曼 研究 矩阵 对 策 与 线性 规 
划 的 关系 ,将 它 应 用 于 经 济 平衡 问 
题 ;50 年 代 初 中 国 的 运筹 学 工作 者 
和 实际 部 门 的 工作 人 员 提 出 解 运 输 
问题 的 图 上 作业 法 。 大 型 电子 计算 
机 的 应 用 对 线性 规划 的 理论 及 应 用 
的 发 展 起 了 决定 性 的 作用 。 在 经 济 
领域 中 广泛 地 应 用 线性 规划 方法 ， 
并 且 用 电子 计算 机 已 能 解决 变量 个 
数 达 数 百 万 之 多 的 具有 特殊 结构 的 
大 型 线性 规划 问题 。 由 于 计算 机 的 
采用 ,有 效 算法 的 问题 就 提出 来 了 。 
由 于 最 重要 的 单纯 形 法 不 是 多 项 式 
算法 ,人 们 努力 探索 有 效 算 法 .1979 
年 ,苏联 数学 家 II。 哈 奇 扬 提 出 著 


名 的 线性 规划 多 项 式 算法 ,从 理论 
上 证 明了 线性 规划 问题 属于 了 [nl 
题 ;1984 年 ,印度 数学 家 N。 KB 
卡 提 出 一 个 新 的 多 项 式 算法 一 一 投 
影 算法 ,不 仅 在 理论 上 优 于 哈 奇 扬 
算法 ,并 且 具 有 高 速 计算 的 实际 效 
果 。 

非 线 性 规划 。 目 标 函 数 是 非 线 
性 函数 或 约束 条 件 不 全 是 线性 式 的 
一 类 数学 规划 。 其 问题 一 般 有 如 下 
形式 

(P) min f(x) 

s.t. g(x)<0, 
rEG, GSR, 

这 里 g(x) = (glx), ps0. =, 
gn(x)) 为 一 给 定 的 m 维 向 量 实 函 
数 ,g(x) 达 0 表示 它 的 所 有 分 量 皆 
不 大 于 0,G 是 一 给 定 的 西域 ,在 大 
多 数 情 况 下 ,6 二 {xEPR lx 之 0)。 
2 一 {x€ 所 |g(x) 达 0,xE€G} 称 为 问 
题 (P) 的 约束 集 ,2 中 的 点 称 为 问题 
的 可 行 解 。 若 2 一 尺 , 则 此 规划 称 为 
无 约束 规划 ,否则 称 为 带 约束 规划 。 

非 线 性 规划 是 极 值 理论 的 一 部 
分 , 早 在 17 世纪 费 马 所 提出 的 那个 
问题 及 其 对 偶 问 题 :过 给 定 三 点 作 
-最 大 的 等 边 三 角形 , 即 可 以 看 作 
最 早 的 非 线性 规划 问题 。 对 具有 等 
式 约束 的 非 线 性 规划 的 解 应 满足 的 
条 件 的 研究 可 追溯 到 欧 拉 和 拉 格 朗 
H.W e FSIE 1939 年 开始 了 对 
具有 不 等 式 约束 的 非 线 性 规划 的 解 
的 必要 条 件 的 研究 ,但 由 于 他 的 工 
作 没 有 正式 发 表 , 同 时 由 于 当时 没 
有 有 力 的 计算 工具 , 非 线 性 规划 未 
能 在 生产 中 产生 影响 ,他 的 工作 潭 
没 无 闻 。 现 代 非 线性 规划 的 发 展 是 
由 于 线性 规划 的 发 展 而 带动 的 。 
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1951 年 ,H。W。 库 恩 和 A*W: 
塔 克 尔 给 出 了 一 组 非 线性 规划 解 的 
存在 的 必要 条 件 , 而 且 在 是 性 条 件 
下 , 它 又 是 充分 条 件 。 这 个 条 件 的 解 
决 促进 了 非 线 性 规划 的 发 展 并 得 到 
十 分 广 谤 的 应 用 ,如 设计 问题 .经 济 
平衡 问题 都 可 用 非 线 性 规划 来 解 
决 ,同时 也 应 用 于 数学 之 中 ,促进 了 
诸如 凸 分 析 、 数 值 分 析 等 学 科 的 发 
展 。 
多 目标 规划 。 研 究 多 于 一 个 的 
目标 函数 在 给 定 区 域 上 被 同等 地 最 
优化 ( 极 大 化 或 极 小 化 ?的 问题 ( 称 
为 多 目标 最 优化 或 向 量 极 值 ) 的 一 
个 数学 规划 分 支 。 多 目标 极 小 化 问 
题 通常 记 为 
(VMP) V 一 minf(z)， 
ZzE 
其 中 f(z) 二 (fila), fito. fa 
(z))7(m 之 2) 是 给 定 的 一 个 向 量 值 
目标 函数 ,T 表示 转 置 ,XSR',V 一 
min 表示 在 区 域 X 上 的 函数 f1(z)， 
fz(z),fa(z) 被 同等 地 极 小 化 。 若 
《VMP) 中 的 f(x) 是 :的 线性 (向 量 ) 
函数 ,X 是 R 中 的 多 面体 , 则 相应 
的 问题 称 为 多 目标 线性 规划 问题 。 
E (VMP) PHI f(z) 是 z 的 非 线性 
(向 量 ) 函 数 ,或 X 不 是 R* 中 的 多 
面体 , 则 称 为 多 目标 非 线 性 规划 。 
多 目标 最 优化 的 思想 ,最 早 是 
法 国 经 济 学 家 V，。 帕 雷 托 提出 来 
的 ,他 从 政治 经 济 学 的 角度 考虑 把 
本 质 上 是 不 可 比较 的 许多 目标 化 成 
单个 目标 的 最 优化 问题 ,从 而 涉及 
了 多 目标 规划 和 多 目标 的 概念 。 
1947 年 冯 。 诺 伊 曼 等 人 从 对 策 论 
的 角度 提出 了 有 和 多 个 决策 者 在 彼此 
有 了 矛盾 的 情况 下 的 多 目标 问题 。 
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19514E,T - C - 库 普 曼 斯 从 生产 和 
分 配 的 活动 中 提出 多 目标 最 优化 问 
题 , 引 入 有 效 解 概念 ,并 得 到 一 些 基 
本 结果 。 同 年 ,RE' W - EAMA. 
W 塔 克 尔 从 非 线性 规划 的 角度 提 
出 向 量 极 值 问题 ,引入 的 解 的 充 要 
条 件 对 多 目标 规划 也 是 有 意义 的 。 
1963 年 工 。A“。 札 德 从 控制 论 方面 
提出 多 指标 最 优化 问题 ,也 得 出 一 
些 基 本 结果 。1968 年 ,A。M 日 夫 
里 俩 引入 了 真有 效 解 概 念 ,并 得 到 
有 关 结 果 。 自 70 年 代 以 来 ,多 目标 
规划 的 研究 越 来 越 受 到 人 们 的 重 
视 。 但 至 今 关 于 多 目标 最 优 解 尚 无 
令 人 十 分 满意 的 定义 ,在 理论 上 多 
目标 规划 仍 处 于 发 展 阶 段 。 

动态 规划 。 研 究 具有 广泛 实际 
背景 的 一 类 决策 过 程 的 最 优化 问 
题 。 更 一 般 地 说 ,任何 最 优化 问题 ， 
只 要 具备 适当 的 结构 ,使 得 通过 某 
种 技巧 可 以 对 它 建 立 起 动态 规划 模 
型 的 ,都 是 动态 规划 的 研究 对 象 , 动 
态 规划 的 方法 主要 是 动态 规划 基本 
方程 和 最 优 性 原理 。 

1953 年 ,R。 贝 尔 曼 总 结 了 40 
年 代 末 以 来 对 一 些 决策 过 程 最 优化 
问题 的 研究 ,他 的 论文 “动态 规划 理 
论 导 引 ”提出 了 动态 规划 这 一 名 称 ， 
并 阅 述 了 最 优 性 原理 。1957 年 ,他 
的 专著 《动态 规划 ) 一 书 问世 ,标志 
着 这 一 学 科 创 立 了 。 在 动态 规划 的 
初步 理论 建立 后 ,大 部 分 研究 工作 
是 结合 运筹 学 的 其 他 学 科 及 控制 工 
程 两 方面 的 实际 应 用 展开 的 ,在 确 
定性 和 随机 性 问题 方面 都 有 进展 。 
在 后 一 方面 ,1960 年 R， A - RE 
德 发 表 了 “动态 规划 和 马尔 可 夫 过 
程 ”,1962 年 和 1965 4E, D - 布莱克 
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韦 尔 先后 发 表 了 “离散 动态 规划 ?和 
“ 带 折扣 的 动态 规划 ”, 这 些 工作 使 
R。 贝 尔 曼 在 动态 规划 中 所 开始 研 
究 的 马尔 可 夫 决 策 过 程 得 到 重要 的 
发 展 ,成 为 动态 规划 的 一 个 分 支 。 动 
态 规划 的 中 心 问题 是 :最 优 性 原理 
和 动态 规划 的 适用 范围 及 其 在 动态 
规划 理论 中 的 地 位 和 作用 ,建立 动 
态 规划 理论 的 公理 化 的 可 能 性 等 。 
由 于 实际 应 用 的 需要 ,寻找 适 于 在 
计算 机 上 使 用 的 动态 规划 数值 计算 
方法 和 与 此 有 关 的 理论 , 则 是 动态 
规划 的 另 一 个 方向 。60 年 代 中 后 期 
以 来 ,这 一 方向 也 有 较 大 进展 .现在 
动态 规划 则 发 展 到 更 广泛 的 领域 。 
投入 产 出 分 析 (Input-output 
analysis) 亦 称 投 入 产 出 法 .产业 
关联 、 部 门 联系 平衡 法 等 . 它 是 以 最 
终 产品 为 经 济 活动 目标 ,研究 各 种 
经 济 体系 (例如 企业 、 公 司 、 部 门 经 
济 , 地 区 经 济 、 国 民 经 济 ) 中 ,各 个 组 
成 部 分 间 的 投入 和 产 出 之 间 相 互 依 
存 关系 的 一 种 数量 分 析 方 法 。“ 投 
入 ” 指 的 是 生产 产品 所 消耗 的 原 材 
料 、 燃 料 、 动 力 .固定 资产 折旧 和 劳 
动力 ;“ 产 出 ” 措 的 则 是 生产 出 来 的 
产品 的 使 用 方向 和 数量 , 即 分 配 的 
流量 。 投 入 产 出 分 析 是 进行 经 济 分 
析 、 加 强 综合 平衡 .改进 计划 编制 的 
重要 工具 。 
投入 产 出 分 析 的 初步 思想 可 追 
湖 到 18 世纪 经 济 学 中 的 重 农学 派 
的 FE. 魁 奈 , 他 的 主要 经 济 著作 《经 
济 表 ) 就 是 把 一 个 企业 ,一 个 农场 由 
一 定 的 生产 增长 所 引起 的 财富 生产 
活动 的 连续 循环 用 表格 表现 出 来 。 
19 世纪 后 叶 的 数理 经 济 学派 的 M 
ESL 瓦尔 拉 斯 提出 的 一 般 均 


衡 理 论 和 数学 模型 ,更 是 投入 产 出 
分 析 的 直接 先驱 。1924 年 ,苏联 为 
了 统一 计划 和 安排 全 国 的 生产 活 
动 , 曾 经 编制 了 “1923 一 1924 年 度 
国民 经 济 平衡 表 ”, 这 也 是 投入 产 出 
分 析 的 先行 工作 之 一 ,但 未 能 深入 
研究 ,并 在 1929 年 受到 批判 。 

1925 4£,W * JI ERIS UH 
一 篇 名 为 《俄国 经 济 的 平衡 一 一 一 
个 方法 论 的 研究 } 的 论文 ,第 一 次 一 
述 了 投入 产 出 分 析 的 基本 概念 。 
1931 年 他 开始 用 投入 产 出 分 析 研 
究 美 国 的 经 济 结构 ,并 根据 美国 国 
情 普查 资料 编制 了 1919 年 和 1929 
年 的 投入 产 出 表 ,1936 年 他 发 表 了 
《美国 经 济 制度 中 投入 产 出 的 数量 
关系 一 文 , 这 是 应 用 投入 产 出 分 析 
的 第 一 篇 论文 。1941 年 列 昂 季 耶 夫 
的 《美国 经 济 结构 ,1919 一 1922} 中 
详细 阐明 了 投入 产 出 分 析 的 内 容 和 
方法 。1953 年 他 与 H. 钱 纳 里 等 人 
出 版 了 《美国 经 济 结构 研究 》 一 书 ， 
阐述 了 投入 产 出 分 析 的 基本 原理 及 
其 发 展 的 几 个 主要 部 分 。40 年 代 ， 
美国 开始 了 投入 产 出 法 的 实际 应 
用 ,1942 一 1944, 美 国 劳工 部 劳动 统 
计 局 在 列 昂 季 耶 夫 主持 下 ,编制 了 
美国 1939 年 的 投入 产 出 表 ; 美 国 空 
军 及 战备 和 裁军 总 署 等 机 构 在 二 次 
大 战 期 间 及 战 后 , 曾 利用 投入 产 出 
分 析 及 有 关 资 料 , 制 订 战 时 生产 计 
划 和 研究 裁军 对 国民 经 济 的 影响 。 
此 后 ,美国 先后 编制 了 1949、1958、 
1963 及 1966 年 的 投入 产 出 表 。 战 
后 40 多 年 来 ,投入 产 出 分 析 逐 步 为 
世界 各 国 所 重视 ,现在 已 有 90 多 个 
国家 和 地 区 编制 过 投入 产 出 表 。 联 
合 国 成 立 了 “投入 产 出 协会 ”， 
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1950 一 1979, 兽 先后 召开 过 7 次 学 
术 会 议 。 由 于 从 事 投 入 产 出 分 析 的 
研究 和 应 用 , 列 昂 季 耶 夫 获得 1973 
年 诺 贝 尔 经 济 学 奖 。50 年代 末 , 苏 
联 重新 重视 和 研究 投入 产 出 分 析 ， 
1974 年 正式 把 投入 产 出 分 析 ( 称 之 
为 “部 门 联系 平衡 表 ”) 列 入 计划 方 
法 论 的 体系 中 ,作为 国民 经 济 计划 
平衡 体系 的 一 个 重要 组 成 部 分 。 我 
国 在 60 年 代 初 就 开始 重视 投入 产 
出 分 析 , 1974 年 编制 出 1973 年 的 
(61 个 部 门 的 ) 投 入 产 出 表 。 近 年 
来 ,大 量 应 用 了 投入 产 出 分 析 ， 
马尔 可 夫 决 策 过 程 Marko- 
vian decision process)  Ü[3;—23& 
可 周期 地 或 连续 地 进行 观察 的 随机 
动态 系统 的 最 优化 问题 。 在 各 个 时 
刻 根据 观察 到 的 状态 ,从 它 的 允许 
对 策 ( 控 制 ,行动 .措施 等 ) 集 合 中 选 
用 一 个 决策 而 决定 了 系统 下 次 的 转 
移 规 律 与 相应 的 运行 效果 ,并 假设 
这 两 者 都 不 依赖 于 系统 这 去 的 历 
史 。 在 各 个 时 刻 选 取决 策 的 目的 ,是 
使 系统 运行 的 全 过 程 达 到 某 种 最 优 
运行 效果 , 即 选取 控制 (影响 ?系统 
发 展 的 最 优 策略 。 
马尔 可 到 决策 过 程 (MDP) 是 确 
定性 动态 规划 与 马尔 可 夫 过 程 结 
的 产物 。1953 ELS. PARA 
“随机 对 策 ” 一 文中 曾 讨论 过 对 策 一 
方 是 无 意志 的 情形 ,其 实 是 一 种 
MDP 模型 。1957 年 ,R。 贝尔 曼 正 
式 提出 MDP 的 名 称 和 借助 于 最 优 
性 原理 求解 最 优 策略 的 方法 。1960 
年 ,R。A。 霍华德 在 动态 规划 基础 
上 对 一 类 MDP 模型 提出 了 策略 和 挝 
代 法 。 同 年 ,有 人 发 现 寻 求 最 优 策略 
问题 可 以 化 为 求解 相应 的 线性 规划 


问题 。 在 这 项 工作 中 ,S( 状 态 空 间 ， 
系统 的 全 体 状 态 构 成 的 集合 ) 和 A 
(决策 空间 ,4( 引 是 状态 i€ s 允许 的 
y t MEL .40 ) 都 假定 为 有 限 


集 , 而 且 只 Le 到 (平稳 策略 类 ) 或 友 
(随机 平稳 策略 类 ) 上 探讨 最 优 策 
略 .1962 年 ,D。 布莱克 韦 尔 在 较 大 
的 a( 马 氏 策略 类 ) 上 探讨 最 优 策 
Wo IEH E.B. ġa TF 1965 年 分 
别 研究 了 S.A 都 是 完备 可 分 距离 
空间 中 的 波 莱 尔 集 与 SA 都 是 可 
数 无 限 集 且 转 移 律 是 非 时 间 齐 次 的 
MDP ,推动 了 MDP 理论 的 发 展 。 

MDP 在 许多 最 优化 问题 ,如 林 
业 管 理 , 电 话 网 络 , 水 库 调度 、 设 备 
更 新 和 维修 、 控 制 工程 等 方面 都 有 
应 用 ,并 正在 向 工程 .生物 、 经 济 更 
多 的 领域 渗透 。 

目前 MDP 有 独立 发 展 的 趋势 ， 
研究 者 注意 的 问题 主要 有 :模型 一 
般 化 ;连续 时 间 模 型 .状态 部 分 可 观 
察 模 型 、 半 马 氏 模型 .适应 性 模型 等 
的 理论 探讨 ;特殊 模型 的 有 效 解法 ; 
用 易 处 理 的 模型 芝 近 复杂 的 模型 等 
等 。 

决策 分 析 (Decision analysis) 
决策 是 人 对 未 来 实践 方向 .目标 、 

原则 和 方法 所 作 的 决定 ,是 将 要 见 
之 于 客观 的 主观 能 力 。 人 的 任何 活 
动 都 离 不 开 决 策 。 决 策 分 析 是 一 种 
为 复杂 的 和 结果 不 肯定 的 决策 问题 
提供 则 在 改善 决策 过 程 的 合 平 带 辑 
的 系统 的 分 析 方 法 ,决策 分 析 的 任 
务 是 为 决策 者 提供 优 的 或 满意 的 决 
策 及 其 可 能 结果 的 分 析 . 供 作 决 策 
时 参考 。 

决策 问题 古 已 有 之 ,在 人 类 几 
千年 的 历史 记载 中 ,不 乏 著 名 的 决 
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策 范例 。 随 着 社会 的 进步 和 科学 技 
术 的 发 展 ,决策 问题 越 来 越 表现 出 
这 样 一 些 特点 :多 目标 性 :决策 影响 
的 长 期 性 ;后 果 的 不 确定 性 ;可 供 选 
择 方案 的 多 样 性 及 决策 大 多 数 情 况 
下 的 一 次 性 。 决 策 的 实践 要 求 系统 
的 理论 研究 ,而 这 种 关于 决策 的 系 
HL EEG DERE EET IRL, Je 
杜威 1910 年 写 出 的 《怎样 思考 》, 是 
现代 决策 理论 的 较 早 的 著作 。1938 
年 ,美国 人 C.1. 巴 纳 德 在 他 的 
《经 理 的 职能 ) 一 书 中 ,首先 引入 了 
决策 概念 ,并 在 管理 理论 中 加 以 应 
用 。1939 年 A， 瓦尔 德 提出 统计 决 
策 的 思想 ,为 决策 分 析 的 发 展 , 尤 其 
在 其 定量 研究 方面 , 迈 出 决定 性 的 
一 步 。40 年 代 以 后 ,H。A。 西蒙 和 
1. G， 马 赫 等 人 吸收 了 行为 科学 、 


系统 理论 .运筹 学 .计算 机 技术 等 学 C 


科 的 成 果 , 发 展 成 为 现代 决策 分 析 
理论 。1958 年 他 们 二 人 合 著 的 《组 
织 》,1960 年 西蒙 的 《管理 决策 新 科 
学 ) 形 成 了 管理 科学 中 的 决策 学 派 。 
西蒙 因 对 “经 济 组 织 内 的 决策 程序 ” 
进行 了 开创 性 的 研究 ,获得 1978 年 
诺 贝尔 经 济 学 奖金 。 此 后 决策 分 析 
成 为 诸多 学 科 ( 如 统计 学 ,管理 学 、 
会 计 学 等 ) 的 研究 课题 ,并 且 成 为 运 
筹 学 的 一 个 分 支 ,决策 分 析 ” 作 为 
一 个 专门 的 名 称 ,在 20 世纪 60 年 
代 才 出 现在 文献 中 。 首 先是 在 公司 
或 政府 机 构 的 决策 中 得 到 应 用 ,如 
对 海底 石油 开采 的 决策 .政府 为 预 
防 犯 罪 问题 的 决策 .保健 计划 的 决 
策 等 。 现 在 的 研究 多 集中 在 多 目标 
决策 、 多 个 决策 者 的 情况 .偏好 随时 
个 而 改变 的 情况 。 为 更 好 地 实施 决 
策 分 析 , 相 应 软件 的 开发 也 日 益 受 


到 重视 。 
计算 机 模拟 (Computer simu- 
lation) 是 现代 采用 的 主要 模拟 
方法 。 所 谓 模 拟 , 广 义 地 理解 就 是 为 
了 考察 现实 事物 所 具有 的 性 质 而 用 
类 似 事物 进行 实验 或 观测 的 方法 。 
如 果 对 现实 事物 直接 进行 实验 , 需 
要 的 费用 .时 间 是 无 法 接受 的 ,或 测 
定 困难 或 实验 无 法 进行 ,一 般 就 采 
用 模拟 方法 ,模拟 方法 古 已 有 之 ,最 
早产 生 的 模拟 方法 是 模型 实验 法 ， 
我 国 古代 的 各 种 天 象 仪器 就 是 典型 
的 模拟 工具 , 古 已 有 之 的 地 图 也 是 
有 效 的 模拟 手段 之 一 :中 国 古代 产 
生 的 围棋 和 象棋 ,可 以 说 是 模拟 十 
代 战 争 的 一 种 游戏 。 现 代 仍 有 大 量 
的 模型 实验 法 应 用 ,如 飞机 的 风 洞 
实验 (1902 年 起 应 用 ,战斗 的 沙盘 
模拟 (19 世纪 70 年 代 普 法 战争 中 
开始 应 用 ) 等 。 
计算 机 模拟 指 的 是 在 数字 计算 
机 上 对 一 个 复杂 系统 的 行为 进行 大 
量 的 动态 仿真 或 重演 ,从 而 获得 刻 
划 该 系统 特征 的 数量 指标 ,为 决策 
过 程 提供 依据 的 一 种 方法 。 它 产生 
于 机 电 式 计算 机 产生 之 后 , 即 20 世 
纪 40 年 代 , 最 先是 J。 冯 。… 诺 伊 曼 
füus:M- 乌拉 姆 在 原子 弹 研 究 中 
引入 的 ,他 们 利用 计算 机 模拟 中 子 
在 裂变 物质 中 随机 扩散 的 某 些 概 率 
计算 问题 。 这 种 基于 大 量 统 计 试验 
的 计算 方法 ,就 是 蒙特 卡 洛 法 ( 见 蒙 
特 卡 洛 法 )。 这 种 利用 大 量 重 复试 验 
的 结果 来 进行 数值 计算 的 方法 可 追 
HA 18 世纪 中 叶 G。 比 丰 的 投 针 
试验 一 一 用 投 针 的 结果 来 计算 r 
值 。 后 来 由 于 高 速度 大 容量 的 电子 
计算 机 的 制 成 和 广泛 应 用 ,促使 了 
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计算 机 模拟 的 迅速 发 展 ,前 面 所 举 
的 所 有 模拟 ( 投 针 试 验 及 各 种 模型 
实验 ) 都 可 以 在 电子 计算 机 上 进行 ， 
快速 而 准确 地 得 出 需要 的 结果 。 电 
子 计算 机 的 发 展 使 计算 机 模拟 逐渐 
成 为 运筹 学 的 独立 分 支 。 

现代 计算 机 模拟 已 在 生产 管 
理工 程 技术 ,军事 指挥 .科学 实验 
以 及 社会 科学 中 得 到 广泛 的 应 用 。 
为 了 便于 在 数字 计算 机 上 实施 模 
拟 , 自 60 年 代 起 人 们 开发 出 许多 通 
用 软件 ,如 模拟 语言 GPSS, SLAM 
等 。 但 是 计算 机 模拟 所 获得 的 是 一 
些 不 精确 的 统计 量 , 若 要 使 其 精度 
提高 要 付出 大 量 时 间 , 这 是 它 的 最 
大 缺点 。 因 此 ,在 能 用 解析 方法 求解 
时 ,通常 就 不 用 计算 机 模拟 .计算 机 
模拟 主要 应 用 于 对 大 型 复杂 系统 进 
行 分 析 ,例如 用 于 经 济 预测 .决策 ， 
以 及 用 于 各 种 高 费用 、 高 危险 和 不 
可 能 进行 的 (如 恒星 演化 ) 试 验 等 
等 。 
搜索 论 (Search theory) 关于 
在 资源 和 探测 手段 受到 限制 的 情况 
下 ,如 何 设计 寻找 其 种 特定 目标 的 
方案 ,并 如 何 加 以 实施 的 理 哗 和 方 
法 、 目 的 是 希望 以 最 大 的 可 能 和 最 
短 的 时 间 找 到 该 目标 。 是 运筹 学 的 
重要 分 支 之 一 搜索 论 主要 研究 :在 
用 于 搜索 的 资源 和 手段 已 经 给 定 的 
情况 下 查 明 特定 目标 有 多 大 可 能 存 
在 于 某 个 区 域内 ,并 以 最 大 可 能 或 
最 快速 度 找 到 它 ,通常 用 发 现 目标 
的 概率 、 期 望 个 数 、 期 望 面积 体积 
或 期 望 搜索 时 间 来 描述 。 通 常 采用 
概率 论 ,数理 统计 、 线 性 规划 ,对 策 
论 .决策 论 等 方法 来 求解 。 

搜索 论 是 在 第 二 次 世界 大 战 中 


为 搜索 水 下 潜艇 由 美军 军事 运筹 小 
组 建立 起 来 的 ,其 成 果 1951 年 在 莫 
尔 斯 和 金 伯 尔 的 (运筹 学 方法 ) 一 书 
中 发 表 。1953 一 1957 年 B。 库 普 曼 
在 美国 (运筹 学 ) 杂 志 上 连续 撰文 
“搜索 论 ”, 对 它 作 了 系统 的 理论 综 
合 。 从 此 搜索 论 成 为 运筹 学 的 分 支 
学 科 。 现 代 搜 索 论 已 超出 军事 领域 ， 
在 资源 (地 下 或 海域 ) 勤 探 , 捕 鱼 , 书 
籍 检索 ,寻找 故障 及 公安 部 门 都 广 
泛 应 用 搜索 论 ,其 理论 也 在 应 用 中 
不 断 得 到 发 展 。20 世纪 60 年 代 美 
国 寻 找 在 大 西洋 失踪 的 核潜艇 以 及 
在 地 中 海 寻找 丢失 的 氨 弹 ,都 是 依 
据 搜索 论 获得 成 功 的 。 
排队 论 (Queueing theory) 

研究 服务 系统 中 排队 现象 的 随机 规 
律 的 一 门 学 科 。 所 谓 排队 , 指 在 服务 
系统 中 要 求 服务 的 “顾客 ?所 形成 的 
等 待 线 。 其 主要 研究 课题 是 如 何 合 
理 地 设计 与 控制 服务 系统 ,使 之 以 
最 经 济 的 服务 机 构 满足 顾客 的 需 
要 ,由 于 服务 系统 中 顾客 的 到 达 及 
服务 时 间 和 次 序 都 是 随机 的 ,因此 ， 
排队 论 又 称 为 随机 服务 系统 理论 。 

研究 排队 问题 的 第 一 篇 论文 ， 
是 1907 年 约翰 森 所 写 的 “电话 呼叫 
数 与 等 待 时 间 ”. 但 第 一 个 从 严格 的 
数学 处 理 角度 来 研究 排队 问题 的 是 
FLAI A.K. RRA, Atb 
1909 年 发 表 的 论文 中 ,把 电话 排队 
现象 作 了 数学 处 理 , 提 出 “等 待 时 
间 ” 等 刻画 服务 系统 性 能 的 主要 数 
量 指标 ,并 提出 “排队 论 ” 的 名 称 .30 
年 代 以 来 , 辛 钦 、 波 拉 采 克 等 人 的 工 
作为 排队 论 打下 理论 基础 ,例如 提 
出 “服务 强度 ”等 概念 ,提出 著名 的 
辛 钦 一 波 拉 采 克 公 式 等 。 第 二 次 世 
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界 大 哉 期 间 , 排 队 论 在 军事 中 得 到 
应 用 ,如 飞机 跑道 的 容量 估计 问题 
等 由 于 排队 论 的 应 用 而 得 到 较 好 的 
解决 ;在 应 用 中 排队 论 也 有 了 进 一 
步 的 发 展 。 战 后 ,排队 论 迅速 发 展 ， 
首先 是 在 电讯 工作 中 发 展 ( 至 今 , 电 
讯 部 门 仍然 是 占 支配 地 位 的 排队 论 
应 用 领域 ), 并 在 工农 业 、 商 业 、 交 通 
运输 .旅游 得 部 门 得 到 应 用 。1951 
年 ,D。G。， 肯 德尔 引入 随机 服务 系 
统 分 类 记号 ,并 对 服务 台数 为 1 的 
系统 引入 娩 入 马尔 可 夫 链 的 概念 ， 
取得 一 些 有 用 的 结果 ;1953 年 又 推 
广 到 服务 台 为 4 的 系统 上 ,至 此 , 理 
论 上 研究 的 都 是 系统 处 于 统计 平衡 
时 的 情况 , 即 平稳 性 态 的 状况 。50 
年 代 中 期 开始 , “瞬时 性 态 ” 引 起 人 
们 的 注意 并 逐渐 成 为 排队 论 研究 的 
焦点 。60 年 代 起 随机 服务 系统 的 最 
优化 问题 受到 普遍 重视 ,包括 设计 
最 优化 和 控制 最 优化 两 方面 的 问 
题 。 
20 世纪 60 年 代 ,把 排队 论 应 
用 于 计算 机 的 性 能 分 析 而 产生 了 一 
门 胡 新 的 分 支 学 科 ; 计 算 机 设计 的 
数学 理论 。 计 算 机 系统 本 身 就 是 一 
个 大 型 的 复杂 的 网 络 式 的 随机 服务 
系统 ,因而 可 用 排队 论 的 方法 来 研 
究 计 算 机 的 性 能 及 设计 。 在 实时 处 
理 、 分 时 系统 .多 道 程序 .计算 机 网 
络 和 存 贮 分 配 中 ,都 有 排队 论 的 应 
用 。 排 队 论 已 成 为 计算 机 设计 的 数 
学 理论 基础 之 一 。 
库存 论 (Theory of inventory) 
研究 物质 储备 的 控制 策略 的 理 
论 。 在 工业 农业、 商业、 军事 以 及 其 
他 的 各 行 各 业 中 ,要 想 不 断 维持 正 
常 的 生产 和 工作 ,就 必须 储备 一 定 


数量 的 所 需 物资 .储量 过 多 ,会 引起 
积压 ,或 因 存 放 过 久 产 生变 质 而 造 
成 浪费 ,占用 仓库 和 需要 保持 一 定 
人 数 的 维护 人 员 也 会 带 来 经 济 上 的 
损失 。 但 是 ,储量 过 少 ,又 会 供 不 应 
求 , 会 引起 停工 待 料 , 失 去 时 机 等 问 
题 从 而 造成 损失 。 如 何 控制 物质 的 
库存 数量 , 即 何 时 补充 库存 ,应 该 补 
充 多 少 ,是 库存 论 的 基本 课题 。 

20 世纪 初 就 有 人 对 这 一 课题 
进行 研究 ,1915 年 FE。 哈里 斯 就 稳 
定 需 求 , 即 对 供应 的 情况 得 出 关于 
存储 费用 的 “简单 批量 公式 ”。1929 
年 ,L。 梅 厄 ( 奥 地 利 人 ) 出 版 的 《 仓 
库 业 的 经 营 经 济 学 是 与 库存 论 有 
关 的 早期 著作 之 一 。 二 次 大 战 中 ,由 
于 军事 上 的 需要 ,库存 问题 得 到 比 
较 深 入 的 研究 ,理论 上 亦 有 很 大 的 
发 展 , 开 始 成 为 一 种 专门 学 问 。 战 
后 ,由 于 成 批 生产 的 日 益 普 遍 , 同 时 
由 于 运筹 学 的 其 他 分 支 和 管理 科学 
的 建立 ,库存 论 得 到 深入 的 发 展 , 例 
如 随机 性 模型 得 到 进一步 的 研究 ， 
20 世纪 50 年 代 , 库 存 论 成 为 一 门 
应 用 广泛 的 运筹 学 的 分 支 学 科 。T 
Me 惠 廷 ,R。 DURE.P*A«P 
。 莫 兰 等 人 的 工作 具有 奠基 的 意 
义 , 惠 廷 的 著作 被 认为 是 库存 论 的 
第 一 本 专著 。 现 在 ,库存 论 应 用 到 更 
广泛 的 领域 :停车 场 大 小 ,铁路 车 场 
侧线 数量 .电力 系统 发 电 设备 容量 、 
电子 计算 机 容量 等 的 决策 问题 都 可 
应 用 库存 论 解决 。 

对 策 论 (Game theory) 又 称 
博 奕 论 , 是 一 种 研究 由 一 些 带 有 相 
互 竞 争 性 质 的 个 体 所 构成 的 体系 的 
理论 ,换言之 ,是 一 种 研究 在 竞争 
(包括 比赛 战争 改造 自然 等 ) 中 是 
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和 否 存 在 制胜 对 方 的 最 优 策略 以 及 如 
何 找 到 这 些 策略 等 问题 的 理论 。 

对 策 论 的 思想 萌芽 可 追溯 到 我 
国 古 代 , 著 名 的 “ 田 忌 赛马 ”( 战 国 时 
期 ) 和 “ 丁 谓 建 宫 ”( 宋 代 ) 的 故事 都 
含有 深刻 的 对 策 论 思想 ,前 者 是 制 
订 比 赛 中 的 最 优 策略 ,后 者 是 改造 
自然 的 最 优 策略 ( 丁 谓 建 官 ”, 见 
《 梦 溪 笔谈 。 权 智 ):“ 祥 符 中 (1015 
年 ) 禁 火 , 时 丁 亚 公主 营 复 官 室 , 患 
取 土 远 , 公 乃 令 羡 通称 取 土 , 不 日 背 
成 巨 暂 , 乃 决 汗水 入 珀 中 , 引 诸 道 竹 
KHARE REB SUCRE 
宫 门 . 事 毕 , 却 以 斥 弃 瓦砾 灰 壤 实 于 
Hf. 3-9 dr 
省 费 以 亿 万 计 。”) 

现代 对 策 论 的 一 个 研究 起 点 是 
对 “ 博 奕 ”游戏 如 下 棋 、 扑 克 等 的 策 
略 研 究 。1921 年 , 波 莱 尔 考虑 过 一 
些 最 简单 的 例子 ,并 提出 对 策 数学 
化 的 思想 ;1928 年 , 冯 。 诺 伊 曼 做 
了 深入 的 研究 ,发 表 了 “游乐 场 中 的 
博 奕 理论 ”一 文 ,首次 提出 “策略 ” 概 


念 ,开始 了 对 策 论 的 研究 ,对策 论 的 - 


另 一 个 研究 起 点 是 经 济 学 问题 的 数 
学 处 理 ,瓦尔 拉 斯 提出 的 一 般 均衡 
理论 ( 见 投 入 产 出 分 析 ) 就 是 以 完全 
竞争 经 济 的 分 析 为 主要 内 容 的 。 
1944 年 , 汉 “。 Vig 55 o - 葛根 斯 
特 恩 出 版 4 竞赛 论 与 经 济 行为 一 
书 ,把 对 策 论 用 于 经 济 研究 ,并 且 为 
对 策 论 莫 定 了 理论 基础 。 第 二 次 世 
界 大 战 期 间 , 对 策 论 曾 被 用 于 处 理 
军事 问题 ,从 而 得 到 广泛 的 应 用 和 
发 展 。 战 后 ,对 策 论 应 用 到 处 理 经 济 
问题 以 及 一 些 社会 科学 中 的 问题 ， 
如 心理 学 (研究 交易 与 协商 的 作用 
和 性 质 )、 政 治学 (各 政治 力量 之 间 


的 联合 作用 ) 等 。 近 年 来 ,数理 经 济 
学 ,特别 是 关于 竞争 平衡 性 问题 经 
济 的 增长 问题 .资本 的 积累 问题 等 
的 研究 ,受到 对 策 论 的 极 大 影响 。 对 
策 论 也 在 应 用 中 得 到 迅速 的 发 展 ， 
并 且 在 数学 研究 中 也 得 到 应 用 。 
1950 年 ,A。 瓦尔 德 在 其 统计 决策 
理论 中 ,把 数理 统计 问题 看 成 是 统 
计 学 家 与 大 自然 的 对 策 , 用 这 种 观 
点 把 各 种 各 样 的 统计 问题 统一 起 
来 ,用 对 策 论 加 以 研究 ,此 举 促 进 了 
数理 统计 学 的 发 展 。 
军事 运筹 学 CMilitary opera- 
tions research) 应 用 各 种 数学 方 
法 来 描述 与 分 析 军 事 作战 及 有 关 行 
动 ,寻找 最 优 决策 的 一 门 学 科 , 实 际 
上 ,整个 运筹 学 研究 就 是 从 解决 军 
事 问题 开始 的 。 由 于 后 来 ,运筹 方法 
广泛 用 于 非 军事 领域 ,因此 ,专门 用 
于 军事 领域 的 就 称 为 军事 运筹 学 。 

军事 中 的 运筹 思想 可 追溯 到 我 
国 古 代 , 例 如 《孙子 。 虚实 ?说 :“ 故 
形 人 而 我 无 形 , 则 我 专 而 敌 分 。 我 专 
为 一 , 敌 分 为 十 ,是 以 十 攻 其 一 也 ， 
Jul £2 fx SOR .能 以 众 击 赛 者 , 则 在 之 
所 与 战 者 , 约 矣 。” 即 提出 集中 兵力 
的 运筹 问题 . 沈 括 在 《 梦 溪 笔谈 ， 官 
政 》 中 对 军队 的 后 勤 供 应 进行 了 运 
筹 计算 ,得 出 “ 因 粮 于 敌 ” 的 重要 思 
想 ,在 我 国 古 代 战 争 指导 中 有 较 多 
的 应 用 。 

在 中 国共 产 党 领导 的 中 国 国 内 
革命 战争 和 民族 解放 战争 中 , 毛 泽 
东 为 首 的 老 一 辈 无 产 阶级 草 命 家 、 
军事 家 ,以 辩证 唯物 主义 指导 战争 
实践 ,以 定性 分 析 和 定量 分 析 相 结 
合 的 方法 进行 战争 的 运筹 指导 , 取 
得 一 系列 辉煌 的 胜利 ,毛泽东 的 军 
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事 思 想 是 军事 运筹 方面 的 宝贵 财 
GE 

军事 运筹 学 的 数学 理论 是 在 
20 世纪 初 产生 的 。 最 初 的 问题 是 估 
计 炮兵 射击 的 效果 问题 ,在 第 一 次 
世界 大 战 前 后 ,人 们 曾 用 古典 概率 
论 的 方法 来 计算 炮弹 的 命中 率 , 开 
始 建立 起 火力 运用 理论 的 基础 。 第 
一 次 世界 大 战 初 期 ,英国 人 兰 彻 斯 
特 于 1914—1916 年 间 发 表 了 有 关 
用 数学 研究 战争 的 大 量 论述 ,建立 
了 描述 作战 双方 兵力 变化 过 程 的 数 
学 方程 , 称 为 兰 彻 斯 特 方程 。1917 
到 1920 FH ,美国 科学 家 爱迪生 在 
研制 军舰 防护 用 的 水 下 听 音 器 ( 声 
纳 ) 的 过 程 中 ,根据 作战 数据 统计 分 
析 的 结果 ,提出 商船 应 在 夜晚 通过 
敌 潜艇 活动 区 ,而 在 白天 进入 狭 罕 
航 通 或 港口 的 建议 。 这 在 当时 是 合 
理 的 。 但 当时 由 于 这 些 方 法 尚 处 于 
探索 阶段 ,未 能 直接 用 于 军事 决策 。 
后 来 英国 国防 部 成 立 以 希 尔 为 首 的 
研究 高 射 炮 系统 的 防空 试验 小 组 ， 
他 们 的 工作 也 是 军事 运筹 学 的 早期 
工作 , (当然 也 是 运筹 学 的 早期 工 
作 , 见 运筹 学 ) 。 

在 第 二 次 世界 大 战 期间 ,军事 
运筹 学 正式 形成 .火力 运用 理论 ,经 
柯 尔 莫 戈 洛 夫 的 工作 ,完成 了 多 发 
齐 射 毁伤 目标 的 效果 计算 方法 。 有 
关 大 面积 杀伤 武器 .对 集群 目标 以 
及 采取 不 同 瞄准 射击 方式 等 射击 效 
果 问 题 , 也 陆续 有 所 解决 ,目标 搜索 
的 理论 ,也 在 同一 时 期 产生 ,并 密切 
与 实践 相 结 合 。 雷 达 探 测 飞机 及 与 
火炮 的 协调 、 商 船 防空 .深水 炸弹 定 
深 、 护 航 队 的 规模 .飞机 搜索 潜艇 的 
策略 . 舰 船 防空 机 动 .飞机 布雷 方式 


及 又 炸 瞒 准 等 问题 都 有 深入 的 研究 
和 解决 。 莫 尔 斯 等 的 (运筹 学 方法 》 
一 书 , 对 此 作 了 系统 的 论述 ,第 二 次 
世界 大 战 后 ,军事 运筹 学 开始 转向 
和 和 平时 期 内 军事 装备 规划 、 后 勤 物 
质 管 理 和 战略 决策 的 运筹 研究 。 兰 
彻 斯 特 方程 ,军事 对 策 在 电子 计算 
机 上 进行 对 抗 模拟 以 及 军事 指挥 控 
制 的 运筹 模型 等 的 研究 都 受到 重 
视 . 现 代 军 事 运 筹 学 的 主要 课题 为 : 
军队 日 常 管理 ;作战 指挥 运筹 ;武器 
装备 发 展 ;国防 战略 决策 等 ,各 种 运 
筹 学 方法 在 军事 运筹 学 中 都 得 到 应 
用 和 发 展 。 

对 抗 模拟 (War gaming simu- 
lation ) 又 称 为 作战 模拟 ,研究 作战 
和 对 抗 过 程 的 仿真 实验 , 即 对 于 一 
个 在 特定 冲突 态势 下 的 对 抗 过 程 ， 
根据 事先 规定 的 规则 .步骤 和 数据 
加 以 模仿 复 现 ,以 取得 统计 结果 ,为 
决策 者 选择 合理 方案 提供 实用 的 建 
议 。 

我 国 古代 的 围棋 和 象棋 表现 出 
初步 的 对 抗 模拟 思想 。 近 代 的 作战 
模拟 起 源 于 18 世纪 欧洲 军队 中 流 
传 的 军事 对 阵 游戏 。1811 年 , 普 
士 的 战争 顾问 官 汉 。 莱 斯 维 欧 , 以 
1:2373 的 比例 作 了 一 个 沙盘 模 
型 ,代替 兵 棋 玩 战争 游戏 ,其 子 把 作 
战 经 验 和 军事 行动 的 时 间 观 念 引 进 
这 种 游戏 中 。 他 利用 沙 益 、 地 图 表示 
地 形 、 地 貌 、 以 标识 器 表示 军队 和 武 
器 配置 情况 ,并 建立 反映 实战 条 件 
约束 的 行动 规则 。 经 过 不 断 改进 和 
完善 ,发 展 成 为 沙盘 演习 法 。19 世 
纪 下 半 时 以 后 ,世界 各 国 军队 普 包 
采用 它 作为 军官 战术 训练 和 研究 作 
战 方法 的 重要 手段 。 作 战 模拟 的 方 
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法 如 下 :扮演 交战 双方 的 指挥 官 及 
参谋 人 员 在 隔离 的 两 个 作战 室 中 ， 
在 同样 的 标志 有 地 形 ,地 艇 和 适当 
比例 尺 的 沙盘 或 地 ( 海 ) 图 上 ,根据 
事先 给 定 的 任务 和 情况 ,设想 以 及 
导演 仲裁 人 的 指导 ,利用 各 种 代表 
兵力 ,兵器 或 军舰 飞机 的 小 模型 来 
布 署 兵力 .分 析 战 况 ,进行 策略 谋 
划 , 并 以 适当 的 方式 请 示 报 告 和 下 
达 命令 。 导 演 仲裁 人 同时 扮演 双方 
的 上 级 领导 和 下 级 部 队 ,因此 ,双方 
的 策略 都 汇集 到 导演 仲裁 人 那里 ， 
他 在 一 个 专门 的 控制 室 里 把 双方 的 
一 双 策 略 结合 成 一 个 局 势 , 并 馈送 
给 双方 作战 室 ; 双 方 再 根据 新 局 势 
开始 新 的 策略 谋划 过 程 . 从 而 推演 
整个 战争 过 程 。 导 演 仲裁 人 员 负 责 
整个 模拟 过 程 的 时 间 控 制 、 推 福 指 
导 、 评 定 每 次 作战 行动 中 双方 胜 败 
和 伤亡 结局 等 。19 世纪 末 到 20 世 
纪 初 ,作战 模拟 主要 用 于 军事 训练 ; 
第 一 次 世界 大 战 中 开始 用 于 实际 战 
争 的 战术 策划 第 二 次 世界 大 战 中 ， 
交战 各 国都 广泛 采用 作战 模拟 来 编 
制 和 检验 作战 计划 ,在 具体 模拟 时 
采用 了 各 种 计算 方法 和 数学 理论 ， 
如 蒙特 卡 罗 法 、 概 率 论 , 统 计 技术 ， 
对 策 论 .决策 分 析 等 .专用 的 计算 工 
具 也 由 手工 计算 到 机 械 辅 助 。20 世 
纪 50 年 代 后 ,逐步 采用 电子 计算 机 
辅助 模拟 及 电子 计算 机 模拟 。 

1954 年 ,美国 物理 学 家 加 莫 和 
齐 默 尔 曼 等 人 设计 成 功 第 一 个 计算 
机 战术 模拟 模型 , 1958 年 起 , 齐 默 
尔 曼 领导 的 一 个 小 组 开始 发 展 名 为 
“CAR-MONETTE” 的 计算 机 战术 模 
拟 模型 系列 ,先后 发 展 了 四 种 类 型 。 

现代 对 抗 模拟 主要 用 于 发 现 武 


咽 系 统 的 缺陷 ,评价 和 作战 游 案 ,检验 
某 些 新 概念 在 不 同 的 紧急 情况 下 的 
可 能 效果 ,参量 的 灵敏 度 分 析 ,为 更 
高 一 级 的 或 解析 的 模型 提供 数据 ， 
训练 指挥 人 员 , 作 实 战 演习 的 预演 
等 。 按 其 目的 可 分 为 教育 训练 的 和 
分 析 研 究 的 ; 按 其 规模 可 分 为 战略 
的 ,战役 的 和 战术 的 ; 按 其 人 机 结合 
程度 可 分 为 有 人 干预 的 和 无 人 干预 
的 ; 按 结局 判定 方法 可 分 为 严格 的 
〈 即 由 数学 方法 计算 的 ) 和 经 验 的 ; 
按 所 模拟 的 行动 性 质 可 分 为 确定 型 
的 和 随机 型 的 。 

可 靠 性 数学 理论 mathemati- 
cal theory of reliability) 运用 概 
率 统计 和 运筹 学 的 理论 和 方法 ,对 
单元 或 系统 的 可 靠 性 作 定 量 研究 ， 
是 可 靠 性 理论 的 基础 之 一 。 可 靠 性 
是 指 单元 或 由 单元 组 成 的 系统 在 一 
定 条 件 下 完成 其 预定 功能 的 能 力 。 
单元 指 元 .器 件 、 部 件 . 设 备 等 .单元 
或 系统 的 功能 丧失 ,无 论 其 能 否 修 
复 ,都 称 之 为 失效 。 可 靠 性 理论 即 以 
失效 现象 为 其 研究 对 象 , 因 而 涉及 
工程 设计 、 失 效 机 理 分 析 、 失 效 数据 
的 收集 和 处 理 、 可 靠 性 的 定量 评定 
以 及 使 用 .维修 和 管理 等 。 

可 靠 性 的 数学 处 理 的 思想 的 渊 
源 之 一 是 寿命 数据 的 统计 分 析 , 它 
的 起 点 可 追溯 到 英国 17 世纪 定期 
公布 的 寿命 表 。 后 来 由 于 人 口 统计 
学 ,特别 是 保险 数学 的 发 展 ,寿命 数 
据 的 分 析 逐 渐 采 用 了 现代 统计 理论 
和 方法 ,并 且 寿 命 概 念 也 逐渐 从 人 
和 生物 体 的 寿命 扩大 到 工业 产品 的 
寿命 。 可 靠 性 的 数学 处 理 思想 产生 
的 一 个 现实 的 原因 是 工业 生产 的 发 
展 , 虽 然 单 元 的 可 靠 性 不 断 得 到 提 


1 


数学 学 科 史 477 


高 ,但 大 型 设备 系统 的 结构 复杂 
越 来 越 高 ,功能 越 来 越 多 ,定量 判定 
并 改善 系统 的 可 靠 性 日 益 成 为 一 个 
重要 的 现实 课题 。1935 年 ,法 国 的 
获 贝 尔 首先 引入 了 工业 产品 的 “ 寿 
命 ” 从 启用 到 失效 的 时 间 一 一 
及 可 靠 性 概念 ,并 对 它们 采用 了 统 
计 处 理 , 从 而 开始 了 可 靠 性 数学 理 
论 的 研究 。 第 二 次 世界 大 战 期 间 , 由 
于 战争 的 需要 ,可 靠 性 数学 理论 有 
了 较 大 的 发 展 。 战 后 ,特别 是 50 年 
代 以 后 , 随 着 核能 、 航 天 ,电子 计算 
机 等 新 技术 部 门 的 出 现 ,可 靠 性 数 
学 理论 日 益 受到 重视 ,在 技术 发 展 
中 发 挥 了 巨大 的 作用 。 例 如 网 络 可 
舍 性 问题 ,对 于 计算 机 .通讯 .油气 
输送 都 有 重要 意义 ,发 展 出 专门 的 
网 络 可 靠 度 计算 ,有 很 广 的 应 用 ;再 
如 故障 树 分 析 (FTA) ,产生 于 20 tl 
纪 60 年 代 , 现 用 于 字 航 、 核 电 等 事 
业 中 。 近 来 复杂 系统 的 可 靠 性 分 析 
有 较 大 的 发 展 ,通过 数学 模型 ,使 用 
马尔 可 夫 过 程 .补充 变量 法 等 对 其 
进行 研究 ,其 处 理 方法 与 排队 论 相 
近 。 更 换 策 略 及 备件 最 优化 也 是 较 
新 的 研究 课题 。 

数学 物理 (mathematical 
physics) 以 研究 物理 问题 为 目标 
的 数学 理论 和 数学 方法 。 它 探讨 物 
理 现象 的 数学 模型 , 即 寻 求 物理 现 
象 的 数学 描述 ,并 对 模型 已 确立 的 
物理 问题 研究 其 数学 解法 ,然后 根 
据 解 答 来 诠释 和 预见 物理 现象 ,或 
者 根据 物理 事实 来 修正 原 有 的 模 
型 


最 早 的 物理 问题 研究 就 与 数学 
息息相关 。 公 元 前 6 世纪 古 希 腊 毕 
达 哥 拉 斯 学 派 用 整数 之 比 论述 琴 芝 


的 振动 ,发 展 起 一 套 音乐 理论 .公元 
前 3 世纪 阿 基 米 德 使 用 严格 的 几何 
方法 论证 力学 原理 , 求 出 若干 平面 
图 形 的 重心 。 他 还 应 用 浮力 定律 研 
究 旋 转 抛 物体 在 流体 中 的 稳定 性 ， 
应 用 杠杆 原理 得 到 许多 几何 图 形 的 
面积 。 公 元 2 世纪 托 勒 密 利用 三 角 
方法 研究 光学 。 这 些 都 是 数学 物理 
的 早期 例子 。 

文艺 复兴 以 后 数学 物理 有 了 长 


是 发 展 。17 世纪 初 意大利 科学 家 多 


利 略 建立 了 落体 运动 的 正确 定律 ; 
德国 科学 家 开 普 勒 发 现行 星 运 动 三 
大 定律 ;1666 年 牛顿 建立 起 万 有 引 
力 定律 , 1686 一 1687 年 完成 巨著 
《自然 哲学 的 数学 原理 》, 以 牛顿 运 
动 三 定律 为 基础 建立 起 牛顿 力学 体 
系 。 其 中 的 三 体 问题 和 各 种 经 典 的 
动力 系统 都 是 数学 物理 长 期 研究 的 
对 象 。 

微 积 分 的 发 明 为 解决 各 种 物理 
和 力学 问题 提供 了 有 力 工具 。 对 三 
体 问题 . 摆 的 运动 及 弹性 理论 等 问 
题 的 数学 刻画 引导 出 一 系列 常 微分 
方程 ,求解 这 些 方程 就 成 为 牛顿 力 
学 中 的 重要 数学 问题 。 到 18 世纪 ， 
对 弦 振 动 问题 ,电磁场 理 论 .流体 力 
学 和 热传导 等 问题 的 深入 研究 开始 
了 偏 微分 方程 和 偏 微分 方程 组 的 研 
究 , 后 人 将 这 些 偏 微分 方程 以 及 具 
有 物理 意义 的 积分 方程 、 微 积分 方 
程 和 常 微分 方程 统称 为 数学 物理 方 
程 。 从 17 世纪 末 开 始 ,对 最 速 降 线 
问题 ,等 周 问题 的 讨论 引发 了 变 分 
学 的 创立 。 到 18 世纪 中 期 ,牛顿 力 
学 的 基础 开始 由 变 分 原理 刻画 ,此 
后 许多 物理 理论 都 以 变 分 原理 作为 
自己 的 基础 。 
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19 世纪 未 由 动力 系统 内 行星 
和 和 卫星 轨道 的 稳定 性 问题 导致 微分 
方程 定性 理论 的 发 展 , 到 20 世纪 
初 ,数学 物理 方程 成 为 数学 物理 的 
主要 内 容 。 此 后 等 离子 物理 .固体 物 
理 , 非 线性 光学 、 空 间 技术 、 核 技术 
等 方面 不 断 提 出 新 的 偏 微分 方程 问 
题 ,使 数学 物理 方程 的 内 容 进 一 步 
丰富 起 来 ,同时 对 这 些 方程 的 研究 
也 促进 了 复 变 函 数 、 积 分 变换 ,特殊 
函数 、 变 分 法 、 调 和 分 析 、 泛 函 分 析 
万 至 微分 几何 .代数 几何 .拓扑 学 等 
数学 分 支 的 发 展 。 
20 世纪 初 ,对 电磁 理论 和 引力 
场 的 研究 ,使 闵可夫 斯 基 空 间 和 黎 
曼 空 间 的 几何 大 大 发 展 ,成 为 爱 因 
斯 坦 狭义 相对 论 和 广义 相对 论 的 基 
础 .许多 物理 量 以 向 量 、 张 量 和 旋 量 
作为 表达 式 。20 年 代 量 子 力学 的 诞 
生 依赖 于 希 尔 伯 特 空间 理论 ,并 应 
用 了 算 子 的 谱 理论 ,量子 力学 发 展 
RAET EN, EAN TZA 
分 析 的 新 工具 即 30 年 代 由 匈牙利 
一 美国 数学 家 汉 。 诺 伊 曼 发 展 起 来 
的 算 子 代 数理 论 。 40~50 年 代 核 结 
构 和 基本 粒子 理论 兴起 时 , 另 一 位 
匈牙利 一 美国 数学 家 威 格 纳 开创 的 
群 表示 论 又 成 为 主要 工具 。 这 些 理 
论 在 数学 的 其 他 分 支 也 起 着 重要 作 
用 。 
近 几 十 年 来 ,对 基本 粒子 的 内 
在 对 称 性 研究 导致 了 杨 一 米尔 斯 理 
论 ( 即 规范 场 理 论 ) 的 产生 ,并 推动 
了 纤维 从 理论 的 发 展 ;对 经 典 统计 
物理 学 的 研究 促进 了 统计 理论 的 深 
入 研究 ;应 用 电子 计算 机 后 又 发 展 
起 计算 力学 ,计算 物理 等 学 科 .数学 
物理 内 容 日 益 丰 富 , 同 时 又 促进 了 


数学 的 发 展 ,成 为 产生 数学 新 思想 、 
新 问题 及 新 方法 的 一 个 源泉 。 数 学 
物理 中 的 许多 方法 和 结果 对 数学 在 
其 他 学 科 中 的 应 用 起 了 借鉴 作用 ， 
推动 了 诸 学 科 的 发 展 。 

牛顿 力学 (Newtonian me- 
chanies) ”以 牛顿 运动 三 定律 为 基 
础 建立 的 力学 , 亦 称 经 典 力 学 。 这 三 
条 定律 分 别称 为 惯性 定律 .运动 定 
律 和 作用 与 反作用 定律 ,发 表 于 
1686—1687 完成 的 巨著 《自然 哲学 
的 数学 原理 ) 一 书 中 。 在 此 之 前 ,已 
有 一 些 表述 物体 运动 现象 的 规律 ， 
例如 17 世纪 初期 匣 利 略 的 落体 定 
律 , 开 普 勤 的 行星 运动 三 大 定律 等 ， 
牛顿 是 第 一 个 给 出 系统 阐述 的 科学 
家 。 之 后 牛顿 力学 成 为 描述 自然 界 
物质 运动 的 标准 理论 ,对 其 中 物体 
运动 规律 的 研究 导致 一 系列 数学 新 
分 支 的 产生 。18 世纪 末 法 国 数学 家 
拉 格 朗 日 等 人 在 牛顿 力学 的 基础 上 
发 展 起 分 析 力 学 。19 世纪 末 , 奥 地 
利 物 理学 家 E. 马赫 提出 马赫 原理 ， 
修正 了 牛顿 第 一 定律 , 爱 因 斯 坦 受 
此 启示 ,于 20 世纪 初 建立 相对 论 ， 
牛顿 力学 成 为 相对 论 的 一 个 特殊 情 
形 。20 年 代 又 建立 起 量子 力学 ,在 
微观 现象 方面 补充 了 牛顿 力学 的 不 
足 。 但 在 物体 运动 速度 远 小 于 光速 
的 宏观 世界 里 ,牛顿 力学 依然 继续 
发 挥 作用 。 

分 析 力 学 (analytical mechan- 
ics) 用 数学 分 析 的 方法 研究 力学 
的 方法 。 始 于 瑞士 数学 家 欧 拉 于 
1736 年 出 版 的 《力学 或 运动 科学 的 
分 析 解 说 》, 其 中 考虑 了 自由 质点 和 
受 约束 质点 的 运动 微分 方程 及 其 
解 。1788 年 法 国 数学 家 拉 格 朗 日 出 
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版 《分 析 力 学 》, 奠定 了 该 学 科 的 共 
础 ,其 中 采用 单 值 地 表示 力学 位 置 
的 所 谓 广义 坐标 ,导出 拉 格 朗 日 运 
动 方程 . 拉 格 朗 日 函数 等 结果 。 书 中 
不 借助 几何 图 形 ,摆脱 了 牛顿 力学 
所 依赖 的 几何 方法 ,被 认为 是 运用 
分 析 学 理论 的 典范 ,成 为 牛顿 之 后 
最 重要 的 经 典 力 学 著作 。1834 年 英 
国 数学 家 哈密 顿 发 表 《 动 力学 的 一 
般 方法 》, 提 出 适用 于 动力 学 完整 系 
统 中 的 变 分 原理 ,被 称 为 哈密 顿 原 
理 , 发 展 了 分 析 力 学 。 在 量子 力学 建 
立 之 前 ,物理 学 家 曾 用 分 析 力 学 研 
究 微 观 现象 的 力学 问题 , 爱 因 斯 坦 
提出 相对 论 时 也 曾 把 分 析 力 学 的 一 
些 方法 应 用 于 相对 论 力学 。 由 分 析 
力学 导出 的 微分 方程 . 变 分 学 .积分 
方程 等 问题 成 为 这 些 学 科 发 展 的 动 
力 ,反之 ,也 为 分 析 力 学 提供 了 许多 
新 的 数学 工具 。 

X 体力 学 ( celestial 
mechanics) 应 用 力学 规律 来 研 
究 天 体 的 运动 和 形状 的 学 科 。 主 要 
内 容 是 用 力学 方法 研究 太阳 系 内 的 
行星 、 茵 星 、 月 球 .卫星 等 天 体 的 运 
动 , 包 括 确定 它们 的 轨道 .编制 星 历 
表 、 计 算 质量 并 根据 它们 的 自转 确 
定 天 体 的 形状 等 .其 基础 是 17 世纪 
牛顿 创立 的 力学 体系 ,根本 问题 是 
解 动力 方程 。 法 国 数学 家 克 莱 罗 
1743 年 发 表 《 地 球 外 形 理论 》, 论 述 
了 旋转 体 的 构成 ,描绘 了 地 球 在 各 
部 分 相互 之 间 万 有 引力 作用 下 的 形 
状 ,成 为 最 早 将 纯粹 分 析 理 论 应 用 
于 天 体力 学 的 数学 家 。 他 还 与 1752 
年 发 表 《 月 球 理论 》, 通 过 微分 方程 
的 级 数理 论 , 首 次 给 出 三 体 问 题 的 
近似 解 。 此 后 许多 数学 家 从 事 天 体 
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力学 研究 ,取得 结果 。1799 一 1825 
年 拉 普 拉 斯 出 版 (天 体力 学 》5 卷 ， 
试图 给 出 由 太阳 系 引 起 的 力学 问题 
的 完整 分 析 解 答 。 该 书 讨论 了 地 球 
形状 ,行星 摄 动 .月 离 理 论 和 三 体 问 
题 等 内 容 , 是 天 体力 学 的 经 典 著作 ， 
标志 天 体力 学 全 貌 的 确立 20 世纪 
天 体力 学 有 了 重大 发 展 ,相对 论 的 
出 现 把 天 体力 学 和 天 体 物 理学 结合 
起 来 ,其 影响 超出 天 体力 学 范围 , 空 
间 科 学 的 发 展 产生 了 实验 天 体力 学 
和 航空 动力 学 ,给 天 体力 学 增添 新 
的 内 容 , 这 种 发 展 正方 兴 未 艾 。 
弹性 理论 (theory of 
elasticity) ” 亦 称 弹性 力学 ,研究 
弹性 物体 在 外 力 和 其 他 外 界 因素 作 
用 下 产生 的 变形 和 内 力 。 人 类 很 早 ， 
就 不 自觉 地 应 用 了 弹性 理论 的 基本 
原理 :将 外 力 所 作 的 功 转化 为 弹性 
体 的 应 变 能 ,然后 将 它 迅速 释放 , 转 
化 为 动能 。 例 如 弓 第 的 使 用 。 但 有 
系统 地 定量 研究 弹性 理论 始 于 17 
世纪 ,英国 自然 科学 家 胡 克 自 1660 
年 研究 弹性 理论 ,1678 年 发 表 了 弹 
性 体 的 变形 与 所 受 外 力 成 正比 的 
“ 胡 克 定律 ”。 法 国 科 学 家 E，。 DER 
特 于 1680 年 也 独立 得 到 这 一 定律 。 
1821 年 法 国 工 程 师 纳 维 埃 发 表 《 弹 
性 体 平衡 与 运动 法 则 》, 导 出 三 维 空 
间 的 弹性 介质 方程 。1822 年 柯 西 建 
立 起 弹性 理论 的 数学 结构 ,将 弹性 
平面 的 平衡 方程 莫 基 于 单纯 的 力 
上 ,使 用 了 几乎 全 部 连续 介质 的 基 
本 力学 概念 。 同 时 期 的 泊 松 利用 分 
子 间 相 互 作用 的 理论 导出 弹性 体 的 
运动 方程 ,并 给 出 一 般 积分 法 ,引入 
“ 泊 松 常数 ”等 。19 世纪 中 时 弹性 理 
论 广泛 应 用 于 解决 工程 间 题 ,同时 
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在 理论 方面 建立 许多 重要 定理 ,并 
提出 许多 有 效 的 算法 。 例 如 1872 年 
意大利 数学 家 提出 的 功 的 互 等 定 
理 ;1877 一 1908 年 提出 使 用 的 瑞 利 
一 里 茨 法 等 。20 世纪 30 年 代 发 展 
起 弹性 力学 复 变 函数 法 ,同时 积分 
变换 和 积分 方程 在 弹性 理论 中 的 应 
用 也 有 新 发 展 。 此 外 还 建立 了 弹性 
力学 广义 变 分 原理 ,发 展 起 非 线性 
板 壳 理论 \ 非 线性 弹性 力学 、 热 弹性 
力学 、 气 动弹 性 力学 等 一 大 批 新 的 
分 支 。 

几何 光学 (geometrical optics) 

DE pd AXES m 
成 是 光线 的 集合 ,只 以 光 的 直 进 性 、 
光 的 反射 定律 和 光 的 折射 定律 为 基 
础 来 研究 光 的 路 径 的 数学 理论 。 光 
学 自古 希腊 以 来 一 直 是 数学 家 着 重 
探讨 的 对 象 之 一 。 公 元 前 300 年 左 
右 , 欧 几 里 得 的 《光学 》 和 《镜面 反 
射 } 是 第 一 批 系统 的 著作 ,也 是 几何 
光学 的 开端 。 欧 几 里 得 已 知道 光 的 
反射 定律 ,此 后 阿 基 米 德 .阿波 罗 尼 
奥 斯 、 帕 波斯 等 希腊 数学 家 都 利用 
它 论 述 了 曲线 和 曲面 有 关 的 几何 性 
质 。 光 的 折射 问题 在 古 希 腊 、. 阿 拉 伯 
和 中 世纪 殉 洲 都 有 人 研究 ,但 直到 
1621 年 才 由 荷兰 数学 家 斯 内 尔 给 
出 正确 公式 ,被 称 为 斯 内 尔 定 律 。 
1637 年 法 国 数学 家 笛 卡 儿 在 《折光 
学 ?里 重新 给 出 这 一 定律 ,但 却 给 出 
一 个 错误 的 证 明 。1657 一 1662 年 费 
马 提 出 光线 行进 的 最 短 时 间 原 理 ， 
并 由 此 导出 折射 定律 。17 世纪 末 ， 
英国 数学 家 、 物 理学 家 惠 更 斯 证 明 
了 光线 在 具有 变 折射 率 的 介质 中 传 
播 时 费 马 原理 也 是 成 立 的 。1827 年 
哈密 顿 发 表 《 光 线 论 ,开始 建 立 一 


套 光 学 的 数学 理论 ,后 来 又 为 此 发 
表 一 系列 论文 ,不 断 补充 完善 .此 外 
德国 数学 家 高 斯 、 英 国 物 理学 家 麦 
克 斯 韦 等 人 也 提出 一 些 补充 定理 。 
几何 光学 的 研究 方法 对 其 他 学 科 亦 
有 启发 ,如 带电 粒子 在 磁场 中 的 运 
动 等 。 

统计 力学 (statistical mechan- 
ies) 用 概率 统计 方法 研究 微观 力 
学 的 一 个 分 支 , 其 基础 是 18 世纪 后 
发 展 起 的 气体 分 子 运动 论 。1859 年 
英国 物理 学 家 麦克 斯 韦 利用 数理 统 
计 方 法 导出 分 子 运动 的 麦克 斯 韦 分 
布 规律 ,成 为 统计 力学 的 先驱 。 
1896 一 1904 年 ,奥地利 物理 学 家 波 
尔 茨 曼 提 出 遍历 性 假设 , 认为 遍历 
曲面 是 闭 曲面 ,如 果 系 统 的 运动 轨 
道 不 是 闭 曲线 , 则 这 种 轨道 就 把 全 
部 遍历 曲面 几乎 全 部 覆盖 。 该 假设 
成 为 经 典 统计 力学 的 基础 。 此 外 他 
还 提出 分 子 速度 变化 的 波 尔 欧 曼 方 
程 。1902 年 ,美国 物理 学 家 吉 布 斯 
出 版 (统计 力学 基本 原理 》, 建 立 起 
热平衡 状态 的 统计 力学 。 在 量子 力 
学 建立 以 前 ,以 上 工作 被 称 为 经 典 
统计 力学 。 20 世纪 20 年 代 , 发 展 起 
量子 统计 力学 , 玻 色 、 费 米 等 统计 学 
家 对 此 做 出 贡献 。 另 一 方面 统计 力 
学 提出 的 微分 积分 方程 的 求解 也 有 . 
发 展 ,瑞典 数学 家 恩 斯 科 格 、 英 国 数 
学 家 查 普 曼 充 实 了 这 些 数学 理论 。 
统计 力学 的 研究 正在 不 汤 深化 和 扩 
展 ,不 局 限于 统计 热力 学 ,而 以 一 般 
系统 为 研究 对 象 , 发 展 起 广义 统计 
力学 及 不 可 逆 过 程 的 统计 力学 等 新 
的 分 支 。 . 

统一 场 论 (unified field theo- 
ry) 又 称 大 统一 理论 。 是 粒子 物 
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理学 中 一 种 企图 把 已 知 的 各 种 力 和 
模式 以 及 存在 于 粒子 之 间 的 各 种 关 
系 都 用 一 个 统一 的 概念 来 描述 的 理 
论 。1864 年 英国 物理 学 家 麦克 斯 书 
出 版 (< 电磁场 的 动力 学 理论 》, 将 静 
电学 和 磁 学 中 的 力 用 一 个 现在 称 为 
电磁 场 张 量 的 基本 量 统一 起 来 。 
1915 年 爱 因 斯 坦 创立 广义 相对 论 ， 
将 引力 现象 同 描述 时 空中 任 一 点 的 
几何 性 质 联 在 一 起 ,并 开始 试图 建 
立 一 种 能 将 引力 与 电磁 力 统一 起 来 
的 理论 。 
1918 年 德国 数学 家 外 尔 引 入 
了 现在 称 为 线性 联络 的 概念 ,提出 
所 谓 规范 不 变 几 何 用 以 概括 万 有 引 
力 和 电磁 场 ,作出 了 建立 统一 场 论 
的 第 一 次 尝试 。1921 年 另 一 德国 数 
学 家 ,物理 学 家 卡 卢 察 在 4 维 黎 曼 
流 形 的 基础 上 ,引入 了 5 维 流 形 的 
概念 ,用 来 解释 电磁 效应 ,以 谋求 重 
力 和 电磁 现象 的 统一 描述 ,被 认为 
是 5 维 统一 场 论 。 此 后 爱 因 斯 坦 于 
1928 年 以 容许 绝对 平行 性 空间 为 
基础 ,美国 数学 家 维 布 伦 等 人 于 
1930 年 以 射影 联络 空间 为 基础 , 罗 
马 尼 亚 数学 家 弗 伦 恰 努 于 1936 年 
以 非 完 整 空 间 为 基础 , 霍 夫 曼 于 
1948 年 以 保 形 联络 空间 为 基础 相 
继 提出 了 几 种 统一 场 论 , 50 年 代 利 
用 调 合 积分 论 对 质量 和 中 和 荷 给 予 解 
释 ,60 年 代 末 和 70 年 代 初 提出 定 
域 规范 不 变性 概念 ,为 建立 现实 的 
统一 场 论 做 了 准备 ， 目 前 统一 场 论 
仍 不 断 有 新 理论 提出 ,其 中 的 数学 
“大 统一 理论 ”也 在 建立 之 中 。 
理论 计算 机 科学 (theoretical 
computer science) 关于 计算 和 
计算 机 械 的 数学 理论 ,也 称 为 计算 


理论 或 计算 机 科学 的 数学 基础 。 

在 漫长 的 数学 的 历史 发 展 中 ， 
人 们 研究 了 各 种 各 样 的 计算 ,创立 
了 许多 算法 ,但 以 计算 或 算法 本 身 
的 性 质 为 研究 对 象 的 数学 理论 却 是 
在 20 世纪 30 年 代 才 发 展 起 来 的 。 
当时 为 了 要 解决 数学 基础 的 某 些 理 
论 问题 , 即 是 否 有 的 问题 不 是 算法 
可 解 的 ,一 些 数 学 基础 工作 者 提出 
了 几 种 不 同 的 算法 定义 ,后 来 证 明 
它们 是 等 价 的 ,从 而 建立 了 算法 理 
论 ( 即 可 计算 性 理论 )。30 年 代 前 
期 ,K， 哥 德尔 和 S。，C。， 克 林 等 人 
创立 了 递归 函数 论 , 将 数论 函数 的 
算法 可 计算 性 刻 划 为 递归 性 。30 年 
代 中 期 ,A， 图 灵 和 ,波斯 特 彼此 
独立 地 提出 了 理想 计算 机 的 概念 ， 
将 问题 的 算法 可 解 性 定义 为 理想 计 
算 机 的 可 计算 性 。 30 年 代 发 展 起 来 
的 算法 理论 ,对 在 40 年 代 后 期 出 现 
的 存储 程序 计算 机 的 设计 思想 是 有 
影响 的 .图 灵 提 出 的 理想 计算 机 (图 
灵机 ) 中 的 一 种 通用 机 就 是 存储 程 
序 型 的 。 

图 灵机 是 一 类 自动 机 ,50 年 代 
以 来 一 些 学 者 开始 考虑 与 现实 的 计 
算 机 更 相似 的 理想 计算 机 ,J。 冯 。 
诺 伊 曼 在 50 年 代 初 提出 了 有 自 繁 
殖 功 能 的 计算 机 的 概念 。 王 浩 在 50 
年 代 中 期 提出 了 一 种 图 灵机 的 变 
种 ,这 比 原来 的 图 灵机 更 接近 现实 
机 器 。60 年 代 前 期 ,又 有 人 提出 具 
有 随机 存 取 存 储 器 的 计算 机 (简称 
RAM) 及 多 带 图 灵机 等 。 由 此 创立 
了 理论 计算 机 科学 的 一 个 分 支 学 
科 : 自 动机 理论 。 

50 年 代 , 乔 姆 斯 基 的 数理 语言 
学 理论 把 形式 语言 分 成 四 种 :0、1、 


人 
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2.3 型 语言 .60 年 代 中 期 ,人 们 发 现 
这 四 类 语言 与 四 类 自动 机 之 间 有 对 
应 关系 :0 型 语言 对 应 图 灵机 ;1 型 
对 应 线性 有 和 界 自动 机 ;2 型 对 应 非 
确定 性 的 下 推 存储 自动 机 ;3 型 语 
言 对 应 有 限 自 动机 。 所 谓 对 应 是 指 
这 类 语言 正好 能 为 这 种 自动 机 所 识 
别 。 由 此 产生 了 形式 语言 理论 。 
40 年代 后 期 冯 ， 诺 伊 曼 和 图 
灵 等 人 提出 了 程序 正确 性 证 明和 程 
序 验证 问题 及 有 关 的 基本 概念 和 方 
法 。 冯 。 诺 伊 曼 提出 借助 于 证 明 来 
验证 程序 正确 性 的 方法 ,后 来 图 灵 
又 证 明了 一 个 子 程序 的 正确 性 。 但 
他 的 方法 长 期 未 受 注意 。1963 
4F. P * RR 1966 年 E。 费 洛 伊 德 
重新 提出 图 灵 的 方法 ,引起 广泛 的 
重视 。70 年 代 中 期 ,E。 戴 克 斯 特 拉 
曾 指出 ,实际 有 效 的 方法 是 边 设 计 
程序 边 验 证 之 ,在 设计 完毕 时 证 明 
或 验证 的 过 程 同时 也 结束 了 。J。 施 
瓦 效 和 M。 戴 维 斯 于 70 年 代 后 期 
提出 他 们 称 之 为 “正确 程序 技术 ?的 
软件 技术 。 这 种 方法 是 先 选 定 成 千 
种 基本 程序 模块 ,并 借助 已 知 的 各 
种 验证 方法 (包括 程序 正确 性 证 明 ) 
来 保证 这 些 基 本 程序 的 正确 性 , 然 
后 再 提出 一 组 能 保证 正确 性 的 程序 
组 合 规则 ,就 可 以 通过 不 断 的 组 合 ， 
生成 各 种 各 样 的 程序 。 这 些 就 构成 
了 程序 设计 理论 。 
理论 计算 机 科学 还 包括 形式 语 
义学 、 算 法 分 析 和 计算 复杂 性 理论 。 
信息 论 (information theory) 
关于 信息 加 工 、 存 储 与 分 析 的 理 
论 , 一 般 分 为 狭义 信息 论 .一般 信息 
论 和 广义 信息 论 三 大 类 。 狭 义 信息 
论 主要 研究 信息 量 与 通信 编码 问 


题 ,关于 信息 量 的 引进 与 通信 编码 
的 可 行 性 问题 为 尚 农 信息 论 ,而 编 
码 的 构造 算法 及 它们 在 计算 机 上 的 
实现 问题 为 编码 理论 ,因为 它 大 量 
应 用 代数 理论 ,又 称 代 数 编码 理论 。 
一 般 信 息 论 除 研究 上 述 编码 理论 
外 .还 研究 信和 号 在 噪声 中 的 预测 E 
波 、 检 测 和 调制 等 问题 ,通常 又 称 为 
维 纳 信息 论 。 广 义 信息 论 涉及 信息 
处 理 的 有 关 问 题 , 如 计算 机 科学 、 经 
济 、 社 会 .心理 ,生物 中 的 信息 处 理 
问题 都 属于 这 个 范围 ,是 多 学 科 的 
综合 性 科学 ,又 称 信息 科学 。 
信息 论 是 在 长 期 的 通信 工程 实 
践 和 理论 研究 的 基础 上 发 展 起 来 
的 。 
由 于 通信 系统 在 人 类 社会 中 具 
有 神经 系统 的 重要 意义 ,所 以 这 方 
面 的 社会 实践 有 悠久 的 历史 ,用 电 
的 通信 系统 (电信 系统 ) 的 采用 也 有 
150 年 的 历史 了 。 通 信和 系统 的 历史 
发 展 有 这 样 的 性 质 :物理 学 的 电磁 
理论 及 电子 理论 的 每 一 个 发 展 ,都 
直接 .迅速 地 促进 了 电信 系统 的 新 
的 改进 。 例 如 ,法拉第 于 19 世纪 20 
年 代 发 现 了 电磁 感应 的 基本 定律 ， 
不 久 葛 尔 斯 (1932 一 1935) 就 发 明了 
电报 系统 ,1876 年 ,贝尔 发 明了 电 
话 系统 。1864 年 麦克 斯 韦 预 言 了 电 
磁 波 的 存在 ,1888 年 赫兹 用 实验 证 
明了 这 一 预言 。 紧 接着 马 可 尼 
(1895)、 波 波 夫 (1903) 就 发 明了 无 
线 电 通信 系统 .1907 年 福 雷 斯 特 发 
明 能 把 电磁 波 放大 的 电子 管 ,很 快 
就 出 现 了 远 距离 无 线 电 通信 系统 。 
大 功率 超 高 频 电子 管 发 明 以 后 , 电 
视 系 统 迅速 问世 (1925 一 1929)。 电 
子 在 电磁 场 运动 过 程 中 能 量 交换 的 
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规律 被 人 们 认识 后 ,就 出 现 了 微波 
电子 管 ,接着 ,第 二 次 世界 大 战 期 
f] ,微波 通信 系统 、 微 波 雷达 技术 都 
投入 应 用 。50 年 代 后 期 发 明了 量子 
放大 器 。60 年 代 初 发 明 的 激光 技 
术 ,使 人 类 进入 了 光纤 通信 的 时 代 。 

随 着 通信 工程 技术 的 迅速 发 
展 , 有 关 理 论 问 题 的 研究 也 不 断 深 
入 。1832 年 , 莫 尔 斯 建立 了 电报 系 
统 的 高 效 编码 方法 ,可 以 说 是 尚 农 
信息 论 最 早 的 先驱 工作 。1885 年 ， 
开尔文 曾 研究 过 一 条 电缆 的 极限 传 
信 率 问题 。1922 年 卡 孙 对 调幅 信号 
的 频谱 结构 进行 了 研究 ,建立 了 信 
号 频谱 概念 ,两 年 后 , 奈 奎 斯 特 把 信 
息 率 与 频谱 带宽 联系 起 来 。1928 
年 , 哈 特 莱 发 展 了 奈奈 斯 特 的 工作 ， 
并 提出 把 消息 考虑 为 代码 或 单 语 的 
序列 。 在 8 个 代码 中 选 N 个 码 即 构 
成 8 个 可 能 的 消息 ,他 定义 “信息 
量 ==NlogS8”, 即 定义 信息 量 等 于 可 
能 消息 数 的 对 数 。 这 一 点 对 尚 农 信 
息 论 的 建立 有 直接 的 影响 。1936 年 
阿姆斯特朗 提出 了 宽 偏 移 的 频率 调 
制 方法 ,这 是 一 种 抗 噪声 方法 ,不 仅 
有 重要 的 实践 意义 ,而 且 是 维 纳 信 
息 论 的 重要 前 驱 工作 。1939 年 达 德 
利 发 明了 声 码 器 ,他 提出 :通信 所 需 
要 的 带宽 至 少 间 所 要 传送 的 信息 的 
带宽 一 样 才 行 ,他 也 是 编码 理论 的 
重要 开创 人 之 一 。 以 上 这 些 先 驱 性 
理论 工作 的 主要 弱点 是 把 消息 看 成 
是 一 个 确定 性 的 过 程 ,主要 使 用 的 
数学 工具 是 经 典 傅立叶 分 析 。 其 结 
果 与 许多 实际 情况 不 符 ,表现 出 较 
大 的 局 限 性 。 

20 世纪 40 年 代 初 , 维 纳 在 研 
究 防 空 火炮 的 控制 问题 时 ,把 随机 


过 程 和 数理 统计 的 思想 方法 引入 通 
信和 控制 系统 ,揭示 了 信息 的 传输 
和 处 理 过 程 的 统计 本 质 。 并 对 信息 
系统 中 的 随机 过 程 进行 谱 分 析 ， 为 
通信 系统 的 理论 研究 开辟 新 径 , 导 
致 维 纳 信息 论 的 创建 。 

1948 年 , 尚 农用 概率 测度 和 数 
理 统计 方法 系统 地 讨论 了 通信 的 基 
本 问题 ,得 出 一 些 重要 的 有 普遍 意 
义 的 结论 ,从 而 莫 定 了 现代 信息 论 
的 基础 ,其 理论 核心 是 :在 有 了 品 信 道 
中 只 要 信息 传输 速率 低 于 某 个 值 
信道 容量 ,就 存在 着 一 种 编码 
方法 , 它 可 以 使 消息 传输 过 程 的 差 
错 概率 任意 小 。 这 个 结论 具有 划 时 
代 的 意义 ,从 数学 方面 看 ,是 一 个 最 
优 编码 的 存在 定理 ;从 工程 方面 看 ， 
促进 人们 去 寻找 有 效 通信 系统 。50 
年 代 后 , 尚 农 的 数学 结论 得 到 进 一 
步 的 严格 论证 和 全 面 推广 , 尚 农 本 
人 做 了 大 量 的 工作 ,发展 了 尚 农 信 
息 论 各 方面 的 内 容 。 同 时 , 维 纳 信息 
论 也 有 了 长 足 的 发 展 , 50 年 代 后 
期 ,已 推广 到 非 平稳 过 程 及 时 变 系 
统 中 。60 年 代 初 ,卡尔 曼 和 伯 西 将 
状态 变量 法 引入 到 滤波 理论 中 。 用 
信号 和 噪声 的 状态 空间 模型 代替 了 
协 方差 函数 ,用 时 域 的 微分 方程 来 
表示 滤波 问题 ,得 到 了 递 推 滤波 算 
法 ,这 就 是 卡尔 曼 滤波 理论 ,这 一 理 
论 很 快 就 成 功 地 应 用 于 卫星 轨道 测 
量 . 导 弹 制 导 和 自动 化 等 许多 领域 。 
整个 60 年代 ,信息 论 的 主要 发 展 方 
向 是 应 用 。 进 入 70 年 代 , 在 理论 方 
面 又 有 新 的 重要 发 展 , 如 卡拉 思 等 
人 发 展 的 信息 过 程 理论 。 

40 年 代 后 ,信号 检测 理论 ( 维 
纳 信息 论 的 一 个 分 支 理 论 ) 也 有 极 
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大 的 发 展 。1943 年 诺 恩 提出 了 匹配 
滤波 理论 。1946 年 卡 切 尼 可 夫 提 出 
了 判断 错误 概率 为 最 小 的 理想 接受 
机 理论 。50 年 代 ,统计 检测 理论 发 
展 很 快 , 米 德尔 顿 等 人 用 最 小 平均 
风险 准则 ( 贝 叶 斯 准则 ) 来 处 理 最 佳 
接受 问题 ,使 检测 理论 发 展 到 一 个 
新 阶段 ,并 使 各 种 准则 统一 于 风险 
理论 。50 年 代 未 卡 庞 提 出 采用 非 参 
数 统计 判断 方法 ,70 年 代 这 一 方法 
得 到 广泛 的 实际 应 用 。 

现在 , 维 纳 信息 论 和 尚 农 信息 
论 都 有 更 大 的 发 展 。 在 尚 农 信息 论 
方面 ,现在 重要 的 动向 是 :信息 概念 
的 深化 ;多 址 和 多 用 户 信道 理论 ;多 
重 相 关 信 源 编码 理论 等 的 发 展 。 这 
些 领 域 都 与 80 年 代 信 息 工 程 一 空 
间 通 信 , 计 算 机 网 络 ,图 象 电子 学 等 
密切 相关 ,在 维 纳 信息 论 方面 ,光纤 
通信 已 成 为 现实 ,成 象 雷达 以 及 二 
维 图 象 信息 处 理 也 有 迅速 发 展 ,为 
此 ,量子 检测 和 估计 理论 , 非 参数 检 
测 和 估计 理论 及 非 线性 检测 与 估计 
理论 都 有 新 的 发 展 。 现 代 的 一 个 重 


要 动向 是 这 两 种 信息 论 的 互相 渗透 


和 互相 促进 。 . 

随 着 电子 计算 机 的 产生 和 广泛 
应 用 ,信息 处 理 问题 逐渐 推广 到 社 
会 .经 济 . 心 理 、 生 物 等 的 各 个 领域 ， 
产生 了 广义 信息 论 。 它 本 质 上 就 是 
上 述 两 种 信息 论 在 前 述 各 个 领域 中 
的 应 用 ,以 及 由 应 用 促进 了 的 信息 
论 本 身 的 发 展 ,同时 ,也 包含 了 “ 信 
息 "的 哲学 问题 等 ,它们 随 着 两 种 信 
息 论 的 发 展 也 有 了 长 足 的 进展 。 

信息 论 是 一 门 “ 模 向 科学 ”, 与 
数学 密切 相关 , 它 不 仅 深刻 地 应 用 
了 许多 数学 理论 ,而 且 它 的 一 些 分 


支 就 是 数学 的 分 支 。 | 
控制 理论 (control theory ) 

研究 系统 的 调节 与 控制 的 一 般 规 律 
的 科学 。 

自动 控制 的 思想 可 以 追溯 到 于 
远 的 古代 。 我 国 古人 发 明 的 指南 车 
《公元 前 200 年 或 更 早 ) 就 是 一 个 按 
扰动 原理 构造 成 的 开 环 自动 调节 系 


统 ,而 北宋 时 (1086 一 1089) 苏 颂 等 


人 制 成 的 水 运 仪 象 台 则 是 一 个 按 被 
调 量 偏差 进行 调节 的 闭环 非 线性 自 
动 调节 系统 .近代 的 自动 控制 装置 ， 
要 数 俄 国人 普尔 优 诺 夫 1765 年 发 
明 的 蒸汽 锅炉 水 位 调节 器 和 英国 人 
瓦特 在 1784 年 发 明 的 蒸汽 机 转速 
离心 式 调节 器 为 最 早 。 才 克 斯 韦 、 巴 
贝 吉 等 人 也 在 自动 控制 思想 的 发 展 
上 做 过 一 些 工 作 。 但 自动 控制 正式 
成 为 一 门 学 科 还 是 20 世纪 40 年 代 
的 事 。1947 年 ,出 现 了 关于 自动 控 
制 原 理 的 第 一 本 教材 (伺服 机 件 原 
DKE EANET BRAEG 
制 论 一 -关于 在 动物 和 机 器 中 控制 
和 通讯 的 科学 ,宣告 了 控制 论 作为 
一 门 学 科 的 产生 ,这 本 著作 概括 了 
广阔 领域 里 的 丰富 经 验 和 许多 自然 
科学 的 理论 成 果 , 包 括 工业 控制 . 火 
雹 控制 系统 通讯 系统 .生物 系统 
等 ,为 早期 控制 论 的 发 展商 定 了 理 


论 基 础 。 维 纳 把 这 门 学 科 起 名 为 “ 控 


fil] i" (Cybernetics), 它 的 原始 含义 


是 非常 广泛 的 。 作 为 与 工业 等 系统 


的 调控 直接 有 关 的 那 一 部 分 内 容 ， 
后 来 发 展 成 为 “control theory”, 汉语 
译 为 控制 理论 (有 时 也 译 为 控制 论 ) 
则 是 50 年 代 末 到 60 年 代 初 形成 和 
发 展 起 来 的 现代 控制 理论 。 

50 年 代 , 由 于 当时 的 数字 电子 
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计算 机 在 当时 主要 是 电子 管 式 的 ， 
它 的 生产 工艺 复杂 、 价 格 昂贵 .体积 
庞大 ,还 不 可 能 在 生产 过 程 的 自动 
控制 系统 中 得 到 普遍 的 直接 应 用 。 
当时 自动 控制 所 需要 的 运算 主要 是 
用 模拟 计算 装置 实现 的 。 当 时 的 控 
制 理论 也 适应 于 这 种 技术 手段 , 主 
要 使 用 传递 函数 分 析 方 法 , 称 之 为 
“频率 域 方法 ”。50 ERR 60 年 代 
初 ,由 于 空间 技术 的 需要 ,对 自动 控 
制 的 精确 性 及 各 种 经 济 指标 都 提出 
了 严格 的 要 求 ,晶体 管 及 随后 集成 
电路 计算 机 的 出 现 为 实现 这 些 要 求 
提供 了 现实 的 工具 ,这 促进 了 控制 
理论 的 大 发 展 。 首 先是 从 频率 域 方 
法 过 渡 到 时 间 域 方法 (状态 空间 方 
法 )。 这 种 方法 是 R，E… 卡尔 曼 提 
出 的 ,他 先 用 一 个 状态 方程 和 一 个 
观察 方程 来 完整 地 描述 线性 动态 过 


程 ,并 在 此 基础 上 引入 了 能 控 性 和 
能 观测 性 的 概念 ,它们 为 控制 理论 . 


的 发 展开 辟 了 广 阅 的 道路 。 
1958 4£ ,JI - C - DERE BUR A 
出 最 优 控制 的 极 值 原 理 , 1960 年 ， 
卡尔 曼 提 出 数学 滤波 理论 ,它们 与 
能 控 性 和 能 观测 性 概念 一 道 , 成 为 
控制 论 进入 现代 控制 理论 阶段 的 三 
大 标志 。 现 代 , 控 制 理论 为 实际 系统 
的 描述 、 分 析 综合 和 设计 、 预 测 和 决 
策 等 问题 提供 了 系统 的 理论 和 方 
法 ,成 为 系统 科学 的 一 个 组 成 部 分 ， 
又 可 以 说 是 信息 科学 的 一 个 基本 方 
面 。 
控制 理论 不 是 直接 研究 现实 世 
界 中 的 受 控 对 象 ,而 是 研究 受 控 对 


象 的 模型 一 一 数学 模型 ,简称 为 控 


制 系统 。 由 数学 模型 的 不 同 ,可 分 为 


不 同 的 控制 系统 理论 ,如 线性 控制 - 


理论 , 非 线性 控制 理论 .微分 控制 论 
和 分 布 参数 控制 论 等 。 还 有 最 优 控 
制 论 和 大 系统 理论 也 是 现代 控制 理 
论 的 分 支 理论 。 它 们 都 是 当代 控制 
理论 的 发 展 方向 。 其 中 线性 控制 理 
论 和 最 优 控制 理论 是 较 早 发 展 起 来 
的 (50 一 60 年代), 非 线性 控制 理 是 
60 年 代 末 .70 年 代 以 后 发 展 起 来 
RAR. W. 布 劳 克 特等 人 运用 
李 代 数 . 微 分 几何 等 工具 研究 流 形 
上 的 非 线性 控制 系统 较 有 代表 性 ， 
他 们 在 系统 的 能 控 性 ;能 观测 性 、 可 
逆 性 、 干 扰 解 耦 、 最 优 控制 等 方面 得 
到 了 很 有 启发 性 的 成 果 。 近 年 来 、 分 
岔 , 失 稳 与 控制 .混沌 等 问题 成 为 非 
线性 控制 理论 的 一 个 新 领域 。 大 系 
统 理论 则 是 70 年 代 才 开 始 发 展 的 
现代 控制 理论 的 分 支 .有 一 种 说 法 ， 
认为 大 系统 理论 是 第 三 代 控 制 理论 
(第 一 代为 维 纳 的 经 典 控制 论 ,第 二 
代为 以 状态 空间 方法 为 主要 特征 的 


控制 理论 ) ,使 控制 理论 从 研究 单个 


系统 的 控制 ,发 展 到 研究 带 有 多 个 
相互 作用 、 相 互 影响 的 复杂 系统 的 
控制 。 尤 其 是 “大 系统 "有 时 要 包括 
人 的 因素 在 内 。 它 所 研究 的 对 象 为 ; 
整个 自动 化 车 间 、 工 厂 ,铁路 航空 
城市 交通 运输 的 管理 和 控制 ,国民 
经 济 的 计划 ,协调 ,生态 系统 和 环境 
保护 ,生物 控制 等 等 它 的 对 象 和 方 
法 实际 上 已 超出 原 有 控制 论 的 范 
畴 ,而 与 运筹 学 ,管理 科学 等 结合 起 
来 了 。 目 前 ,大 系统 理论 的 研究 十 分 
活路 , 它 的 关于 整体 最 优化 ,稳定 性 
等 的 思想 已 经 渗透 到 许多 重大 的 工 
程 ,管理 问题 中 去 了 ,但 是 离 理论 上 
的 成 熟 ,还 有 不 小 的 距离 ,大 系统 理 
论 是 当代 控制 理论 的 一 个 重要 发 展 
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方向 。 

数理 语言 学 (mathematical 
linguistics) 用 数学 思想 和 数学 
方法 来 研究 语言 现象 的 一 门 语言 
科 , 数 理 语 言 学 使 语言 学 研究 与 现 
代数 学 .计算 机 科学 .控制 论 及 人 工 
智能 等 联系 起 来 ,是 现代 数学 的 一 
个 重要 应 用 领域 ,因而 也 成 为 现代 
应 用 数学 的 重要 分 支 学 科 。 

用 数学 思想 方法 研究 语言 现象 

的 想法 在 19 世纪 就 产生 了 ,首先 是 
俄国 数学 家 布 里 亚 柯 夫 斯 基 , 他 于 
1847 年 指出 ,可 以 用 概率 论 来 研究 
语法 、. 词 源 并 可 对 语言 进行 历史 比 
较 。1894 年 ,瑞士 语言 学 家 索 绪 尔 
进一步 指出 ,在 基本 性 质 方面 ,语言 
中 的 量 和 量 之 间 的 关系 可 以 用 数学 
公式 有 规律 地 表达 出 来 .后 来 ,在 他 
1916 年 出 版 的 名 著 《 普 通 语言 学 教 
程 ) 中 进一步 指出 ,语言 学 好 比 一 个 
几何 系统 ,可 以 归结 为 一 些 待 证 的 
定理 。1904 年 ,波兰 语言 学 家 古 尔 
特 内 指出 ,语言 学 家 应 掌握 尽 可 能 
多 的 数学 知识 ,因为 语言 学 日 益 接 
近 精 密 科学 ,将 根据 数学 的 模式 ,一 
方面 “更 多 地 扩展 量 的 概念 ”一 方 
面 “将 发 展 新 的 演绎 思想 的 方法 ”。 
1933 年 ,美国 语言 学 家 布 龙 非 尔 德 
提出 一 个 著名 的 论点 :“ 数 学 不 过 是 
语言 所 能 达到 的 最 高 境界 ”。 还 有 许 
多 人 用 数学 方法 对 语言 进行 了 实际 
的 研究 ,例如 ,俄国 数学 家 马尔 可 夫 
在 1913 年 就 用 概率 论 的 方法 研究 
过 普希金 的 长 许 ( 叶 夫 根 尼 。 奥 涅 
金 ) 中 的 元 音 和 辅音 的 序列 。 但 是 ， 
所 有 这 些 早期 的 想法 和 研究 ,都 没 
有 对 语言 学 本 身 发 生 显 著 的 影响 ， 
它们 只 起 到 前 驱 的 作用 。 


20 世纪 中 叶 ,以 原子 能 技术 、 
电子 计算 机 技术 和 航天 技术 为 标志 
拉 开 了 新 技术 革命 的 序幕 。 由 于 科 
学 技术 的 突飞猛进 的 发 展 ,人们 面 
临 着 科技 文献 资料 飞快 增长 ,有 时 
被 称 为 “信息 爆炸 ”的 困境 。 面 对 排 
山 倒 海 而 来 巨 量 文献 ,人 们 为 了 解 
最 新 科技 成 果 、 获 得 有 价值 的 情报 ， 
不 得 不 花费 大 量 的 人 力 、 物 力 从 事 
大 量 的 翻译 ,检索 工作 ,这 大 大 地 影 
响 了 科研 工作 的 效率 。 

电子 计算 机 产生 并 得 到 广泛 应 
用 的 50 年 代 , 人 们 开始 考虑 用 电子 
计算 机 完成 信息 处 理工 作 , 提 出 了 
机 器 翻译 .机 器 自动 文摘 和 机 器 自 
动 检索 等 问题 。 要 使 计算 机 能 处 理 
语言 问题 就 必然 要 先 把 语言 “数学 
化 ”, 建 立 语言 的 数学 模型 , 即 首先 
要 用 数学 思想 和 方法 来 研究 语言 
象 。 用 自然 语言 进行 人 机 对 话 是 新 
一 代 电 子 计算 机 的 设计 目标 ,这 要 
求 电子 计算 机 能 理解 自然 语言 ,这 
也 提出 语言 数学 化 的 要 求 。 

在 20 世纪 中 时, 科学 技术 的 发 
展 也 具备 了 使 语言 学 数学 化 的 条 
件 。 首 先 ,数学 有 了 长 足 的 进展 , 概 
率 论 . 数 理 统计 信息论. 集合 论 . 数 
RES. Bib Fre RS OUR T 
突出 的 发 展 ,为 用 数学 研究 语言 
一 极其 复杂 的 现象 提供 了 有 力 的 工 
具 。 其 次 ,语言 学 进一步 精确 化 , 例 
如 叶 斯 泊 森 的 “分 析 句 法 ”, 哈 里 斯 
等 人 的 替换 一 分 布 研究 法 , 乔 姆 斯 
基 的 “转换 文法 ”等 使 语言 学 严格 
化 .精确 化 ,使 其 数学 化 有 了 可 能 。 
再 次 ,控制 论 .计算 机 科学 和 人 工 知 
能 等 的 发 展 为 语言 学 的 数学 化 提供 
了 技术 保障 。 由 于 有 了 用 数学 思想 
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方法 研究 语言 现象 的 需要 和 可 能 ， 
20 世纪 50 年 代 , 数 理 语言 学 成 了 
一 门 独 立 的 分 支 科学 。 

数理 语言 学 的 研究 领域 有 三 
个 :应 用 数理 统计 、 概 率 论 等 方法 计 
算 各 种 语言 单位 在 语言 中 出 现 的 频 
率 或 概率 ;应 用 数理 逻辑 等 方法 编 
制 机 器 翻译 系统 中 的 代码 语言 和 媒 
介 语 ,并 制定 情报 文献 自动 检索 中 
的 代码 系统 :应 用 数学 方法 模拟 自 
然 语言 ,使 语言 成 为 一 种 精密 的 形 
式 化 的 系统 。 

数理 语言 学 的 发 展 至 今 经 历 了 
三 个 发 展 阶段 :统计 语言 学 .代数 语 
言 学 和 算法 语言 学 。 这 三 个 阶段 的 
语言 研究 构成 了 数理 语言 学 的 全 部 
内 容 。 

第 一 阶段 的 统计 语言 学 又 称 计 
量 语言 学 ,研究 工作 主要 有 两 项 : 语 
言 统计 研究 , 即 借助 数理 统计 的 方 
法 来 研究 语言 结构 与 语言 单位 、 语 
言 变化 与 语言 差异 ,以 及 语言 类 型 
之 间 的 一 系列 规则 ;语言 概率 研究 ， 
即 借助 概率 论 的 方法 对 字 、 词 的 出 
现 频 率 进行 分 析 研究 , 据 此 来 制定 
最 简便 而 有 效 的 编码 设计 方案 。 它 
主要 应 用 于 教材 编写 .学 校 教学 、 辞 
书 编 繁 及 各 类 频率 词典 的 编写 等 方 
面 。 采 用 统计 语言 学 的 方法 还 可 以 
较 准确 地 测定 和 分 析 作 家 的 作品 词 
汇 、 修 辞 手法 文章 风格 。 在 军事 上 
可 用 于 破译 密码 、 刑 事 侦察 上 可 用 
之 分 析 确 定 匿 名 文章 和 信件 的 作者 
等 。 

马尔 可 夫 对 普希金 著作 的 统计 

工作 可 以 看 作 是 统计 语言 学 的 先导 
工作 。 在 他 之 前 ,德国 人 凯 定 于 
1898 年 就 用 统计 方法 编 出 世界 上 


第 一 部 频率 词典 (德语 频率 词典 》， 
20 世纪 初 ,美国 人 桑 戴 克 做 了 大 量 
英语 词汇 的 频率 统计 工作 。 他 的 名 
著 (教师 二 万 词 词 书 》《 教 师 三 万 词 
词 书 》, 至今 仍 有 重要 的 参考 意义 。 
这 方面 的 工作 后 来 普遍 展开 ,出 现 
了 各 种 语言 ,各 种 用 途 的 频率 词典 。 
与 此 同时 ,人 们 考查 了 词 的 出 现 频 
率 与 词 的 序号 的 关系 , 即 词 的 序号 
分 布 规律 。1916 4E, E UE QAO RE 
先 提 出 一 条 规律 : 词 的 绝对 频率 
《%) 与 它 的 序号 ? 的 乘积 大 体 上 稳 
定 于 一 个 常数 k E n e r=k, 1928 
年 , 贡 东 ( 美 ) 改 进 了 艾 思 杜 的 结果 ， 
1935 年 齐 普 夫 ( 美 ) ,1936 FRN 
对 贡 东 的 工作 做 了 新 的 改进 。50 年 
代 初 斯 曼 德 布 洛 特 ( 英 ) 利 用 概率 论 
和 信息 论 来 研究 这 个 问题 ,提出 了 
分 布 规律 公式 。 其 他 方面 的 工作 也 
逐渐 展开 ,并 在 统计 工作 中 应 用 了 
电子 计算 机 ,在 语言 风格 及 一 些 文 
学 著作 研究 (如 《4 红楼梦 》 研 究 ) 中 取 
得 许多 成 果 。 密 码 的 编制 和 破译 其 
至 形成 为 独立 的 学 科 。 
”第 二 阶段 的 代数 语言 学 又 称 为 
形式 语言 学 ,主要 研究 如 何 对 语言 
的 形式 结构 进行 严格 的 数学 描写 ， 
其 目的 是 创立 一 种 形式 化 的 普遍 语 
法 或 普遍 语法 理论 。 目 标 之 一 是 把 
语言 的 递归 机 制 公式 化 ,使 其 成 为 
普遍 语法 的 数学 模式 。 自 动机 理论 
和 程序 设计 语言 是 它 的 两 个 重要 领 
域 。 
乔 姆 斯 基 ( 美 ) 的 形式 文法 是 代 
数 语言 学 的 首 批 重 要 成 果 之 一 ,50 
年 代 , 他 提出 转换 文法 ,后 来 又 进 一 
步 提出 生成 转换 文法 的 标准 理论 和 
扩充 的 标准 理论 ,为 语言 学 的 数学 
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化 形式 化 竟 定 了 基础 ,他 的 理论 ， 
成 为 当代 数理 语言 学 的 重要 研究 课 
题 。60 年 代 ,苏联 的 库 拉 金 娜 和 罗 
马 尼 亚 的 马尔 库 斯 进一步 建立 了 语 
言 的 集合 论 模 型 ,解决 了 一 大 类 精 
确 找 述 自然 语言 语法 分 析 的 过 程 。 
同一 时 期 ,美国 的 巴 希 勒 和 兰 姆 别 
克 提 出 了 句法 类 型 演算 理论 ,可 以 
通过 有 穷 步骤 对 句子 进行 判定 。 
1970 年 前 后 ,美国 的 蒙 太 格 把 内 涵 
逻辑 学 应 用 于 自然 语言 研究 ,后 来 
他 又 与 克 勒 斯 威 尔 一 道 , 把 它 与 生 
成 转换 文法 结合 起 来 ,提出 一 种 对 
自然 语言 进行 逻辑 分 析 的 方法 , 称 
为 蒙 太 格 方法 。 近 来 这 方面 有 很 多 
新 进展 ,人 们 认为 它 不 仅 对 语言 
学 .而 且 对 认 知 科学 都 有 着 重要 
价值 。 

第 三 阶段 的 算法 语言 学 也 称 为 
”计算 语言 学 ,其 目的 是 把 语言 研究 
归结 为 建立 语言 表层 结构 和 深层 结 
构 的 关系 ,并 对 深层 结构 进行 研究 ， 
以 揭示 “程序 文法 ”( 与 数学 中 的 算 
法 相对 应 的 文法 规则 ) 的 产生 和 形 
成 的 规律 ,为 发 展 智能 模拟 创造 条 
ft. 这 一 阶段 的 数理 语言 学 具有 较 
大 的 应 用 性 。 在 这 方面 许多 人 做 了 
重要 的 工作 。 例 如 ,美国 人 佩 里 和 肯 
特 设计 过 一 种 适用 于 检索 冶金 学 文 
献 的 信息 语 ;1970 年 ,美国 人 伍兹 
研究 出 一 种 语言 自动 分 析 法 ATN; 
1973 年 ,美国 的 卡 普 兰 提出 通用 句 
话 生 成 器 GSP; 1972 年 ,西蒙 和 斯 
乐 康 等 采用 语义 网 络 来 生成 句子 的 
表层 结构 ,对 同一 个 深层 结构 ,可 得 
出 许多 同 义 的 表层 结构 来 ;1975 年 
戈 尔 德 曼 提 出 分 辨 网络 。50 年 代 开 
始 了 机 器 翻译 的 研究 工作 , 至 今 已 


取得 重大 的 成 果 , 正 在 得 到 深入 而 
全 面 的 发 展 。 自 然 语言 理解 是 算法 
语言 学 的 主要 研究 领域 之 一 ,这 也 


是 新 一 代 计算 机 设计 的 关键 问题 之 


一 。 早 在 60 年 代 人 们 就 建立 了 一 批 
自然 语言 理解 系统 ,例如 1963 年 ， 
美国 林 德 赛 设计 的 SAD 一 SAM 系 
统 ,格林 的 BASEBALL 系统 ,1968 
年 , 拉 菲 尔 设计 的 SIR. 系统 , 波 布 洛 
设计 的 STVDENT 系统 等 ;70 年代 
建立 了 一 些 更 先进 的 系统 ,如 1972 
年 伍兹 建立 的 LUNAR 系统 , 曾 用 


-于 比较 .评价 阿波 罗 火 箭 带 回 的 月 


球 岩 石化 验 数据 ;同年 , 维 诺 格 拉 德 
建立 了 SHRDLYV 系统 ,用 自然 语言 
指挥 机 器 人 手 排 布 积木 , 1975 年 ， 
杉 克 研制 了 MA 一 RGIE 系统 , 同 
年 ,斯 查 克 建立 了 SAM 系统 ,1978 
年 , 威 林 斯 基建 立 了 PAM 系统 ,其 
目的 是 使 用 脚本 和 打算 来 理解 自然 
语言 写 的 简单 故事 。1980 年 ,我 国 
学 者 研制 成 RJD 一 80 汉语 人 机 对 
话 系统 ,至 此 ,人 们 研究 的 还 限于 书 
面 语言 的 理解 。80 年 代 末 ,又 提出 
口语 的 理解 问题 ,这 涉及 到 十 分 复 
杂 的 理论 和 技术 问题 ,是 数理 语言 
学 的 前 沿 课 题 之 一 。 

组 合 数 学 (combinatorial 
mathematics) 又 称 组 合 论 , 组 合 
分 析 或 组 合 学 ,是 数学 的 一 个 分 支 。 
粗略 地 说 , 它 是 研究 任意 一 组 离散 
性 事物 按照 一 定 规则 安排 或 配置 方 
法 的 数学 。 当 符合 要 求 的 安排 并 非 
显然 存在 或 不 存在 时 ,首要 的 问题 
就 是 证 明 或 否定 它 的 存在 ; 当 符 合 
要 求 的 安排 显然 存在 或 已 被 证 明 存 
在 时 , 求 出 这 样 的 安排 的 个 数 ,以 及 
构造 出 这 样 的 安排 ;如 果 给 出 了 最 
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优化 的 标准 ,往往 还 需要 寻求 最 优 
的 安排 :等 等 上 述 各 方面 的 问题 依 
次 被 称 为 存在 性 问题 .计数 问题 、 构 
造 问题 及 最 优化 问题 。 图 论 中 的 计 
数 问题 ,各 种 条 件 下 的 排列 .组 合 、 
复合 .划分 分类、 检索 ,区 组 设计 、 


递归 ,、 母 函数 .数列 变换 等 方面 的 许 


多 问题 ,都 是 组 合 数学 研究 的 具体 
EE 

组 合 数学 是 一 个 既 古 老 又 新 兴 
的 数学 分 支 。 相 传 . 早 在 公元 前 
2200 年 左右 ,中 国 的 大 鼻 治 水 时 发 
现 过 一 个 “ 神 龟 ”, 背 上 刻 有 花纹 ,其 
中 有 一 个 方形 阵列 ,如 用 阿拉 伯 数 
[E Y Mp: 


492 
3.5 7 
8 1 6 
其 中 ,每 行 、 每 列 及 每 条 对 角 线 上 的 
三 个 数 之 和 都 等 于 15。 这 个 神话 传 
说 表明 ,中 国人 早 在 古代 可 能 就 构 
造 出 这 种 组 合 结构 。 公 元 前 1100 年 
左右 ,在 中 国 已 隐约 产生 了 排列 的 
概念 。 宋 代 杨 辉 造 出 过 表明 二 项 式 
系数 间 的 基本 而 重要 的 关系 , 即 
n n 24-1 — 
OO * Gh) CT mum 
角形 (也 叫 贾 宪 三 角形 , 见 [ 二 项 式 
定理 3), 朱 世 杰 得 到 了 组 合 恒等式 
T — 1 n 

DETT- (CE?) 


1<r<s P 

清 代 李 善 兰 则 证 明了 此 恒等式 对 一 
切 正 整数 ? 成 立 。 中 世纪 阿拉 伯 和 
印度 的 学 者 也 研究 过 某 种 递归 关系 
和 一 些 有 趣 的 排列 与 组 合 问题 。 

在 西方 ,组 合 数学 的 基本 概念 
的 产生 和 发 展 与 其 他 一 些 数学 分 
支 ,如 代数 学 .数论 .概率 论 等 的 发 


展 交叉 在 一 起 。 组 合 数学 和 数论 可 
以 说 是 姐妹 学 科 , 它们 在 内 容 上 有 
一 定 的 共同 部 分 ,而 且 彼 此 真正 地 
互相 充实 丰富 。 一 些 著名 的 数论 函 
数 ,如 欧 拉 函 数 p(n), 麦 比 乌 斯 函 
数 x(n), 划 分 函数 p(n) 等 ,至 今 仍 
是 组 合 数学 研究 的 对 象 。 组 合 数学 
与 概率 论 的 关系 更 为 密切 。 早 在 17 
世纪 中 叶 , 柏 斯 卡 、 费 马 、 惠 更 斯 等 
人 研究 一 些 复杂 的 赌博 问题 ,用 的 
就 是 排列 与 组 合 的 方法 。 他 们 的 工 
作 不 仅 黄 定 了 早期 概率 论 的 基 
础 ,而 且 建 立 了 组 合 方法 的 原 
理 。 

莱 布 尼 茨 最 早 把 有 关 组 合 数学 
的 问题 作为 一 种 数学 提出 。 在 他 
1666 年 的 研究 论文 4 组合 的 艺术 》 
中 ,表述 了 某 些 现代 计算 机 理论 的 
先驱 思想 :一 切 推理 和 发 现 ,不管 是 
否 用 语言 表达 ,都 能 归结 为 诸如 数 、 . 
字 、 声 、 色 这 些 元 素 经 过 某 种 组 合 的 
有 序 集合 ,在 此 文中 ,他 第 一 次 给 出 
“组 合 学 ”这 一 术语 ,并 希望 这 门 学 
问 能 应 用 于 “整个 数学 领域 ”。 

瑞士 数学 家 雅 各 布 。 伯 努 利 的 
著作 《 猜 度 术 》(1713)? 对 组 合 数学 的 
形成 也 有 重要 意义 。 该 书 是 早期 概 
率 论 中 最 重要 的 著作 ,作者 运用 所 
谓 伯 努 利 数 通过 完全 归纳 法 证 明了 
^ 为 正 整数 时 的 二 项 式 定理 ,他 把 
排列 与 组 合 的 方法 应 用 于 概率 论 
中 ,给 出 了 24 个 有 关 在 各 种 赌博 情 
形 中 利益 预测 的 例子 。 
一 般 认 为 ,由 于 莱 布 尼 获 和 伯 

努 利 的 工作 ,组 合 数学 开始 成 为 数 
学 的 一 个 分 支 。 

~ 在 18 世 纪 , 欧 拉 对 组 合 方法 的 
发 展 做 出 了 重大 贡献 。 他 关于 自然 
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数 的 分 解 与 合成 的 研究 为 组 合 构 形 
的 枚 举 方法 之 一 一 一 母 函 数 方法 葛 
定 了 基础 ( 母 函 数 的 一 般 方 法 是 由 
法 国 数学 家 拉 普 拉 斯 在 1812 年 发 


展 起 来 的 ), 他 提出 的 欧 拉 猜想 也 刺 “ 


激 了 这 门 学 科 的 发 展 。 

在 很 长 一 段 时间 内 ,许多 人 从 
数学 游戏 的 角度 来 接触 组 合 数学 的 
课题 ,例如 , 巴 软 硅 码 问题 . 柯 克 曼 
女生 问题 . 欧 拉 36 名 军官 问题 等 都 
是 这 方面 有 名 的 例子 。 这 些 问题 很 
能 推动 人 们 去 思考 ,它们 的 解答 也 
常常 是 机 智和 精巧 的 。 在 这 个 过 程 
中 、 人 们 得 到 了 组 合 数 学 中 一 般 的 
存在 性 定理 和 计数 原理 ,诸如 抽 屠 
原理 、. 母 函数 方法 .递归 关系 解法 、 
窜 斥 原理 ,等 等 。 

20 世纪 以 来 ,特别 是 由 于 计算 
机 科学 的 巨大 发 展 ,使 组 合 数学 改 
变 旧 有 面 通 ,成 为 一 门 极 富生 命 力 
的 新 兴 数 学 分 支 。 现 代 组 合 数 学 的 
主要 特点 是 它 大 量 地 应 用 抽象 代数 
学 工具 和 抑 阵 工具 ,使 问题 的 提 法 
和 处 理 方法 表现 出 极 大 的 一 般 性 。 
另 一 个 重要 特点 是 它 适应 着 计算 机 
科学 发 展 的 现状 .趋势 和 要 求 、 很 注 
重 方法 的 能 行 性 和 程序 化 的 要 
求 。 

20 世纪 30 年 代 以 来 所 建立 的 
关于 存在 性 的 三 大 基本 定理 已 成 为 
组 合 数学 经 常 使 用 的 工具 。 它 们 是 
“ 相 异 代表 组 定理 ”“ 偏 序 集 分 解 定 
理 ” 和 “广义 抽 展 原理 ”。 

如 果 要 从 一 批 社团 囊 各 自 推选 
出 一 名 代表 来 组 成 一 个 代表 组 , 规 
定 每 一 代表 只 代表 一 个 社团 ,这 个 
代表 组 就 叫 作 相 异 代表 组 。 美 国 数 
. ŽREME 1935 年 给 出 了 在 一 般 


情况 下 存在 相 异 代表 组 的 充 要 条 
件 , 即 “ 相 异 代表 组 定理 ”。 这 个 定理 
对 区 组 设计 、 图 论 问题 等 分 析 都 很 
有 用 。 现 代 组 合 数学 的 若干 理论 都 
是 建立 在 偏 序 集 基 础 之 上 的 ,由 有 
限 个 元 素 构成 的 有 限 偏 序 集 往往 可 
DERETA. KREME 
1950 年 发 现 “ 一 个 偏 序 集 分 解 成 链 
的 最 少 条 数 与 该 偏 序 集 所 含 最 大 无 
序 子 集 的 元 素 个 数 相等 ”, 这 个 定理 
不 仅 对 一 般 组 合 数学 而 且 对 生物 科 
学 也 有 很 大 用 处 。“ 如 果 有 N 个 抽 
ERA NH1 件 以 上 的 物品 , 那 
么 至 少 要 有 一 个 抽 屡 内 放 入 两 个 以 
上 的 物品 ”。 这 就 是 早 为 人 所 共 知 的 
看 上 去 十 分 简单 的 “ 抽 展 原理 ”。 
1930 年 ,英国 数理 逻辑 学 家 拉 姆 齐 
把 它 做 了 极为 宽广 的 扩充 ,证 明了 
一 个 深刻 而 有 用 的 定理 , 即 “广义 抽 
展 原 理 ”( 发 表 在 论文 《 论 形式 逻辑 
问题 }》 之 中 )。 对 于 与 此 相关 的 “ 拉 姆 
齐 数 ” 的 研究 已 经 成 为 近年 来 组 合 
数学 的 热门 课题 。“ 广 义 抽 层 原理 ” 
对 现代 计算 机 设计 研究 也 有 重要 应 
用 。 

组 合 数学 中 的 计数 理论 在 20 
世纪 也 有 重大 发 展 。 在 伯 努 利 时 代 
即 已 熟知 的 “包含 排除 原理 ”得 到 扩 
充 和 和 发展。 由 美国 数学 家 波 伊 亚 在 
1937 年 左右 建立 起 来 的 “计数 定 
理 ” 是 从 群 . 树 形 、 结 构图 等 个 数 的 
计算 过 程 中 分 析 总 结 出 来 的 。 波 伊 
亚 把 19 世纪 末 英 国 数学 家 伯 恩 赛 
德 关 于 置换 群 的 计数 定理 与 “循环 
指标 ” 结 台 起 来 ,构成 著名 的 枚 举 定 
理 或 计数 定理 。 波 伊 亚 计数 定理 已 
成 为 组 合 数学 中 强 有 力 的 计数 工 
具 。1964 年 ,英国 数学 家 罗 大 把 数 
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论 中 的 麦 比 乌 斯 函数 及 反 演 公 式 应 
用 于 定义 在 一 般 偏 序 集 上 的 二 元 函 
数 类 构成 的 “结合 代数 ”之 上 ,引进 
广义 麦 比 乌 斯 函数 及 反 演 公式 。 这 
样 , 他 为 组 合 数 学 提供 了 一 个 极为 
有 用 的 工具 。 

自 20 世纪 50 年 代 以 来 ,许多 
理论 学 科 和 应 用 学 科 , 向 组 合 数学 
提出 了 大 量 的 具有 理论 和 实际 意义 
的 课题 ,促使 它 产生 许多 新 理论 ,如 
区 组 设计 、 组 合 优 化 、 组 合算 法 ,组 
合 矩 阵 论 等 。 这 门 具有 悠久 历史 的 
数学 分 支 变 得 异常 活跃 并 且 取 得 丰 
硕 成 果 。 

纵横 图 magic square) 将 1 
至 吧 的 自然 数 排列 成 纵横 各 有 n 
个 数 的 正方 形 , 使 每 行 .每 列 、 有 时 
还 包括 两 条 主 对 角 线 的 ”个 数 的 和 


(或 连 乘 积 ) 都 相等 [等 于 去 x 十 


1)), 这 种 排列 称 为 阶 纵横 图 ,也 
n n RIH o 

纵横 图 的 起 源 可 以 追溯 到 公元 
前 2200 多 年 。 相 传 ,我 国 大 融 治 水 


Q 7 
表示 神 赐 给 他 的 一 种 旨意 。 与 此 有 


关 的 传说 具有 很 强 的 神秘 色彩 。 上 
面 这 个 图 案 如 用 阿拉 伯 数 码 表 示 ， 


则 是 一 个 三 阶 的 纵横 图 


中 国 东汉 学 者 郑玄 (127 一 200) 注 易 
纬 ( 蓝 溺 度 ) 中 “太一 取 其 数 以 行 九 
宫 , 四 正四 维 皆 合 于 十 五 >, 大 意 是 ， 
太一 神 依照 一 定 的 顺序 巡 行 于 九 
定 , 九 个 位 置 的 图 案 所 显示 出 的 数 
字 表 明太 一 神 巡 行 的 次 第 。 因 此 十 
代 人 也 称 三 阶 纵横 图 为 九 官 数 或 九 
AR. w d AFAM AR 
jugi. EE. 二 、 四 为 肩 , 六 、 
八 为 足 , 左 三 右 七 , 戴 九 履 一 ,五 居 
中 央 ”。 与 前 面 所 说 的 龟 文 暗合 。 

我 国 历代 学 者 对 纵横 图 有 过 许 
多 研究 “纵横 图 ”, 一 词 最 早出 现在 
南宋 杨辉 所 著 《 续 古 摘 奇 算法 》 
(1275) 之 中 。 杨 辉 在 其 中 还 给 出 了 
三 至 十 阶 的 纵横 图 及 其 变 体 共 13 
种 。 明 代 王 文 素 的 《 算 学 宝 监 》 
(1524) 中 载 有 多 种 纵横 图 , 程 大 位 
的 (算法 统 宗 》(1592) 卷 17 载 有 14 
种 纵横 图 。 清 代 方 中 通 的 《 数 度 衍 》 
《1661) 卷 首 之 一 “ 九 九 图 说 ”后 附 纵 
横 图 14 种 ,与 杨辉 著作 中 的 基 
本 相同 ， 张 潮 的 《心音 杂 姐 》 卷 下 
“算法 图 补 ” 中 又 增补 纵横 图 若 
干 种 。 

中 世纪 的 阿拉 伯 学 者 对 纵横 图 
也 有 研究 ,并 传 入 中 国 。 在 1956 年 
西安 市 郊 出 土 了 1278 年 阿拉 伯 学 
者 扎 马 鲁 丁 为 西安 王 推算 历法 期 间 
所 作 的 “ 东 阿 拉 伯 数字 ”的 铁 制 六 阶 
纵横 图 ,如 用 现代 阿拉 伯 数 码 表示 ， 
如 下 图 ， 
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在 欧洲 ,研究 纵横 图 造 法 大 约 
始 于 14 世纪。 德国 著名 艺术 家 兼 数 
学 家 迪 勒 (A. Duirer ,1471 一 1528) 曾 
研究 纵横 图 ,他 在 1514 年 所 制作 的 
四 阶 纵横 图 在 1878 年 由 英国 人 传 
兰 雅 传 和 中国。 大 数学 家 欧 拉 和 凯 
莱 都 曾 指 出 过 ,纵横 图 不 仅仅 是 一 
种 数学 游戏 ,也 有 研究 价值 。 

现在 ,人 们 已 经 发 现 了 各 式 各 
样 的 纵横 图 ,如 广义 幻 方 .双重 幻 
方 . 同 心 幻 方 ,分 块 幻 方 质数 幻 方 、 
幻 体 、 双 随机 秆 阵 等 ,中 国 古人 对 纵 
横 图 的 研究 是 组 合 数学 发 展 初期 的 
重要 内 容 , 现 在 纵横 图 仍然 是 组 合 
数学 的 研究 课题 。 

图 论 (graph theory) 数学 的 
一 个 分 支 。 它 以 图 为 研究 对 象 。 图 
论 中 的 图 是 由 若干 给 定 的 点 及 连接 
两 点 的 线 所 构成 的 图 形 , 这 种 图 形 


通常 用 来 描述 某 些 事 物 之 间 的 某 种 
特定 关系 ,用 点 代表 事物 ,用 连接 两 
点 的 线 表 示 相 应 两 个 事物 间 具 有 这 
图 论 本 身 是 应 用 数学 的 一 部 
分 ,因此 ,历史 上 图 论 曾 经 被 好 多 位 
数学 家 各 自 独立 地 建立 过 。 关 于 图 
论 的 文字 记载 最 早出 现在 欧 拉 
1736 年 的 论著 中 ,他 所 考虑 的 原始 
问题 有 很 强 的 实际 背景 。 后 来 ,德国 
自然 科学 家 基 希 替 夫 对 于 电网 络 的 
研究 导致 他 发 现 了 图 论 的 基本 概念 
和 定理 ;英国 数学 家 凯 莱 为 了 计数 
有 机 化 学 中 的 同 分 异 构 而 考虑 到 
树 ; 英国 数学 家 哈密 顿 提 出 了 一 个 
与 图 论 有 关 的 难题 ;不 久 又 出 现 了 
著名 的 四 色 猜 想 ,这 些 工作 都 促 
进 了 图 论 的 产生 和 发 展 ,在 20 
世纪 内 ,图 论 中 又 有 大 量 的 新 发 
H, 并 被 应 用 到 许多 领 
域 。 
图 论 起 源 于 著名 的 柯 尼 斯 堡 七 
桥 问 题 。 在 柯 尼斯 堡 的 普 莱 格 尔 河 
上 有 七 座 桥 将 河中 的 岛 及 岛 与 河岸 
联结 起 来 ,如 图 1 所 示 ,4、B、C、.D X 
示 陆 地 。 


A 


n 


图 1 


和 
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问题 是 要 从 这 四 块 陆地 中 任何 一 块 
开始 ,通过 每 一 座 桥 正 好 一 次 ,再 回 
到 起 点 。 然 而 无 数 次 的 尝试 都 没有 
成 功 . 欧 拉 在 1736 年 解决 了 这 个 问 
题 ,他 用 抽象 分 析 法 将 这 个 问题 化 
为 第 一 个 图 论 问题 : 即 把 每 一 块 陆 
地 用 一 个 点 来 代替 ,将 每 一 座 桥 用 
联接 相应 的 两 个 点 的 一 条 线 来 代 
替 , 从 而 相当 于 得 到 一 个 “图 ”( 图 
2), 欧 拉 证 明了 这 个 问题 设 有 解 , 并 


C 
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图 2 
且 推 广 了 这 个 问题 ,给 出 了 对 于 一 


1857 年 ,英国 数学 家 凯 莱 从 事 
计数 有 给 定 的 碳 原子 数 的 饱和 碳 
氢化 合 物 C. 厂 +: 的 同 分 蜡 构 物 (如 


个 给 定 的 图 可 以 某 种 方式 走 遍 的 判 
定 法 则 。 这 项 工作 使 网 拉 成 为 图 论 
(及 拓扑 学 ) 的 创始 人 。 

1847 年 ,德国 学 者 基 希 霍 夫 在 
研究 物理 问题 时 建立 了 树 的 理论 。 
他 用 一 类 线性 方程 组 来 描述 一 个 电 
网 络 的 每 一 条 支 路 中 和 环绕 每 一 个 
回路 的 电流 。 他 象 数学 家 一 样 抽象 
地 思考 问题 :用 一 个 只 由 点 和 线 组 
成 的 相应 的 组 合 结构 来 代替 原来 的 
电网 络 , 而 并 不 指明 每 条 线 所 代表 
的 电气 元 件 的 种 类 。 事 实 上 ,他 把 每 
个 电网 络 用 一 个 基本 图 来 代替 。 为 
了 和 解 相应 的 方程 组 ,他 用 一 种 结构 
方法 指出 ,只 要 考虑 一 个 图 的 任何 
一 个 “生成 树 ” 所 决定 的 那些 独立 圈 
就 够 了 。 他 的 方法 现 已 成 为 图 论 中 
的 标准 方法 。 图 3 表示 一 个 电网 络 


N 及 基 希 替 夫 为 它 设计 的 基本 图 C 
和 一 个 生成 树 7。 

"m 

— 


图 4 所 示 ), 独 立地 提出 了 树 的 概 
念 , 凯 莱 把 这 个 问题 抽象 地 叙述 为 ; 
求 有 P 个 点 的 树 的 数目 ,其 中 每 个 


i i Np E O OO 


494 


点 的 度 等 于 1 或 4, 树 上 的 点 对 应 
一 个 所 原子 或 一 个 碳 原 子 。 凯 莱 的 
工作 是 图 的 计数 理论 的 起 源 。 法 国 
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数学 家 若 尔 当 在 1869 年 作为 一 个 
纯 数 学 对 象 独立 地 发 现 了 树 ,他 并 
不 知道 树 与 现代 的 化 学 学 说 有 关 。 


图 4 最 小 的 饱和 碳 氧化 合 物 


1859 年 ,英国 数学 家 哈密 顿 发 
明了 一 种 游戏 :用 一 个 规则 的 实心 
十 二 面体 , 它 的 20 个 顶点 标 出 世界 
著名 的 20 个 城市 ,要 求 游戏 者 找 一 
条 沿 着 各 边 通过 每 个 顶点 刚好 一 次 
的 闭 回 路 , 即 “ 绕 行 世 界 ”。 用 图 论 的 
语言 来 说 ,游戏 的 目的 是 在 十 二 面 
体 的 图 中 找 出 一 个 生成 圈 。 这 个 问 
题 后 来 就 叫做 哈密 顿 问题 。 由 于 运 
筹 学 ,计算 机 科学 和 编码 理论 中 的 
很 多 问题 都 可 以 化 为 哈密 顿 问题 ， 
从 而 引起 广泛 的 注意 和 研究 。 

在 图 论 的 历史 中 ,还 有 一 个 最 
著名 的 问题 一 一 四 色 猜 想 。 这 个 猜 
想 说 ,在 一 个 平面 或 球面 上 的 任何 
地 图 能 够 只 用 四 种 颜色 来 着 色 ,使 
得 没有 两 个 相 邻 的 国家 有 相同 的 颜 
色 。 每 个 国家 必须 由 一 个 单 连 通 域 
构成 ,而 两 个 国家 相 邻 是 指 它们 有 
一 段 公 共 的 边界 ,而 不 仅仅 只 有 一 
个 公共 点 。 四 色 猜 想 有 一 段 有 趣 的 
历史 ( 见 四 色 问 题 ) 。 每 个 地 图 可 以 
导出 一 个 图 ,其 中 国家 都 是 点 , 当 相 
应 的 两 个 国家 相 邻 时 这 两 个 点 用 一 
条 线 来 连接 。 所 以 四 色 猜 想 是 图 论 
中 的 一 个 问题 . 它 对 图 的 着 色 理论 、 
平面 图 理论 .代数 拓扑 图 论 等 分 支 


的 发 展 起 到 推动 作用 。 

20 世纪 以 来 ,图 论 不 断 地 发 展 
和 完善 ,并 获得 广泛 的 应 用 。1936 
-年 ,德国 社会 心理 学 家 莱 温 把 图 论 
应 用 于 心理 学 研究 ,他 提出 ,一 个 人 
的 “生活 空间 ”可 以 用 一 张 平面 地 图 
来 代表 ,其 中 各 个 区 域 代表 一 个 人 
的 各 种 活动 。 他 所 处 理 的 实际 上 是 
图 ,其 观点 影响 了 当时 的 一 批 心理 
学 家 ,他 们 提出 了 图 的 一 种 心理 学 
解释 ,其 中 点 代表 人 ,而 线 代 表 人 与 
人 之 间 的 关系 ,包括 爱 , 恨 、 交 往 与 
支配 等 。 他 们 对 图 论 有 一 些 独 到 的 
发 现 。1960 年 ,荷兰 血统 的 美国 物 
理学 家 乌 伦 贝克 用 图 论 来 研究 统计 
力学 ,他 以 点 来 代表 分 子 ,两 个 点 间 
的 连 线 表示 分 子 间 的 相互 作用 。 在 
杨振宁 和 李 政 道 的 工作 中 也 有 类 似 
的 解释 ,他 们 以 点 表示 欧 氏 空间 中 
的 小 立方 体 ,每 一 个 立方 体 可 能 被 
一 个 分 子 上 右 有 或 不 被 分 子 占 有 ,两 
个 点 的 连 线 则 表示 两 个 空间 都 被 占 
有 。 图 论 还 被 应 用 于 概率 论 中 的 马 
尔 可 夫 链 的 研究 .例如 ,南斯拉夫 血 
统 的 美国 数学 家 弗 蒜 引进 了 有 向 
图 :点 代表 事件 ,有 向 线 表 示 两 个 事 
件 直接 相继 有 正 的 概率 ;有 向 图 的 
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一 种 类 似 的 表示 法 还 出 现在 数值 分 
析 的 矩阵 求 逆 和 特征 值 计算 之 中 ， 
美国 数学 家 瓦尔 加 1962 年 建立 的 
一 种 对 方 阵 构 造 有 向 图 的 方法 与 处 
理 马 尔 可 夫 链 的 方法 相 类 似 。 在 线 
性 规划 和 运筹 学 的 各 领域 中 ,也 利 
用 图 论 的 方法 来 研究 网 络 上 流 的 形 
式 ,1962 年 以 来 已 有 许多 工作 。 在 
纯粹 数学 中 ,图 论 被 用 来 研究 拓扑 
学 中 的 单纯 复 形 ,美国 数学 家 维 布 
伦 在 20 世纪 20—30 年 代 就 做 出 了 
先驱 性 的 贡献 。 他 把 一 个 图 定义 为 
维 数 等 于 1 或 0 的 一 个 复 形 ,1 一 维 
单 形 是 一 条 线 , 只 由 点 组 成 的 复 形 
是 零 维 的 .除了 这 些 特 殊 情 形 外 ,每 
一 个 图 都 是 一 个 1 一 维 复 形 。 正 因 
为 这 个 原因 ,在 1936 年 出 现 的 第 一 
本 图 论 的 书 ( 柯 尼 希 著 ) 的 副标题 是 
“ 线 复 形 的 组 合 拓扑 学 ”。 
图 论 的 广泛 应 用 ,促进 了 它 自 
身 的 发 展 . 20 世纪 40 一 60 年 代 , 拟 
阵 理 论 、 超 图 理论 . 极 图 理论 ,以 及 
代数 图 论 .拓扑 图 论 等 都 有 很 大 的 
发 展 。 
模糊 性 数学 (mathematics of 
fuzziness) ”研究 和 处 理 模 类 性 现 
象 的 数学 理论 和 方法 。1965 年 美国 
控制 理论 学 者 扎 德 发 表 了 论文 《 模 
糊 集 合 》( 或 译 不 分 明和 集 合 、 弗 了 晰 集 
合 ) ,标志 着 这 门 新 学 科 的 诞生 。 它 
的 产生 是 为 了 适应 处 理 那 些 运 用 传 
统 数学 方法 无 法 适当 模拟 的 现象 的 
人 迫切 需要 ,因为 这 些 现象 或 是 很 难 
给 予 确切 定义 ,或 是 它们 包含 着 实 
质 上 是 模糊 的 相互 关系 。 具 有 不 确 
定性 的 事物 和 现象 不 能 用 经 典 集合 
论 来 刻画 。 扎 德 引 进 “ 隶 属 度 ” 的 概 
念 :对 论 域 中 的 子 集 4, 通 过 它 的 特 


TE RR JC zx 来 描述 
uc p UEA), 
0 Q& 4) 。 

za 称 做 x 对 4 的 隶属 度 , 对 于 经 典 
集合 论 来 说 ,z4 dE 1 即 0,2,—1 * 
示 4 百分之百 地 隶属 于 4,zs 一 0 表 
示 u 不 属于 4; 模糊 集合 则 突破 这 
一 限制 。 所 谓 给 定 4 的 一 个 模糊 子 
集 4, 乃 是 指 给 定 了 映射 w : a 
C0,12, wu, 叫做 4 的 隶属 函数 ,也 叫 
做 * 对 4 的 隶属 度 。 

为 了 研究 上 述 所 谓 的 隶属 度 ， 
发 展 起 来 模糊 性 统计 ,模糊 算 子 理 
ie RRE SU PORC EUN ATE TOR. 
模糊 矩阵 理论 等 许多 研究 方向 。 从 
纯 数 学 的 角度 讲 ,集合 概念 的 扩充 
使 许多 数学 分 支 增添 了 新 的 课题 ， 
如 不 分 明 拓扑 、 不 分 明 线性 空间 、 模 
类 测度 与 积分 、 模 糊 群 ,模糊 范畴 、 
模糊 图 论 ,等 等 。 

模糊 性 数学 的 发 展 主流 是 在 它 
的 应 用 方面 。 人 们 用 模糊 数学 的 方 
法 来 刻画 运用 概念 进行 判断 ， 评 
价 、 推 理 、 规 划 、 决 策 和 控制 等 过 
程 。 于 是 发 展 起 模糊 聚 类 分 析 、 模 
糊 模型 识别 、 模 糊 综 合 评判 、 模 糊 
规划 、 模 糊 决 策 、 模 糊 控制 等 方法 。 
这 些 方法 已 被 广泛 应 用 到 图 象 识 
别 、 人 工 智 能 、 自 动 控 制 、 信 息 处 
理 、 经 济 学 、 心 理学 、 社 会 学 、 生 
态 学 、 语 言 学 、 管 理科 学 、 医 疗 诊 
Br. 法 律 和 者 学 等 研究 领域 然而， 
模糊 性 数学 最 重要 的 应 用 领域 是 计 
算 机 智能 。 

模糊 性 数学 自 1965 年 创立 以 
来 ,已 经 取得 很 大 的 发 展 ,以 下 关于 
模糊 性 数学 研究 论文 的 统计 数字 足 
以 说 明 问题 
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REFE ” 论文 及 文献 总 数 
1976 763 
1980 约 1,500 
1982 2,410 
1983 3,064 
1984 约 5,000 
国内 外 出 版 了 多 种 关于 模糊 性 数学 
的 杂志 ,专著 及 论文 集 ,开展 了 各 种 
规模 的 学 术 活 动 。 
中 国 的 数学 家 、 科 学 家 和 工程 
师 对 模糊 性 数学 的 理论 及 应 用 都 作 
出 了 重要 贡献 。 
但 是 ,模糊 性 数学 还 没有 成 熟 ， 
对 它 也 还 存在 着 不 同 的 意见 和 看 
法 ,有 待 实践 去 检验 。 
数学 游戏 (mathematical 
recreations) ”一 种 运用 数学 知识 
的 大 众 化 的 智力 娱乐 活动 。 流 传 于 
民间 或 出 现 于 报纸 杂志 和 小 册子 等 
各 种 出 版 物 ,参加 者 一 般 只 需要 具 
有 一 些 初等 数学 知识 ,但 问题 的 表 
述 常 常 显得 很 复杂 ,以 增加 参与 者 
的 兴趣 。 在 雇 界 各 地 都 流传 一 些 著 
名 的 数学 游戏 ,其 中 许多 问题 已 成 
为 数学 名 题 , 例 如 韩信 点 兵 ( 孙 子 问 
题 ) , 百 鸡 问题 , 九 连 环 、. 迷 富 3E TE 
问题 , 斐 波 那 契 兔子 问题 , 哥 尼 斯 堡 
七 桥 问题 等 等 。 还 有 围棋 .象棋 、 扑 
克 , 桥 牌 等 娱乐 项 目 也 可 以 引出 数 
学 游戏 问题 。 对 数学 游戏 从 理论 上 
加 以 研究 不 仅 为 许多 古老 和 新 兴 的 
数学 学 科 提 供 了 素材 ,而 且 促 进 了 
这 些 学 科 的 诞生 和 发 展 。 
算术 游戏 .包含 两 方面 的 问题 ， 
一 种 是 算数 ,常见 的 有 数字 间 的 有 
趣 关系 及 各 种 数字 逸事 等 。 例 如 对 
数码 123456789 不 改变 排列 顺序 ， 
只 添加 运算 符号 和 必要 的 括号 ,使 


其 运算 结果 等 于 某 个 预先 给 定 的 
Xi 另 一 种 是 运用 算术 知识 解决 的 


问题 。 例 如 3 dtr E CE AGE 


番 图 逝 后 ,相传 他 的 幕 碑 上 刻 着 猜 
他 年 龄 的 诗歌 碑文 。 许 多 算术 游戏 
可 以 用 代数 方法 来 求解 ,使 问题 大 
大 化 简 。 

代数 游戏 。 一 般 指 用 代数 方程 
或 代数 方程 组 来 求解 的 问题 .公元 
前 3 世纪 十 希腊 数学 家 阿 基 米 德 提 
出 “ 群 咎 问题 ”导致 包含 8 个 未 知 
数 的 代数 不 定 方程 组 。5 一 6 世纪 
《 张 丘 建 算 经 记载 的 “ 百 鸡 问题 " 导 
致 3 元 不 定 方程 组 。 这 些 问题 促进 
了 代数 学 的 发 展 。 

数论 游戏 。 公 元 3 世纪 成 书 的 
《孙子 算 经 》 中 记载 了 著名 的 “孙子 
问题 ”实际 上 是 一 次 同 余 式 问题 。 
因 题 解 理 论 深 奥 而 被 后 人 详 加 研 
究 , 于 13 世纪 由 秦 九 韶 成 大 入 求 一 
术 , 该 问题 也 被 多 种 数学 专著 改 头 
换 面 地 采用 。 由 数论 中 的 基本 定理 
可 以 构造 出 许多 游戏 问题 ,能 激发 
起 人 们 学 习 数 学 的 兴趣 。 

几何 游戏 。 例 如 由 勾 股 定理 设 
计 出 来 的 问题 在 许多 国家 都 出 现 
过 , 象 莲 花 问题 等 . 古 希 腊 提 出 了 几 
何 作 图 三 大 问题 ,后 人 又 提出 直 尺 
作 图 问题 .圆规 作 图 问题 乃至 定 角 
圆规 作 图 问题 。 再 如 用 相同 形状 的 
图 形 铺 满 整个 平面 的 问题 等 。 

组 合 游戏 。 例 如 幻 方 , 中 国 古 代 
称 为 纵横 图 ,13 世纪 杨辉 兽 系 统 阐 
述 过 ,后 来 在 理论 上 有 很 大 发 展 .再 
如 “ 抽 屠 原理 ”, 它 可 以 构造 出 大 量 
有 趣 的 问题 。19 世纪 中 提出 柯 克 曼 
女生 问题 ,对 它 的 求解 导致 组 合 论 
的 不 断 发 展 。 
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图 论 游戏 ,例如 18 世纪 提出 的 
柯 尼斯 堡 七 桥 问题 , 后 人 也 改 为 邮 
递 员 问题 .周游 世界 问题 等 形式 , 它 
直接 引起 图 论 的 创立 ,并 对 网 络 理 
论 和 拓扑 学 的 建立 起 了 促进 作用 。 

概率 游戏 。 在 15 世纪 末 提 出 ， 
17 世纪 中 叶 引 起 广泛 讨论 的 “合理 
分 配 赌注 问题 ?影响 深远 ,成 为 概率 
论 创 始 的 基本 问题 之 一 。18 世纪 出 
现 的 “ 比 丰 投 针 问题 ?开创 几何 概率 
的 先河 ,是 用 随机 数 处 理 确 定性 数 
学 问题 的 最 早 例 证 。 

分 割 游戏 。 中 国 古 代 流 形 的 七 
巧 板 被 认为 是 典范 ,18 世纪末 已 有 
了 专著 论述 ,20 世纪 后 从 严格 的 数 
学 理论 上 进行 探索 ,例如 1942 年 证 


明了 七 巧 板 最 多 拼 成 13 个 不 同 的 . 


OEWER. AJ 3 世纪 刘 徽 证 明 


勾 股 定理 所 用 “出 入 相 补 ”原理 也 属 
于 分 割 之 列 。 

博弈 游戏 。 例 如 中 国 的 “ 翻 摊 ” 
(Nim) 游戏 ,可 以 引出 很 深奥 的 组 
合 数 学 理论 。 还 有 各 种 棋 类 游戏 等 
等 。 博 弈 游戏 还 为 对 策 论 提供 了 素 
材 , 并 对 人 工 智 能 的 发 展 有 一 定 影 
响 。 

此 外 还 有 许多 需 运 用 逻辑 推理 
进行 解答 的 智力 游戏 等 等 。 数 学 游 
戏 不 仅 对 创立 新 的 数学 分 支 有 一 定 
作用 ,还 对 数学 知识 的 普及 与 传播 
作出 独特 贡献 ,成 为 数学 教育 的 有 
效 方法 。 近 年 来 美国 数学 科普 作家 
马丁 。 加 德 纳 出 版 和 发 表 了 一 系列 
有 关 论著 ,包括 《数学 游戏 和 娱乐 》、 
《数学 故事 } 等 。 译 成 中 文 的 有 《 啊 
哈 ! 灵机 一 动 ) 等 。 
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数学 哲学 和 数学 方法 论 


数学 哲学 (philosophy of 
mathematics) 是 科学 哲学 的 一 
门 分 支 学 科 ,是 研究 数学 概念 .数学 
理论 和 数学 发 展 中 的 哲学 问题 的 学 
科 。 或 者 说 ,是 对 数学 的 哲学 分 析 。 
它 研究 数学 的 一 系列 认识 论 和 方法 
论 问题 ,例如 数学 的 对 象 问题 ,数学 
理论 的 真理 性 问题 ,数学 思维 的 特 
点 问题 ,数学 理论 的 价值 评价 问题 
等 等 ,在 一 些 方面 ,数学 哲学 与 数学 
基础 和 数学 方法 论 有 所 交叉 ,但 探 
讨 的 是 有 关 问 题 的 哲学 方面 而 不 是 
数学 方面 ,因而 采用 的 方法 是 哲学 
方法 而 不 是 数学 方法 。 

人 们 的 数学 研究 从 哪里 开始 ， 
数学 哲学 问题 也 就 在 那里 产生 。 当 
然 , 它 最 初 表现 为 不 完整 .不 自觉 的 
形式 ,但 是 人 们 有 了 数 的 概念 ,就 一 
定 要 探讨 “ 数 是 什么 ?的 问题 ,从 而 
开始 了 数学 哲学 问题 的 初步 探讨 。 

当 数 学 有 了 系统 的 发 展 之 后 ， 
就 产生 了 早期 的 数学 哲学 思想 。 例 
如 古 希 腊 的 毕 达 哥 拉 斯 认为 数 是 万 
物 的 本 原 ,柏拉图 认为 数 是 一 种 独 
特 的 客观 存在 , 亚 里 士 多 德 认 为 数 
是 物 的 特性 :中国 古 代 的 商 高 认为 
数 是 从 测量 等 活动 中 产生 的 , 秦 九 
WU Us 道 ' 非 二 本 也 ”。 古 希 
E-A 19 世纪 的 西方 人 都 认为 
数学 有 必然 的 真理 性 ;中 国 古 人 则 
认为 数 “ 大 则 可 以 通 神明 , 顺 性 命 ; 
小 则 可 以 经 世 务 ,类 万 物 ”。 这 些 数 
学 哲学 思想 ,都 是 当时 的 哲学 思想 


的 组 成 部 分 ,并 对 后 世 的 数学 哲学 
产生 深刻 的 影响 。 

17 世纪 箔 卡 儿 把 变量 引入 数 
学 ,创立 了 解析 几何 学 ,他 强调 了 数 
学 方法 对 于 认识 自然 的 重要 意义 ; 
牛顿 \ 莱 布 尼 茨 创建 了 微 积 分 。 数 学 
有 了 前 所 未 有 的 大 发 展 。 一 方面 , 数 
学 的 基础 出 现 了 “危机 ”, 另 一 方面 ， 
数学 在 其 他 科学 、 技 术 、 社 会 中 得 到 
成 功 的 应 用 ,这 促使 人 们 对 它 的 哲 
学 思考 的 发 展 . 同 时 ,这 一 时 期 哲学 
有 了 重要 的 发 展 ,促使 人 们 从 更 多 
的 角度 去 考察 数学 ,这 无 疑 也 促进 
了 数学 哲学 的 发 展 。 数 学 哲学 的 发 
展 无 疑 对 哲学 也 有 巨大 的 促进 作 
用 ,近代 的 哲学 家 几乎 没有 不 考察 
数学 的 ,元 论 是 唯 理论 暂 学 家 (第 卡 
儿 和 莱 布 尼 茨 本 身 就 是 数学 家 ,斯 
宾 诺 莎 甚 至 以 数学 的 公理 法 写 过 
《伦理 学 访 , 还 是 经 验 论 的 哲学 家 
《 霍 布 斯 认为 思维 就 是 计算 ,几何 学 
方法 是 取得 理性 知识 的 唯一 方法 ; 
洛克 则 认为 只 有 数学 知识 才 具 有 确 
实 性 与 必然 性 ,尽管 这 与 他 的 经 验 
主义 观点 相悖 ) 。 集 西方 古典 哲学 之 
大 成 的 康德 专门 探讨 了 “ 纯 数 学 如 
何 可 能 ”的 问题 . 黑 格 尔 则 专门 论述 
了 数 和 量 的 问题 。 这 些 工 作 都 推动 
了 数学 哲学 的 发 展 ,并 对 现代 数学 
哲学 产生 巨大 的 影响 。 马 克 思 主义 
哲学 的 建立 为 解决 数学 的 哲学 问题 
指出 了 正确 的 方向 ,并 提供 了 强大 
的 思想 武器 和 正确 的 思维 方法 。 


数学 哲学 和 数学 方法 论 


合 论 的 建立 使 数学 达到 新 的 


严格 性 居 次 ,集合 论 悖 论 的 发 现 所 
引起 的 第 三 次 数学 “危机 ?促进 了 数 
学 基础 学 科 的 建立 和 发 展 ( 见 数学 
基础 ), 同 时 也 使 前 述 数学 哲学 问题 
对 于 数学 发 展 也 有 了 解决 的 迫切 的 
要 求 .因此 ,数学 哲学 作为 一 个 学 科 
也 就 在 这 时 得 以 确立 起 来 ,其 确立 
的 标志 也 是 数学 基础 三 大 学 派 的 形 
成 ,从 数学 哲学 的 角度 看 ,它们 是 数 
学 哲学 的 三 大 派 ( 见 逻 辑 主义 .直觉 
主义 ,形式 主义 各 条 )。 此 外 ,西方 数 
学 哲学 中 还 有 柏拉图 主义 .经验 主 
义 等 比较 著名 的 派别 ,它们 对 数学 
哲学 问题 也 做 过 相当 深入 的 分 析 ， 
并 推动 了 数学 哲学 的 发 展 ,但 是 由 
于 它们 基本 哲学 观点 上 的 缺陷 ,对 
数学 的 基本 哲学 问题 未 能 给 出 令 人 
满意 的 解答 ( 见 数学 的 对 象 、 数 学 理 
论 的 真理 性 ) 我 们 的 数学 哲学 的 研 
究 领 域 之 一 ,就 是 以 马克 思 主 义 哲 
学 为 指针 ,对 西方 数学 哲学 进行 认 
真 的 理论 分 析 , 努 力 吸收 其 中 的 积 
极 成 果 , 扬 弃 其 错误 的 东西 ,丰富 和 
发 展 辩证 唯物 主义 的 数学 哲学 。 
数学 的 对 象 Cobject of mathe- 
matics) 数学 的 对 象 问题 是 数学 
哲学 的 首要 问题 。 从 哲学 上 来 看 ,一 
门 科学 的 对 象 一 般 就 是 科学 作为 人 
的 认识 来 说 所 指向 的 认识 客体 。 马 
克 思 主义 认为 “认识 是 人 对 自然 界 
的 反映 。 但 是 ,这 并 不 是 简单 的 、 直 
接 的 、 完 全 的 反映 ,而 是 一 系列 的 抽 
象 过 程 , 即 概念 .规律 等 等 的 构成 ， 
形成 过 程 , 这 些 概念 和 规律 等 等 ( 思 
维 . 科 学 一 “逻辑 观念 ”7 有 条 件 地 近 
但 地 把 握 着 永恒 运动 着 的 和 发 展 着 
的 自然 界 的 普遍 规律 性 。 在 这 里 的 
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确 客观 上 是 三 项 :(1) 自 然 界 ; (2) 人 
的 认识 一 人 脑 (就 是 那 同一 个 自然 
界 的 最 高 产物 ); 3) 自然界 在 人 的 
认识 中 的 反映 形式 ,这 种 形式 就 是 
概念 、 规 律 ,范畴 等 等 。 人 不 能 完全 
把 握 、 反 映 、 描 绘 全 部 自然 界 , 它 的 
“直接 的 整体 ,人 在 创立 抽象 、 概 
念 、 规 律 ,范畴 等 等 时 ,只 能 永远 地 
接近 这 一 点 ”。 就 是 说 ,人 的 认识 对 
象 ( 亦 即 所 有 科学 的 对 象 的 总 和 ) 就 
是 整个 现实 世界 :首先 是 自然 界 ,还 
包括 在 自然 界 基础 上 发 展 出 来 的 人 
类 社会 和 作为 客观 存在 的 人 自身 。 
一 门 科学 则 只 能 以 现实 世界 的 一 定 
领域 一 定 部 分 作为 自己 的 对 象 。 

恩格斯 指出 ,数学 的 对 象 是 现 
实 世 界 的 空间 形式 和 量 的 关系 。 这 
已 解决 了 数学 的 对 象 这 一 数学 的 哲 
学 问题 ,那么 “ 数 是 什么 ?” 数 (以 及 
量 、 函 数 ,数学 结构 等 所 有 的 数学 概 
念 ) 都 是 人 们 用 以 表述 自己 对 数学 
的 对 象 一 一 现实 世界 的 空间 形式 和 
量 的 关系 这 一 领域 一 -的 认识 的 思 
维 形式 ,它们 是 人 脑 对 数学 对 象 的 
反映 形式 ,并 不 是 认识 的 对 象 。 

毕 达 哥 拉 斯 认为 ， 数 是 宇宙 万 
有 之 物质 *, 即 数 是 世界 的 本 原 、 始 
基 , 认 识 世界 归结 为 认识 数 。 因 而 ， 
对 他 来 说 , 数 是 数学 (以 至 整个 认 
识 ) 的 对 象 .这 里 有 个 不 大 不 小 的 差 
错 ;把 认识 的 产物 一 一 用 以 表述 人 
对 对 象 的 认识 的 思维 (反映 ) 形 式 
一 一 数 (的 概念 ) 当 做 了 认识 的 对 象 
自身 。 这 一 点 ,对 后 世 影响 极 大 , 历 
史上 无 穷 无 尽 的 “ 数 是 什么 ?” 的 探 
讨 都 与 把 反映 形式 看 作 反映 的 对 象 
有 关 。 

柏拉图 发 展 了 毕 氏 的 观点 ,并 
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给 以 更 准确 的 表述 : 数 ( 和 其 他 数学 
概念 ) 是 某 种 独特 的 、 绝 对 的 客观 存 
在 ( 称 为 理念 ), 即 是 独立 于 人 和 事 
物 的 实在 ,这 些 客观 存在 或 实在 就 
是 人 们 数学 认识 (他 说 是 一 种 回忆 ) 
的 对 象 。 
亚 里 士 多 德 反对 柏拉图 的 观 
点 ,他 认为 现实 的 物 才 是 客观 存在 ， 
数 ,点 、 线 等 不 是 客观 存在 物 ,它们 
只 是 客观 事物 的 属性 ,在 人 们 认识 
它们 之 前 ,它们 作为 实在 的 物 的 属 
性 就 已 经 存在 了 ,数学 家 不 过 是 用 
某 种 方法 把 它们 从 物 中 分 离 出 来 。 
把 数学 概念 当 作 客观 事物 的 属性 ， 
本 质 上 也 没有 和 弄 清 认识 对 象 和 认识 
形式 (认识 结果 ) 的 分 野 , 其 结果 仍 
然 把 数 等 反映 形式 看 作 数 学 的 对 
象 。 
古 希 腊 人 总 的 来 说 是 把 数 (等 
数学 概念 ) 当 作客 观 实在 自身 或 它 
的 属性 从 而 当 作 数学 (及 整个 认识 ) 
的 对 象 。 这 与 当时 的 数学 结论 基本 
上 符合 于 人 们 的 经 验 ,数学 要 求 严 
重 依赖 于 人 的 感性 直观 和 对 它 的 信 
念 ( 见 数学 的 逻辑 严格 性 ) 有 关 。 实 
际 上 ,这 种 数学 对 象 和 数学 反映 形 
式 的 混淆 正好 说 明了 当时 的 数学 概 
念 多 是 直接 由 现实 世界 通过 人 的 实 
践 抽象 而 来 的 ,虽然 人 们 往往 自 以 
为 是 相反 ,是 由 数学 推出 世界 的 ,但 
真正 过 到 相反 的 情况 ,例如 从 数学 
的 研究 中 得 出 无 理 数 , 却 因 其 不 合 
于 人 们 对 现实 世界 的 感性 直观 而 受 
到 拒 斥 。 
由 于 在 古 希 腊 之 后 的 相当 长 的 
时 间 里 ,西方 数学 发 展 缓慢 ,没有 出 
现 很 多 超越 古 希腊 人 的 东西 ,因而 
也 就 不 能 突破 十 希腊 人 关于 数学 的 


对 象 的 思想 。 而 且 宗 教 势 力 先后 把 
柏拉图 和 亚 里 士 多 德 的 学 说 (被 到 
曲 了 的 ) 奉 为 教条 。 因此 直到 16、17 
世纪 ,人 们 关于 数学 对 象 的 观点 仍 
然 是 古 希 腊 人 的 观点 ,尽管 有 些 细 
节 的 争议 。 

由 于 文艺 复兴 的 巨大 推动 ,由 
于 东西 方 文化 的 交融 汇合 ,16 世纪 
开始 ,数学 有 了 较 快 的 发 展 , 其 结果 
是 迅速 出 现 了 一 些 并 不 符合 人 的 感 
性 直观 的 新 概念 (负数 ,无 理 数 、 虚 
数 等 ), 这 使 得 依赖 于 人 们 的 感性 直 
观 的 古 希 腊 人 的 观点 遇 到 了 挑战 : 
一 方面 , 按 他 们 的 观点 ,数学 对 象 就 
是 数学 的 概念 ,而 数学 概念 是 客观 
存在 的 ; 另 一 方面 ,对 他 们 来 说 , 客 
观 存在 就 是 符合 人 的 直观 。 那 么 这 
些 不 符合 人 的 直观 的 数学 概念 是 否 
是 客观 存在 ?这 就 产生 了 所 谓 的 “ 数 
学 本 体 论 问题 ”。 

16,17 世纪 的 数学 家 有 时 借助 
于 宗教 观念 来 解决 这 个 问题 :世界 
是 上 帝 按 数学 设计 的 ,因此 数学 研 
究 是 揭示 上 帝 的 数学 设计 ,因此 可 
以 不 考虑 本 体 问题 。 这 已 经 偏离 了 
古 希 腊 人 的 数 是 真实 的 存在 的 原 
意 。 按 这 种 观念 , 当 上 帝 逐 渐 被 逐 出 
世界 ,进而 为 自然 代替 时 ,数学 研究 
就 成 了 揭示 自然 的 数学 “模式 ”, 可 
以 认为 ,这 开始 向 数学 以 现实 世界 
为 对 象 转换 了 ,虽然 是 以 “< 上帝 ”为 
中 介 实 现 的 。 

康德 把 数学 对 象 问题 向 前 推进 
了 一 大 步 , 他 在 回答 “ 纯 数学 何以 可 
能 ”的 问题 时 指出 ,人 是 通过 先天 感 
性 直观 来 掌握 数学 知识 的 ,这 种 先 
天 直观 有 两 种 形式 一 一 时 间 和 空 
间 。 用 先天 的 时 间 直 观 整理 关于 事 
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物 的 多 与 少 的 经 验 , 便 创造 了 数 的 
概念 ;用 先天 的 空间 直观 整理 关于 
事物 的 形状 的 经 验 , 便 创造 出 了 几 
何 公 理 。 他 认为 ,几何 是 关于 空间 的 
知识 ,算术 是 关于 时 间 的 知识 ,而 时 
空 都 是 客观 存在 的 。 因 而 数学 的 对 
象 就 是 事物 的 多 少 和 事物 的 形状 ， 
或 者 是 有 关 的 客观 存在 着 的 时 间 和 
空间 。 就 是 说 ,数学 的 对 象 是 事物 的 
某 些 方面 ,是 客观 存在 的 某 些 领域 。 
康德 终于 区 分 了 数学 认识 的 对 象 和 
表述 人 对 对 象 的 认识 的 反映 形式 ， 
这 是 一 个 重大 的 进步 ,但 由 于 他 认 
为 ,人 们 对 数学 对 象 的 认识 是 建立 
在 先天 直观 的 基础 之 上 的 ,并 且 认 
为 这 种 认识 是 有 客观 必然 性 的 。 先 
天 的 知识 为 什么 会 有 客观 必然 性 
Uo 他 无 法 回答 。 

恩格斯 从 辩证 唯物 主义 出 发 ， 
科学 地 完整 地 解决 了 数学 的 对 象 这 
一 数学 哲学 问题 。 

20 世纪 西方 出 现 许多 新 的 数 
学 哲学 观点 ,在 数学 对 象 问题 上 , 它 
们 多 数 又 把 数学 概念 当做 了 数学 的 
对 象 , 即 重 又 把 认识 的 对 象 和 认识 
形式 混 清 起 来 ,例如 柏拉图 主义 、 实 
在 主义 、 客 观 主义 \ 形 式 主义 以 至 结 
构 主 义 都 是 这 样 , 它 们 可 以 说 由 康 
德 的 观点 向 后 退 。 结 果 在 这 个 问题 
上 都 陷入 了 困境 ( 见 后 面 有 关 条 
目 )。 另 一 方面 ,西方 也 出 现 了 认为 
数学 的 对 象 是 现实 世界 的 与 人 的 实 
践 活动 有 关 的 部 分 的 观点 。 例 如 美 
国 的 麦克 莱恩 (1981 年 ) 认 为 :“ 数 
学 研究 现实 世界 和 人 类 经 验 各 方面 
的 各 种 形式 模型 的 构造 ,一 方面 ,这 
意味 着 数学 不 是 关于 某 些 作 为 基础 
的 柏拉图 式 现实 的 直接 理论 ,而 是 


关于 现实 世界 的 形式 方面 的 间接 理 
论 。…… 我 们 认为 数学 不 是 对 虚无 
际 渺 的 柏拉图 式 世界 的 研究 ,而 是 
对 起 源 于 人 类 实践 活动 的 实在 的 形 
式 系统 的 研究 ”。 接 近 了 辩证 唯物 主 
义 观点 。 
数学 的 高 度 抽象 性 Chigh ah- 
staction of mathematics) 数学 
的 基本 特点 之 一 。 任 何 科 学 都 具有 
抽象 性 ,否则 不 成 其 为 科学 了 ,数学 
与 其 他 科学 相 比 较 , 特 殊 在 “高 度 ” 
抽象 , 即 比 其 他 科学 更 抽象 。 通 常 ， 
从 数学 概念 、 理 论 .方法 三 方面 来 考 
1 数学 概念 没有 直接 的 现实 
原型 。 这 是 直接 由 数学 的 对 象 决定 
的 ,数学 概念 反映 着 数学 的 对 象 , 数 
学 对 象 是 现实 世界 的 空间 形式 和 量 
的 关系 ,并 不 是 某 种 具体 的 物 或 场 ， 
所 以 数学 概念 不 可 能 有 直接 的 现实 
原型 .其 他 科学 的 概念 ,都 反映 现实 
世界 的 物质 运动 形式 ,因而 都 有 其 
直接 的 现实 原型 ,例如 物理 学 中 的 
“物质 ”概念 ,作为 一 个 概念 来 说 , 当 
然 是 思维 的 产物 ,是 抽象 的 ,但 它 是 
直接 从 现实 世界 的 存在 着 的 实物 和 
场 抽象 出 来 的 ,因此 ,这 个 概念 是 有 
直接 的 现实 原型 一 一 作为 最 基本 的 
存在 形态 的 实物 和 场 -一 -的 。 再 如 
经 济 学 中 的 “生产 ”概念 ,当然 也 是 


”抽象 的 , 指 * 人 们 利用 生产 工具 改变 


劳动 对 象 以 适合 自己 需要 的 过 程 ”， 
即 “ 人 们 创造 物质 财富 的 过 程 ”, 而 
这 种 过 程 是 社会 中 具体 地 存在 着 的 
现象 ,这 一 现象 即 “生产 ”概念 的 现 
实 的 原型 .这 就 是 说 ,这 些 科学 概念 
有 这 样 的 性 质 : 当 我 们 说 表示 这 些 
概念 的 词 时 ,不仅 能 确定 它们 所 表 
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述 的 概念 的 内 容 , 而 且 也 指称 着 这 
些 概念 所 反映 的 具有 现实 世界 的 存 
在 性 的 对 象 , 数 学 概念 则 不 是 这 样 ， 
以 数学 中 最 简单 的 “原始 概念 ”一 一 
自然 数 概念 一 一 来 说 , 它 所 表示 的 
是 集合 的 类 的 特征 ,反映 着 一 类 量 
的 关系 ,因而 并 不 指称 现实 世界 存 
在 的 某 种 具体 的 东西 。 

2， 数 学 理论 可 以 有 多 种 解释 。 
自然 科学 和 社会 科学 等 理论 的 解释 
都 是 唯一 的 。 例 如 力学 的 解释 就 是 
现实 的 物体 运动 ;经 济 学 的 解释 就 
是 现实 的 经 济 状况 和 经 济 发 展 。 数 
学 理论 的 解释 则 不 唯一 ,而 且 每 个 
解释 都 是 一 个 自然 科学 、 社 会 科学 
或 其 他 科学 的 理论 。 所 以 数学 理论 
比 其 他 科学 理论 更 少 规定 性 ,因而 
也 更 抽象 。 

3. 数学 方法 是 抽象 的 .数学 的 
表述 系统 中 所 允许 使 用 的 方法 只 有 
演绎 推理 的 方法 ,虽然 在 发 现 数学 
新 知识 方面 离 不 开 归 纳 推理 .类比 
推理 及 其 他 方法 ,但 作为 数学 表述 
体系 中 采用 的 却 只 有 演绎 推理 一 一 
从 某 些 基本 的 命题 和 概念 出 发 , 按 
一 定 的 逻辑 规则 得 出 所 有 其 他 命题 
来 。 因 此 ,数学 中 实验 、 观 察 等 具体 
方法 都 无 效 ,只 有 采用 抽象 的 演绎 
推理 方法 才 行 。 其 他 科学 一 般 都 要 
采用 实验 、 观 察 等 具体 方法 。 此 外 ， 
数学 方法 本 身 适 用 于 几乎 所 有 科学 
领域 ( 见 数学 的 应 用 广泛 性 ), 也 说 
明 数 学 方法 有 较 少 的 规定 性 , 远 较 
其 他 科学 方法 为 抽象 。 

数学 的 抽象 程度 也 是 一 个 不 断 
提高 的 历史 过 程 ,其 发 展 表现 为 一 
个 多 层次 的 过 程 :在 已 经 达到 的 抽 
象 产物 基础 上 进行 新 的 抽象 。 例 如 


人 们 最 初 由 现实 世界 的 量 的 关系 
《和 空间 形式 ) 抽 象 出 自然 数 的 概 
念 ,然后 在 自然 数 的 基础 上 抽象 出 
“任意 数 ” 的 概念 ,在 近代 ,进一步 抽 
象 出 变数 和 函数 ,再 由 各 种 肾 数 抽 
象 出 “ 泛 函 ”概念 。 每 次 抽象 都 在 前 
一 抽象 的 基础 上 进行 ,数学 的 历史 
就 是 数学 的 抽象 由 一 个 层次 向 更 高 
层次 抽象 发 展 的 历史 ,正如 入 的 认 
识 发 展 一 样 , 这 一 过 程 也 是 永 无 目 
境 的 。 
数学 的 逻辑 严格 性 (ogical 
strictness of mathematics) 数学 
的 逻辑 严格 性 是 指数 学 的 推理 方 
式 : 从 一 些 初始 概念 (不 定义 概念 ) 
和 一 些 初 始 命题 (不 证 明 的 命题 , 公 
理 ? 出 发 , 按 一 定 的 逻辑 规则 ,定义 
出 所 有 需要 的 概念 ,推导 出 所 有 需 
要 的 其 他 命题 (定理 ) 来 。 推 导 是 一 
种 严格 的 证 明 , 其 依据 只 能 是 初始 
命题 (公理 ) 或 已 由 它们 证 明了 的 命 
题 (定理 )。 除 此 而 外 ,不 得 依赖 其 他 
任何 东西 ,如果 实现 了 这 点 ,就 认为 
是 逻辑 严格 的 。 数 学 的 逻辑 严格 性 
是 数学 的 主要 特点 之 一 , 它 是 一 个 
历史 地 发 展 着 的 概念 。 
|l. 古代 数学 的 严格 性 
古 希腊 人 最 早 趋向 于 逻辑 严格 
性 的 数学 理论 体系 , 欧 几 里 得 的 《 几 
何 原本 》 充 分 表现 出 这 一 点 : 它 提供 
了 一 个 由 少数 初始 概念 和 公理 ( 公 
设 ) 出 发 的 理论 体系 ,其 各 个 定理 的 
证 明 尽力 按 前 述 “ 严 格 性 ?的 要 求 去 
作 ,但 在 许多 情况 ,例如 认为 三 角形 
一 内 角 的 平分 线 必然 与 此 角 的 对 边 
相交 ,把 一 个 三 角形 放 到 另 一 个 三 
角形 上 ,“ 放 ”的 过 程 中 三 角形 无 变 
化 等 等 ,是 缺乏 相应 的 公理 或 已 证 
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定理 保证 的 。 这 时 无 疑 在 证 明 中 依 
据 了 人 们 的 直观 ,因此 可 见 , 欧 几 里 
得 的 《几何 原本 》 中 ,数学 的 逻辑 严 
格 性 是 以 下 述 三 点 为 标准 的 : 

CD 逻辑 要 求 ( 亚 里 士 多 德 的 
两 条 有 逻辑 要 求 ;@ 公 理 必须 是 自明 
的 ;加 遵守 逻辑 规则 )。 

(2) 人 的 感性 直观 。 

(3) 对 (1) 和 (2) 的 正确 性 的 信 


e» 


最 后 一 条 标准 也 是 十 分 重要 
的 , 带 有 较 强 的 心理 色彩 ,实际 上 ， 
“自明 的 ”本 身 就 是 感性 直观 和 心理 
的 东西 .因而 也 就 有 不 严格 的 因素 ， 
为 了 解决 由 此 产生 的 问题 ,信念 是 
十 分 必要 的 了 ,当然 ,这 与 古 希腊 人 
认为 数学 有 必然 的 真理 性 ( 见 数学 
的 真理 性 ) 有 关 : 它 们 互 为 因果 , 相 
辅 相 成 ,在 相当 长 的 时 间 里 在 西方 
数学 界 成 为 一 种 强大 的 思想 倾向 ， 
直到 变量 数学 产生 ,甚至 直到 19 世 
纪 初叶 ,数学 的 逻辑 严格 性 一 直 是 
这 样 一 种 带 有 很 大 心理 选择 性 的 强 
烈 依赖 于 感性 直观 的 演绎 体系 的 逻 
辑 严格 性 。 牛 顿 引 入 的 “无 穷 小 量 ” 
就 是 一 例 。 

中 国 古 代数 学 有 自己 的 特点 ， 
使 得 数学 的 严格 性 问题 表现 为 这 样 
几 个 方面 : 

CD 对 于 给 定 的 问题 ,数学 的 
可 应 用 性 。 

(C) 应 用 某 算法 的 合理 性 。 

(3) 算法 的 可 行 性 与 计算 工具 
的 可 能 性 。 

GD 计算 结果 对 实际 的 符合 
性 。 

对 这 几 个 方面 并 没有 进行 系统 
的 逻辑 分 析 ,前 三 方面 基本 上 依赖 


于 对 计算 工具 ( 算 筹 .算盘 ) 的 直观 
认识 和 对 数学 可 应 用 性 的 信念 。 后 
一 个 方面 则 是 当时 人 们 衡量 数学 理 
论 的 主要 标准 .值得 注意 的 是 ,这 一 
标准 在 17—18 世纪 也 在 一 定 程度 
上 为 西方 数学 界 所 采用 ,在 现代 应 
用 数学 中 也 是 一 个 极其 重要 的 严格 
性 标准 。 

2， 集 合 论 基础 上 的 软 辑 严格 
性 

19 世纪 初 建立 的 非 欧 几何 动 
摇 了 人 们 对 公理 自明 性 和 人 的 感性 
直观 的 信念 。 面 对 由 逻辑 上 推导 出 
的 与 人 们 的 直观 相 矛 盾 的 命题 (无 
疑 在 逻辑 上 是 正确 的 ) ,尤其 对 用 同 
一 种 逻辑 甚至 能 推导 出 在 很 多 方面 
都 互相 对 立 的 结论 的 情况 ,信念 就 
破灭 了 。 人 们 开始 把 公理 系统 的 无 
子 盾 性 作为 逻辑 严格 性 的 首要 标 
准 ,并 且 力 图 证 明 这 一 点 。 无 矛盾 性 
的 证 明 采 用 了 解释 方法 ,最 后 把 数 
学 的 无 矛盾 性 化 归 为 集合 论 的 无 巴 
盾 性 ,于 是 集合 论 成 为 整个 数学 的 
基础 ( 见 数 学 基础 ) 。 

集合 论 的 重要 基础 作用 表现 在 
两 个 方面 ,一 是 集合 论 的 概念 如 “ 集 
合 ”“ 元 素 ” 等 ,有 极 大 的 普遍 性 , 因 
而 可 以 为 许多 数学 理论 提供 解释 ; 
一 是 提供 了 一 种 严格 的 数学 方法 ， 
使 人 们 有 可 能 对 数学 作 一 次 真正 数 
学 而 非 思 辨 的 综合 和 统一 的 努力 ， 
首先 就 是 为 数学 的 逻辑 严格 性 提供 
一 个 新 的 标准 一 一 必须 满足 形式 公 
理 体系 的 要 求 ( 见 公理 法 ), 即 要 求 
数学 理论 都 要 用 形式 公理 体系 来 表 
述 , 其 公理 系统 的 无 矛盾 性 ,可 以 用 
集合 论 解释 从 而 获得 相对 性 的 保 
证 。 现 代数 学 理论 基本 上 都 是 用 形 
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式 公理 体系 表述 的 。 

当然 ,在 集合 论 基础 上 的 逻辑 
严格 性 中 也 存在 问题 :集合 论 为 什 
么 能 保证 公理 系统 的 无 矛盾 性 呢 ? 
人 们 又 一 次 使 用 了 感性 直观 一 一 集 
合 论 是 这 样 的 清楚 明白 ,其 中 不 能 
也 不 可 能 含有 任何 矛盾 。 

严格 性 的 一 个 含义 就 是 在 数学 
中 排除 直观 ;每 个 结果 都 要 有 逻辑 
依据 。 由 于 集合 论 , 人 们 几乎 实现 了 
这 一 点 ,由 集合 开始 的 各 种 理论 ( 表 
述 为 形式 公理 体系 的 形式 ) 都 作 到 
了 这 一 点 ,但 集合 论 自 身 却 依赖 于 
人 们 的 直观 ! 

3. 形式 系统 的 严格 性 

20 世纪 初 集合 论 中 发 现 了 履 
论 。 原 来 ,集合 论 本 身 的 无 矛盾 性 就 
不 是 真 的 ,这 不 审 是 对 数学 在 集合 
论 基 础 上 的 严格 性 的 当头 一 棒 。 人 
们 深入 进行 了 数学 基础 研究 ,引入 
了 形式 系统 以 进行 元 数学 探讨 ( 见 
集合 论 .数学 基础 )。 形 式 系统 的 引 
入 从 数学 证 明 中 完全 排出 了 感性 直 
观 及 心理 因素 ,把 数学 证 明 转 化 为 
纯粹 的 符号 变换 ,在 形式 系统 中 ,不 


” 仪 概念 ,命题 等 形式 化 了 ,而 且 证 明 


的 逻辑 自身 也 形式 化 了 。 形 式 证 明 
中 任何 一 个 证 明 程序 都 是 一 义 确定 
的 ,形式 系统 中 ,证 明 作 为 严格 演绎 
的 逻辑 程序 潜在 地 蕴涵 于 所 采用 的 
公理 系统 和 推演 规则 之 中 。 因 此 , 数 
学 的 逻辑 严格 性 达到 了 新 的 层次 。 
但 是 整个 数学 的 形式 化 即使 在 
理论 上 也 是 不 可 能 的 ,而 且 一 个 充 
分 丰富 的 形式 系统 的 无 矛盾 性 不 可 
能 在 系统 内 加 以 证 明 , 所 以 形式 系 
统 理论 也 并 没有 最 终 地 解决 严格 性 
问题 .总 地 看 来 ,数学 的 严格 性 随 数 


学 的 发 展 而 不 断 提高 ,但 永远 达 不 
到 ,也 不 存在 绝对 的 严格 性 
数学 的 应 用 广泛 性 Cuniver- 

sal application of math) 数学 
的 主要 特点 之 一 。“ 广 泛 ” 对 现代 数 
学 来 说 就 是 人 类 活动 .人 类 科学 的 
几乎 所 有 的 领域 都 要 应 用 数学 ,与 
其 他 科学 相 比 ,这 是 十 分 独特 的 。 

数学 产生 于 人 的 实践 之 中 , 即 
数学 是 在 人 的 应 用 需要 中 发 展 起 来 
的 。 萌 芽 时 期 的 数学 都 具有 直接 的 
应 用 性 ,例如 古 埃 及 数学 .巴比伦 数 
学 .中国 商 周 时 期 数学 等 都 是 这 样 。 
古 希 腊 由 泰勒 斯 开始 , 转 入 了 理论 
研究 ,但 泰勒 斯 还 应 用 过 数学 ,例如 
预言 日 食 ,测量 金字 塔 的 高 度 等 ,后 
来 数学 日 益 发 展 ,经 毕 达 哥 拉 斯 , 柏 
拉 图 、 亚 里 士 多 德 到 欧 几 里 得 , 古 希 
腊 数学 发 展 为 纯 理 论 数 学 ,一 般 地 
距 实际 应 用 较 远 。 柏 拉 图 认为 数学 
有 另 一 种 “应 用 ”一 一 发 展 人 的 思维 
的 教育 应 用 。 

中 国 古 代数 学 则 是 一 种 应 用 数 
学 ,《 九 章 算 术 》( 公 元 1 世纪 ?就 按 
数学 的 应 用 领域 和 常用 数学 模型 为 
数学 分 类 。 后 来 数学 随 社会 生活 的 
发 展 而 不 断 发 展 ,这 使 得 中 国 古代 
数学 中 计算 技术 十 分 高 明 , 并 使 数 
学 与 实践 有 密切 的 关系 。 中 国 古 代 
数学 在 许多 领域 里 .在 相当 长 的 时 
间 里 在 世界 上 处 于 领先 地 位 。 

近代 数学 的 大 发 展 是 由 数学 在 
科学 技术 中 前 应 用 开始 的 ,应 用 促 
进 了 微 积分 的 产生 (17 世纪 ) ,此 后 
分 析 数 学 、 统 计数 学 的 发 展 都 与 应 
用 有 直接 的 关系 。 随 着 数学 的 发 展 ， 
数学 的 应 用 能 力也 不 断 提高 一 一 不 
断 提 供 更 有 力 的 工具 ,因而 可 能 在 


TO 
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更 广泛 的 领域 中 得 到 应 用 。 

电子 计算 机 的 产生 和 广泛 采用 
为 数学 应 用 提供 了 前 所 未 有 的 有 效 
工具 ,促使 7 数学 应 用 的 大 发 展 。 它 
使 得 数学 得 以 应 用 到 人 类 实践 .人 
类 科学 的 几乎 每 一 个 领域 。 

伽 里 略 第 一 个 把 数学 方法 与 实 
验方 法 相 结合 ,揭示 了 数学 方法 的 
科学 方法 论 意义 。 笛 卡 儿 建立 “万 能 
方法 论 ”, 把 数学 方法 看 作 一 种 万 能 
的 方法 。 这 不 仅 促进 了 数学 的 应 用 ， 
而 且 促进 了 数学 方法 作为 一 种 方法 
论 原则 的 发 展 ,从 此 ,科学 与 数学 就 
成 为 密 不 可 分 的 整体 了 ,人 们 一 再 
注意 到 数学 的 方法 论 意 义 。 从 这 个 
角度 看 ,几乎 所 有 的 数学 理论 ,都 能 
够 得 到 实际 应 用 .特别 是 计算 方法 ， 
成 为 科学 方法 的 一 个 主要 环节 ( 见 
计算 数学 ) 。 

数学 的 应 用 为 什么 有 如 此 的 广 
RHE? 那 就 是 因为 数学 对 于 人 的 实 
践 和 其 他 科学 具有 下 述 重 要 意义 : 

L 数学 为 各 领域 的 问题 及 其 
解决 提供 了 科学 的 表述 语言 。 

2. 数学 为 其 他 科学 提供 了 一 
种 抽象 思维 的 模式 , 即 充 分 发 挥 人 
的 主观 能 动 性 和 创造 性 思维 能 力 ， 
解决 各 种 现实 问题 的 途径 .其 一 ,是 
数学 理论 对 于 其 他 科学 有 重要 的 示 
范 作用 :数学 是 人 类 最 早 发 展 起 来 
的 科学 之 一 ,是 人 类 思维 发 展 的 重 
要 成 果 之 一 ,因而 对 人 类 的 其 他 科 
学 思维 起 着 巨大 的 示范 作用 .其 二 ， 
为 解决 各 门 科 学 问题 提供 数学 模 
型 。 


3. 为 解决 各 领域 的 问题 提供 
计算 方法 。 
由 于 数学 的 广泛 应 用 ,数学 中 


形成 了 由 在 各 领域 中 应 用 而 产生 和 
发 展 起 来 的 数学 内 容 构 成 的 应 用 数 
学 一 一 20 世纪 40 年 代 由 库 朗 等 人 
的 倡导 而 得 到 进一步 的 发 展 ,现代 
可 以 说 已 成 为 一 个 独立 的 学 科 了 。 
应 用 数学 通常 包括 概率 论 .数理 统 
计 学 .运筹 学 .数学 物理 以 及 控制 理 
论 、 信 息 论 .生物 数学 .经 济 数学 、 数 
理 语言 学 等 ,模糊 数学 和 计算 数学 
通常 也 列 入 应 用 数学 中 。 与 应 用 数 
学 相对 应 的 是 理论 ( 纯 ) 数 学 ,包括 
数学 基础 .数理 逻辑 、 集 合 论 、 代 数 
学 、 数 论 ,几何 学 ,拓扑 学 ,分 析 学 等 
等 ,但 这 种 划分 并 不 是 绝对 的 ,例如 
分 析 学 中 微分 方程 等 问题 与 应 用 有 
不 可 分 割 的 关系 ,数论 .数理 逻辑 等 
都 有 广泛 的 现实 的 应 用 课题 ,而 计 
算数 学 、 数 理 统计 等 又 都 有 深刻 而 
抽象 的 理论 内 容 。 现 代数 学 的 发 展 
趋势 之 一 是 应 用 数学 与 理论 数学 的 
统一 ,它们 本 来 就 是 数学 科学 的 两 
个 密切 联系 着 的 方面 。 
数学 理论 的 真理 性 (trusti- 
ness of math theory) 真理 是 认 
识 主体 对 存在 于 意识 之 外 .并 且 不 
以 意识 为 转移 的 客观 实在 的 规律 性 
的 正确 反映 。 理 论 的 真理 性 问题 就 
是 理论 是 否 正确 反映 了 客观 实在 的 
规律 性 的 问题 。 
真理 问题 是 一 个 哲学 问题 , 因 
而 对 数学 理论 真理 性 的 理解 与 哲学 
观点 有 关 , 实际 上 就 是 哲学 观点 的 
一 个 组 成 部 分 。 因 为 马克 思 主 义 的 
真理 观 是 唯一 科学 的 真理 观 , 因 而 
只 有 在 马克 思 主 义 哲学 指导 下 , 才 
能 正确 地 解决 数学 理论 的 真理 性 问 
题 , 才 能 开辟 出 排除 雇 误 达到 真理 
并 在 真理 指导 下 正确 地 改造 世界 的 
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道路 。 

数学 真理 实际 上 是 人 对 于 数学 
的 对 象 的 规律 的 正确 反映 ,因而 人 
们 对 数学 理论 真理 性 的 认识 又 与 对 
数学 对 象 的 认识 密切 相关 。 

古 希 腊 人 使 用 真理 这 一 术语 具 
有 确实 、 符 合 事实 的 意思 .柏拉图 认 
为 真理 是 某 种 超 验 的 ,水 人 恒 的 理念 ， 
数学 概念 也 就 是 某 种 理念 ; 亚 里 士 
多 德 认 为 “真理 是 思想 和 物 的 符 
合 ”, 但 他 又 认为 最 高 真理 是 思维 和 
理念 形式 的 一 致 ,数学 概念 在 他 看 
来 是 物 的 性 质 , 又 是 思维 的 产物 , 因 
而 既是 二 者 的 符合 ,又 是 思维 和 理 
念 形式 的 一 致 。 所 以 在 他 们 二 人 看 
来 ,数学 必然 是 符合 事实 的 ( 它 自身 
就 是 事实 ), 所 以 数学 有 必然 的 真理 
性 ,从 他 们 的 “数学 对 象 ” 观 点 看 ,也 
得 出 这 一 结论 一 一 数学 的 对 象 就 是 
数学 概念 ( 数 . 形 等 ), 关 于 这 些 概 念 
的 认识 当然 符合 它们 自身 。 正 象 古 
希腊 人 的 数学 对 象 观念 在 漫长 的 历 
史 年 代 中 影响 了 西方 一 样 , 数 学 具 
有 必然 真理 性 的 观念 在 西方 也 产生 
了 巨大 而 持续 的 影响 。 

中 国 古 代 的 苟 况 提出 “ 知 有 所 
合 谓 之 智 ”肯定 “ 智 ? 即 真理 是 认识 
与 实际 的 符合 。 他 进而 提出 “有 符 
验 ”“ 可 施行 ”作为 真理 的 标准 。 昔 
非 ,王充 等 也 有 这 种 观点 ,中 国 古 代 
数学 界 是 受 此 帮 学 观点 影响 的 , 数 
学 中 能 用 于 实际 并 获得 成 功 的 是 正 
确 的 理论 。 

文艺 复兴 ,在 某 种 意义 上 也 可 
以 说 是 古 希腊 文化 的 复兴 。 数 学 上 县 
有 必然 真理 性 的 观点 也 得 到 复兴 ， 
当然 也 是 借助 于 上 帝 实现 的 :宇宙 
是 上 帝 按 数学 设计 的 ,数学 科学 只 


不 过 把 宇宙 的 数学 设计 揭示 出 来 ， 
所 以 数学 本 身 的 真理 性 是 无 可 怀疑 
的 。16 一 17 世纪 的 数学 (哲学 ?家 大 
多 持 这 种 观点 ,如 哥 白 尼 、 开 普 勒 、 
fn SL ,帕斯卡 、 笛 卡 儿 、 牛 顿 和 菜 
布 尼 蒋 都 是 这 样 。 应 该 注意 的 是 这 
一 期 间 “ 上 帝 ”" 和 数学 关系 的 变化 : 
由 用 数学 证 明 上 帝 的 英明 到 用 上 帝 
来 证 明 数学 的 正确 ,由 上 帝 按 数学 
Wn T BORA pe EUR BIETER BOX 
学 揭示 的 规律 运行 ,再 到 世界 的 运 
动 与 上 帝 无 关 .。“ 上 帝 ?” 日 益 为 “ 自 
然 " 所 代替 了 。 

数学 揭示 上 帝 的 数学 设计 ,从 
而 数学 有 必然 的 真理 性 。 但 这 也 产 
生 了 一 个 新 的 问题 :用 数学 来 揭示 
某 种 东西 ,哪怕 只 是 揭示 “数学 设 
计 ”, 总 有 一 个 是 否 符合 的 问题 , 因 
而 “必然 真理 性 ”就 会 动摇 。 第 卡 儿 
发 现 了 这 个 问题 ,因而 他 强调 几何 
学 原理 之 类 都 是 清楚 明白 的 “天 赋 
观念 ”, 是 理性 所 固有 的 与 上 帝 的 数 
学 设计 是 必然 符合 的 。 莱 布 尼 获 则 
认为 数学 真理 具有 先天 的 必然 性 ， 
因为 它 可 以 从 原始 的 不 需 证 明 的 理 
性 原理 得 出 ,而 这 种 原始 理性 原理 
就 是 逻辑 的 同一 律 和 了 矛盾 律 。 试 图 
从 思维 本 身 来 解决 数学 的 必然 真理 
性 .这 标志 在 数学 真理 性 问题 上 ,人 
们 开始 把 上 帝 驱 逐 出 境 了 。 

康德 是 突破 神学 自然 观 ,阐述 
世界 的 自然 发 生 的 第 一 个 人 ;同时 ， 
他 也 是 真正 区 分 了 数学 的 对 象 和 用 
以 表述 人 对 对 象 的 认识 的 认识 形式 
的 第 一 个 人 .因而 对 他 来 说 ,真理 性 
问题 就 是 认识 形式 是 否 与 认识 对 象 
相符 合 的 问题 ,他 认为 ,真理 是 思维 
与 他 的 先 验 形式 的 一 致 ,严格 的 数 
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学 命题 都 是 感性 直观 基础 上 的 先天 
综合 判断 ,它们 与 先 验 的 直观 的 空 
间 和 时 间 形 式 是 一 致 的 ,因而 具有 
真理 性 。 康 德 的 成 就 是 指出 数学 的 
真理 性 是 与 其 对 象 的 符合 ,因而 是 
需要 判定 的 ,尽管 他 在 先 验 直 观 基 
础 上 的 判定 又 回复 到 数学 具有 必然 
真理 性 的 老 认 识 。 康 德 的 成 就 是 一 
个 巨大 的 进步 一 一 第 一 次 从 数学 外 
部 来 考察 数学 理论 的 真理 性 ,因而 
实质 上 动摇 了 数学 具有 必然 真理 性 
的 观念 。 为 正确 解决 数学 理论 的 真 
理性 问题 指出 了 新 路 。 

非 欧 几 何 的 发 现 使 数学 上 共有 必 
然 真 理性 的 观点 陷入 困境 ,这 也 提 
示人 们 ,在 数学 内 无 法 解决 其 自身 
的 真理 性 问题 。 人 们 开始 把 问题 缩 
小 :考察 数学 的 无 矛盾 性 问题 .这 也 
是 无 论 持 怎 样 的 数学 真理 观 的 人 都 
一 致 的 看 法 :只 有 无 矛盾 的 理论 才 
能 是 真理 。 由 此 展开 了 数学 基础 研 
究 。20 世纪 初 发 现 了 集合 论 悖 论 ， 
原来 数学 连 无 矛盾 性 的 要 求 也 不 能 
实现 .为 解决 有 关 的 问题 ,形成 了 许 
多 数学 基础 以 至 数学 哲学 的 派别 ， 
尽管 它们 对 数学 以 及 数学 基础 学 科 
的 发 展 做 出 了 重要 的 贡献 ,但 由 于 
它们 大 多 在 数学 对 象 问题 上 由 康德 
后 退 一 一 重新 把 数学 概念 等 数学 认 
识 形 式 即 认识 产物 当 作 数 学 的 对 
象 ,因此 重新 在 数学 理论 范围 内 寻 
找 数学 真理 性 的 答案 ,在 真理 问题 
上 必然 地 重新 陷入 困境 ( 哥 德 尔 不 
完全 性 定理 指出 了 数学 形式 系统 的 
一 个 深刻 的 本 质 属性 :一 个 充分 丰 
富 的 形式 系统 的 无 矛盾 性 不 能 在 系 
统 内 得 到 证 明 , 连 无 矛盾 性 尚且 如 
此 ,更 何况 数学 理论 的 真理 性 了 ) 。 


马克 思 主 义 哲 学 指出 了 解决 数 
学 理论 真理 性 问题 的 正确 方向 ,其 
要 点 如 下 : 

数学 理论 的 真理 性 指 的 是 数学 
理论 是 否 正 确 反 映 了 客观 实在 ( 确 
切 些 说 ,数学 的 对 象 一 一 现实 世界 
的 空间 形式 和 量 的 关系 ) 的 规律 性 。 

由 于 数学 具有 高 度 抽 象 性 、 逻 
辑 的 严格 性 等 特点 ,所 以 数学 理论 ， 
的 真理 性 还 表现 出 如 下 特点 :数学 
理论 的 真理 性 往往 可 归结 为 这 个 理 
论 所 采用 的 公理 系统 和 逻辑 规则 的 
真理 性 ;逻辑 上 不 成 立 的 理论 或 命 
题 不 可 能 具有 真理 性 :由 数学 逻辑 
地 发 展 起 来 的 理论 ,在 没有 验证 它 
是 否 是 对 客观 存在 的 规律 性 的 正确 
反映 之 前 ,并 不 是 前 述 意 义 下 的 真 
理 , 但 它们 在 一 定 的 前 提 ( 一 般 是 部 
分 地 得 到 过 检验 ) 下 ,在 逻辑 (一 般 
是 经 过 或 部 分 地 经 过 检验 的 ) 上 是 
正确 的 ,因此 具有 一 定 的 真理 性 ,可 
以 称 为 逻辑 真理 , 当 验 证 了 它 是 对 
客观 世界 的 正确 反映 时 ,就 成 为 现 
实 的 真理 。 

怎样 检验 数学 理论 的 真理 性 ? 
通过 人 的 实践 一 一 实践 是 检验 真理 
的 唯一 标准 。 由 于 数学 的 特点 ,检验 
标准 也 表现 出 这 样 一 些 特点 :数学 
证 明 是 数学 理论 成 为 真理 的 必要 条 
件 ;数学 理论 的 实践 检验 对 逻辑 推 
理 有 较 大 的 依赖 性 :实践 标准 在 数 
学 理论 的 真理 检验 中 表现 出 特别 鲜 
明 的 确定 性 和 不 确定 性 。 数 学 理论 
的 真理 性 检验 是 一 个 极其 复杂 的 历 
中 过 程 , 它 既 通过 人 们 在 实践 活动 
中 的 直接 应 用 得 到 检验 ,又 通过 人 
们 在 其 他 科学 中 的 应 用 与 有 关 科学 
理论 一 同 得 到 实践 的 检验 。 
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逻辑 主义 (logicism) 逻辑 主 
义 是 20 世纪 初 产生 的 数学 哲学 和 
数学 基础 的 重要 学 派 之 一 。 逻 辑 主 
义 主张 把 数学 “还 原 ” 为 逻辑 ,认为 
数学 就 是 逻辑 的 一 部 分 ,全 部 数学 
都 能 从 逻辑 推导 出 来 。 

逻辑 主义 的 思想 可 追溯 到 17 
世纪 莱 布 尼 蒋 建立 科学 的 普遍 语言 
和 一 般 的 推理 演算 的 想法 ,其 创始 
人 可 以 说 是 德国 逻辑 学 家 弗 雷 格 ， 
而 最 有 代表 性 并 努力 去 实现 逻辑 主 
义 主张 的 则 是 英国 数学 家 、 哲 学 家 
罗素 。 罗 素 和 怀特 海 的 巨著 《数学 原 
理 》(1910 一 1913) ,就 致力 于 从 逻辑 
推导 出 数学 的 工作 。 但 正 是 在 这 部 
书 中 ,人 们 看 到 ,根本 无 法 做 到 这 
点 :要 从 逻辑 推出 全 部 数学 ,至 少 要 
增加 两 个 非 逻辑 公理 ,无 穷 公理 和 
选择 公理 ,而 这 是 不 合乎 逻辑 主义 
的 要 求 的 。 虽 然 没 有 达到 把 数学 还 
原 为 逻辑 的 目的 。 逻 辑 主义 者 对 数 
学 逻辑 的 发 展 做 出 巨大 的 贡献 ,《 数 
学 原理 》 具 有 重要 的 方法 论 意义 , 它 
提出 形式 化 .公理 化 等 一 系列 重要 
的 方法 论 思 想 ,对 数理 逻辑 的 发 展 
有 重要 的 促进 作用 ;罗素 提出 的 类 
型 论 更 构成 一 种 公理 集合 论 ,是 现 
代数 理 逻 辑 的 研究 领域 之 一 。 

从 数学 哲学 的 角度 看 ,逻辑 主 
义 在 数学 对 象 和 数学 真理 性 两 方面 
都 存在 廖 误 。 在 数学 的 对 象 方面 ,他 
们 把 数学 概念 等 数学 认识 形式 看 作 
数学 的 对 象 ,并 且 认 为 它们 是 客观 
存在 的 ,只 有 这 样 ,才能 只 用 人 逻辑 就 
建立 起 整个 数学 来 。 他 们 认为 数学 
就 是 逻辑 ,实际 是 认为 数学 就 是 纯 
形式 的 逻辑 语言 , 亦 即 是 一 种 人 为 
的 分 析 命题 一 一 一 种 同 义 反 复 。 这 


显然 是 从 康德 的 观点 后 退 。 康 德 认 
为 数学 是 对 空间 和 时 间 的 认识 , 因 
而 要 依赖 于 人 的 感性 直观 。 逮 辑 主 
义 连 直观 也 不 要 了 ,认为 逻辑 命题 
是 先 验 的 真理 ,因而 数学 也 是 具有 
先 验 的 “ 依 形式 而 真 ”的 必然 真理 性 
的 。 这 就 完全 回 到 柏拉图 那里 去 了 。 
直 党 主义 (intuitionism) 20 
世纪 初 产 生 的 数学 哲学 和 数学 基础 
的 重要 学 派 之 一 。 直 党 主义 者 强调 
数学 的 对 象 就 是 数学 概念 ,而 这 些 
概念 只 有 由 直觉 得 到 ,或 者 由 直觉 
构造 出 来 时 才 是 存在 的 (反对 柏 拉 
图 主义 关于 数学 概念 是 客观 存在 的 
观点 )。 他 们 认为 ,如 果 “ 存 在 ” 指 的 
不 是 “构造 出 来 ”, 则 在 数学 研究 中 
是 没有 意义 的 ;数学 家 的 活动 就 是 
构造 一 定 的 对 象 ,各 种 对 象 都 是 由 
原始 对 象 构造 出 来 的 ,因此 ,数学 理 
论 反 映 的 不 是 外 部 世界 的 真理 性 ， 
而 是 仅仅 与 人 的 智力 结构 联系 着 的 
真理 性 (反对 柏拉图 主义 的 数学 具 
有 必然 真理 性 的 观点 ) 。 对 数学 , 直 
党 主义 有 两 个 著名 的 引起 巨大 争议 
的 论点 :@ 不 承认 实 无 穷 ( 因 无 法 构 
造 出 来 );@ 反 对 在 无 穷 集 合 中 无 条 
件 地 使 用 排 中 律 , 即 不 承认 反 证 法 
在 证 明 关于 无 穷 集合 的 命题 时 的 有 
效 性 ,只 承认 构造 出 来 的 对 象 ,不 承 
认 数 学 中 一 般 的 存在 性 证 明 ( 用 反 
证 法 ?的 有 效 性 。 
康德 是 直觉 主义 的 创始 人 ,他 
关于 先天 直观 的 理论 是 直觉 主义 的 
直接 前 驱 。 德 国 19 世纪 著名 数学 家 
克 罗 内 克 , 法 国 数学 家 庞 加 莱 都 是 
早期 的 直觉 主义 者 ,他 们 认为 数学 
在 直观 上 是 清楚 的 可 以 构造 的 。 荷 
兰 数学 家 布 劳 威 尔 是 20 世纪 直觉 
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主义 的 主要 代表 人 物 之 一 , 1909 
年 ,他 发 表 著 名 著作 《数学 基础 》, 系 
统 阐述 了 直觉 主义 观点 。 前 述 两 个 
论点 首先 是 由 布 劳 威 尔 系统 化 的 。 
GER EXE UE SE ER) BONS do 
数学 家 。 这 些 直觉 主义 数学 家 在 数 
学 上 做 出 巨大 的 成 就 ,尤其 在 数学 
基础 方面 ,一 个 十 分 有 趣 的 现象 是 ， 
他 们 的 许多 数学 成 就 是 超越 他 们 上 
述 两 个 论点 而 取得 的 ,如 布 劳 威 尔 
的 主要 数学 成 就 之 一 “不 动 点 定理 ” 
恰恰 是 用 他 所 不 承认 的 反 证 法 作出 
的 存在 性 证 明 。 直 觉 主义 所 倡导 的 
构造 性 数学 的 发 展 具 有 重要 的 意 
义 , 现 代 计 算 机 科学 算法 研究 的 一 
个 要 点 就 是 可 构造 性 。 

从 数学 哲学 的 角度 看 ,直觉 主 
义 的 主要 哲学 观点 是 雇 误 的 :他 们 
认为 数学 的 对 象 是 数学 概念 ,从 康 
德 的 观点 上 后 退 了 ;在 数学 理论 的 
真理 性 问题 上 也 是 这 样 , 在 康德 厦 
来 ,数学 命题 是 先天 综合 判断 ,是 符 
合 客 观 ( 时 间 , 空间) 的 ,因而 是 真 
理 ,尽管 是 由 先天 直观 得 出 来 的 。 直 
觉 主义 者 却 把 数学 直观 看 成 纯粹 的 
心智 构造 性 活动 ,和 外 部 世界 无 关 。 
他 们 只 就 理论 思维 本 身 来 考察 理论 
的 真理 性 ,真理 概念 就 出 了 问题 
一 一 否认 了 真理 的 客观 性 。 直 觉 主 
义 是 从 反对 柏拉图 主义 关于 数学 对 
象 和 数学 真理 的 观念 出 发 的 ,但 由 
于 离开 了 客观 世界 ,只 在 思维 中 ,在 
心智 构造 中 探讨 的 结果 ,又 必然 返 
回 到 柏拉图 那里 去 ,他 的 所 谓 “ 客 观 
存在 ”的 数学 对 象 恰恰 也 是 思维 的 
产物 。 

形式 主义 (formalism). 形式 
主义 是 20 世纪 初 产 生 的 数学 基础 


和 数学 哲学 学 派 之 一 。 它 的 观点 与 
希 尔 伯 特 的 数学 形式 化 方案 ( 见 希 
尔 伯 特 方 案 ) 有 关 ,但 希 尔 伯 特 本 人 
并 不 是 形式 主义 者 。 

形式 主义 者 也 把 数学 概念 等 数 
学 思维 形式 看 作 是 数学 的 对 象 ,这 
也 是 从 康德 达到 的 程度 向 后 退 , 但 
他 们 认为 ,这 些 概 念 不 是 客观 存在 
的 , 却 比 柏拉图 的 观点 高 出 其 远 ;他 
们 还 认为 ,在 数学 家 处 理 问 题 时 把 
这 些 对 象 “ 当 作 真 正 存 在 ”, 这 只 是 
为 了 说 话 的 方便 ,而 在 实际 上 ,数学 
只 是 研究 符号 的 组 合 的 科学 , 它 的 
对 象 只 是 一 种 虚构 ,显然 不 具有 客 
观 性 。 正 因为 这 样 ,数学 理论 的 真理 
性 亦 无 客观 性 可 言 , 这 种 真理 性 只 
是 数学 理论 的 无 矛盾 性 或 可 推导 性 
的 同 义 语 。 

形式 主义 者 对 数理 逻辑 和 数学 
基础 的 发 展 也 做 了 许多 杰出 的 工 
作 。60 一 70 年 代 ,形式 主义 还 有 较 
大 的 发 展 ,其 代表 人 物 是 鲁 宾 孙 ( 模 
型 论 的 创立 者 之 一 , 非 标 准 分 析 的 
创始 人 7 和 科恩 (连续 统 假设 独立 性 
的 证 明 人 ) 等 ,在 数学 上 做 了 重要 的 
工作 。 

形式 主义 在 数学 理论 真理 性 问 
题 上 有 明显 的 错误 :数学 理论 的 真 
理性 就 是 它 对 现实 世界 (对 象 ) 反 映 
的 正确 性 ,数学 理论 的 无 矛盾 性 当 


. 然 是 重要 的 ,但 它 只 是 理论 具有 真 


理性 的 必要 条 件 。 逻 辑 上 无 矛盾 仍 
然 停 留 在 理论 思维 的 范围 内 ,不 能 
解决 理论 本 身 的 真理 性 问题 。 真 理 
性 是 对 现实 世界 的 正确 反映 ,只 有 
通过 实践 来 检验 ( 见 数学 理论 的 真 
理性 )。 
柏拉图 主义 (Platonism) 柏 
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拉 图 主义 是 数学 历史 上 影响 最 大 的 
数学 哲学 观点 ; 它 起 源 于 古 希腊 的 
柏拉图 ,此 后 在 西方 数学 界 一 直 有 
着 或 明 或 暗 的 柏拉图 主义 观念 ,19 
世纪 , 它 在 数学 界 几乎 占 了 统治 地 
位 。20 世纪 初 ,数学 基础 三 大 派 的 
争议 刚 趋 平息 ,柏拉图 主义 观点 又 
成 为 讨论 的 热点 之 一 。 

柏拉图 主义 的 基本 观点 是 : 数 
学 的 对 象 就 是 数 、 量 ,函数 等 数学 概 
念 ,而 数学 概念 作为 抽象 一 般 或 “ 共 
相 ? 是 客观 存在 着 的 .柏拉图 认为 它 
们 存在 于 一 个 特殊 的 理念 世界 里 ， 
后 世 的 柏拉图 主义 者 并 不 接受 “ 理 
念 论 ”, 但 也 认为 数学 概念 是 一 种 特 
殊 的 独立 于 现实 世界 之 外 的 客观 存 
在 ,它们 是 不 依赖 于 时 间 、 空 间 和 人 
的 思维 的 永恒 的 存在 。 数 学 家 得 到 
新 的 概念 不 是 创造 ,而 是 对 这 种 客 
观 存 在 的 描述 ;数学 新 成 果 不 是 发 
明 , 而 是 发 现 。 与 之 相应 的 ,柏拉图 
主义 认为 数学 理论 的 真理 性 就 是 客 
观 的 由 那 种 独立 于 现实 世界 之 外 的 
存在 决定 的 ,而 这 种 真理 性 是 要 靠 
“心智 "经 验 来 理解 , 舍 某 种 “数学 直 
党 ?来 认识 的 ,人 们 只 有 通过 直觉 才 
能 达到 独立 于 现实 世界 之 外 的 “ 数 
学 世界 ”。 

由 于 认为 数学 概念 是 一 种 真实 
的 存在 ,所 以 现代 柏拉图 主义 也 称 
为 “实在 主义 >。 柏拉图 主义 在 西方 
近 现 代数 学 界 有 相当 大 的 影响 ,一 
些 数学 巨匠 如 康 托 尔 .罗素 、 哥 德 
尔 , 布 尔 巴 基 学 派 基本 上 都 持 这 种 
观点 ,一般 认为 ,所 以 如 此 不 是 偶然 
的 ,这 是 数学 反映 客观 世界 ,数学 具 
有 客观 真理 性 这 一 素 朴 信念 在 哲学 
上 的 反映 .而 正 因为 如 此 ,柏拉图 主 


义 对 数学 的 历史 发 展 就 具有 一 定 的 
积极 作用 : 它 促使 数学 家 们 在 自己 
的 研究 中 采取 客观 的 科学 的 立场 ， 
而 且 , 当 某 些 高 度 抽象 的 数学 理论 
因 找 不 到 现实 原型 而 为 人 们 所 怀疑 
时 , 它 也 有 可 能 给 人 们 以 一 定 的 信 
念 。 尽 管 这 种 信念 是 盲目 的 ,从 而 就 
有 可 能 导致 错误 。 

柏拉图 主义 的 错误 是 显然 的 : 
把 反映 形式 当做 了 认识 对 象 ;把 抽 
象 当做 具体 的 客观 存在 ;认为 一 种 
思维 形式 本 身 是 客观 的 当然 具有 客 
观 的 真理 性 。 离 开 人 的 实践 来 考察 
真理 性 必 将 导致 漆 误 .柏拉图 主义 ， 
在 哲学 上 是 一 种 客观 唯心 主义 。 

数学 理论 的 价值 评价 (Eval- 

uation of value of mathematical 
theories) ”数学 理论 的 价值 指 的 
是 它 与 人 的 需要 之 间 的 关系 。 这 个 
关系 是 客观 的 :人 们 需要 什么 样 的 
数学 理论 是 由 人 们 的 生产 力 水 平 、 
即 社会 发 展 程度 决定 的 ,而 社会 发 
展 , 生 产 力 发 展 的 需要 在 实践 中 就 
是 主体 创造 价值 的 需要 ,人 们 对 这 
种 需要 的 认识 就 是 价值 评价 。 价 值 
评价 则 有 主观 性 ,是 依 主体 的 需要 
为 转移 的 .一般 地 ,人 们 是 努力 使 数 
学 向 当时 允许 的 高 价值 评价 方向 前 
进 的 ,人 们 进行 活动 (包括 数学 活 
动 ) 的 目的 就 是 创造 出 更 高 的 价值 
来 , 即 最 大 程度 地 满足 自己 的 需要 ， 
所 以 对 数学 理论 的 价值 评价 是 数学 
理论 发 展 的 直接 动力 .从 历史 上 看 ， 
对 数学 理论 的 价值 评价 的 标准 在 不 
间 的 时 期 是 不 一 样 的 ,但 每 一 个 时 
期 的 价值 评价 标准 都 是 这 个 时 期 的 
数学 界 大 多 数 人 的 意见 。 

中 国 古 代数 学 家 及 应 用 数学 的 
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其 他 人 非常 重视 数学 理论 的 应 用 价 
值 ,当时 是 把 数学 看 成 一 种 “技艺 ”， 
因而 对 数学 理论 的 价值 评价 标准 是 
理论 的 可 应 用 性 ,可 应 用 的 数学 理 
论 是 价值 较 高 的 理论 ,数学 理论 应 
用 的 领域 越 广 其 价值 就 越 高 。 这 种 
价值 评价 标准 无 疑 对 中 国 古代 数学 
体系 、 内 容 的 特点 的 形成 有 重大 的 
作用 。 

古 希 腊 人 十 分 重视 数学 理论 的 
知识 价值 ,他 们 所 推崇 的 “学 术 不 是 
一 门 制造 学 术 。 古 今 人 们 开始 哲理 
探索 ,都 应 起 于 对 自然 万 物 的 惊异 ; 
…… 一 个 有 所 迷惑 或 惊异 的 人 ,每 
自 愧 恩 夺 ;他 们 探索 暂 理 只 是 为 想 
摆脱 电 套 ,显然 ,他 们 为 求知 而 从 事 
学 术 , 并 无 任何 实用 目的 ”( 亚 里 士 
多 德语 ) .因而 古 希 腊 人 认为 知识 性 
较 强 、 能 推 时 出 更 多 的 智慧 结果 的 


. 数学 理论 的 价值 为 高 ,由 少数 符合 


直观 的 公理 演绎 出 整个 数学 体系 
来 ,这 正 是 一 种 具有 高 度 知识 价值 
的 智慧 的 产物 ,因而 使 研究 抽象 命 
题 与 社会 生活 没有 直接 关系 的 公理 
化 数学 成 为 古 希 腊 的 典型 数学 。 这 
使 得 逻辑 严格 性 成 为 数学 理论 价值 
评价 的 标准 。 

17 世纪 数学 发 生 了 极其 深刻 
的 变化 ,从 价值 评价 的 角度 看 ,是 与 
数学 理论 的 价值 评价 标准 的 变化 有 
关 。 由 于 社会 生产 和 人 的 思想 的 变 
革 , 数 学 的 价值 评价 的 标准 也 产生 
了 新 的 发 展 ,能 够 解决 其 他 科学 问 
题 的 数学 具有 较 高 的 价值 .因此 ,一 
些 理论 的 严格 性 尚未 得 到 证 明 的 数 
学 理论 ,因为 具有 较 高 的 解决 问题 
的 能 力 ,并 且 解 决 了 当时 的 一 系列 
科学 问题 因而 成 为 具有 较 高 价值 的 
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理论 ,促使 了 人 们 对 它们 的 钻研 。 
17 一 18 世纪 分 析 数 学 就 是 在 这 种 
价值 评价 标准 中 得 以 发 展 起 来 的 。 

与 此 同时 , 古 希 腊 的 价值 评价 
标准 也 得 到 了 复兴 一 一 逻辑 严格 的 
理论 是 价值 较 高 的 理论 。 这 与 应 用 
标准 产生 了 矛盾 冲突 ,所 谓 第 二 次 
数学 “危机 ”与 这 两 种 价值 评价 标准 
的 冲突 有 直接 的 关系 一 一 一 方面 ， 
微 积 分 是 应 用 的 产物 ,并 且 在 应 用 
中 表现 出 极 高 的 应 用 价值 ,因此 人 
们 推崇 它 ,发 展 它 ;而 另 一 方面 , 它 
在 理论 上 又 确 是 不 够 严格 的 ,因而 
受到 另 一 些 持 不 同 价值 评价 标准 的 
人 的 指责 。 这 种 冲突 的 另 一 个 表现 
是 19 世纪 关于 非 欧 几何 的 争论 

/一 一 非 欧 几何 是 纯 理论 的 产物 ,在 

逻辑 上 是 严格 的 ,因而 有 人 研究 它 。 
但 它 在 产生 之 初 并 没有 什么 实际 的 
应 用 ,也 不 符合 人 们 的 直观 ,因而 在 
以 “有 用 ”为 价值 评价 标准 的 人 们 看 
来 , 它 是 没有 意义 的 ,因而 被 搁置 了 
数 十 年 。 后 来 人 们 努力 于 把 有 较 高 
应 用 价值 的 数学 理论 严格 化 ,并 且 
把 纯 理论 产生 的 非 欧 几何 理论 化 归 
为 欧 氏 几何 ,使 之 也 与 直观 无 矛盾 ， 
并 且 找 到 它 在 科学 中 的 应 用 。 这 些 
工作 是 在 19 世纪 特别 是 它 的 后 半 
叶 实 现 的 。 这 使 得 应 用 价值 评价 标 
准 和 逻辑 严格 性 标准 不 再 是 牙 盾 的 
而 是 互相 结合 的 .从 19 世纪 以 来 数 
学 在 纯 数 学 和 应 用 数学 两 方面 都 得 
到 空前 的 发 展 。 

现代 的 对 数学 理论 进行 价值 评 
价 的 标准 应 该 是 ， 

1. 逻辑 严格 性 

(1) 无 矛盾 性 ; 
(2) 可 证 明 ( 可 计算 ) 性 ; 
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(3) 可 构造 性 。 
2. 高 度 概括 性 
CD 有 助 于 培养 和 发 展 抽 
象 思维 能 力 ; 
(2)“ 包 含 ” 原 来 理论 的 内 
容 。 
3. 广泛 应 用 性 
CD 在 社会 实践 用 的 用 途 
(经 济 效 益 和 社会 效 
益 ); 
(2) 提供 解决 问题 的 思想 
方法 。 
4. 理论 审美 性 
价值 较 高 的 理论 不 必 4 个 方面 
都 较 原 来 的 理论 高 ,只 要 有 一 个 方 
面 高 于 原来 的 理论 就 是 价值 较 高 的 
理论 。 而 且 一 个 方面 也 不 可 能 十 分 
全 面 , 例 如 就 逻辑 严格 性 来 说 ,有 时 
一 个 理论 不 可 能 同时 具备 三 点 ,要 
求 只 有 其 中 之 一 即 可 ,所 谓 无 矛盾 
性 指 的 是 相对 无 矛盾 性 一 一 相对 于 
某 个 已 有 的 数学 理论 ,例如 集合 论 
或 实数 理论 等 的 无 矛盾 性 。 
通常 的 价值 评价 只 就 上 述 内 容 
分 别 进行 考察 ,就 其 主导 方面 进行 
评价 。 当 然 上 述 各 方面 横向 之 间 也 
存在 某 种 关系 ,如 概括 性 越 高 ,应 用 
性 可 能 就 越 广 ,但 一 般 地 ,它们 并 不 
是 可 比 的 。 至 于 两 个 “ 待 评 ?理论 ,只 
能 就 其 各 项 内 容 分 别 评价 ,结合 理 
论 之 间 的 相互 联系 ,探讨 它们 各 自 
的 价值 。 促 进 数 学 理论 向 应 用 价值 
及 精神 价值 高 的 方向 发 展 ,对 于 我 
们 的 物质 文明 和 精神 文明 建设 ,对 
我 们 的 社会 主义 现代 化 建设 事业 无 
疑 是 非常 重要 的 。 
方法 Cmethod) 人 们 为 认识 世 
界 和 改造 世界 所 进行 的 活动 的 方 


A FRKA. 

LEHE” CERT. 
“ 则 方法 明 也 ”原意 是 指 量 度 和 拖 形 
( 方 ) 的 工具 \ 方 式 或 标准 法 ? 即 方 
式 、 工 具 或 标准 的 意思 ,后 来 用 “ 方 
法 ”来 表述 “法 ”的 意义 , 即 方法 ; 西 
文中 的 “method” 一 词 源 于 希腊 文 ， 
是 从 “Meza”( 沿 着 ) 和 “oc5os”( 道 路 ) 
而 来 的 , 即 沿 着 道路 运动 ,有 达到 某 
一 目标 的 途径 的 意思 。 两 者 的 意义 
有 细微 的 差别 ,但 基本 意义 还 是 共 
同 的 :人 的 活动 的 方式 .手段 。 后 来 
人 们 对 方法 的 认识 虽 有 各 种 不 同 的 
表述 ,但 基本 意义 仍 如 此 。 

亚 里 士 多 德 把 方法 看 作 工 具 或 
手段 ,还 认为 方法 是 科学 的 实际 程 
È. F. 培根 认为 方法 是 一 种 规则 
〈 比 作 圆 规 和 直 尺 ) ,他 也 明确 指出 ， 
方法 是 一 种 工具 、 一 种 程序 。 堆 布 斯 
则 认为 ,方法 就 是 根据 结果 的 已 知 
原因 来 发 现 结果 ,或 者 根据 原因 的 
已 知 结果 来 发 现 原因 时 所 采取 的 最 
便捷 的 道路 .康德 认为 ,方法 就 是 那 
些 能 够 完全 认识 一 个 客体 的 方式 。 
黑 格 尔 则 认为 “在 探索 的 认识 中 , 方 
法 也 就 是 工具 ,是 主观 方面 的 某 种 
手段 ,主观 方面 通过 这 个 手段 和 客 
体 发 生 关系 ”。 

辩证 唯物 主义 从 人 类 活动 的 结 
构 来 考察 方法 。 人 的 活动 有 三 种 结 
构 要 素 : 活 动 的 目的 、 活 动 的 前 提 
(要 达到 目的 所 具备 的 条 件 ) 和 活动 
的 方法 。 目 的 是 人 在 思维 中 对 活动 
的 结果 , 即 活动 要 创造 的 未 来 的 对 
象 的 主观 观念 形式 。 目 的 是 人 的 需 
要 的 反映 。 客 观 世 界 不 会 自动 地 满 
足 人 ,目的 是 通过 人 的 对 象 性 活动 
才能 实现 的 。 目 的 虽然 是 以 主观 观 


数学 哲学 和 数学 方法 论 513 


念 形式 建立 起 来 的 活动 对 象 ,但 它 
不 是 在 人 的 头脑 中 主观 自生 的 ,而 
是 客观 世界 所 产生 的 ,是 以 客观 世 
界 为 前 提 的 .同时 , 它 还 要 受 一 定 社 
会 历史 条 件 的 制约 。 人 们 只 能 根据 
由 一 定 社会 历史 条 件 所 决定 的 需要 
和 本 质 力 量 提出 目的 ,并 通过 改造 
客观 事物 来 实现 自己 的 目的 。 

人 们 用 以 实现 目的 的 手段 . 方 
式 就 是 活动 的 方法 一 一 它 是 在 有 目 
的 的 对 象 性 活动 中 介 于 主体 和 客体 
之 间 的 一 切中 介 的 总 和 。 尤 其 指 实 
现 目的 的 工具 和 运用 工具 的 操作 方 
式 、 活 动 方式 。 

借助 于 一 定 的 方法 ,在 一 定 条 
件 ( 客 观 世 界 的 条 件 和 社会 历史 条 
件 ) 下 实现 一 定 的 目的 ,是 人 类 自觉 
的 对 象 性 活动 的 一 个 根本 特点 。 对 
人 来 说 ,他 在 活动 中 所 直接 掌握 的 
东西 不 是 活动 的 客体 ,而 是 作为 中 
介 的 方法 。 他 通过 方法 来 发 挥 自己 
的 力量 ,从 既定 的 条 件 出 发 ,把 自己 
的 活动 传导 到 客体 上 去 ,依照 自己 
的 目的 作用 于 客体 ,改变 客体 的 形 
式 并 从 中 实现 自己 的 目的 。 

创造 方法 和 使 用 方法 是 人 的 本 


质 特 点 。 但 方法 的 创造 和 使 用 不 是 . 


随心 所 欲 的 , 它 依赖 于 活动 的 条 件 。 
在 人 类 的 活动 中 ,方法 在 很 大 程度 
上 是 由 目的 和 前 提 决 定 的 ,但 它们 
不 能 唯一 地 规定 方法 ,因为 从 前 提 
到 目的 可 以 有 多 种 不 同 的 途径 。 人 
们 在 活动 中 要 过 到 不 同 的 方法 之 间 
进行 选择 的 问题 。 这 一 点 具有 重要 
的 意义 一 一 方法 具有 一 定 的 随意 性 
和 极 大 的 创造 性 ,因此 ,人 类 活动 的 
最 关键 的 要 素 就 是 方法 。 方 法 论 具 
有 重要 意义 的 原因 即 在 于 此 。 从 这 


个 角度 看 ,人 类 的 所 有 认识 都 可 以 
转变 为 方法 一 一 人 们 已 有 的 认识 可 
以 作为 进一步 认识 .改造 世界 ,达到 
目的 的 手段 。 方 法 和 规律 可 以 说 是 
并 行 的 东西 ,遵循 规律 就 成 为 一 种 
方法 。 

科学 方法 (scientific method ) 

人 们 从 事 科学 活动 所 采用 的 方 
法 .手段 。 科 学 活动 指 的 是 生产 以 范 
畴 定理 、 定 律 形式 反映 现实 世界 各 
种 现象 的 本 质 和 运动 规律 的 知识 体 
系 的 一 种 活动 。 科 学 方法 是 方法 的 
一 个 子 类 ,宗教 方法 和 艺术 方法 是 
另 两 个 子 类 。 

古 希 腊 的 泰勒 斯 是 把 科学 和 宗 
教 加 以 区 分 ,并 提出 科学 方法 的 第 
一 个 人 ,他 提出 演绎 推理 的 方法 。 亚 
里 士 多 德 提出 归纳 一 演绎 法 :由 归 
纳 得 出 科学 的 一 般 原理 ,然后 再 由 
一 般 原 理 推论 出 需要 解释 的 现象 ， 
这 就 要 用 演绎 法 ,要 用 他 努力 研究 
并 作出 重大 贡献 的 逻辑 工具 一 一 三 
段 论 。 为 了 得 出 演绎 的 起 点 ,他 规 
定 , 每 门 科学 的 最 普遍 的 规律 一 一 
第 一 原理 都 是 自明 的 ,实际 上 认为 
它们 是 由 归纳 得 出 的 。 欧 洲 中 世纪 
的 经 院 哲 学 家 则 强调 演绎 法 是 唯一 
的 科学 方法 ,关于 自然 的 一 切 可 靠 
结论 都 必须 从 宗教 教义 中 演绎 出 
来 。 中 世纪 后 期 ,一些 异端 哲学 家 发 
展 了 归纳 一 演绎 法 。 如 格 罗 塞 特 提 
出 否 证 法 ;R， 培 根 提出 实验 法 和 
作为 一 般 科学 方法 的 数学 方法 。 同 
时 代 的 司 各 脱 提出 求 同 法 而 奥 卡 姆 
提出 差异 法 ,它们 都 是 归纳 法 .中国 
古代 把 计算 方法 作为 最 重要 的 科学 
方法 ,各 门 科学 都 离 不 开 计算 ,并 且 
强调 类 比方 法 。 
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作为 17 世纪 科学 革命 先驱 的 
伽 里 略 , 在 自己 的 科学 研究 中 采用 
了 实验 方法 和 数学 方法 ,取得 一 系 
列 重 要 的 成 就 。 他 强调 归纳 应 充分 
利用 抽象 和 理想 化 才能 得 出 一 般 原 
理 ,他 还 强调 应 从 原理 中 演绎 出 新 
的 结论 , 即 作 出 预见 。F， 培根 建立 
了 不 同 于 亚 里 士 多 德 和 中 世纪 方法 
的 新 方法 一 一 归纳 法 。 他 提出 新 近 
归纳 法 和 排除 法 ,通过 肯定 、 否 定 和 
比较 ,逐步 排除 偶然 的 因素 ,得 到 普 
遍 的 原理 ,在 此 基础 上 作 进 一 步 的 
妇 纳 和 排除 , 产 理 的 普遍 程度 随 之 
升 高 ,直到 得 到 普遍 程度 最 高 的 原 
理 一 一 定律 .与 培根 相反 , 笛 卡 儿 所 
出 演绎 主义 的 科学 方法 ,他 认为 清 
楚 明 白 的 概念 就 是 真理 ,所 以 由 这 
些 概念 导出 的 命题 就 是 先 验 的 真 
理 ,利用 演绎 可 推导 出 其 他 真理 来 。 
第 卡 儿 还 用 自己 的 方法 建立 了 解析 
几何 学 .牛顿 反对 笛 卡 儿 的 方法 ,他 
提出 分 析 一 综合 法 和 公理 法 ,他 的 
力学 理论 就 是 按 这 两 种 方法 建立 起 
来 的 ,运动 三 定律 的 公式 化 是 用 分 
析 方 法 得 到 的 ,它们 是 力学 的 公理 ， 
是 自然 哲学 的 数学 原理 。 公 理 公式 
化 后 ,就 可 以 通过 综合 方法 演绎 出 
各 种 定理 ,公理 是 演绎 的 起 点 。 最 后 
还 要 把 演绎 的 结果 与 现象 联系 起 
来 , 即 确认 推导 出 的 定理 与 经 验 事 
实 相 一 致 。 他 用 这 两 种 方法 解释 并 
预见 了 现象 . 19 世纪 穆 勒 总 结 了 归 
纳 法 ,提出 五 法 : 求 同 法 ,差异 法 , 共 
变法 , 番 余 法 和 求 同 一 差异 法 .他 还 
认为 归纳 法 既是 科学 发 现 的 方法 又 
是 科学 证 明 的 方法 。 惠 威 尔 反 对 穆 
勒 的 归纳 法 ,他 认为 科学 理论 的 发 
现 , 除 个 别 例外 ,基本 上 都 是 依据 科 


学 家 的 创造 性 洞察 力 得 到 的 ,而 不 
是 遵循 某 些 归 纳 类 型 。 所 洞察 的 理 
论 的 被 证 实 , 是 要 看 据 此 理论 的 演 
绎 结果 是 否 与 观测 到 的 经 验 事 实 相 
一 致 , 由 此 他 提出 假说 一 演绎 法 。 耶 
方 斯 从 概率 归纳 逻辑 出 发 也 得 出 假 
说 一 演绎 法 。 这 显然 是 19 世纪 自然 
科学 有 了 进一步 的 发 展 ,开始 酝酿 
新 的 科学 革命 一 一 进入 现代 科学 的 
前 夜 ,因而 要 求 新 的 科学 方法 的 产 
物 。 假 说 一 演绎 法 从 这 时 起 ,直到 
20 世纪 即 现代 科学 时 代 一 直 居于 
“正统 ”的 地 位 .其 现代 表述 是 :在 科 
学 发 现 中 , 先 提 出 假说 ,然后 从 它 演 
绎 出 一 些 推论 ,检验 这 些 推论 ,如 果 
它们 是 真实 的 ,那么 便 可 以 断定 这 
个 假说 是 真 的 , 即 它 成 为 科学 的 定 
律 或 理论 . 随 着 科学 的 发 展 , 人 们 党 
用 数学 方法 代替 上 述 过 程 中 的 逻辑 
演绎 ,这 使 得 数学 方法 日 益 成 为 一 
般 科 学 方法 ,在 许多 科学 的 建构 中 
起 着 无 可 代替 的 作用 ( 称 为 科学 的 
数学 化 )。 尤 其 在 20 世纪 中 叶 电 子 
计算 机 产生 以 后 ,计算 方法 几乎 成 
为 可 与 实验 方法 ,理论 方法 分 庭 搞 
礼 的 主要 科学 方法 之 一 。40 年 代 以 
来 产生 的 横向 科学 一 一 如 系统 论 、 
信息 论 、 控 制 论 等 一 一 的 方法 也 逐 
渐 转 化 为 一 般 科 学 方法 ,如 功能 模 
拟 方 法 .黑箱 方法 .反馈 控 制 等 方法 
都 成 为 现代 科学 的 常用 方法 。 

以 上 各 个 时 代 的 科学 方法 ,在 
现代 科学 中 都 得 到 相应 的 应 用 。 这 
些 方法 ,通常 称 为 一 般 科学 方法 ,是 
适用 于 一 大 类 学 科 的 科学 方法 。 例 . 
如 适用 于 自然 科学 ,生命 科学 等 . 实 
RE ,科学 方法 可 分 为 三 个 层次 :一 
是 个 别 科学 领域 或 科学 学 科 中 采用 
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的 特殊 科学 方法 ,如 物理 学 中 的 光 
谱 分 析 法 .数学 中 的 数学 归纳 法 等 ; 
二 是 适用 于 一 类 科学 的 科学 方法 ， 
是 一 部 分 学 科 或 一 类 学 科 采 用 的 方 
法 ,如 实验 法 、 数 学 方法 等 ;三 是 适 
用 于 一 切 科学 的 哲学 方法 。 前 面 彰 
述 的 科学 方法 都 是 第 二 层次 的 “一 
般 科学 方法 ”。 

20 世纪 ,特别 是 20 世纪 40 年 
代 以 来 ,人 们 提出 了 科学 与 非 科 学 
的 分 界 问 题 。 科 学 方法 作为 方法 的 
子 类 ,也 有 与 非 科 学 方法 的 分 类 问 
题 ,一 般 认 为 ,科学 方法 的 可 作为 分 
界 标准 的 性 质 有 如 下 五 条 :@ 可 操 
作 性 (排除 任意 性 ) ;名 可 判别 性 ( 方 
法 是 可 辨认 的 , 它 的 运用 过 程 和 结 
果 是 可 检验 的 );@ 目 的 性 (具有 保 
证 达到 一 定 结果 的 倾向 和 可 能 );@ 
创造 性 :加 可 重复 性 (排除 使 用 者 个 
人 , 即 满足 条 件 的 主体 都 能 成 功 地 
利用 )。 

数学 方法 (mathematical 
method) 人们 从 事 “ 数 学 活动 ”所 
采用 的 方式 .手段 。 所 谓 数学 活动 指 
的 是 人 们 生产 数学 理论 体系 的 各 种 
活动 ,包括 人 们 研究 数学 .应 用 数 
学 .教授 和 学 习 数 学 的 各 类 活动 。 人 
们 通常 是 从 三 个 方面 理解 数学 方法 
的 ;(1) 研究 数学 的 方法 , 它 包 括 作 
为 一 般 科 学 方法 一 一 各 门 数学 分 支 
学 科普 遍 采 用 的 方法 一 一 的 数学 方 
法 ,如 公理 法 ,关系 映射 反 演 法 .化 
归 法 等 ;还 包括 作为 特殊 科学 方法 
的 数学 方法 ,如 代数 学 中 的 消 元 法 ， 
计算 数学 中 的 迭代 法 等 。 也 可 以 按 
数学 学 科 分 为 分 析 方 法 、 代 数 方法 、 
概率 方法 等 ,在 这 个 意义 上 ,数学 方 
法 的 含意 与 数学 知识 、 数 学 理论 相 


近 。(2) 应 用 数学 一 一 在 其 他 科学 
或 人 的 实践 活动 中 应 用 数学 一 一 的 
方法 ,这 时 ,把 数学 方法 看 成 是 用 数 
学 语言 表述 事物 的 状态 .关系 和 过 
程 , 并 加 以 推导 、 演 算 和 分 析 ,以 形 
成 对 问题 的 解释 、 判 断 和 预言 的 方 
法 。 这 种 情况 下 ,所 有 的 数学 理论 、 
定理 、 命 题 都 可 以 转化 为 数学 方法 ， 
起 主要 作用 的 是 数学 模型 法 ,(3) 数 
学 教学 的 方法 ,如 各 种 解 题 方法 等 。 
当然 ,这 三 个 方面 并 没有 明确 的 界 
Fi ,它们 能 够 互相 转化 :研究 数学 的 
方法 ,可 以 转化 为 应 用 于 其 他 科学 
或 实践 领域 的 数学 方法 ,应 用 的 方 
法 又 可 以 转 为 研究 数学 的 方法 ;二 
者 都 可 以 成 为 数学 教学 的 内 容 , 转 
化 为 数学 教学 的 方法 ,教学 的 目的 
则 是 为 了 研究 或 应 用 数学 。 

数学 方法 是 与 数学 同时 产生 和 
发 展 的 ,数学 的 发 展 过 程 也 就 是 数 
学 方法 的 发 展 过 程 .实际 上 , 按 方 法 
所 述 ,一 切 数学 知识 都 能 转化 为 数 
学 方法 一 一 数学 知识 的 大 部 分 就 是 
数学 方法 。 所 以 数学 方法 的 历史 发 
展 在 各 学 科 的 发 展 史 中 叙述 。 

数学 方法 是 一 种 科学 方法 , 具 
有 科学 方法 的 性 质 , 即 具 有 可 操 性 、 
可 判别 性 .目的 性 .创造 性 和 可 重复 
性 。 尤 其 在 可 操作 性 和 可 重复 性 方 
面 ,数学 方法 更 有 独到 之 处 。 计 算 方 
法 本 身 就 要 求 可 操作 性 ;数学 方法 


”的 可 重复 性 更 是 任何 其 他 科学 方法 


所 无 法 比拟 的 一 一 数学 方法 具有 无 
条 件 的 可 重复 性 。 

数学 方法 论 (mathematical 
methodology) 是 以 数学 方法 为 
对 象 的 一 门 学 问 。 它 涉及 到 数学 思 
想 方 法 及 数学 中 的 发 现 发 明 等 问 
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题 , 其 目的 是 探索 数学 思想 方法 的 
一 般 原 则 、 数 学 科学 的 发 展 规律 及 
数学 中 的 发 现 ,发 明 与 创新 的 法 则 
等 。 数 学 方法 论 是 数学 的 元 理论 之 
一 ,又 是 数学 理论 的 基础 之 一 。 

古 希 腊 数 学 家 泰勒 斯 最 先 提出 
数学 方法 论 :数学 命题 要 加 以 演绎 
证 明 ; 在 数学 中 要 建立 一 般 的 原理 
和 规则 ; 毕 达 哥 拉 斯 认为 可 以 用 数 
学 来 把 握 自 然 的 规律 ,对 数学 的 结 
构 作 了 最 初 的 探索 ;柏拉图 阐述 了 
数学 概念 的 意义 ; 亚 里 士 多 德 提出 
逻辑 方法 论 , 创 建 公理 法 和 数学 证 
明 原 理 ; 欧 几 里 得 则 在 数学 中 实现 
了 公理 化 ,他 的 《几何 原本 》 是 一 部 
划时代 的 巨著 , 它 葛 定 了 古 希 腊 数 
学 方法 论 的 基础 :采用 公理 法 建构 
数学 理论 体系 并 以 演绎 体系 表述 出 
它 来 ,数学 的 主要 内 容 是 抽象 的 命 
题 及 其 证 明 , 逻 辑 证 明 是 数学 的 基 
本 方法 。 因 此 ,数学 中 的 发 现 ,发 明 
与 创新 就 表现 为 提出 新 的 命题 .证 
明 未 证 的 命题 ,改进 已 证 命题 的 证 
明 ; 由 命题 构成 新 的 公理 体系 等 。 

中 国 古 代 的 数学 方法 论 与 此 不 
同 ,中 国 古人 认为 ,数学 产生 于 人 的 
实践 中 ,当然 可 以 应 用 于 人 的 实践 
”的 任何 领域 中 。 应 用 是 中 国 古代 数 
学 的 目的 ,数学 知识 按 应 用 方式 而 
系统 化 ,内 容 是 算法 ,数学 的 发 展 表 
现 为 算法 的 改进 ,新 领域 中 的 应 用 
和 新 算法 的 提出 ,开创 了 数学 模型 
法 ,计算 成 为 中 国 古 代数 学 的 中 心 。 

欧洲 文艺 复兴 后 逐渐 开创 了 理 
论 和 应 用 相 结合 的 数学 方法 论 。 估 
里 略 提出 了 用 数学 公式 表达 科学 知 
识 尤其 是 自然 规律 的 新 的 方法 论 原 
则 ,他 还 第 一 次 把 数学 方法 和 实验 


方法 相 结 合用 于 科学 研究 。 笛 卡 儿 
对 数学 方法 论 作 了 重要 的 发 展 , 提 
出 数学 一 演绎 法 ,他 把 数学 看 作 方 
法 的 科学 并 把 数学 方法 当 作 演 绎 推 
理 的 工具 。 他 把 代数 推理 方法 和 还 
辑 相 结合 ,使 之 成 为 普遍 的 科学 工 
其 ,利用 它 , 笛 卡 儿 创建 了 解析 几何 
学 . 莱 布 尼 蒋 发 展 了 数学 一 演绎 法 ， 
他 首次 提出 科学 数学 化 的 思想 ,并 
开启 了 数理 敢 辑 的 先河 。 牛 顿 从 另 
一 个 角度 发 展 了 数学 一 演绎 法 :把 
它 应 用 于 力学 研究 从 而 建立 了 古典 
力学 体系 ;他 的 创举 是 在 自然 科学 
研究 中 用 数学 推导 代 蔡 逻辑 演绎 ， 
用 数学 建构 科学 理论 ,具有 划时代 
的 意义 ,他 创建 了 微 积分 学 ,是 从 应 
用 出 发 发 展 了 理论 数学 的 典范 。 牛 
顿 之 后 数学 应 用 的 成 功 使 人 们 仍 坚 
持 数学 直观 地 符合 现实 世界 .具有 
必然 的 真理 性 的 思想 。 

19 世纪 非 欧 几 何 的 建立 反 枢 
了 上 述 观 点 。 人 们 开始 提出 并 研究 
数学 基础 和 几何 基础 的 问题 。 微 积 
分 的 严格 化 也 提出 同样 的 问题 。 人 
们 为 了 证 明 非 欧 几 何 的 无 记 盾 性 ， 
采用 了 “解释 ”方法 ,后 来 这 种 方法 
成 为 数学 基础 研究 以 及 现代 数学 中 
具有 方法 论 意义 的 方法 。 对 数学 理 
论 无 矛盾 性 的 探讨 取得 了 两 个 具有 
数学 方法 论 意义 的 重要 成 果 。 一 是 
康 托 尔 的 集合 论 ,集合 论 能 对 几乎 
所 有 的 数学 理论 作 解 释 , 因 而 成 为 
数学 的 基础 。 康 托 尔 引入 了 一 一 对 
应 ,从 而 在 数学 中 接受 了 实 无 限 集 ， 
使 数学 成 为 “关于 无 限 的 科学 ”。 二 
是 希 尔 伯 特 创建 的 形式 公理 体系 ， 
具有 重要 的 方法 论 意义 一 一 现代 凡 
平 所 有 的 数学 理论 都 是 用 形式 公理 
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体系 表述 的 。19 世纪 另 一 个 数学 方 
法 论 成 果 是 其 罗 瓦 的 群 论 , 它 使 数 
学 从 局 部 性 研究 转向 系统 结构 的 整 
体 性 分 析 研 究 阶 段 。 

20 EEI, RAT EAE 
论 ,数学 出 现 了 “危机 ”, 人 们 从 各 个 
方面 去 寻找 解决 方法 。 一 是 对 集合 
加 以 限制 ,由 此 发 展 了 公理 集合 论 。 
一 是 从 整体 上 对 数学 的 思想 方法 ， 
对 数学 理论 结构 进行 新 的 探讨 ,由 
此 产生 了 各 种 学 派 提出 的 方法 论 观 
点 。 各 学 派 的 方法 虽然 都 没有 排除 
悖 论 , 但 它们 的 方法 论 却 对 数学 的 
发 展 起 了 重要 的 作用 。 直 党 主义 提 
出 “能 行 性 "和 “构造 性 ”的 方法 论 原 
则 。 前 者 成 为 现代 理论 计算 机 科学 
的 一 项 基本 要 求 ,后 者 后 来 发 展 为 
一 大 类 构造 性 数学 ,如 马尔 可 夫 等 
人 提出 的 算法 化 为 特色 .用 构造 逻 
辑 系统 重建 的 构造 性 数学 。 逻 辑 主 
义 则 完成 了 由 传统 逻辑 向 数理 逻辑 
的 转化 。 希 尔 伯 特 的 元 数学 、 数 学 无 
蔬 盾 性 标准 ,有 穷 构造 方法 都 有 着 
重要 的 方法 论 意义 ,尤其 元 数学 , 它 
第 一 次 使 一 门 数学 理论 整体 地 作为 
一 个 确定 的 可 用 数学 方法 来 研究 的 
对 象 , 其 划分 理论 层次 的 方法 论 无 
论 在 现代 数学 .现代 科学 以 至 于 现 
代 哲 学 中 都 有 重要 的 意义 。 

形式 公理 化 思想 方法 进一步 发 
展 的 一 个 方向 就 是 数学 结构 主义 ， 
以 法 国 的 布尔 巴 基 学 派 为 代表 。 其 
方法 的 要 点 是 :数学 以 数学 结构 为 
研究 对 象 ; 数 学 可 按 结构 分 类 ;数学 
理论 的 发 展 就 是 各 种 结构 的 建成 、 
改进 和 扩充 。 这 些 观 点 已 为 人 们 所 
接受 ,结构 分 析 成 为 现代 数学 的 典 
型 方法 :在 某 一 同 构 映射 之 下 对 蘑 


一 基本 结构 进行 分 类 。 柯 尔 莫 戌 党 
夫 表 述 了 这 样 一 个 方法 论 原则 , 数 
学 的 一 些 专门 部 分 从 事 于 结构 的 研 
究 , 这 种 结构 属于 某 种 结构 类 型 .每 
一 种 结构 类 型 由 与 之 相应 的 公理 体 
系 所 确定 。 数 学 感 兴趣 的 只 是 从 所 
采取 的 公理 体系 推导 出 来 的 结构 的 
性 质 , 即 只 以 同 构 的 观点 来 研究 结 
构 。 

数学 从 一 产生 就 是 一 门 应 用 科 
学 ,中 国 古 代数 学 和 伽 里 略 以 来 特 
别 是 17 一 18 世纪 微 积分 的 发 展 说 
明了 这 一 点 。 数 学 有 着 十 分 广泛 的 
应 用 ,应 用 又 促进 着 数学 的 发 展 。 概 
率 统计 等 学 科 就 是 在 应 用 中 发 展 起 
来 的 。19 世纪 末 ,F。 克 莱 因 在 格 丁 
根 大 学 工作 时 ,第 一 次 提出 并 开设 
了 “应 用 数学 ”课程 ,从 此 开始 了 应 
用 数学 作为 学 科 的 发 展 。 但 由 此 直 
到 第 二 次 世界 大 战 前 ,应 用 数学 主 
要 指 物理 学 和 工程 中 应 用 的 数学 ， 
其 代表 作 是 希 尔 伯 特 和 柯 朗 的 名 著 
《数学 物理 方法 》。 二 次 大 战 中 ,应 用 
数学 有 了 飞跃 的 发 展 ,形成 了 运筹 
学 。 随 着 电子 计算 机 的 产生 和 广泛 
应 用 ,数学 应 用 于 更 广泛 的 领域 中 ， 
产生 了 诸如 控制 论 .信息 论 . 算 法 论 
等 一 系列 新 的 数学 方法 论 原则 , 产 
生 了 经 济 数学 .生物 数学 .数理 语言 
学 等 应 用 数学 的 新 分 支 学 科 , 并 产 
生 了 模糊 性 数学 这 样 全 新 的 数学 思 
想 方 法 。 应 用 数学 推动 了 纯 数学 的 
发 展 , 纯 数 学 也 越 来 越 多 地 得 到 实 
际 应 用 。 这 就 产生 了 一 个 著名 的 方 
法 论 问 题 :应 用 数学 和 纯 数 学 有 怎 
样 的 关系 ? 重 札 文 论证 了 二 者 本 质 
上 是 构成 统一 的 数学 认识 过 程 的 互 
相 联 系 、 互 相 补 充 的 两 个 方面 。 
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在 数学 的 发 展 过 程 中 ,人 们 对 
数学 中 的 发 现 发 明 、 对 数学 中 的 创 
造 性 思维 、 对 数学 思想 方法 的 研究 
也 不 断 深入 , 尤 以 本 世纪 的 研究 为 
突出 。 例 如 庞 加 莱 认 为 数学 与 物理 
科学 的 发 现 发 明 方法 是 相似 的 ,而 
发 现 和 发 明 就 是 一 种 “选择 ”, 而 选 
择 决 定 于 数学 直觉 ;数学 直觉 引起 
的 最 佳 的 心智 状态 为 顿悟 ;他 认为 
数学 归纳 法 是 从 特殊 到 一 般 的 工 
具 , 有 很 重要 的 意义 ,阿达 玛 发 展 了 
庞 加 莱 的 思想 ,论述 了 选择 能 力 的 
基础 一 一 数学 直觉 的 心理 要 素 , 并 
认为 数学 直觉 的 本 质 就 是 某 种 “ 美 
的 意识 ?或 “美感 "等 等 。 波 利 亚 指 出 
并 分 析 了 数学 发 现 的 具体 过 程 一 一 
合 情 推 理 过 程 ,并 提出 了 合 情 推 理 
模式 ,对 数学 教学 有 重要 的 意义 。 徐 
利 治 概括 了 数学 中 发 现 发 明 的 方 
法 ,提出 关系 映射 反 演 原则 ,具有 重 
要 的 方法 论 意 义 . 徐 利 治 还 创建 “ 抽 
象 度 分 析 ” 法 ,为 用 数学 方法 研究 数 
学 理论 开辟 了 广阔 的 前 景 ;他 还 提 
出 了 宏观 数学 方法 论 和 微观 数学 方 
法 论 的 二 分 法 ,为 我 国 的 数学 方法 
论 研究 莫 定 了 基础 。 

公理 法 (axiomatic method) 

公理 法 亦 称 公理 学 ,包括 公理 广 
法 和 公理 体系 两 个 方面 。 公 理 方法 
就 是 从 初始 概念 和 初始 命题 (公理 ) 
出 发 , 按 一 定 的 逻辑 规则 ,定义 出 其 
他 有 关 的 概念 .推演 出 其 他 有 关 命 
题 (定理 ) 的 一 种 演绎 方法 。 由 初始 
概念 公理. 定义、 推理 规则 和 定理 
等 构成 的 演绎 体系 叫做 公理 体系 。 
公理 方法 是 构成 公理 体系 的 思想 方 
法 ,公理 体系 是 用 公理 方法 得 到 的 
数学 理论 体系 。 一 个 公理 体系 就 是 


一 个 数学 理论 的 表述 体系 , 它 是 由 
不 定义 的 初始 概念 和 不 证 明 的 公理 
出 发 的 。 公 理 法 是 一 种 演绎 方法 或 
演绎 体系 , 它 所 采用 的 基本 上 就 是 
演绎 推理 。 公 理 体系 中 所 有 其 他 的 
命题 都 可 以 由 公理 (借助 于 新 概念 
的 定义 ) 演 绎 出 来 ,它们 实质 上 是 作 
为 特殊 的 东西 包含 于 公理 之 中 的 ， 
公理 是 公理 体系 中 最 一 般 的 命题 。 
公理 法 的 展开 过 程 是 一 个 从 一 般 到 
特殊 的 过 程 。 

公理 法 的 发 展 经 历 了 四 个 阶 
段 。 

1. 具体 的 公理 体系 
欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 是 第 一 

个 用 公理 方法 建立 起 来 的 数学 公理 
体系 。 在 《几何 原本 ) 中 ,公理 系统 
(所 采用 的 所 有 公理 的 组 成 ) 是 “ 自 
明 的 ”, 即 建立 在 人 的 直观 经 验 的 基 
础 之 上 的 ;其 论 域 (所 研究 的 对 象 、 
性 质 和 关系 ,它们 都 是 用 初始 概念 
来 表述 的 ) 是 唯一 的 ,并且 先 于 公理 
而 具体 地 给 定 。 初 始 概念 表述 论 域 
中 的 对 象 ( 如 “点 ”、“ 线 ”、“ 在 …… 
上 ”等 ) ,公理 刻 划 对 象 的 基本 性 质 ， 
所 以 称 为 具体 的 公理 体系 《几何 原 
本 》 对 后 世 的 数学 以 至 于 科学 的 发 
展 产 生 了 巨大 的 影响 ,但 由 于 它 过 
于 依赖 直观 ,也 存在 一 些 问题 。 

2. 抽象 的 公理 体系 

19 雇 纪 建立 的 非 欧 几何 ,动摇 
了 公理 是 “自明 的 ”这 样 一 种 传统 见 
解 . 人 们 认识 到 ,感性 直观 并 不 能 作 
为 数学 的 依据 ,只 有 合乎 逻辑 的 人 
们 的 正确 思维 的 结果 才 是 “正确 ” 
的 ,即使 它 与 感性 直观 相 矛 盾 时 也 
如 此 。 关 于 公理 法 ,人 们 认识 到 :在 
一 个 数学 体系 内 存在 着 不 可 判定 的 
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命题 (例如 在 绝对 几何 中 ,对 欧 几 里 
得 第 五 公设 既 不 能 证 明 , 又 不 能 反 
驳 ) ;一 个 公理 体系 中 的 公理 系统 作 
为 一 个 整体 应 满足 一 定 的 条 件 ; 对 
公理 系统 的 性 质 的 证 明 可 以 采用 解 
释 的 方法 ,例如 用 欧 氏 几何 的 无 矛 
盾 性 解释 非 欧 几 何 的 无 矛盾 性 ,用 
实数 的 无 矛盾 性 解释 网 氏 几 何 的 无 
矛盾 性 ,用 自然 数 算术 的 无 矛盾 性 
解释 实数 的 无 矛盾 性 ,用 集合 论 的 
无 矛盾 性 解释 自然 数 算术 的 无 矛盾 
性 等 等 。 在 上 述 思 想 指导 下 建立 的 
非 欧 几何 和 射影 几何 的 公理 体系 就 
称 为 抽象 的 公理 体系 。 

3 形式 的 公理 体系 

公理 法 的 进一步 发 展 就 是 形式 
的 公理 体系 。 形 式 公 理 体 系 的 论 域 
不 唯一 ;其 公理 系统 要 满足 无 矛盾 
性 .独立 性 和 完全 性 的 条 件 ,它们 表 
述 的 是 论 域 中 对 象 的 性 质 和 关系 。 
实际 上 形式 公理 体系 所 揭示 的 是 某 
几 类 对 象 之 间 的 逻辑 结构 ,这 里 ,使 
弃 了 一 切 与 推导 (演绎 推理 ) 无 必然 
联系 的 东西 ,因此 称 为 形式 的 公理 
体系 。 希 尔 伯 特 的 《几何 基础 ;给 出 
了 一 个 典型 的 形式 公理 体系 , 它 可 
以 解释 为 欧 氏 几何 学 理论 ,也 可 以 
解释 为 实数 理论 , 它 是 第 一 个 形式 
公理 系统 ,对 数学 产生 极 大 的 影响 : 
现代 数学 理论 大 多 是 用 形式 公理 体 
系 表述 的 。 

4. 形式 系统 

形式 公理 体系 进一步 形式 化 就 
得 到 形式 系统 ,是 希 尔 伯 特首 先 提 
出 并 建立 起 来 的 。 所 谓 形式 系统 就 
是 一 个 由 初始 符号 (如 逻辑 符号 、 函 
数 符号 .个 体 变 项 等 ) ,形成 规则 ( 例 
如 形成 项 .公式 的 规则 )、 公 理 和 变 
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形 规则 等 构成 的 完全 符号 化 ,抽象 
化 了 的 公理 体系 。 建 立 形式 系统 的 
目的 不 是 为 了 提出 或 证 明 数 学 命题 
( 那 是 非 形式 化 的 数学 的 任务 ) ,而 
是 为 了 研究 数学 理论 自身 的 性 质 ， 
形式 系统 属于 对 象 理论 ,是 元 数学 
的 研究 内 容 。 现 代 形式 系统 研究 主 
要 是 数学 基础 的 内 容 。 
数学 模型 法 Cmethod of 
mathematical model) 数学 模型 
是 针对 或 参照 某 种 事物 系统 的 特征 
或 数量 依存 关系 ,采取 数学 语言 , 概 
括 地 或 近似 地 表述 出 的 一 种 数学 结 
构 。 数 学 模型 是 利用 数学 解决 问题 
(实际 问题 或 理论 问题 ) 的 主要 方式 
之 一 。 利 用 数学 模型 解决 问题 的 方 
法 叫做 数学 模型 法 .这 时 , 常 把 数学 
模型 狭义 地 理解 为 联系 一 个 系统 中 
各 变量 间 内 在 关系 的 数学 表述 体 
系 。 
利用 数学 模型 解决 实际 问题 的 
思想 可 追 湖 到 中 国 古 代 《 九 章 算 
术 兴 公元 1 世纪 成 书 ) 就 为 当时 社 
会 生活 各 个 领域 里 利用 数学 提供 了 
系统 的 数学 模型 。 特 别 其 中 * 盘 不 
足 ?"“ 勾 股 ”"“ 方 程 等 章 , 本 身 就 提 
供 了 用 “ 盈 不 足 术 ”、 直 角 三 角形 、 线 
性 方程 组 为 数学 模型 解决 各 种 实际 
问题 的 方法 和 实例 。 

古 希 腊 人 托 勒 密 ( 公 元 2 世纪 ) 
提出 “地 心 说 ”, 采 用 了 几何 模型 研 
究 天 文学 ,这 也 是 数学 模型 法 的 早 
期 应 用 之 一 。1300 年 后 , 哥 白 尼 认 
为 托 勒 密 的 模型 不 能 很 好 地 解释 行 
星 运动 的 物理 实质 ,他 给 出 新 的 几 
何 模型 并 且 定 量 地 考察 了 它 , 从 而 
得 出 著名 的 “日 心 说 ”"。 数 学 模型 法 
在 此 学 说 的 建立 中 有 重要 的 意义 。 
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近代 的 匣 里 略 (1564 一 1642) 是 
在 实际 的 科学 研究 中 开创 实验 方法 
与 数学 方法 相 结合 的 第 一 个 人 ,他 
将 比率 和 三 角形 相似 理论 作为 数学 
模型 ,并 以 之 推导 出 著名 的 自由 落 
体 运动 的 规律 ,从 而 开启 了 数学 模 
型 法 在 近代 科学 中 应 用 的 先河 。 管 
卡 儿 的 “万 能 方法 ”所 揭示 的 方法 论 
原则 ( 见 关 系 映射 反 演 方法 ) 也 就 是 
采用 数学 模型 法 解决 “任何 问题 ”的 
方法 论 原则 。 从 此 ,在 解决 各 种 科学 
理论 和 实际 问题 时 ,数学 模型 法 成 
为 首选 方法 之 一 。 币 卡 儿 在 数学 研 
究 中 也 采用 了 数学 模型 法 ,他 为 几 
何 学 建立 了 代数 模型 ,并 通过 模型 
推导 解决 原型 (几何 ) 的 问题 ,从 而 
创立 了 解析 几何 学 ,他 的 这 种 在 数 
学 研究 中 采用 数学 模型 的 方法 又 叫 
关系 映射 反 演 法 。 所 以 关系 映射 反 
演 方法 可 以 看 作 数 学 模型 法 在 数学 
中 应 用 的 具体 发 展 .但 是 反 过 来 ,在 
其 他 科学 或 实际 问题 中 应 用 数学 模 
型 时 ,也 必然 要 求 一 个 数学 和 其 他 
科学 (或 实际 领域 ) 的 “映射 ”, 当 然 ， 
这 个 “映射 ?只 是 数学 中 映射 概念 的 
推广 ,所 以 ,数学 模型 法 也 可 以 看 作 
是 关系 映射 反 演 方法 在 数学 之 外 的 
应 用 的 推广 。 

为 证 明 非 欧 几 何 的 无 矛盾 性 ， 
采用 了 解释 的 方法 (见解 释 ), 一 个 
解释 也 叫 一 个 模型 。 数 学 基础 研究 
中 ,形式 系统 的 意义 要 靠 模 型 来 说 
明 , 形 式 系统 的 元 数学 性 质 也 要 依 
赖 模型 才能 证 明 。 这 是 数学 模型 法 
的 另 一 个 方面 。 

现代 数学 模型 法 在 两 方面 都 有 
很 大 的 发 展 ,在 其 他 科学 及 实际 问 
题 中 采用 数学 模型 法 所 涉及 的 模型 


的 建构 .求解 .说 明 等 一 系列 问题 的 
研究 已 构成 了 独立 的 学 科 。 科 学 基 
础 中 模型 的 构造 及 模型 和 作为 原型 
的 形式 语言 的 关系 也 构成 独立 的 学 
关系 映射 反 演 方法 (Relation 
mapping inversion method) 给 
定 一 个 含有 目标 原 象 z 的 关系 结构 
5, 如 果 能 找到 一 个 可 定 映 映射 9， 
将 5 映 入 或 映 满 5* , 则 可 从 8* 通 
过 一 定 的 数学 方法 把 目标 映 象 
zt 一 2(z) 确 定 出 来 ,进而 ,通过 反 演 
9 又 可 以 把 * 一 如 (z" ) 确 定 出 来 ， 
这 样 ,原来 的 问题 就 得 到 了 解决 ,这 
种 方法 就 叫 关系 映射 反 演 方法 。 

本 质 上 看 ,就 是 一 种 把 要 解决 
的 问题 转化 成 比较 简单 的 或 已 解决 
了 的 问题 ,通过 后 者 的 解 来 解决 原 
问题 的 方法 。 这 是 数学 的 一 种 基本 
的 具有 方法 论 意义 的 方法 。 

人 们 很 早 就 在 数学 中 使 用 这 种 
方法 。 例 如 欧 几 里 得 《几何 原本 六 公 
元 前 300 年 ) 中 把 对 图 形 的 若干 证 
明 转 化 为 “ 作 图 ”问题 来 解 ,从 而 解 
决 了 由 于 公理 不 足 所 产生 的 证 明 困 
难 ( 关 于 线 、 圆 之 间 的 相交 问题 等 ) 。 
中 国 古代 的 刘 微 在 4 九 章 算术 注 》 
(263 年 ) 和 《海岛 算 经 》(263 年 ) 中 
一 再 把 各 种 数学 问题 一 一 求 面积 、 
体积 .证 明 公式 、 测 量 原理 一 一 归结 
为 图 形 的 拼 补 (出 入 相 补 原理 ) 来 解 
决 ,取得 了 重要 的 数学 成 果 。17 世 
纪 初 , 纳 皮尔 引入 对 数 ,用 对 数 进行 
乘法 计算 是 关系 映射 反 演 方法 的 一 
大 成 就 .但 直到 这 时 ,这 一 方法 还 没 
有 成 为 一 种 明确 的 方法 论 原则 ,人 
们 还 没有 自觉 地 运用 它 来 解决 问 
题 。 
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f& "E JL Xe RE (Ur A ie » (1637 
年 ) 一 书 中 给 出 了 一 个 “万 能 方法 ”: 
个 把 任何 问题 转化 为 数学 问题 ;@@ 
把 任何 数学 问题 转化 为 代数 问题 ; 


@ 把 任何 代数 问题 转化 为 方程 式 的 


求解 万 能 ”的 说 法 有 些 言 过 其 实 ， 
但 把 一 个 数学 问题 转化 为 一 个 较 简 
单 的 或 已 解决 了 的 问题 来 求解 ,从 
此 成 为 数学 中 的 一 个 重要 的 方法 论 
原则 。 笛 卡 儿 身体 力行 ,创立 了 解析 
几何 学 ,把 许多 几何 问题 转化 为 代 
数 问题 求解 ,是 这 一 方法 论 原则 的 
重要 示范 ,而 且 对 数学 的 发 展 起 了 
重大 的 作用 :引入 变量 ,促进 微 积分 
的 创立 。 此 后 的 数学 证 明 的 历史 可 
以 说 就 是 关系 映射 反 演 方法 的 应 用 
和 发 展 的 历史 。 人 们 逐渐 自觉 地 应 
用 这 个 方法 论 原则 。 

1983 年 , 徐 利 治 在 《数学 方法 
论 选 讲 ) 一 书 中 提出 前 述 定义 ,把 这 
一 方法 论 原则 数学 化 ,并 正式 提出 
关系 映射 反 演 方 法 的 名 称 ,强调 了 
这 一 方法 论 原则 的 关键 所 在 ,把 这 
一 方法 的 发 展 和 人 们 应 用 的 自觉 性 
推 到 了 新 的 阶段 。 

解释 Cinterpretation〉 对 于 一 
个 理论 系统 也 ,如 果 有 另 一 理论 系 
统 M.M 的 性 质 是 已 知 的 ,在 规定 
忆 中 的 每 一 基本 概念 都 指 M 中 的 
某 一 概念 后 ,可 验证 2 的 每 一 公理 
在 M 中 都 成 立 , 则 M 称 为 理论 系 
统 忆 的 一 个 解释 ,或 一 个 模型 、 一 
种 应 用 。 

正式 应 用 解释 的 方法 解决 数学 
问题 最 早 的 是 贝尔 特 拉 米 (1868) 和 
F « 3E3E[R (18700 ,用 欧 氏 几何 解 
释 了 非 欧 几 何 ( 准 确 些 , 罗 巴 切 夫 斯 
基 几 何 ), 从 而 证 明了 非 欧 几 何 相 对 


于 欧 氏 几 何 的 无 矛盾 性 。 此 后 解释 
的 方法 就 在 数学 ,尤其 是 几何 基础 
和 数学 基础 研究 中 得 到 广泛 的 应 
用 。1899 年 , 希 尔 伯 特 的 《几何 基 
础 》 使 用 了 一 个 著名 的 解释 :用 实数 
来 解释 欧 氏 几何 ,同时 他 还 用 解释 
法 来 证 明 公理 系统 的 独立 性 和 完全 
性 ,一 般 地 ,关于 数学 理论 自身 的 整 
体 性 质 无 法 证 明 ( 证 明 只 在 系统 内 
有 效 ) ,多 采用 解释 的 方法 。 随 着 数 
学 的 发 展 ,解释 有 了 日 益 增 多 的 应 
用 ,尤其 对 于 形式 系统 理论 来 说 更 
加 重要 ,因为 形式 系统 的 意义 完全 
由 它 的 解释 来 确定 ,命题 的 有 效 性 
也 要 由 解释 来 确定 。 在 数理 逻辑 中 ， 
解释 这 样 表述 :给 定 一 个 体 域 和 
一 公式 4, 如果 我 们 分 别 用 D 中 的 
具体 的 谓词 和 个 体 来 代替 包含 于 
中 的 所 有 谓词 变 元 和 自由 个 体 变 
在 D 中 的 一 个 解释 。 如 果 在 个 体 
域 中 的 每 一 个 解释 均 真 , 则 称 公 
式 4z 在 D 中 水 真 ,z 可 称 为 永 真 公 
式 或 有 效 公 式 。 
构造 性 方法 (method of con- 
structive mathematics) 要 证 明 
一 个 数学 命题 “存在 一 个 > 满足 
4”, 如 果 能 具体 地 给 出 满足 性 质 4 
的 一 个 z, 或 能 找到 一 个 机 械 的 程 
F ,使 按 其 进行 有 限 步 骤 后 ,就 能 确 
定 满足 性 质 4 的 这 个 z。 这 样 的 方 
法 称 为 构造 性 方法 ,与 之 相 比 较 , 数 
学 中 应 用 反 证 法 作 的 纯 存 在 性 的 证 
明 称 为 非 构造 性 方法 。 C 
构造 性 方法 古 已 用 之 ,自然 数 
就 是 最 古老 的 “构造 性 ”方法 的 结 
果 。 欧 几 里 得 《几何 原本 》 中 证 明 “ 存 
在 无 穷 多 个 素数 ”就 采用 了 构造 性 
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方法 。 中 国 古代 数学 则 多 采用 构造 
性 方法 ,对 每 一 个 问题 都 力求 给 出 
构造 性 的 解答 。 近 代 对 构造 性 方法 
的 强调 始 自 康德 ,他 认为 数学 概念 
是 由 人 依 先 天 直观 构造 出 来 的 。20 
世纪 初 , 以 布 劳 威 尔 为 代表 的 直觉 
主义 者 认为 ,数学 中 的 “存在 就 是 被 
构造 ”特别 强调 并 大 力 推行 构造 性 
方法 ,以 致 于 形成 了 可 以 与 经 典 数 
学 相 比 较 的 构造 性 数学 。 希 尔 伯 特 
方案 所 提议 的 元 数学 也 采取 了 构造 
性 方法 ,其 “有 穷 方 法 "实际 上 就 是 
一 种 构造 性 方法 。 和 希 尔 伯 特 和 他 的 
弟子 贝尔 奈 斯 等 人 为 此 做 了 大 量 的 
工作 ,虽然 他 们 以 及 布 劳 威 尔 本 人 
并 没有 在 自己 的 数学 工作 中 完全 采 
用 构造 性 方法 ,但 构造 性 方法 由 于 
他 们 的 工作 而 有 了 深入 的 发 展 。 

50 年 代 马 尔 可 夫 和 沙 宁 等 人 
以 算法 概念 为 基础 研究 数学 ,采用 
了 严格 的 构造 性 方法 ,他 们 完全 排 
出 实 无 穷 ,对 许多 数学 分 支 的 算法 
化 以 及 制定 构造 逻辑 的 语义 学 都 作 
了 重要 的 工作 。60 ERE. PRE 
和 J， 迈 希 尔 等 人 开拓 了 构造 性 方 
法 的 新 局 面 , 他 们 关心 的 不 是 解决 
数学 葛 基 问题 ,而 是 要 用 构造 性 方 
法 来 研究 数学 。 他 们 把 严格 采用 构 
造 性 方法 的 构造 性 数学 看 作 十 典 数 
学 的 一 个 分 支 , 在 这 个 分 支 中 讨论 
的 个 体 或 映射 都 要 求 是 可 计算 的 。 
毕 晓 普 认 为 只 证 明 一 个 个 体 或 映射 
在 逻辑 上 必然 存在 是 不 够 的 ,还 必 
须 拟 定 一 种 有 限 而 机 械 的 办 法 把 它 
构造 出 来 .他 们 的 基本 作法 是 ,采用 
构造 性 方法 ,把 古典 数学 概念 算法 
化 ,从 而 考虑 哪些 定理 在 构造 意义 
下 仍然 成 立 , 哪 些 定理 不 能 成 立 以 


及 如 何 改造 等 ,由 此 发 展 出 相当 大 
的 一 部 分 有 价值 的 数学 。 构 造 分 析 
即 为 一 例 。 

现在 人 们 认为 ,构造 性 方法 与 
存在 性 方法 常常 是 同样 地 有 效 。 采 
用 构造 性 方法 不 仅 可 以 得 出 较为 新 
颖 ,较为 深刻 的 见解 ,而 且 得 出 的 成 
果 更 便于 应 用 。 得 出 具体 的 解 要 比 
纯 存 在 性 地 证 明 有 解 要 有 意义 得 
多 。 当 一 个 数 的 存在 能 采用 构造 性 
方法 证 明 时 , 则 这 个 数 不 仅 在 理论 
上 ,而 且 在 实际 上 就 可 以 计算 出 来 。 
联系 到 计算 机 科学 的 发 展 的 需要 ， 
在 数学 中 采用 构造 性 方法 或 研究 构 
造 性 数学 更 有 深远 的 意义 。 

采用 构造 性 方法 有 助 于 数学 直 
观 和 严格 逻辑 性 的 结合 ,能 提供 比 
较 直 观 的 结果 ,促进 人 们 数学 直观 
能 力 的 发 展 , 因 而 有 利于 数学 教育 ， 
有 助 于 数学 思维 能 力 的 开发 。 

等 置 方法 Cmethod of equiva- 
lence) 科学 中 最 常用 的 抽象 方法 
之 一 。 是 利用 某 种 等 价 关系 ,得 出 所 
研究 的 对 象 的 共同 性 质 的 一 种 抽象 
方法 。 在 数学 中 就 表现 为 用 某 种 等 
价 关 系 , 对 集合 进行 分 类 ,所 得 到 的 
类 ( 商 集 ) 往 往 就 是 一 个 新 的 数学 概 
念 。 即 等 置 方法 是 数学 中 得 出 新 概 
念 的 重要 抽象 方法 之 一 。 

定理 ”如 果 是 集合 4 上 的 
一 个 等 价 关 系 ,那么 存在 4 的 一 个 
划分 P, 使 元 素 a,58E A 处 于 P 的 同 
一 类 中 当 且 仅 当 aR6 成立。 反之 ,如 
困 P 是 4 的 一 个 划分 ,那么 关系 
(Ca, b) | 存在 一 类 CEP AR a, bE 
C0} 是 一 个 等 价 关系 。 

定义 经 过 等 价 关 系 忆 的 划 
分 得 到 的 4 的 等 价 类 的 集合 , 称 为 
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4 对 好 的 商 集 , 记 为 4/R 

A/R= (Ca) |a€ A, sE AA aRz), 
舍弃 商 集中 “原来 集合 4” 的 元 素 的 
性 质 , 收 括 商 集 自身 的 一 些 性 质 往 
往 得 出 新 的 概念 ,从 而 完成 等 置 抽 
象 的 过 程 。 

f| 设 整 数 集 2, 对 a,bEZ, 如 
果 正 整数 m 除 o 的 余数 等 于 m 除 5 
DE GINE PEE m AR”, 
ju 

a-b(mod m), 

易 证 ,“ 辣 余 ” 是 一 等 价 关 系 。 利 
用 同 余 关系 划分 集合 Z, AAE 

(C03, C12, C22, ,m— 13), 
定义 商 集 为 模 mw 的 剩余 类 ,这 就 得 
出 一 个 新 的 数学 概念 。 

许多 重要 的 数学 概念 都 是 按 此 
方法 定义 出 来 的 ,如 群 论 中 的 陪 集 ， 
环 论 中 的 剩余 类 等 等 。 自 然 数 、 整 
数 . 有 理 数 .实数 .复数 以 至 于 四 元 
数 、 八 元 数 等 也 都 是 按 此 方法 定义 
出 来 的 。 如 自然 数 的 (基数 ) 定 义 是 
先 在 “对 等 关系 ”下 划分 集合 ,得 到 
的 类 称 为 “基数 ”, 如 果 一 个 集合 不 
能 与 它 的 任何 真子 集 对 等 则 称 为 有 
限 集 , 非 空 有 限 集 的 基数 就 是 自然 
数 。 在 自然 数 对 的 集合 NXUN EE 
义 一 个 特定 的 等 价 关 系 , 由 它 划 分 
NX N 集 得 到 的 等 价 类 称 为 整数 。 
整数 有 序 对 (325XZN{0)) 集 上 定义 
一 特定 等 价 关 系 划 分 ZX ZN(0)0 
得 到 的 等 价 类 称 为 有 理 数 ,如 此 等 
等 。 可 见 等 置 方法 在 数学 中 有 基本 
的 重要 性 。 

实现 可 能 性 方法 (method of 

realization of possibility) 数学 
抽象 方法 之 一 ,特别 与 数学 中 “无 
上限? 概念 的 引入 有 关 。 这 一 方法 又 可 
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进一步 分 为 潜在 实现 可 能 性 抽象 和 
实在 的 实现 可 能 性 抽象 两 种 。 

潜在 的 实现 可 能 性 抽象 就 是 ， 
舍弃 了 我 们 所 处 的 空间 和 时 间 的 局 
限 性 给 我 们 带 来 的 构造 对 象 的 可 能 
性 的 界限 ,使 我 们 在 一 定 的 条 件 下 
可 能 扳 开 实际 的 实现 可 能 ,而 假定 
我 们 规定 的 构造 阶段 完成 后 ,就 能 
有 实现 其 后 继 阶 段 的 可 能 。 例 如 在 
构造 一 个 自然 数列 时 ,我 们 认为 ,无 
论 我 们 写 出 多 么 大 的 一 个 自然 数 
NV ,我们 总 是 立即 可 以 得 到 其 后 继 
数 入 十 1 的。 这 里 就 舍弃 了 实际 的 
写 出 的 可 能 性 ,因为 要 构成 自然 数 
列 , 就 要 写 出 任意 的 自然 数 ,而 显然 
有 我 们 无 法 实际 上 写 出 的 自然 数 ， 
例如 十 分 大 的 自然 数 一 一 大 到 我 们 
用 印度 一 阿拉 伯 数 字 表示 它 时 , 写 
满 了 整个 地 球 表面 也 写 不 完 。 我 们 
说 ,能 写 出 任意 自然 数 W 的 后 继 数 
N-EY 时 ,就 会 弃 了 这 种 实际 写 出 的 
可 能 性 ,而 认为 只 要 我 们 写 出 了 任 
意 自然 数 入 ,就 能 够 写 出 NN 十 1， 
因此 潜在 着 写 出 任何 一 个 自然 数 的 
可 能 性 。 

在 潜在 实现 可 能 性 抽象 中 所 考 
察 的 对 象 称 为 可 构造 性 对 象 。 例 如 
用 任何 进位 制 写 下 的 自然 数 ,利用 
某 一 字母 表 的 字母 组 成 的 任意 字母 
组 合 ( 亦 可 称 为 “ 字 ”) 以 及 由 数 或 字 
组 成 的 二 元 组 三 元 组 和 一 般 地 由 
它们 组 成 的 有 限 序列 等 等 。 可 构造 
性 对 象 也 组 成 各 种 总 体 , 例 如 自然 
数 集 , 由 某 个 字母 表 的 字母 所 组 成 
的 “ 字 ” 的 集合 ,以 及 一 般 地 说 ,由 任 
何 类 型 的 可 构造 性 对 象 的 全 体 组 成 
的 集合 ， 

利用 潜在 实现 可 能 性 的 抽象 ， 
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上 述 对 象 的 总 体 实 际 上 不 能 “完成 
的 ,对 每 一 个 对 象 ,总 有 可 能 实现 其 
后 继 对 象 , 因 此 这 个 总 体 是 无 限 的 ， 
它 总 能 超越 任何 界限 。 但 是 这 种 无 
限 , 只 是 作为 一 个 没有 界限 的 过 程 ， 
即 潜在 的 无 限 而 存在 的 , 它 的 元 素 
不 是 同时 地 存在 着 ,而 是 在 过 程 中 ， 
在 构造 中 逐渐 生成 的 。 这 就 是 潜 无 
限 的 概念 。 

实在 的 实现 可 能 性 抽象 则 舍弃 
了 构成 无 限 集 合 的 全 部 元 素 的 不 可 
能 性 、 含 弃 了 对 这 些 集 合 的 具体 的 
构成 ,只 要 是 不 互相 矛盾 的 对 象 ,就 
认为 它们 是 全 部 同时 地 存在 着 的 。 
因此 ,自然 数 集 可 以 看 成 是 一 个 完 
成 了 的 集合 。 这 种 抽象 方法 还 隐 含 
了 这 样 的 意思 ,数学 中 “对 象 ” 的 存 
在 ,与 其 构成 的 可 能 性 (现实 的 可 能 
性 ) 无 关 ,它们 只 不 过 是 由 公理 或 定 
义 的 要 求 而 推导 出 来 的 。 这 样 得 到 
的 无 限 概念 , 即 无 限 整体 是 一 个 完 
成 了 的 “存在 ”的 概念 叫 实 无 限 
( 穷 ) 。 

数学 中 对 无 限 的 存在 性 、 潜 无 
穷 与 实 无 穷 的 存在 性 一 直 有 着 争 
议 。 中 国 古 人 很 早 就 达到 了 实现 可 
能 性 抽象 ,对 无 有限、 有限、 无 穷 小 等 
都 有 所 认识 (《《 墨 经 》《 庄 子 } 等 ), 刘 


微 注 九 章 算术 》, 创 立 “ 割 圆 术 ” 一 ， 


用 图 内 接 正 多 边 形 边 数 倍增 的 过 程 
Es bu B Ed pp 
标志 着 刘 徽 已 进行 了 实在 的 实现 可 
能 性 抽象 ,有 了 实 无 穷 思 想 .西方 的 
亚 里 士 多 德 是 一 个 潜 无 限 论 者 , 它 
不 承认 实 无 穷 。 欧 几 里 得 4 几何 原 
本 》 的 无 限 思想 与 亚 里 士 多 德 相 一 
致 , 书 中 并 不 涉及 无 限 长 的 线段 或 
延伸 到 无 穷 远 处 的 直线 , 它 只 涉及 


有 限 直 线 , 但 直线 可 以 向 两 端 任 意 
延长 。 伽 里 略 提出 的 有 名 的 “ 匣 里 略 
悖 论 ” 反 映 他 已 认识 到 无 穷 整体 ,但 
对 此 困惑 不 解 。 高 斯 不 承认 无 穷 整 
体 的 存在 , 波 尔 查 诺 承 认 无 穷 整 体 
〈 实 无 穷 ) 的 存在 ,并 建立 了 一 一 对 
应 为 等 价 的 观念 。 在 分 析 基 础 的 严 
格 化 过 程 中 ,人 们 一 再 涉及 到 无 穷 
整体 的 问题 ,但 柯 西 等 人 仍然 采用 
了 潮 无 穷 的 观点 。 数 学 中 的 实 元 穷 
概念 是 康 托 尔 引入 的 , 康 托 尔 引入 
的 无 穷 集合 就 是 一 个 无 穷 整体 ,是 
一 个 现实 的 完成 的 存在 着 的 整体 。 
这 一 概念 立刻 受到 潜 无 穷 论 者 的 激 
烈 反 对 ,反对 最 力 者 是 他 的 老师 克 
罗 内 克 。20 世纪 初 直觉 主义 者 也 反 
对 教学 中 采用 实 无 穷 ,形式 主义 者 
则 认为 不 应 在 数学 中 排除 实 无 穷 ， 
柏拉图 主义 者 更 认为 实 无 穷 概 念 也 
是 客观 地 存在 着 的 ,实际 上 ,人 们 对 
无 限 的 认识 依赖 于 实现 可 能 性 抽象 
的 方法 ,我 们 认为 无 限 是 潜 无 限 和 
实 无 限 的 辩证 的 统一 。 
数学 归纳 法 (mathematical 

induction) 证 明 有 关 自 然 数 ”的 
命题 (p)* 为 真 的 一 种 方法 ,是 人 们 
最 早 掌握 的 一 种 递归 方法 。 其 方法 
是 :1 证 明 z(1) 为 真 。2" 假 设 90078 
真 ,证 明 z(t 十 1) 为 真 。 若 1°、2° 都 得 
证 , 则 ?Ca) 为 真 。 数 学 归纳 法 的 基 
本 思想 是 ;以 有 限 来 掌握 无 限 , 通 过 
有 限 次 的 操作 ,证 明 关 于 无 限 集合 
的 某 些 命题 。 

最 早 在 数学 中 采用 这 种 思想 的 
是 欧 儿 里 得 《几何 原本 ?中 证 明 存 
在 无 限 多 个 素数 时 就 隐 含 了 这 种 思 
想 。 第 一 个 正式 用 数学 归纳 法 的 是 
意大利 人 毛 罗 利 科 ,在 他 的 《算术 》 
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(1575) 一 书 中 ,他 用 数学 归纳 法 证 
明了 若干 结果 ,例如 
1 十 3 十 5 十 … 十 (24 一 1) 一 好 

对 所 有 的 自然 数 成 立 。 帕 斯 卡 则 
对 数学 归纳 法 作出 明确 而 清晰 的 阅 
述 , 他 在 自己 1654 年 发 表 的 论文 
“算术 三 角形 ”中 用 数学 归纳 法 证 明 
了 所 谓 “ 帕 斯 卡 三 角形 ”( 二 项 式 展 
开 式 系数 表 ) 等 三 个 命题 ,由 于 当时 
还 没有 表示 自然 数 的 符号 ,因此 上 
两 人 用 法 中 的 第 2" 步 是 以 例子 说 
明 的 。J。 伯 努 利 1686 年 首先 提出 
了 表示 任意 自然 数 的 符号 ,在 他 的 
《 猜 度 术 》(1713) 一 书 中 ,使 用 了 现 
代 形式 的 数学 归纳 法 。 现 在 使 用 的 
“数学 归纳 法 ”这 一 名 称 是 4. 德 摩 
根 提出 来 的 。1893 年, 皮 亚 诺 建立 
的 自然 数理 论 把 数学 归纳 法 作为 一 
条 公理 (递归 公理 或 称 为 数学 归纳 
法 公理 ) 纳 入 他 的 自然 数 公理 系统 
中 。 此 后 ,数学 归纳 法 成 为 证 明 有 关 
自然 数 的 命题 的 首选 方法 ,并 且 又 
发 展 了 若干 数学 归纳 法 的 变型 ,如 
第 二 数学 归纳 法 、 倒 推 数 学 归纳 法 
等 等 。 

超 限 归纳 法 (transfinite in- 
duction) 又 称 超 穷 归纳 法 ,数学 
中 用 来 证 明 关于 超 限 数 的 某 种 类 型 
的 命题 的 重要 方法 ,是 数学 推 纳 法 
的 推广 。 它 是 在 19 tib BERI 
入 了 良 序 集 的 序数 ,可 以 利用 序数 
把 良 序 集 编号 时 产生 的 ( 见 集 合 
论 ). 超 限 归 纳 法 是 集合 论 以 至 于 数 
学 基础 研究 的 重要 工具 。1936 年 ， 
根 崔 用 此 法 证 明了 自然 数论 的 无 巴 
盾 性 ,在 数学 史上 占有 重要 的 地 位 。 

OG 入) 是 一 个 良 序 集 , 对 任 
意 a€ X, X= (b€ X |ba) RAE 


X 中 由 a 所 确定 的 截断 。 BCX 称 为 
归纳 子 集 ,如 果 对 于 任何 aE 六 ,只 
要 截断 LCE, RA aC E LEBER UH AI 
iki EABRHESSOGXOBIHACT 
集 , 则 至 = 和 X。 当 三 为 自然 数 集 X 
时 ,就 得 到 一 个 特例 一 一 数学 归纳 
法 ,表述 为 : 若 ECN illi jg Do€ E; 
ORFA »€ N, 如 果 由 一 切 小 于 
^ 的 自然 数 ke E. RT UL ne E, 
则 8 一 X。 其 中 ,一 切 小 于 ”的 自然 
数 EEF N.CC E. mi oc E Wu 
是 No 二 名 CB 的 结果 。 这 就 是 所 谓 
第 二 数学 归纳 法 ( 见 数学 归纳 法 )。 
JJ i$ ZE (reductio ad absur- 
dum) 是 一 种 间接 证 明 方法 。 在 
论证 或 反驳 中 , 设法 使 与 自己 的 论 
题 有 矛盾 关系 的 论题 ( 否 命题 ) 归 于 
VER AMERA GERI IE SS. 
在 论证 中 , 归 廖 法 又 称 为 反 证 
法 。 方 法 为 
论题 4 
假设 非 4 
论证 “ 非 4” 假 (与 公理 
或 已 证 定理 或 已 
知 条 件 矛 盾 
结论 4 真 (根据 排 中 律 ， 
非 4 假 ,4 必 真 ) 
在 反 驶 中 , 归 雇 法 又 称 为 构造 
反例 法 ,方法 为 


假设 AER 

论证 由 4 推出 a,a 假 
结论 4 假 (根据 充分 条 
件 假 言 推理 规则 
4>a,4 真 则 a 真 ; 
反之 ,a 假 则 4 假 ) 
最 早 在 数学 中 采用 归 雇 法 的 是 
古 希 刚 的 毕 达 玉 拉 斯 学 派 ,当时 ,他 
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们 认为 “万 物 皆 数 ”, 即 万 物 都 可 由 
整数 及 其 比 表示 出 来 ,后 来 ,该 学 派 
中 有 人 (传说 为 希 帕 索 斯 发 现 等 腰 
直角 三 角形 若 直角 边 长 为 1 时 ,其 
斜 边 长 不 能 用 整数 之 比 表 示 出 来 。 
这 是 一 个 著名 的 反例 ,实质 上 反 了 驶 
了 “万 物 都 可 由 整数 及 其 比 表 示 出 
来 ”这 一 命题 ,从 而 引起 数学 第 一 次 
危机 。 而 在 证 明 上 述 斜 边 不 能 表 
示 成 整数 之 比 时 则 采用 了 反 证 
法 。 
在 欧 儿 里 得 (几何 原本 》 中 , 反 
证 法 成 为 常规 证 明 方 法 之 一 。 后 来 
在 数学 中 得 到 广泛 的 应 用 ,例如 各 
门 数 学 理论 中 的 许多 “存在 性 命题 ” 
的 非 构 造 性 证 明 就 依赖 于 反 证 法 。 
构造 反例 对 数学 也 有 重要 的 作用 ， 
例如 可 以 发 现 原 有 理论 的 “边界 ”， 
推动 数学 的 深入 发 展 , 象 外 尔 斯 特 
拉 斯 1860 年 构造 的 著名 的 “处 处 连 
续 但 无 处 可 微 的 函数 ”, 就 是 “连续 
即 可 微 ” 的 一 个 反例 , 极 大 地 推动 了 
分 析 基 础 的 发 展 。 构 造反 例 几 乎 是 
在 数学 中 反 驶 某 些 命题 的 唯一 方 
法 .有 人 甚至 认为 ,数学 就 是 由 证 明 
和 反例 组 成 的 ,数学 发 现 的 主要 目 
标 也 就 是 提出 证 明和 发 现 反 例 。 可 
JH UE Xe ETUR EE HG 
fi. 
数学 应 用 对 数学 发 展 的 作 
FB (The role of application in the 
development of mathematics ) 
指 的 是 数学 在 实践 或 其 他 科学 中 的 
应 用 对 数学 发 展 所 起 的 作用 。 从 另 
一 个 角度 来 讲 , 指 的 也 就 是 实践 及 
其 他 科学 发 展 的 需要 对 数学 的 促进 
作用 ,辩证 唯物 主义 认为 ,人 的 实践 
的 需要 是 一 切 科 学 包括 数学 发 展 的 


根本 动力 ,由 实践 发 展 所 推动 的 其 . 


他 科学 发 展 的 需要 则 是 数学 发 展 的 
重要 动力 。 这 两 种 动力 对 数学 的 促 
进 作用 就 表现 为 数学 应 用 对 数学 发 
展 的 作用 。 

无 数 历史 事实 证 实 了 这 一 点 ， 
在 古 埃及 人 测量 土地 的 应 用 中 产生 
了 几何 学 ;在 中 国 古 代 , 数 学 在 天 文 
历法 及 社会 生活 各 个 领域 中 的 应 用 
促使 中 国 古代 数学 取得 一 系列 重要 
成 就 ;牛顿 在 把 数学 应 用 于 力学 时 
创立 了 微 积分 ;18、19 世纪 分 析 数 
学 的 大 发 展 得 益 于 数学 在 近代 科学 
中 的 应 用 ;统计 数学 起 源 于 数学 在 
人 口 调查 .随机 游戏 和 科学 方法 论 
中 的 应 用 ;运筹 学 则 产生 于 二 次 大 
战 时 数学 在 战争 中 的 应 用 。 总 结 历 
史上 数学 应 用 对 数学 发 展 的 促进 ， 
其 主要 作用 如 下 

创设 问题 情境 。 问 题 情境 是 主 
体 为 实现 自己 的 目的 遇 到 了 困难 和 
障碍 ,而 且 主 体 认识 到 了 这 种 困难 ， 
并 且 努 力 寻 找 克服 困难 的 方法 的 一 
种 心理 情境 。 在 问题 情境 中 的 主体 
将 开始 为 实现 自己 目的 积极 的 思维 
活动 ,认真 地 分 析 问 题 情境 的 各 个 
组 成 部 分 并 揭示 困难 的 性 质 和 特 
点 。 主 体 用 语言 把 这 种 分 析 的 结果 
固定 下 来 ,就 得 到 了 问题 .而 从 科学 
方法 论 的 角度 看 ,科学 研究 是 从 “ 问 
题 "开始 的 ,只 有 提出 了 问题 才 开始 
了 研究 工作 ,数学 也 是 这 样 .数学 应 
用 中 ,由 于 实践 和 其 他 科学 对 克服 
困难 ,实现 目的 有 十 分 急切 的 需要 ， 
所 以 常 为 数学 创设 问题 情境 ,提出 
新 的 数学 问题 。 而 应 用 的 实际 需要 
又 促使 人 们 努力 解决 这 种 数学 问 
题 。 因 而 促进 了 新 的 数学 领域 的 开 
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拓 ,促进 了 数学 的 发 展 。 

提高 对 数学 理论 的 价值 评价 。 
一 般 地 ,人 们 是 向 价值 评价 较 高 的 
方向 来 进行 自己 的 活动 的 ,人 们 所 
以 研究 某 一 领域 是 因为 它 有 较 高 的 
价值 评价 ( 见 数学 理论 的 价值 评 
fp .数学 理论 的 价值 当然 具有 客观 
性 ,但 是 对 数学 的 价值 评价 则 是 人 
们 的 主观 行为 ,不 可 否认 ,数学 有 重 
要 的 精神 价值 ,例如 知识 价值 和 审 
美 价值 ,但 这 种 价值 只 是 在 具有 高 
度数 学 素养 的 人 群 中 才能 得 到 高 的 
价值 评价 。 这 种 评价 自然 成 为 研究 
数学 的 动力 ,促进 着 数学 的 发 展 . 这 
是 数学 发 展 史 所 反复 证 明了 的 。 对 
于 更 多 的 人 来 说 ,例如 对 于 工程 技 
RAR ,测量 人 员 等 来 说 , 则 更 多 地 
注意 到 数学 的 经 济 价值 , 即 对 数学 
理论 的 价值 评价 具有 直接 功利 的 倾 
向 。 数 学 应 用 到 广泛 的 领域 中 并 获 
得 重大 的 成 功 ,因而 极 大 地 提高 了 
对 数学 的 经 济 价 值 和 工具 价值 的 评 
价 , 这 促使 所 涉及 到 的 各 领域 的 工 
作者 努力 研究 数学 ,从 而 推动 了 数 
学 的 发 展 。 例 如 ,历史 上 促进 了 分 析 
数学 发 展 的 几乎 全 是 物理 学 家 和 天 
文学 家 。 现 代 的 模糊 数学 和 突变 理 
论 也 是 这 样 发 展 起 来 的 。 

提供 一 种 可 接受 性 的 基础 。 从 
科学 社会 学 的 角度 看 ,任何 一 种 科 
学 理论 都 有 一 个 社会 承认 的 问题 ， 
就 是 理论 的 社会 可 接受 性 问题 。 数 
学 的 可 接受 性 标准 是 什么 呢 ? 主要 
就 是 逻辑 证 明 , 从 古 希腊 开始 ,这 个 
标准 就 存在 了 , 随 着 数学 的 发 展 ,其 
逻辑 证 明 的 要 求 越 来 越 严格 。 现 在 
一 般 是 要 求 在 形式 公理 体系 基础 上 
的 严格 证 明 ,而 数学 应 用 在 使 数学 


理论 得 到 社会 的 接受 方面 也 有 着 重 
大 的 作用 。 虽 然 不 能 说 应 用 是 数学 
理论 的 可 接受 性 的 标准 ,但 在 很 多 
情况 下 ,数学 应 用 ,尤其 是 成 功 的 数 
学 应 用 为 数学 理论 的 可 接受 性 提供 
某 种 基础 ,这 种 基础 增强 了 人 们 对 
数学 正确 性 的 信念 ,加 强 了 对 数学 
的 研究 ,从 而 取得 更 多 的 成 果 。 微 积 
分 产生 之 初 , 虽 然 理 论 上 并 不 严格 ， 
其 至 还 有 “ 悖 论 ”, 产 生 了 “危机 ”, 但 
人 们 仍然 接受 了 它 ,就 是 因为 它 有 
十 分 广泛 而 成 功 的 应 用 。 相 反 的 是 
非 欧 几何 产生 之 初 ,虽然 逻辑 上 是 
严格 的 ,但 由 于 找 不 到 应 用 ,以 至 于 
被 搁置 了 几 十 年 ,直到 爱 因 斯 坦 在 
物理 学 中 应 用 了 它 , 才 真正 为 社会 
所 接受 。 这 两 个 例子 充分 说 明了 数 
学 应 用 在 数学 理论 的 社会 承认 上 起 
着 重要 的 作用 。 
数学 的 结构 (structure of 

Mathematics) 指 构 成 数学 知识 
体系 的 各 种 知识 单元 之 间 的 一 种 相 
对 稳定 的 结合 方式 和 联系 形式 。 它 
表明 知识 单元 (和 组 成 部 分 ) 在 数学 
体系 中 以 何 种 方式 结合 起 来 ,在 数 
学 体系 中 占有 什么 地 位 ,以 及 怎样 
决定 着 数学 整体 的 功能 等 等 。 所 谓 
知识 单元 是 指 知识 体系 中 的 基本 构 
成 因素 , 按 选取 知识 单元 的 不 同 , 可 
以 把 数学 的 结构 分 为 宏观 数学 结构 
和 微观 数学 结构 。 以 数学 理论 或 更 
大 的 层次 体系 作为 结构 知识 单元 的 
是 宏观 数学 结构 ;以 研究 数学 理论 
的 构成 方式 ,分 析 其 具体 组 成 部 分 
的 地 位 ,作用 和 结合 方式 以 及 数学 
理论 形成 的 规律 性 的 则 是 微观 数学 
结构 , 它 可 以 说 是 以 “命题 ”为 知识 
单元 的 ,数学 公理 法 阑 述 了 数学 的 
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微观 结构 。 这 里 只 谈 数 学 的 宏观 结 
构 。 数 学 结构 又 可 分 为 动态 结 
构 和 静态 结构 。 凡 是 不 含有 时 间 因 
素 , 数 学 结构 不 随时 间 而 改动 的 叫 
做 静态 结构 ; 凡 包 含 时 间 因素 数学 
结构 随时 间 而 变化 的 为 动态 结构 。 
数学 的 结构 主要 表现 为 两 种 类 型 ， 
认识 型 结构 和 逻辑 型 结构 ,一般 地 ， 
动态 结构 表现 为 认识 型 ,认识 型 是 
指 结构 中 知识 单元 的 联系 顺序 
恰好 与 历史 上 人 类 对 它们 的 认识 
顺序 一 致 。 逻 辑 型 则 包括 演绎 型 和 
归纳 型 两 种 ,主要 是 数学 微观 结 
构 的 类 型 。 

研究 数学 结构 的 一 个 条 件 是 有 
相当 多 的 知识 单元 ,一 个 孤立 的 知 
识 单元 无 所 谓 结合 方式 问题 。 因 此 
数学 结构 的 探讨 是 从 数学 理论 形成 
时 开始 的 。 

最 先 提出 数学 的 宏观 结构 的 是 
古 希腊 的 毕 达 哥 拉 斯 ,他 的 结构 方 
式 是 二 分 法 。 他 把 数学 分 为 两 大 类 ， 
数 和 空间 的 学 问 , 即 几何 学 。 它 们 每 
一 个 又 分 为 两 部 分 : 数 分 为 自身 绝 
对 的 存在 (算术 ) 和 数 之 比 (音乐 )， 
几何 则 分 为 运动 的 (天 文 ) 和 静止 的 
(几何) 两 类 .结果 产生 了 所 谓 “ 四 大 
科 ”; 算 术 、 音 乐 .几何 和 天 文 ,这 是 
在 西方 十 分 重要 的 ,发 生 了 深远 影 
响 的 数学 结构 理论 ,一 直到 文艺 复 
兴 , 西 方 数学 教育 及 数学 研究 的 主 
要 学 科 仍 是 这 “四 大 科 ”。 

希腊 学 者 普罗 克 洛 斯 ,他 的 数 
学 结构 如 图 1 所 示 

中 国 古 代数 学 的 结构 与 古 希腊 
不 同 ,是 以 数学 的 应 用 领域 和 常用 
数学 模型 为 知识 单元 的 。《 九 章 算 
术 》 所 提供 的 数学 结构 如 图 2。 


《 数 书 九 章 》 所 提供 的 数学 结构 如 图 
3。 


pEuxen 算术 
几何 


d 可 感知 的 对 象 
的 数学 


数学 应 用 领域 
数学 


J 
BE 
常用 数学 模型 4 方程 
勾 股 

图 2 


常用 数学 模型 Cft 
天 时 

田 域 

测 望 

数学 ur 
数学 应 用 领域 BA 
营建 

军旅 


市 物 
图 3 


文艺 复兴 后 ,数学 有 了 新 的 
发 展 ,数学 结构 的 研究 也 进入 
新 阶段 。 

帕 乔 利 把 数学 划分 为 三 个 分 支 
学 科 : 算 术 、 几 何 和 贸易 。 16 世纪 拉 
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米 斯 1566 年 给 出 一 个 新 的 结构 理 
论 , 他 用 二 分 法 ,把 数学 分 为 纯 数学 
和 数学 , 纯 数学 再 分 为 算术 、 几 何 ， 
数学 则 分 为 天 文 和 音乐 ,还 是 “四 大 
科 ” 说 ,但 把 数学 理论 及 其 应 用 分 
开 , 是 一 个 重要 进步 。 1569 年 ,他 又 
给 出 一 个 新 的 数学 结构 方式 ,如 图 


图 4 


韦 达 提出 按 数 学 分 支 的 逻辑 顺 
序 来 划分 的 线性 结构 ,按照 他 自己 
当时 发 表 著 作 的 顺序 作为 结构 顺 
序 :分 析 方 法 ,代数 符号 ,几何 术语 
及 其 字母 表示 , 尺 规 作 图 问题 ,几何 
代数 ,方程 的 判定 , 解 方程 ,类 的 逻 
辑 , 代 数 方程 的 近似 方法 ,这 是 一 个 
动态 结构 , 即 按时 间 顺 序 的 结构 ,但 
数学 的 发 展 顺 序 并 非 就 是 韦 达 著 作 
的 发 表 顺 序 。 i 

18 世纪 ,法 国 数学 家 达 朗 贝尔 
和 哲学 家 狄 特 罗 等 “百科 全 书 派 ”， 
总 结 当时 的 数学 发 展 ,提出 了 一 个 
数学 结构 表 ( 图 5) ,这 个 表 一 方面 
表 出 了 当时 数学 的 静态 结构 ,同时 
也 是 一 个 动态 结构 ,揭示 了 数学 的 
发 展 过 程 一 一 从 前 到 后 是 一 个 数学 
深入 发 展 的 过 程 ,尤其 纯 数学 ,由 算 
术 几 何 发 展 到 微 积 分 。 他 的 混合 数 
学 指 的 是 数学 的 应 用 领域 ,这 与 中 
国 古代 数学 的 结构 思想 相通 ,但 更 
深入 一 一 主要 是 科学 应 用 ,并 且 数 
学 的 发 展 也 是 不 可 比拟 的 。 


20 世纪 的 一 个 重要 的 数学 的 
结构 的 理论 是 法 国 的 布尔 巴 基 学 派 
作出 的 。 他 们 试图 用 数学 结构 概念 
统一 整个 数学 ,整个 数学 正 是 数学 
结构 由 简单 到 复杂 、 由 抽象 向 具体 
的 发 展 的 产物 。 在 他 们 提出 的 数学 
的 结构 的 模式 (图 6) 中 ,处 于 中 心 
的 是 母 结 构 一 一 代数 结构 ,拓扑 结 
构 和 序 结构 ,在 母 结 构 边 上 的 是 各 
种 复合 结构 ,对 某 一 些 集合 来 说 ,还 
可 以 有 多 重 结构 或 混合 结构 。 位 于 
核心 的 带 点 的 部 位 就 是 某 种 由 结构 
构成 的 数学 理论 。 这 种 结构 具有 某 
种 直观 的 性 质 。 

由 于 数学 是 不 断 发 展 的 ,数学 
的 结构 也 是 不 断 发 展 着 的 ,为 了 更 
好 地 表示 出 这 种 发 展 ,近来 ,有 人 提 
出 了 一 种 三 维 的 树 状 结构 的 进化 模 
型 。 它 是 综合 各 种 数学 的 宏观 结构 
理论 而 提出 来 的 , 它 既 能 表示 出 任 
一 历史 时 刻 ,数学 的 静态 结构 ,又 能 
表示 出 数学 的 发 展 的 动态 结构 ,这 
种 模式 如 图 7 示 , 它 的 一 个 水 平 截 
面 就 称 为 一 个 “静态 截面 >, 表示 某 
一 时 刻 数学 的 静态 结构 ,图 8 所 示 
截面 是 18 世纪 的 裁 面 .图 示 出 “ 百 
科 全 书 派 ”的 数学 结构 .水 平 截面 是 
一 个 同心 圆 系 ,由 于 数学 是 一 个 整 
体 , 所 以 只 有 一 个 中 心 点 ,同心 圆 上 
的 点 表示 分 支 。 这 个 水 平 截面 还 表 
示 出 数学 理论 结构 的 层次 性 , 越 向 
内 图 越 是 大 的 分 支 ( 低 层次 的 )。 还 
可 以 作 这 种 树 状 模型 的 垂直 截面 ， 
此 时 以 时 间 为 指标 ,表述 出 数学 结 
构 的 历史 发 展 , 图 9 示 出 几何 学 的 

在 任 一 时 刻 ,数学 分 支 的 集合 
按 包含 关 系 构成 一 个 偏 序 集 ,直接 
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微分 拓扑 分 数 维 几 何 


计算 几何 
代数 几何 


包含 是 最 基本 的 关系 。 这 种 树 状 结 。 人 类 活动 ”数学 分 支 


构 及 两 种 截面 都 表现 出 这 种 序 关 E RR M 
系 : 水 平 截面 是 内 园 的 包含 外 圈 的 ` ` 
、 形状 几何 学 .拓扑 学 
ES GUERRE VIRGIL Em INA u 
X ACER OUR PUE WU EME ETT 
于 人 类 活动 之 中 ,因此 他 用 人 的 活 计算 ”代数 .数值 分 析 
动 结构 解释 数学 的 结构 ,其 结构 如 DES 
图 10 所 示 (1981 4E) 谜 题 Aak .数论 
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数学 发 展 的 统一 趋势 (inte- 
grative trend of mathematics de- 
velopment) 分 化 和 综合 是 一 门 
科学 发 展 中 经 常 起 作用 的 倾向 , 数 
学 的 结构 的 发 展 就 是 它们 共同 作用 
的 结果 ,当然 还 有 一 个 十 分 重要 的 
结果 , 那 就 是 使 统一 的 趋势 成 为 数 
学 发 展 的 “大 趋势 ”。 

1. 从 数学 史 看 数学 发 展 的 统一 
趋势 

数学 是 多 起 源 的 ,许多 民族 
和 地 区 都 对 数学 的 产生 和 发 展 
做 出 过 贡献 。 数 学 的 多 起 源 性 一 方 
面 决定 了 数学 形式 的 多 样 性 ,例如 
各 民族 创造 的 数 制 和 数字 符号 有 极 
大 的 不 同 ; 另 一 方面 ,这 种 多 起 源 
性 恰好 说 明了 数学 的 统一 性 ,通过 
那些 极 不 相同 的 形式 ,人 们 得 到 的 
正 是 基本 一 致 的 数学 内 容 。 例 如 人 
们 通过 各 种 不 同 的 数字 符号 所 表达 
的 正 是 同样 一 些 自 然 数 概念 。 许 多 
数学 事实 在 不 同 的 民族 的 数学 中 也 
是 十 分 一 致 的 ,例如 勾 股 定理 ,再 如 
求 最 大 公约 数 所 采用 的 驾 转 相 除 
法 , 在 《几何 原本 》 和 《 九 章 算术 》 中 
都 有 讲述 。 

在 古代 一 个 地 区 ,一 个 民族 的 
数学 中 ,这 种 统一 性 表现 得 更 明显 ， 
例如 欧 几 里 得 采用 公理 法 ,把 当时 
希腊 的 数学 知识 统一 起 来 ,他 的 《 九 
何 原本 》 中 包括 了 当时 的 各 种 数学 
知识 (分 属于 现今 的 算术 .数论 、 几 
何等 学 科 ) 。 在 古代 中 国 ,数学 也 是 
统一 的 ,统一 于 一 个 算法 化 了 的 应 
用 数学 体系 ,例如 ,《 九 章 算 术 》 所 提 
供 的 体系 (也 包括 了 现在 属于 几何 、 
算术 .代数 等 学 科 的 内 容 ) 。 

近代 科学 技术 的 大 发 展 促进 了 
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数学 的 发 展 ,这 是 一 个 科学 理论 向 
纵深 发 展 的 大 分 化 的 时 期 。 数 学 也 
出 现 这 种 分 化 的 情况 ,几何 学 .代数 
学 ,分析 学 ,概率 论 ,三 角 学 等 开始 
成 为 独立 的 学 科 , 各 向 纵深 发 展 ,也 
只 有 充分 的 分 化 才 使 向 深度 发 展 有 
了 可 能 .但 随 着 分 化 ,综合 的 倾向 也 
必然 发 生 作用 ,例如 在 几何 和 代数 
的 充分 分 化 的 基础 上 产生 的 解析 几 
何 学 ,可 以 看 作 是 统一 数学 的 一 个 
尝试 ,这 个 统一 促进 了 数学 的 发 展 ， 
为 微 积分 的 产生 黄 定 了 基础 DEOR 
分 的 方法 在 数学 及 其 应 用 上 都 取得 
巨大 的 成 就 ,人 们 把 分 析 方 法 用 于 
各 个 数学 领域 ,可 见 分 化 又 给 统一 
带 来 新 的 可 能 。 分 析 理 论 的 严格 化 
又 使 之 与 实数 理论 及 自然 数 算术 联 
系 起 来 ,公理 法 逐渐 成 为 数学 中 普 
遍 应 用 的 表述 方法 ,数学 各 分 支 表 
述 方法 的 一 致 也 反映 出 它们 本 质 上 
的 统一 性 。 数 学 基础 问题 的 研究 表 
明 数 学 在 基础 上 的 一 致 性 。19 世 
纪 , 克 莱 因 试图 用 群 论 的 观点 统一 
几何 学 :20 世纪 以 来 ,人 们 又 提 格 
论 、 结 构 观 ,范畴 论 , 泛 函 分 析 、 代 数 
模 论 , 泛 代数 学 等 ,它们 都 是 从 不 同 
角度 对 数学 研究 进行 统一 或 部 分 统 
一 的 理论 。 

2. 现代 数学 发 展 的 统一 趋势 的 
表现 

(1) 传 统 数 学 分 支 的 “前 沿 ” 理 
论 的 差异 正在 弱化 以 致 于 消失 。 例 
如 代数 学 和 几何 学 在 以 前 是 有 较 大 
差异 的 ,无 论 就 基本 概念 .基本 方 
法 ,以 及 处 理 的 问题 方面 都 是 如 此 ， 
现代 代数 学 和 几何 学 理论 却 迅 速 地 
“融合 ”起 来 , 象 同调 代数 和 拓扑 学 
的 同调 群 理论 就 有 一 些 同样 的 概念 
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和 方法 ;还 有 新 的 代数 几何 理论 ,已 
无 法 判定 它 究竟 是 代数 学 的 一 个 分 
支 还 是 几何 学 的 一 个 分 支 。 再 如 研 
究 随机 现象 的 统计 数学 和 研究 确定 
性 现象 的 数学 分 支 代数 、 几 何 , 分 析 
等 日 益 结 合 起 来 ,产生 了 一 系列 综 
合 学 科 和 边缘 学 科 , 在 现代 数学 中 ， 
各 分 支 的 方法 的 综合 运用 更 为 常 
见 。 

(2) 应 用 数学 和 纯 数 学 的 界限 
正在 消失 .实际 上 ,这 两 者 之 间 本 来 
就 没有 明显 的 界限 ,在 现代 ,它们 就 
是 一 个 整体 。 从 应 用 发 展 起 来 的 理 
论 可 以 成 为 “ 纯 ? 理 论 ,例如 图 论 的 
若干 理论 问题 ; 纯 数 学 的 许多 结果 
又 得 到 应 用 ,例如 数论 中 因数 分 解 
的 唯一 性 定理 和 探求 大 数 的 因数 分 
解 的 纯 理 论 问 题 在 密码 编制 中 得 到 
应 用 。 

〈3) 不 同学 科 分 支 所 研究 的 问 
题 具有 内 在 的 统一 性 。 从 一 个 问题 
往往 要 由 许多 学 科 理 论 来 解决 就 可 
以 看 出 这 一 点 。 举 例 说 明之 。 

QD 几何 学 上 著名 的 “三 大 作 图 
问题 ( 倍 立方 问题 ,化 圆 为 方 问题 、 
三 等 分 已 知 角 问 题 )” 的 解决 不 仅 需 
要 几何 作 图 理论 ,而 且 需 要 代数 的 
“ 域 " 和 “ 扩 域 ”理论 以 及 关于 超越 数 
的 理论 等 等 。 

@“ 四 色 问 题 ( 在 一 定 条 件 下 ， 
把 平面 图 上 的 不 同 区 域 用 不 用 的 色 
分 开 , 只 要 四 种 颜色 就 够 了 )” 的 证 
明 用 到 图 论 , 组 合 论 ,拓扑 学 以 及 电 
子 计 算 机 证 明 的 理论 。 

@ 代 数学 中 关于 “二 次 型 ”的 研 
究 ,其 最 简单 的 例子 就 是 二 次 齐 次 
多 项 式 | 

ax? bryt-oy’, 


让 


其 中 重要 的 是 系数 之 间 的 关系 , 通 
常 可 以 把 它 看 作 一 个 对 称 方 阵 


”了 
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2 
还 可 以 作为 线性 空间 上 的 对 称 映射 
来 考察 ,或 作为 二 次 曲面 来 研究 ,这 
时 它 又 被 看 作 二 元 函数 了 。 

数学 发 展 的 统一 趋势 或 数学 的 
统一 性 的 根据 是 什么 ? 那 就 是 ,数学 
是 人 脑 对 现实 世界 的 反映 , 而 现实 
世界 的 本 质 就 在 于 其 物质 统一 性 。 
作为 对 物质 世界 的 一 种 反映 形式 的 
数学 也 一 定 是 统一 的 .数学 越发 展 ， 
认识 就 越 深 刻 ,就 越 接近 对 现实 世 
界 的 本 质 的 认识 ,所 以 越 显示 出 这 
种 统一 性 来 。 

现代 数学 发 展 的 特点 (fea- 

ture of mathematics development 
in modern times) ”现时 代 是 科学 
技术 空前 发 展 的 时 代 , 人们 有 时 把 
当代 科学 技术 的 大 发 展 称 为 新 技术 
革命 。 科 学 技术 上 的 重大 变革 必 将 
推动 社会 生产 力 迅 速 发 展 , 这 将 对 
数学 提出 更 多 、 更 高 的 要 求 ,从 而 促 
进 数 学 的 飞 路 发 展 。 

人 们 普遍 认为 ,现代 科技 发 展 
(新 技术 革命 ) 是 以 微 电 子 技术 为 先 
导 , 以 电子 计算 机 科学 为 标志 的 。 从 
电子 计算 机 产生 以 来 ,数学 家 开始 
把 信息 作为 自己 的 研究 对 象 ,电子 
计算 机 可 以 说 就 是 一 种 信息 处 理 
机 。 在 未 来 的 信息 时 代 里 将 起 极其 
重要 的 作用 。 

电子 计算 机 的 研制 和 使 用 依赖 
于 一 定 的 数学 理论 ,例如 电子 计算 
机 的 基本 设计 思想 和 使 用 方法 都 离 
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不 开 数学 理论 ,进一步 提高 电子 计 
算 机 的 能 力 及 开发 新 型 计算 机 也 离 
不 开 数 学 。 因 此 电子 计算 机 的 广泛 
应 用 和 迅速 发 展 对 现代 数学 的 发 展 
起 着 重大 的 推动 作用 。 从 电子 计算 
机 的 功能 看 ,也 极 大 地 促进 了 数学 
的 发 展 ,例如 电子 计算 机 提高 了 人 
们 的 计算 能 力 , 从 而 使 计算 方法 成 
为 一 种 一 般 科 学 方法 ;再 如 ,利用 电 
子 计算 机 的 高 速 判断 能 力 ,对 许多 
问题 的 证 明 也 极为 有 益 , 机 器 证 明 
已 成 为 一 个 独立 的 科学 分 支 ,为 数 
学 证 明 另 辟 新 径 ,促进 了 数学 方法 
的 变革 ,在 电子 计算 机 的 影响 下 ,不 
仪 使 “计算 数学 ”形成 一 门 庞大 的 分 
支 科 学 ,使 运筹 学 、 统 计数 学 及 数学 
基础 产生 前 所 未 有 的 发 展 ,而 且 产 
生 了 “智能 数学 ”等 一 大 批 新 学 科 。 
在 这 种 情况 下 ,现时 代 的 数学 发 展 
有 这 样 一 些 趋势 

1 数学 与 其 他 科学 技术 的 
关系 日 益 密切 。 这 一 趋势 就 是 指数 
学 的 应 用 日 益 广泛 。 长 期 以 来 ,数学 
与 自然 科学 ,尤其 是 物理 学 的 关系 
较为 密切 ,以 致 于 形成 了 “数理 科 
学 ”这 样 一 个 概念 ,由 于 新 技术 的 采 
用 ,新 的 科学 领域 的 开拓 ,数学 在 
其 他 科学 和 技术 中 的 应 用 日 益 重 
要 ,不 仅 自然 科学 .工程 技术 、 经 济 
学 .管理 学 等 应 用 数学 ,而 且 历 
哆 .文学 等 学 科 领 域 也 成 功 地 应 
用 了 数学 。 

2. 数学 出 现 数 值 化 .算法 化 、 离 
散 化 、 组 合 化 的 势头 .由 于 电子 计算 
机 的 应 用 ,使 许多 起 源 较 早 但 在 数 
学 中 地 位 一 直 不 很 显著 的 分 支 学 科 
获得 了 直接 的 应 用 ,从 而 得 到 了 荐 
勃 的 发 展 。 例 如 微 积分 产生 之 后 ,对 


连续 量 的 研究 在 数学 中 长 期 占有 主 
要 地 位 .但 现在 ,以 离散 量 为 主要 研 
究 对 象 的 许多 数学 领域 ,如 组 合 数 
学 .图 论 .数论 .有 限 群 论 .数理 逻辑 
等 (它们 被 称 为 “离散 数学 ”), 有 了 
长 足 的 发 展 ,在 数学 中 的 地 位 也 越 
来 越 重要 。 这 是 因为 数字 型 电子 计 
算 机 (常用 的 通用 机 、 微 型 机 等 都 是 
数字 型 的 ) 使 用 的 是 离散 的 信息 , 因 
而 对 离散 数学 的 需要 大 大 增加 了 。 
计算 机 的 应 用 也 提出 了 算法 化 、 数 
值 化 的 要 求 ,而 通过 算法 和 数值 方 
法 ,数学 又 有 了 新 的 发 展 。 

3. 数学 的 基础 和 各 分 支 将 同时 
发 展 .历史 上 ,人 们 最 先 研究 的 数学 
并 不 是 其 基础 或 分 支 学 科 , 而 是 数 
学 中 最 容易 理解 的 部 分 ,( 见 数学 基 
础 ) ,作为 数学 基础 的 集合 论 和 数理 
逻辑 等 都 是 在 数学 分 支 有 了 相当 发 
展 之 后 才 发 展 起 来 的 。 现 代 科学 技 
术 的 发 展 则 要 求 数学 基础 和 前 沿 分 
支 学 科 的 同步 发 展 ,因为 现代 科技 
发 展 所 促进 的 数学 应 用 范围 的 扩大 
反 过 来 推动 数学 的 发 展 ,将 促进 研 
究 各 种 问题 的 分 支 学 科 理 论 的 建 
立 , 辣 时 , 微 电 子 技术 的 采用 ,电子 
计算 机 特别 是 人 工 智能 的 研究 又 要 
求 不 断 深入 人 类 思维 的 本 质 , 首 先 
是 数学 的 本 质问 题 , 这 就 涉及 到 广 
消 而 深入 的 基础 问题 ,因此 促进 了 
数学 基础 研究 的 发 展 。 

4. 数学 向 更 抽象 的 层次 发 展 。 
电子 计算 机 的 采用 ,在 相当 的 范围 
内 ,特别 是 费时 费 工 的 单调 性 工作 
如 数值 计算 范围 内 ,代替 了 人 的 脑 
力 劳动 ,使 人 有 可 能 集中 精力 研究 
更 复杂 、 更 抽象 的 问题 ,电子 计算 机 
还 使 十 分 复杂 的 问题 的 验证 有 了 可 
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能 ,从 而 也 促进 了 人 向 更 加 复杂 、 更 “高 维 "“ 多 变量 "“ 非 线性 ?的 方向 
加 抽象 的 领域 前 进 。 现 代数 学 正 向 ”前 进 , 即 向 更 抽象 的 领域 前 进 。 
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中 国 数 学 教育 Cmathematics 
education in China) 教育 是 培 
养 人 的 一 种 社会 现象 ,是 向 新 一 代 
人 传递 生产 经 验 和 社会 生活 经 验 的 
必要 手段 。 数 学 知识 是 人 类 的 极其 
重要 的 生产 经 验 和 社会 生活 经 验 的 
结晶 之 一 ,因而 数学 一 经 产生 ,数学 
教育 也 就 产生 了 ， 并 随 着 数学 的 发 
展 而 不 断 得 到 发 展 。 

中 国 的 数学 教育 萌芽 于 夏 商 时 
期 ,形成 于 西周 时 期 ,西周 的 教学 科 
目 正式 规定 为 : 礼 乐 射 御 书 数 , 称 为 
“六 艺 ”,“ 数 ” 即 指数 学 知识 。 西 周 教 
育 制度 规定 :“ 六 年 教之 数 与 方 名 ， 
ee 九 年 教之 数 日 ,十 年 出 就 外 傅 ， 
届 宿 于 外 ,学 书记 ”(《 礼 记 力 。 这 时 
的 学 校 是 由 官府 兴办 的 ,政府 设立 
负责 教育 的 官员 ,由 此 葛 定 了 中 国 
古代 的 “官学 制度 ”, 数 学 成 为 官学 
中 的 一 门 学 科 也 由 此 得 以 确定 , 直 
到 清 代 , 颜 元 (17 世纪 ) 还 极力 主张 
“六 艺 ” 教 育 。 西 周 时 中 国 处 于 奴隶 
制 时 代 , 这 时 的 教育 无 疑 具有 鲜明 
的 阶级 性 :是 培养 奴隶 主 统治 阶级 
的 ,首先 是 培养 具有 社会 管理 能 力 
的 各 级 官吏 的 ,对 他 们 来 说 ,一 定 的 
数学 知识 是 必要 的 。 中 国文 明 是 一 
个 农耕 文明 ,治水 等 公共 工程 的 领 
导 实 施 无 疑 是 官员 的 职责 ,由 治水 
的 需要 在 中 国 早早 就 形成 了 集中 的 
ER, EG BOE) BR Gs BEI 
受命 于 天 也 ”, 中 国 历代 帝王 都 把 颁 
布 历法 看 作 重 要 的 政治 行为 ,所 以 


非常 重视 历法 编 算 和 天 象 观测 (这 
也 曲折 地 反映 了 农业 生产 的 需要 )， 
因而 天 文学 及 与 之 密切 相关 的 数学 
一 直 受 到 重视 ,成 为 官学 的 内 容 . 治 
水 等 公共 工程 的 管理 也 需要 数学 。 
所 以 把 数学 列 入 “六 艺 ”。 把 数学 作 
为 一 种 “ 艺 ”( 技 艺 ) 来 传授 ,是 中 国 
古代 非常 独特 的 数学 教育 观念 。 西 
周 数学 教育 的 内 容 是 “ 九 数 ”, 按 郑 
玄 ( 东 汉人 闪 周 礼 注 ;“ 九 数 : 方 田 、 
票 米 、 差 分 、 少 广 、 商 功 , 均 输 .方程 、 
MTE SE, SHEA AR” M 
指 的 都 是 社会 生活 中 的 应 用 领域 或 
常用 数学 模型 。 它 们 对 后 世 数 学 和 
数学 教育 的 发 展 产生 了 重大 的 影 
响 :使 数学 具有 应 用 性 特点 ,使 数学 
教育 以 培养 能 应 用 数学 解决 实际 问 
题 的 人 才 为 目标 。 

春秋 时 期 ,中 国 开 始 向 封建 社 
会 转化 ,与 之 有 关 的 “ 礼 衣 乐 坏 ”, 西 
周 的 教育 制度 维持 不 下 去 了 ,因而 
出 现 私 学 ,孔子 就 是 当时 最 著名 的 
私 学 教育 家 。 从 此 私 学 与 封建 社会 
相 始 终 ,作为 官学 的 补充 一 直 存 在 
着 ,这 是 中 国 古 代 教 育 的 一 个 特殊 
现象 . 私 学 与 官学 一 样 , 也 是 为 统治 
阶级 培养 统治 人 才 的 ,因而 与 官学 
一 样 , 私 学 也 要 有 一 定 的 数学 教育 。 

秦汉 时 期 ,中 国 成 为 一 个 大 一 
统 的 封建 专制 主义 的 国家 ,国家 的 
统一 促进 了 社会 生产 和 社会 生活 的 
发 展 , 从 而 促进 了 数学 的 发 展 和 数 
学 应 用 的 发 展 。 汉 代 《 九 章 算术 ) 经 
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过 修订 最 终 成 书 , 标 志 着 中 国 古代 
独特 的 数学 体系 的 确立 。 社 会 生产 
和 社会 生活 的 需要 又 促进 了 数学 教 
育 的 发 展 。《 九 章 算术 ) 就 是 当时 的 
数学 教科 书 , 汉 武 帝 起 确立 了 “黑山 
百 家 、 独 苯 和 儒术 ”的 文教 方针 ,促进 
数学 教育 向 “经 世 致 用 ”方向 发 展 。 
教育 内 容 主要 是 儒家 《五 经 》, 与 数 
学 有 密切 的 关系 ( 尤 以 4 易 ) 的 占 签 
和 《春秋 》 的 历法 为 著 ) ,因此 经 师 讲 
经 ,要 兼 授 数 学 。 汉 武帝 元 朔 五 年 
(公元 前 124 年 ) 创 办 太 学 ,我 国 封 
建 社会 官 立 大 学 制度 从 此 建立 起 
来 . 太 学 以 学 经 为 主 ,平帝 元 始 五 年 
曾 征 知 天 文 、 历 算 、 钟 律 教授 者 至 京 
师 , 可 见 数学 也 是 教学 内 容 之 一 。 从 
汉代 起 官学 还 产生 了 一 个 新 的 变种 
一 一 “ 宦 学 事 师 ”, 即 求学 要 入 仕途 ， 
就 教 于 官府 , 边 仕 边 学 为 官 之 道 。 是 
一 种 “政教 合 一 ”的 教学 形式 ,尤其 
某 些 需要 专业 知识 才能 胜任 的 官府 
工作 ,更 有 必要 这 样 做 。 于 是 对 天 
文 .生产 管理 .各 种 建筑 财政 部 门 来 
说 ,数学 当然 是 官学 的 内 容 之 一 。 汉 
代 私 学 也 继续 有 发 展 。 魏 晋 南北 朝 
时 期 ,数学 有 和 较 大 的 发 展 . 刘 徽 、 赵 
爽 是 数学 界 的 杰出 代表 .这 一 期 间 ， 
由 于 战乱 频仍 ,官学 时 废 时 兴 , 私 学 
则 有 极 大 的 发 展 , 私 学 数学 教育 有 
较 大 发 展 , 私 学 以 经 学 为 主 ,也 兼 授 
数学 .这 一 时 期 成 书 的 《五 经 算术 》 
充分 表明 经 师 兼 授 数 学 的 情况 ,该 
书 是 以 数学 为 儒家 经 典 作 注 的 
解释 儒家 经 典 及 其 注 中 有 关 的 数学 
知识 ,尤其 涉及 历法 、 音 律 的 地 方 ， 
实际 上 是 授 经 的 数学 参考 书 , 可 见 
经 师 确实 是 兼 授 数 学 的 。 私 学 的 一 
个 变种 是 家 学 , 子 继父 业 是 封建 社 


会 的 普遍 现象 ,数学 也 如 此 ,在 动乱 
时 期 更 为 明显 ,如 大 数学 家 祖冲之 、 
其 祖父 、 子 、 孙 皆 通 数学 、 历 算 , 可 说 
是 家 学 数学 教育 的 结果 。 

589 年 陷 统 一 全 国 ,数学 教育 
发 展 到 一 个 新 的 阶段 。 隋 朝 的 国立 
中 央 大 学 ( 国 子 寺 ,607 年 改名 国 子 
监 ) 设 “ 算 学 , 设 博 士 (教官 )2 人 ， 
助教 2 人 ,学 生 80 人 。 这 是 世界 上 
最 早 开 设 的 数学 专科 学 校 。 这 意味 
着 算 学 列 为 基本 的 国学 之 一 ,当时 
的 数学 专门 化 程度 已 得 到 社会 的 公 
认 , 具 备 了 设立 专科 学 校 的 需要 .此 
举 是 数学 教育 史上 的 一 件 大 事 , 具 
有 世界 历史 性 意义 。 唐 代数 学 专科 
学 校 继续 得 到 发 展 , 并 且 对 学 生来 
源 . 学 习 年 限 . 采 用 的 教科 书 、 考 试 
方法 及 毕业 生 的 出 路 等 都 作 了 具体 
的 规定 。 特 别 是 关于 数学 教科 书 的 
规定 有 深远 的 意义 , 唐 初 ,唐高宗 诏 
令 太 史 令 李 淳 风 与 算 学 博士 梁 述 等 
人 注释 、 出 版 ( 算 经 十 书 》,“ 书 成 ,高 
宗 令 国学 行 用 ”, 此 举 在 数学 教育 史 
上 也 有 极 重 要 的 地 位 :这 是 世界 上 
第 一 次 由 国家 颁 行 数学 教科 书 。 这 
十 部 书 ,后 世 成 为 经 典 的 数学 教材 。 
算 学 生 毕 业 考 试 合格 ,可 直接 参加 
科举 ,科举 及 第 可 授 相 应 官职 .与 之 
相 适 应 , 唐 代 科举 设 “ 明 算 科 ”, 考 试 
数学 ,中 式 者 授 官 ,这 种 选 官方 式 在 
世界 上 是 十 分 独特 的 ,在 客观 上 反 
映 了 社会 生活 对 数学 的 需要 剧 增 ， 
以 致 达到 政府 必须 专门 培养 并 选拔 
数学 专门 人 材 的 程度 。 明 算 科 的 设 
立 也 反映 出 唐 代 统 治 者 对 数学 的 重 
视 , 这 种 重视 也 是 没有 先例 的 。 明 算 
科 终 唐 之 世 没 有 停止 过 , 据 记 载 ,后 
唐 ,. 后 晋 仍 开 过 明 算 科 , 直 到 后 晋 天 
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福 五 年 (940 年 ) 才 正式 废止 。 从 唐 
初 到 五 代 , 三 百 多 年 间 一 直 有 明 算 
科举 ,每 次 要 有 若干 举 子 参加 数学 
考试 ,这 对 于 数学 教育 和 数学 的 发 
展 都 有 极 大 的 促进 作用 ,与 宋 元 时 
期 我 国 数学 发 展 高 峰 的 形成 有 密切 
的 关系 。 

除数 学 专科 学 校 的 数学 教育 
外 ,中 央 各 部 门 的 宦 学 事 师 也 是 数 
学 教育 的 重要 途径 , 仅 司 天 台 的 宣 
学 生 按 例 就 有 250 名 之 多 ,他 们 多 
半 要 学 习 数 学 。 隋 唐 私 学 的 数学 教 
育 也 有 新 的 发 展 ,如 隐 场 帝 时 的 太 
史 孙 耿 询 就 从 高 智 宝 学 习 天 文 算 
术 ; 提 出 等 间距 三 次 播 值 法 的 刘 灶 
亦 是 受 业 私 学 ,本 人 又 是 私 学 大 师 。 
家 学 也 有 新 发 展 , 如 唐 太 史 令 广 丛 
祖上 五 代 皆 精 历 算 , 李 淳 风 祖上 四 
代 通 历 算 , 他 就 受 业 于 家 学 。 唐 代 科 
举 贡 生出 自 各 地 推荐 ,为 参加 明 算 
考试 ,地 方 官学 亦 开设 数学 当 是 必 
然 的 , 私 学 、 家 学 数学 教育 的 发 展 与 
明 算 开 科 亦 有 直接 的 关系 。 

宋代 推行 重视 “兴学 ”的 文教 政 
策 。 中央 官 学 继续 开设 数学 专科 学 
校 , 而 且 扩大 编制 . 广 招生 员 。 虽 然 
宋 未 开设 “ 明 算 科举 人 ,但 算 学 毕 
业 考 试 合格 可 直接 授 官 ,学 习 数 学 
的 出 路 更 好 些 , 而 且 建 立 了 严格 的 
学 校 管理 考试 制度 , 颁 置 学 田 , 解 决 
学 校 经 费 来 源 ,所 以 官学 数学 教育 
成 就 更 大 ,应 该 说 , 它 直接 促进 了 宋 
元 数学 高 峰 的 到 来 。 宋 代 及 辽 、 金 、 
元 初 的 私 学 数学 教育 亦 很 发 达 , 一 
些 著 名 数学 家 如 李 治 、 杨 辉 等 又 同 
时 是 私 学 数学 教育 家 。 应 特别 指出 
的 是 杨辉 ,他 不 仅 是 一 位 著名 数学 
家 ,而 且 是 一 位 著名 的 数学 教育 家 ， 


他 于 1274 年 写 出 的 《乘除 通 变 本 
末 》 上 卷 卷首 列 有 一 个 《 习 算 纲目 》 
是 迄今 为 止 人 们 所 发 现 的 最 早 的 一 
份 数学 教学 大 纲 。 

元 代 中 央 官 学 里 不 设 算 学 ,元 
代 统 治 者 推崇 理学 ,而 理学 认为 搞 
除 理 学 外 的 一 切 学 问 都 是 “玩物 丧 
志 ”。 元 代 科 举 以 理学 为 主 , 使 得 学 
风 为 之 改变 。 与 此 同时 , 宋 元 数学 发 
展 到 相当 高 的 程度 ,不 进行 系统 学 
习 就 很 难 继承 了 。 元 代 郭 守 敬 等 人 
编订 的 《授时 历 》(1280) 精 度 较 高 ， 
入 明之 后 继续 使 用 多 年 而 无 新 问题 
产生 .明代 进一步 尊 经 尝 侍 ,以 程 朱 
理学 为 文教 的 指导 思想 ,并 实行 文 
化 专制 ,大 兴 文 字 狱 .中 央 官 学 不 设 
算 学 ,地 方 官学 取消 试 算 , 明 代 还 采 
取 了 一 个 极端 的 措施 ;禁止 民间 私 
授 历 算 , 因 而 使 与 历法 编 算 有 关 的 
许多 数学 内 容 不 能 作为 私 学 的 内 
容 。 为 了 保证 天 文 历法 的 官府 研制 
得 以 继续 ,并 保证 天 文 历 算 不 传 入 
民间 , 明 朝 规定 ;“( 钦 天 监 ) 监 官 手 
得 改 他 官 ,子孙 毋 得 徒 他 业 。” 因 此 ， 
钦 天 监 定 学 事 师 者 全 是 属 官 子弟 ， 
其 数学 教育 范围 极 小 ,加 上 270 年 
未 改 历 , 所 以 主要 不 学 数学 。 总 之 ， 
元 末 明 初 ,数学 教育 受到 沉重 打击 ， 
宋 元 时 期 得 到 的 一 系列 重要 数学 成 
果 , 因 无 继承 而 出 现 中 断 , 在 西方 数 
学 传人 之 前 ,中 国 数学 再 也 没有 达 
到 宋 元 时 期 的 高 度 . 明 代 中 期 以 后 ， 
由 于 经 济 的 发 展 ,特别 是 商业 贸易 
的 发 展 促 进 了 商业 数学 及 珠算 的 发 
展 . 为 适应 经 济 发 展 的 要 求 , 民间 数 
学 教育 .特别 是 商用 数学 和 珠算 的 
教育 有 空前 的 发 展 ,相当 广泛 的 儿 
童 启蒙 教育 中 就 有 了 珠算 的 内 容 。 
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明 末 由 于 误差 积累 的 作用 ,《 授 
时 历 X( 明 改称 (大 统 历 ) 出 现 较 大 
的 偏差 ,首先 是 “ 交 食 不 验 ”, 因 此 要 
求 改 历 ,但 由 于 中 国 古代 数学 的 中 
断 ,已 元 人 能 编 算 新 历法 了 。 不 得 
已 ,引入 西方 历 算 方法 , 即 引 入 西方 
数学 ,在 徐光启 主持 下 ,编订 了 《 烷 
被 历 书 》, 为 此 ,大 量 引入 西方 数学 ， 
如 翻译 4 几何 原本 》 等 ,并 进行 了 初 
步 的 西 算 教育 。 

清 初 继续 进行 了 西 算 的 引进 和 
融 汇 贯通 的 工作 ,对 数学 教育 比较 
重视 ,例如 在 中 央 官 学 之 一 八旗 官 
学 设立 算 学 馆 , 后 来 又 隶属 国子监 。 
教学 内 容 增加 西 算 知 识 ,学 生 毕 业 
全 入 钦 天 监 。 同 时 钦 天 监 等 的 宦 学 
事 师 亦 有 发 展 。 此 举 在 清 初 培养 了 
一 大 批 数学 人 才 。 清 初 也 是 私 学 数 
学 教育 空前 发 展 的 时 期 ,当时 的 几 
乎 所 有 的 数学 家 都 进行 私 学 教育 工 
作 ,以 梅 文 易 等 人 为 最 。 清 代 中 期 ， 
以 乾 嘉 学 派 的 数学 教育 (包括 地 方 
官学 .书院 和 私 学 的 数学 教育 ) 最 为 
著名 。 他 们 深入 研究 了 中 国 古 代数 
学 ,并 从 事 了 中 西 贯 通 的 工作 。 

1840 年 的 鸦片 战争 , 揭 开 了 中 
国 近代 史 的 序幕 ,在 近代 ,中 国 渐渐 
变 为 一 个 半封建 半 殖 民 地 的 社会 ， 
中 国 近代 数学 教育 始 于 洋务 运动 ， 
1862 年 ,洋务 派 创 办 京师 同文 馆 ， 
1866 年 增设 天 文 算 学 馆 ,1868 年 聘 
著名 数学 家 李 善 兰 为 总 教习 , 设 代 
数 . 几何、 三 角 、 微 积分 等 课程 ,这 是 
中 国 系统 开设 西方 高 等 数学 课 的 开 
始 。 1898 年 ,京师 大 学 堂 成 立 ,这 是 
中 国 近代 第 一 所 国立 大 学 ,1902 
年 ,京师 同文 馆 并 入 京师 大 学 堂 。 这 
一 期 间 , 开 设 了 许多 新 式 学 校 ,多数 


都 有 一 定 的 数学 教育 。1903 年 , 清 
政府 颁布 癸 卯 学 制 ,废除 科举 ,兴办 
小 学 .中 学 ,这 在 我 国 开始 了 近 现代 
的 初等 数学 教育 .当时 ,小 学 设 算术 
课 , 中 学 设 数学 课 ( 授 代数 .几何 .三 
角 等 )。 为 适应 教学 的 需要 ,这 一 期 
间 和 翻译, 编译 到 大 量 数学 教材 ,《 代 
微 积 拾级 》《 形 学 备 旨 } 等 就 是 有 名 
的 教材 。 

辛亥 革命 后 ,民国 政府 公布 壬 
FZ 5E 481 (1912—1913) ,中 小 学 
设 有 数学 课 。1912 年 京师 大 学 堂 改 
名 北京 大 学 ,首创 数学 门 ( 相 当 于 
系 ),1919 年 改称 数学 系 ,这 是 中 国 
第 一 个 数学 系 。 

1919 年 五 四 运动 ,中 国 步 入 现 
代 。 数 学 教育 有 新 的 发 展 。1922 年 
公布 王 成 学 制 ,中 小 学 都 改 为 6 年 。 
小 学 学 习 算术 ,初中 开设 算术 、 代 
数 . 平 面 几 何 、 高 中 设 平面 三 角 \ 高 
中 几何 高 中 代数 .平面 解析 几何 。 
20 年 代 前 后 许多 大 学 开始 设立 数 
学 系 , 如 南开 大 学 (1920) 厦 门 大 学 
《1926)、 中 山大 学 (1926) 等 ,后 来 各 
综合 大 学 和 师范 学 院 及 设 有 理科 的 
其 他 高 校 都 开设 了 数学 系 。 1931 年 
清华 大 学 开始 培养 数学 研究 生 , 后 
来 浙江 大 学 .中 央 大 学 .北京 大 学 及 
后 来 的 西南 联合 大 学 也 陆续 培养 数 
学 研究 生 。 同 时 还 派 遗 了 一 批 数学 
留学 生 ,并 请 外 国 数学 家 如 奥 斯 古 
德 , 维 纳 . 阿 达 马 等 来 华 讲学 。 

1949 年 中 华人 民 共 和 国 成 立 ， 
中 国人 民 的 数学 教育 事业 有 了 空前 
的 大 发 展 。 中 小 学 的 数学 教育 进行 
了 一 系列 的 改革 ,学 制 小 学 6 年 , 初 
高 中 各 三 年 。 初 中 逐步 取消 了 算术 
WR, 50 年 代 高 中 一 度 停 设 平面 解析 
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几何 ,后 又 恢复 并 增设 微 积分 初步 
及 概率 论 和 电子 计算 机 的 初步 知 
识 。80 年 代 以 来 ,我 国 的 初等 数学 
教育 水 平 迅 速 提高 , 现 已 进入 世界 
先进 水 平 ,其 表现 之 一 是 近年 来 在 
国际 数学 奥林匹克 竞赛 中 ,中 国 的 
名 次 和 获 金 牌 数 一 直 递 增 ,1990 年 
在 北京 举行 的 第 31 届 国 际 数学 奥 
林 匹 克 竞 赛 中 ,中 国 队 名 次 第 一 , 获 
金牌 数 第 一 。 高 等 学 校 的 数学 教育 
经 过 一 系列 的 变革 ,也 有 了 前 所 未 
有 的 大 发 展 , 大 提高 。 现 在 ,我国 高 
等 学 校 的 数学 教育 专业 齐全 .层次 
合理 。 除 基础 数学 .计算 数学 和 应 用 
数学 三 大 专业 外 ,许多 大 学 还 开 校 
数理 逻辑 .控制 理论 .系统 科学 、 信 
息 科学 、 概 率 论 与 数理 统计 ,运筹 
学 经济 数学 、 数 学 教育 等 专业 ; 许 
多 工科 院 校 开设 应 用 数学 专业 。 高 
等 学 校 几乎 所 有 的 专业 ,都 开设 层 
次 不 同 、 程 度 不 同 的 数学 课 。80 年 
代 , 我 国正 式 设立 学 位 制 , 数 学 各 专 
业 都 已 培养 硕士 研究 生 ,许多 专业 
进而 培养 博士 研究 生 。1983 年 我 国 
第 一 批 授 于 本 国 博士 的 18 名 研究 
生 中 ,有 12 人 获 数 学 博士 。 70 年 代 
末 以 来 ,我 国 派出 的 数学 留学 生日 
多 ,还 邀请 许多 国外 数学 家 来 华 讲 
学 ;我 国 一 些 学 校 还 为 外 国 培养 数 
学 人 才 , 我 国 数学 家 也 有 许多 出 国 
讲学 的 。 我 国 的 数学 教育 正在 飞 著 
发 展 。 

外 国 数 学 教育 (mathematics 
education abroad) 数学 教育 是 
随 数 学 的 产生 而 产生 又 随 数 学 的 发 
展 而 发 展 的。 在 世界 各 文明 古国 的 
早期 教育 中 就 都 包含 了 一 定 程 度 的 
数学 教育 ,经 几 千年 的 发 展 , 现 代数 


学 教育 已 成 为 每 个 人 必须 接受 的 教 

育 之 一 ,对 人 的 发 展 、 科 技 进步 和 社 

会 发 展 都 具有 极其 重要 的 意义 。 
古代 数学 教育 。 

古 埃及 的 数学 教育 。 埃 及 在 公 
元 前 3500 年 就 形成 了 奴隶 制 国 家 ， 
经 数 干 年 的 发 展 ,于 公元 前 525 年 
为 波斯 所 灭 。 古 埃及 是 著名 的 文明 
古国 ,是 人 类 科学 的 摇篮 之 一 。 几 何 
学 就 是 在 埃及 产生 的 ,埃及 的 计算 
等 数学 知识 也 达到 相当 程度 ( 见 古 
埃及 数学 ) 。 当 时 数学 是 由 各 方面 
一 一 建筑 .天文 ,管理 一 一 等 的 需要 
而 发 展 的 ,为 了 培养 有 关 方 面 的 人 
才 ,数学 教育 是 必 不 可 少 的 , 古 埃及 
为 培养 皇室 和 贵族 子弟 设立 了 宫廷 
学 校 , 其 中 就 教授 若干 数学 知识 ; 政 
府 部 门 设立 职 官 学 校 来 培养 官吏 ， 
与 数学 有 较 密 切 关系 的 部 门 (如 财 
政 ,水 利 机 关 ) 的 职 官学 校 要 学 习 较 
多 的 数学 ; 古 埃 及 的 寺庙 学 校 (僧侣 
学 校 ) 和 文士 学 校 都 有 一 定 的 数学 
教育 课程 。 遗 留 至 今 的 某 些 埃及 纸 
草书 就 是 当时 的 数学 教科 书 。 

美 索 不 达 米 亚 的 数学 教育 。 两 
河流 域 也 是 古代 文明 高 度 发 展 的 地 
区 , 亚 述 在 公元 前 3000 年 就 建立 了 
奴隶 制 国家 ,巴比伦 则 建 于 公元 前 
18 世纪 。 这 一 地 区 也 是 数学 的 发 源 
地 之 一 ,有 相当 程度 的 数学 知识 ( 见 
美 索 不 达 米 亚 数 学 )。 在 这 一 地 区 的 
古代 社会 里 ,僧侣 是 具有 较 高 文化 
修养 的 阶层 ,是 由 寺庙 学 校 培 养 出 
来 的 ;国家 管理 及 内 外 贸易 所 需要 
的 大 批 人 才 则 由 宫廷 学 校 ,政府 机 
关 办 的 学 校 和 私人 办 的 文士 学 校 培 
养 。 所 有 这 些 学 校 都 有 程度 不 同 的 
数学 教育 .留存 至 今 的 泥 板书 中 ,有 
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一 些 就 是 当时 的 数学 教科 书 。 当 时 
的 数学 教学 内 容 有 乘法 、 倒 数 计算 、 
帐 目 核算 .物资 分 配 . 计 算 体积 等 
等 。 
古代 印度 的 数学 教育 。 公 元 前 
10 世纪 恒 河 流域 就 形成 了 一 些 奴 
素 制 国家 ,公元 前 7 世纪 印度 产生 
了 婆罗 门 教 ,公元 前 5 世纪 佛教 兴 
起 。 古 代 印 度 宗教 权威 至 高 无 上 , 孝 
育 和 宗教 有 密切 的 关系 ,自然 是 以 
宗教 教育 为 主 的 。 开 始 主要 是 家 许 
教育 ,公元 前 4 世纪 孔 洗 王朝 时 期， 
出 现 了 精通 经 义 的 文人 在 家 中 办 的 
- 学校, 儿童 在 校 学 习 12 年 ,除了 读 
经 ,修行 外 ,也 要 学 习 天 文学 .逻辑 
学 、 音 韵 学 等 内 容 , 因 而 也 学 习 一 定 
的 数学 知识 ,此 举 促进 了 印度 数学 
的 发 展 ( 见 印 度数 学 )。 当 时 教学 采 
用 了 一 些 启发 诱导 的 方法 ,老师 还 
常 选择 年 长 儿童 作 助手 ,助手 先 学 
一 步 ,然后 去 教 其 他 儿童 。 此 法 18 
世纪 传 入 欧洲 ,发 展 为 著名 的 导 生 
制 .公元 5 世纪 后 期 ,学 术 讨论 成 为 
风气 ,在 各 种 讨论 中 心 尤 其 是 寺院 
有 许多 学 者 主持 讨论 ,众多 青年 前 
来 听讲 ,这 些 地 方 逐 靳 成 为 学 府 ,所 
讨论 的 有 一 定 的 数学 内 容 , 即 学 府 
中 有 一 定 的 数学 教育 。6 世纪 后 印 
度 出 现 语法 学 校 .天 文学 校 等 分 科 
传授 知识 的 学 校 , 天 文学 校 等 就 伟 
授 相当 程度 的 数学 知识 。 在 佛教 寺 
院 中 ,高 僧 也 要 上 通天 文 .下 知 地 
理 , 要 有 一 定 的 历 算 及 数学 知识 , 佛 
教 在 传播 过 程 中 还 促进 了 一 些 民 族 
的 数学 交流 ,佛寺 中 也 有 一 定 范围 
一 定 程度 的 数学 教育 。 
古 希腊 的 数学 教育 。 数 学 在 古 
希腊 发 展 为 真正 的 科学 , 古 希腊 数 


学 是 现代 数学 的 直接 前 驱 ( 见 古 希 
腊 数 学 )。 上 十 希腊 人 十 分 重视 数学 ， 
许多 哲学 家 认为 数学 是 世界 的 本 
质 , 因 而 把 数学 教育 提 到 重要 的 地 
位 。 古 希腊 形成 了 诸多 的 学 派 , 它 们 
也 是 教育 组 织 , 其 中 十 分 重要 的 是 
数学 教育 ,如 伊 奥 尼 亚 学 派 . 毕 达 哥 
拉 斯 学 派 . 智 人 学 派 等 “学 派 ?教育 
是 古 希 腊 数学 教育 的 一 种 独特 形 
式 。 有 时 创办 “学 园 ? 进 行 教育 。 古 
希腊 的 许多 城邦 国家 也 十 分 重视 教 
育 , 以 雅典 的 教育 最 发 达 , 有 许多 学 
Fd ,柏拉图 的 “ 阿 卡 德 米 ? 即 为 著名 
学 园 之 一 ,对 后 世 影 响 也 最 大 .雅典 
是 一 个 奴隶 主 民主 制 城邦 国家 ,其 
教育 目的 是 把 统治 阶级 的 子弟 培养 
成 为 身心 和 谐 发 展 的 能 履行 公民 职 
责 的 人 ,不 仅 要 把 他 们 训练 成 为 身 
强力 壮 的 军人 ,更 要 求 把 他 们 培养 
成 具有 文化 修养 和 多 种 才能 的 政治 
家 和 商人 以 及 专门 研究 自然 的 哲学 
家 ,因而 雅典 十 分 重视 数学 (世界 的 
本 质 ) 教 育 。 公 元 前 6 世纪 到 公元 前 
4 世纪 就 有 如 下 内 容 : 儿童 7 一 14 
岁入 文法 学 校 学 习 读 写 和 计算 ; 
13—15 岁入 体操 学 校 学 体育 和 谈 
话 ;16 一 18 岁入 体育 馆 学 政治 . 哲 
学 ,哲学 包括 几何 算术、 天文 等 
18—20 岁 可 入 学 园 进一步 学 习 数 
学 知识 。 古 希腊 的 毕 达 哥 拉 斯 最 先 
把 数学 分 为 算术 音乐. 天文. 几何 
四 大 科 , 这 是 数学 最 早 的 分 类 ,也 是 
数学 教育 最 早 的 分 科 课 程 。 此 举 对 
西方 后 来 的 数学 教育 产生 巨大 的 影 
响 。 公 元 前 3 世纪 后 , 古 希腊 数学 研 
究 的 中 心 移 至 埃及 亚历山大 , 欧 几 
里 得 的 《几何 原本 》 开 始 成 为 标准 的 
数学 教科 书 。 公 元 529 年 , 东 罗 马 皇 
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帝 查 士 丁 尼 下 令 关闭 雅典 的 学 园 和 
其 他 学 校 ,严禁 传授 数学 ,数学 教育 
受到 严重 打击 ,希腊 数学 从 此 淹没 
无 闻 了 。 

古 罗 马 的 数学 教育 。 古 罗马 
7 一 12 岁 儿 童 和 私立 小 学 学 习 初步 
的 读 、 写 、 算 一 一 简单 的 记 数 和 计算 
知识 ,贵族 则 珀 请 家 庭 教 师 进行 初 
等 教育 。 然 后 贵族 及 其 他 富 人 儿童 
可 进 文法 学 校 学 习 , 以 学 文法 为 主 ， 
亦 学 少量 实用 的 数学 知识 。 高 等 教 
育 的 目的 是 培养 演说 家 , 称 为 修辞 
学 校 , 也 学 习 数 学 的 四 大 科 : 几 何 、 
算术 .天文 和 音乐 .但 内 容 多 为 实际 
测量 和 计算 ,不 包括 古 希 腊 数 学 的 
各 种 高 深 内 容 。 

西欧 中 世纪 的 数学 教育 。 

公元 476 年 , 西 罗马 帝国 灭亡 ， 
西欧 逐渐 进入 封建 社会 ,由 此 至 文 
艺 复兴 , 史 称 西欧 中 世纪 .中 世纪 早 
期 ,对 数学 来 说 是 一 个 “黑暗 时 代 ”。 
当时 的 教育 具有 明显 的 宗教 性 、 封 
建 等 级 性 。 恩 格 斯 指出 ,“ 中 世纪 是 
从 粗野 的 原始 状态 发 展 而 来 的 。 它 
把 古代 文明 .古代 哲学 .政治 和 法 律 
一 扫 而 光 , 以 便 一 切 从 头 做 起 。 它 从 
没落 了 的 古代 世界 承受 下 来 的 唯一 
事物 就 是 基督 教 和 一 些 残破 不 全 而 
县 失掉 文明 的 城市 。 其 结果 正如 一 
切 原 始 发 展 阶段 中 的 情形 一 样 , 僧 
但 们 获得 了 知识 教育 的 垄断 地 位 ， 
因而 教育 本 身 也 渗透 了 神学 的 性 
质 。? 中 因而 中 世纪 初期 文化 教育 几 
乎 全 为 教会 所 垄断 ,当时 水 平 较 高 
的 学 校 是 僧 院 学 校 ,高 级 的 僧 院 学 
校 也 学 四 艺 ( 算 术 、 几 何 .天 文 , 音 
乐 ) ,当然 已 完全 渗透 了 宗教 精神 ， 
例如 几何 学 为 了 证 明 上 帝 的 完美 ， 


算术 则 为 了 计算 宗教 节日 等 ， 对 市 
俗 教 民 的 教育 主要 靠 教区 学 校 , 只 
教 简单 的 读 写 算 知 识 , 水 平 很 低 。 世 
俗 教育 主要 有 宫廷 教育 和 骑士 教 
育 ,前 者 为 培养 文职 官员 ,有 少量 的 
算术 教学 内 容 ,后 者 根本 不 重视 文 
化 知识 。 数 学 教育 的 水 平 由 古 希 腊 
急 双 下 降 。 
公元 11 世纪 以 后 ,西欧 经 济 有 
了 较 大 的 发 展 . 国 际 交往 增多 ,由 十 
字 军 远征 接触 到 东方 文化 及 古 希 腊 
文化 ,促进 了 文化 的 发 展 。 原 来 的 僧 
院 学 校 已 不 能 满足 社会 发 展 的 需 
要 ,于 是 产生 了 中 世纪 的 大 学 ,到 
14 世纪 ,欧洲 已 有 大 学 80 多 所 。 大 
学 的 主要 学 习 内 容 仍 为 神学 ,但 13 
世纪 起 ,文科 大 学 开设 “七 艺 ” 及 亚 
里 士 多 德 逻辑 学 ,数学 成 为 必修 课 
程 之 一 ,使 数学 教育 得 到 一 定 程度 
的 恢复 和 发 展 . 12、13 世纪 ,西欧 城 
市 还 普遍 开设 了 城市 学 校 和 行 会 学 
校 ,应 用 的 计算 知识 都 是 这 些 学 校 
教育 的 重要 内 容 。 这 使 得 中 世纪 后 
期 ,数学 教育 有 了 一 些 新 的 发 展 . 反 
映 到 课程 中 , “七 艺 ”中 的 算术 、 几 何 
等 数学 内 容 都 有 新 的 变化 :算术 由 
计算 宗教 节日 而 达到 吸收 阿拉 伯 记 
数 法 及 一 般 运 算 内 容 ; 几 何 由 只 讲 
一 般 概念 以 用 于 神学 目的 发 展 为 包 
括 欧 几 里 得 几何 学 及 一 些 测量 知识 
等 。 
欧洲 文艺 复兴 时 期 的 数学 教 
育 。 文 艺 复兴 是 一 场 伟大 的 反 封 建 、 
反 神 学 的 思想 解放 运动 。 文 艺 复兴 
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时 期 的 主要 教育 思想 是 人 文 主义 教 
育 思想 ,强调 以 人 为 中 心 , 强 调 通过 
教育 使 人 类 天 赋 的 身心 能 力 得 到 和 
谐 发 展 。 数 学 是 人 类 知识 和 能 力 之 
一 种 ,因而 受到 了 重视 ,而 对 古 希 腊 
文化 的 复兴 使 十 希腊 人 重视 数学 的 
思想 再 度 风靡 。 文 艺 复 兴 时 期 数学 
的 发 展 及 数学 的 初步 成 功 地 应 用 也 
促进 了 数学 教育 的 发 展 , 大 学 里 数 
学 和 自然 科学 课程 普遍 增加 ,由 算 
术 产 生 的 代数 以 及 由 东方 传 入 的 三 
角 学 都 成 为 重要 的 数学 教学 内 容 ， 
当时 人 人 们 对 儿童 的 启蒙 数学 教育 也 
给 予 相当 的 重视 。 文 艺 复兴 时 期 数 
学 教育 的 恢复 和 发 展 是 16、17 世纪 
数学 大 发 展 的 重要 促进 因素 之 一 。 
17,18 世纪 的 数学 教育 。. 

17 世纪 的 英国 资产 阶级 革命 ， 

是 西方 近代 史 的 开端 ,1776 年 美国 
独立 ,18 世纪 末 法 国资 产 阶级 革命 
是 18 世纪 重大 的 国际 事件 ,资本 主 
义 在 欧美 得 到 大 发 展 并 开始 了 向 世 
界 各 地 的 殖民 扩张 ,适应 于 资本 主 
义 生 产 的 发 展 ,建立 起 新 的 教育 制 
度 , 夸 美 纽 斯 .洛克 ,卢梭 的 教育 思 
想 对 数学 教育 起 了 巨大 的 促进 作 
用 。 
这 一 时 期 ,西欧 各 国 各 种 层次 
的 数学 教育 都 有 发 展 。 例 如 法 国 中 
学 广泛 开设 数学 课 , 拉 米 的 两 部 教 
科 书 《几何 原理 及 测量 》(1664)《 数 
学 原理 》(1692) 一 直 使 用 到 18 世纪 
末 。 为 培养 工业 人 才 而 开办 的 工业 
学 校 采 用 了 更 加 公理 化 的 教材 ,如 
埃 里 冈 《数学 教程 》(1637)。18 世纪 
则 采用 了 数学 家 贝 祖 的 数学 著作 为 
教材 ,理论 化 的 倾向 更 高 了 。 德 国 
1747 年 创建 《经济 数学 实 科学 校 ”， 


这 是 具有 现代 意义 的 实 科 学 校 的 先 
驱 。 对 数学 比较 重视 ,同时 普通 中 学 
也 列 入 大 量 数学 课程 。 许 多 数学 家 
的 著作 ,尤其 欧 拉 的 《 当 用 代数 全 
书 X1771) 对 当时 的 教科 书 起 了 重 
大 影响 .英国 作为 工业 革命 的 故乡 ， 
数学 教育 发 展 较 早 较 快 ,在 19 世纪 
达到 相当 高 的 程度 , 除 大 学 的 数学 
教育 外 ,还 开设 了 各 种 “计算 学 校 ” 
以 学 习 当 时 急需 的 商业 算术 。 

19 世纪 的 数学 教育 。 

19 世纪 是 西方 资本 主义 向 帝 
国 主义 过 渡 的 时 期 。 资 本 主义 经 历 
了 两 次 产业 革命 ,生产 规模 日 趋 扩 
大 和 集中 ,金融 资本 逐渐 支配 工业 
资本 从 而 发 挥 更 大 的 作用 。 资 本 主 
义 列强 竞相 输出 资本 ,掠夺 落后 地 
区 和 国家 ,推行 殖民 政策 。 人 彼此 间 有 
着 激烈 的 竞争 .为 在 竞争 中 获胜 ,万 
其 是 为 适应 高 速 发 展 的 生产 的 需 
要 ,它们 不 得 不 重视 劳动 者 的 教育 
问题 ,经 过 无 产 阶级 的 教育 斗争 ,19 
世纪 ,西方 列强 先后 推行 了 义务 教 
育 制 ,数学 是 义务 教育 的 主要 学 科 
之 一 ,因而 义务 教育 的 推行 极 大 地 
促进 了 数学 教育 的 发 展 。19 世纪 ， 
裴 斯 泰 洛 齐 、 赫 尔 巴 特 的 数学 教育 


` 思想 起 了 重要 的 作用 。 由 于 科学 技 


术 的 飞跃 发 展 ,大 学 的 数学 教育 也 
有 很 快 的 发 展 。 但 是 19 世纪 后 半 
叶 , 在 一 些 西 方 国家 如 英国 等 ,数学 
教育 一 度 处 于 停滞 的 状态 ,但 同时 ， 
也 酝酿 着 更 大 的 改革 和 进步 。 

20 世纪 的 数学 教育 。 

19 世纪 末 , 资 本 主义 进入 帝国 
主义 阶段 ,社会 生产 力 和 科学 技术 
的 急 台 发 展 ,迫切 要 求 劳动 者 科学 
素质 的 提高 。 在 这 种 情况 下 ,首先 是 
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在 数学 教育 一 度 停滞 的 英国 掀起 了 
对 19 世纪 数学 教育 的 批判 ,同时 ， 
在 德 .法 、 美 等 国 也 响起 改革 数学 教 
育 的 呼声 。 于 是 ,20 世纪 伊始 就 出 
现 了 国际 性 的 数学 教育 改革 运动 。 
其 代表 人 物 为 英国 的 培 利 和 德国 的 
克 莱 因 。 因 此 20 世纪 初 的 这 一 数学 
教育 改革 运动 亦 称 为 培 利 一 克 莱 因 
数学 教育 改革 运动 。 

培 利 1901 年 发 表 题 为 “数学 的 
教学 ”的 报告 ,提出 从 欧 几 里 得 的 柬 
缚 中 走出 来 ,重视 实验 几何 、 几 何 应 
用 ,重视 测量 和 计算 的 口号 ,并 主张 
尽 时 开设 微 积分 ; 培 利 还 以 《数学 教 
育 纲目 } 为 题 ,进一步 表述 自己 关于 
数学 教育 的 创造 性 意见 ;他 最 先 提 
出 初等 数学 和 高 等 数学 的 教学 分 
类 ;他 指出 数学 教学 的 思想 教育 意 
义 ; 他 主张 让 学 生 自 己 去 思考 ,发 现 
和 解决 问题 ;他 特别 强调 结合 实际 
学 习 数 学 即 “ 实 用 数学 ”。 培 利 的 数 
学 教育 思想 在 国内 外 引起 广泛 的 反 
响 , 并 部 分 得 到 实施 。 克 莱 因 的 名 著 
《中 学 数学 教育 讲义 》C1907) 和 《高 
观点 下 的 初等 数学 》(1908) 是 关于 
数学 教育 改革 的 重要 著作 , 书 中 他 
提出 以 函数 概念 统一 数学 教学 内 容 
的 思想 ,主张 加 强 中 学 数学 中 函数 
和 微 积分 的 教学 ,充实 代数 内 容 , 用 
变换 的 观点 改革 传统 几何 ,把 解析 
儿 何 纳入 中 学 教学 内 容 。 克 莱 因 的 
数学 教育 改革 思想 和 观点 ,对 各 国 
中 学 数学 教育 产生 了 深远 的 影响 。 
此 时 ,数学 教育 引起 普遍 的 重视 ， 
1908 年 成 立 了 “国际 数学 教育 委员 

20 世纪 初 的 这 场 数学 教育 改 
， 间 运动 ,得 到 数学 界 和 数学 教育 界 


的 广泛 支持 ,取得 一 些 积极 的 成 果 。 
但 由 于 人 们 思想 上 的 阻力 和 师资 、 
理论 等 方面 的 困难 ,进展 其 微 ,又 过 
到 第 一 次 世界 大 战 , 就 被 迫 中 断 了 。 

第 一 次 世界 大 战 以 后 ,经 济 的 
复苏 和 发 展 促进 了 西方 各 国学 校 教 
育 的 发 展 ,现代 工业 的 进程 进一步 
提出 延长 义务 教育 年 限 的 要 求 , 战 
后 西方 各 国 的 义务 教育 都 延长 至 中 
学 阶段 ,这 使 中 等 教育 向 社会 各 阶 
层 群 众 开放 。 相 应 的 产生 了 一 些 新 
的 教育 思想 ,其 中 最 著名 的 是 实用 
主义 教育 思潮 ,美国 人 杜威 首先 提 
出 ,其 中 心 内 容 是 注重 儿童 个 人 生 
活 经 验 ,因而 出 现 各 种 活动 课程 ; 强 
调教 学 与 社会 活动 的 联系 ,形成 一 
系列 新 的 教学 模式 和 方法 。 这 一 思 
潮 的 实施 起 到 一 些 积极 的 作用 ,但 
学 生 无 法 形成 系统 的 科学 知识 是 一 
大 问题 。 法 国 则 提出 统一 数学 内 容 
的 要 求 ,1924 年 法 国教 育 部 指出 : 
“把 科学 的 教养 和 人 文 的 教养 .几何 
学 的 精神 与 美的 精神 正确 地 统一 和 
协调 起 来 , 才 是 现代 的 正确 教育 , 才 
能 满足 提高 全 民 素 质 的 需要 ”。 

十 月 社会 主义 革命 开创 了 人 类 
历史 的 新 纪元 ,苏联 在 数学 教育 上 
也 努力 开辟 新 的 天 地 ,首先 是 使 国 
民 教 育成 为 对 全 国 公 民 的 、 免 费 的 
与 宗教 无 关 的 普通 义务 教育 ,取消 
一 切 特权 教育 ,实行 男女 同 校 ,所 有 
教育 机 构 由 政府 管理 等 ;其 次 ,使 学 
校 成 为 教育 与 生产 相 结合 、 理 论 与 
实践 相 结合 的 新 型 学 校 。20 一 30 年 
代 , 苏 联 几 次 修订 教育 计划 和 课程 ， 
使 苏联 教育 得 以 高 速 发 展 ,后 来 苏 
联 的 科技 迅速 发 展 即 黄 基 于 此 。 

第 二 次 世界 大 战 后 ,以 原子 能 
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技术 .航天 技术 和 电子 计算 机 技术 
为 标志 的 新 技术 革命 把 世界 历史 推 
入 现代 .为 了 适应 现代 科学 技术 、 现 
代 社 会 发 展 和 人 自身 发 展 的 需要 ， 
现代 数学 教育 具有 两 大 发 展 趋势 ， 
一 是 现代 化 ,二 是 普及 化 ,它们 也 是 
今天 数学 教育 改革 的 主要 方向 。 

第 二 次 世界 大 战 后 ,数学 教育 
上 最 主要 的 事件 就 是 50 年 代 末 开 
始 的 国际 性 的 数学 教育 现代 化 改革 
运动 。 

从 19 世纪末 到 二 次 大 战 结束 ， 
西方 中 学 的 数学 教育 尤其 是 数学 课 
程 的 情况 是 比较 稳定 的 : 范 氏 大 代 
数 ,查理 斯 密 代数 、 霍 尔 奈 特 代数 、 
温 得 华 几何 学 等 ,大 体 上 代表 了 这 
一 时 期 的 中 学 数学 内 容 。50 年 代 ， 
新 技术 革命 发 展 的 需要 产生 了 变革 
数学 课程 的 要 求 。 一 个 重大 的 促进 
因素 是 1957 年 苏联 成 功 地 发 射 了 
第 一 颗 人 造 地 球 卫星 , 它 震 动 了 整 
个 西方 ,特别 使 美国 人 认为 自己 的 
大 国 地 位 受到 了 挑战 ,立即 研究 苏 
联 人 科技 领先 的 原因 ,结果 认 为 , 美 
国 科技 落后 的 原因 是 教育 落后 ,于 
是 以 立法 的 形式 开始 了 教育 现代 化 
运动 ,其 中 重点 之 一 就 是 数学 教育 
的 现代 化 。 美 国 的 数学 家 和 数学 教 
育 工作 者 共同 研究 传统 的 数学 教 
育 ,认为 它 有 这 样 的 弱点 和 缺点 : 观 
点 落后 、 内 容 陈旧 、 体 系 零 散 、 计 算 
繁琐 方法 单调 、 且 与 大 学 脱节 。 在 
这 种 认识 的 基础 上 ,美国 在 全 美 数 
学 协会 和 数学 教师 全 美 协会 的 资助 
下 成 立 了 “学 校 数 学 研究 小 组 ” 
(S. M. S. G) 大 力 推进 数学 教育 改革 
工作 。 这 个 小 组 主持 编写 了 从 幼儿 
园 到 大 学 预科 的 全 套 教材 一 一 新 数 


学 教科 书 , 名 为 《统一 的 现代 数学 》 
(有 中 译本 )。 美 国 的 数学 教育 现代 
化 运动 很 快 推进 到 欧洲 ,并 波及 全 
世界 ;英国 成 立 “ 学 校 数 学 设计 组 
(S. M. P) ,编写 出 英国 SMP 数学 教 
材 ( 有 中 译本 ), 进 行 实验 ;1959 年 
欧洲 共同 市 场 国 家 在 法 国 召开 数学 
教育 国际 会 议 , 把 数学 教育 现代 化 
运动 推 向 高 潮 ;1964 年 ,东南 亚 国 
家 也 召开 了 数学 教育 现代 化 国际 会 
议 ;1967 年 ,苏联 公布 新 的 “数学 教 
学 大 网 ”进入 数学 教育 现代 化 运动 
的 行列 ;1968、1969 1970 年 日 本 先 
后 修订 了 小 学 、 初 中 、 高 中 的 数学 教 
学 大 纲 , 编 写 了 新 教科 书 ,开始 推行 
数学 教育 现代 化 计划 。 这 一 运动 主 
要 表现 为 课程 改革 运动 。 各 国 新 数 
学 教材 的 共同 特点 为 ;结构 化 一 统 
一 化 ,公理 化 一 抽象 化 .现代 化 一 通 
f& 4b, 几何 代数 化 ， 电脑 化 一 离散 
化 ,数学 方法 多 样 化 ,传统 数学 精简 
化 等 。 

数学 教育 现代 化 运动 ,体现 了 
数学 教育 适应 社会 变革 、 生 产 发 展 、 
科技 进步 的 需要 的 方向 ,是 数学 教 
育 发 展 的 必然 。 但 各 国 的 改革 实践 
中 ,由 于 过 分 强调 结构 化 、 抽 象 化 、 
公理 化 .脱离 了 学 生 的 认识 水 平和 
生活 实际 ,教学 内 容 过 多 过 难 ,虽然 
也 培养 出 一 些 数 学 尖子 人 才 , 但 多 
数学 生 没 学 懂 数 学 ,成 绩 下 降 、 计 算 
能 力 低下 ,而 且 产 生 了 著名 的 “学 生 
负担 过 重 ” 的 问题 ,从 另 一 个 角度 来 
讲 ,教学 内 容 也 严重 脱离 教师 的 实 
际 ,降低 了 教学 效果 。 

对 此 ,70 年 代 以 来 ,各 国都 进 
行 了 反思 和 总 结 。 美 国 新 教材 遭 到 
各 方面 的 反对 ,1972 年 又 重新 编写 
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更 符合 教师 .学 生 实际 的 教材 ;欧洲 
一 些 国 家 ,提出 “ 回 到 基础 ”的 要 求 ， 
重新 编写 教材 ;日 本 也 于 1978、 
1979 公布 了 新 的 中 学 数学 教学 大 
纲 ,实行 “ 留 有 余地 ”的 数学 教育 .80 
年 代 以 来 ,在 深刻 反思 、 精 心 研究 的 
基础 上 ,人 们 进一步 认识 到 :数学 教 
育 的 改革 是 时 代 的 需要 ,数学 教育 
的 现代 化 是 完全 必要 的 ;运用 电子 
计算 机 改革 中 学 数学 教学 是 有 远见 
的 ,增加 联系 生产 、 生 活 的 内 容 是 可 
取 的 改革 方向 之 一 ; 欧 几 里 得 几何 
学 的 改革 ,有 待 于 进一步 实验 ,但 几 
何 学 的 基本 内 容 还 是 要 学 的 ;不 能 
片面 强调 结构 化 、 公 理化 和 抽象 化 ; 
要 先 实验 再 推广 。 当 前 的 世界 性 的 
数学 教育 改革 正 是 按 这 些 认 识 进行 
的 。 

数学 是 中 小 学 教育 的 主要 内 容 
之 一 , 随 着 现代 教育 的 发 展 ,义务 教 
育 的 年 限 更 加 延长 ,在 许多 国家 里 ， 
数学 成 为 每 个 公民 都 必须 学 习 的 学 
科 , 这 使 数学 教育 得 以 空前 的 普及 。 
现代 数学 教育 普及 化 的 另 一 个 表现 
是 数学 不 仅 成 为 高 校 传统 的 自然 科 
学 专业 的 必修 课 , 而 且 成 为 大 多 数 
人 文科 学 专业 的 必修 课 , 在 高 校 中 ， 
接受 数学 教育 的 人 越 来 越 多 。 终 身 


教育 的 发 展 是 现代 教育 的 另 一 成 
果 , 终 身 教育 的 内 容 之 一 亦 是 数学 ， 
邑 数学 教育 一 般 地 普及 到 许多 年 龄 
层次 。 数 学 教育 普及 化 的 另 一 个 重 
要 表现 是 数学 教育 的 国际 化 ;一 是 
数学 教育 人 员 的 留学 和 互 访 增 多 ， 
二 是 成 立 了 专门 的 国际 数学 教育 机 
构 。50 年 代 欧 洲 各 国共 同 组 织 了 
“研究 改善 数学 教育 的 国际 委员 
会 ”, 先 后 多 次 招 开会 议 研究 数学 教 
育 的 问题 ;60 年 代 末 ,“ 国 际 数学 教 
育 委 员 会 ”I.C. M. D) 组 织 了 每 4 年 
召开 一 次 的 国际 数学 教育 大 会 
(ICME), 1969 AHER AF 
第 一 届 大 会 ,有 42 个 国家 的 850 人 
参加 了 大 会 ;第 二 届 国 际 数学 教育 
大 会 1972 年 在 英国 埃 克 塞 特 召开 ; 
第 三 届 大 会 1976 年 于 德国 卡尔 斯 
鲁 厄 召开 ;第 四 届 大 会 1980 年 在 美 
国 伯克利 召开 ,中 国 第 一 次 派 代表 
参加 了 大 会 ;第 五 届 大 会 1984 年 在 
澳大利亚 阿 德 菜 德 召开 ;第 六 届 大 
会 在 1988 年 于 匈牙利 的 布达佩斯 
召开 。 国 际 数学 教育 委员 会 及 联合 
国教 科 文 组 织 还 经 常 召开 地 区 性 国 


， 际 数学 教育 会 议 。 它 们 有 力 地 促进 


了 数学 教育 的 发 展 。 
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数学 符号 Gnathematical signs 
and symbols) 在 数学 文献 中 用 
以 表示 数学 概念 、 数 学 关系 等 的 符 
号 和 记号 。 

数学 符号 是 与 数学 同时 产生 
的 ,数学 中 最 早产 生 的 概念 是 自然 
数 概念 ,最 早出 现 的 数学 符号 则 是 
数字 符号 。 在 所 有 已 使 用 了 文字 的 
古代 民族 中 都 “发 明 ” 了 数字 记号 ， 
如 古 埃及 人 、 巴 比 伦 人 、 古 希腊 人 、 
古 中 国人 等 ( 见 记 数 法 条 的 “数字 符 
号 表 ”)。 自 然 数 概念 的 完善 依赖 于 
算术 运算 ,在 许多 古代 文明 中 很 早 
就 产生 了 算术 运算 及 相应 的 符号 ， 
古代 文明 中 一 般 用 表意 文字 ( 古 埃 
及 .巴比伦 等 ?或 不 用 符号 而 把 两 数 
DEZICE I NE EX ES 
用 特殊 的 符号 表示 减 。 中 国 古 代 由 
于 依赖 于 算 筹 计算 ,所 以 不 采用 任 
何 表 示 运 算 的 符号 ( 见 筹 算 ), 必 要 
时 直接 用 文字 叙述 。 

另 一 个 最 早产 生 的 数学 概念 是 
几何 图 形 。 最 初 在 研究 几何 图 形 时 
没 采用 特有 的 数学 符号 ,公元 2 t 
纪 起 , 古 希 腊 的 一 些 数学 家 开始 采 
用 表示 几何 图 形 ( 如 三 角形 、 四 边 
形 、 圆 等 ) 和 几何 关系 (如 平行 .垂直 
等 ) 的 符号 ,它们 多 以 “象形 ”的 方式 
构成 ( 见 初 等 几何 符号 )。 

古代 数学 由 于 涉及 的 概念 较 
少 ,关系 比较 简单 ,所 以 除数 字符 号 
外 ,不 是 非 用 符号 不 可 的 ,所 以 采用 
符号 是 个 别 的 甚至 例外 的 事 。 欧 几 


^ 号 


里 得 几何 原本 》 就 没 采 用 数学 符 
号 ,10 一 12 世纪 的 阿拉 伯 数 学 也 以 
文字 叙述 为 主 。 

15—16 世纪 ,数学 有 了 突 飞 猛 
进 的 发 展 :数学 概念 不 断 增多 ,数学 
关系 日 益 复 杂 化 。 例 如 ,人 们 的 数 的 
概念 扩张 到 复数 ,指数 .对 数 ,方程 
等 都 有 了 长 足 的 发 展 。 由 于 概念 的 
增多 和 关系 的 复杂 化 ,依赖 自然 语 
言 已 无 法 精确 地 表述 出 数学 概念 和 
数学 关系 ,必须 建立 精确 的 科学 语 
言 ,和 否则 将 影响 数学 的 进一步 发 展 。 
数学 发 展 的 需要 化 为 数学 家 创建 数 
学 符号 的 努力 。 在 16 一 17 世纪 间 ， 
产生 了 系统 的 数学 符号 , 韦 达 、 奥 特 
雷 德 . 莱 布 尼 欧 等 人 在 创立 数学 符 
号 方面 做 了 大 量 基 础 性 的 工作 。17 
世纪 ,数学 已 基本 上 符号 化 了 ,这 是 
数学 发 展 史上 的 一 个 飞跃 ,从 此 , 数 
学 概念 和 数学 关系 就 表现 出 十 分 精 
确 的 性 质 ,便于 逻辑 处 理 和 计算 ,在 
符号 化 的 基础 上 ,数学 迎 来 了 近代 
的 大 发 展 。 

考察 数学 符号 的 形成 ,有 这 样 
几 种 情况 ; (1) 采 用 表意 符号 ,如 
一” X”、* 二 -一 ”及 开 方 、 
乘 方 等 符号 ; (2) 采 用 象形 符号 ,如 
初等 几何 符号 ; (3) 采 用 表述 数学 概 
念 的 拉丁 语词 的 简化 和 缩写 ,如 三 
角 函 数 符 号 ,一 般 函 数 符号 了 ,极限 
符号 、 微 分 积分 符号 等 ; (4) 某 些 特 
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近 现代 数学 的 发 展 则 保持 了 这 
样 一 个 特点 :在 引入 一 种 新 的 数学 
概念 和 数学 关系 的 同时 ,也 引入 表 
示 它 们 的 符号 。 现 代数 学 更 进一步 ， 
还 把 数学 中 所 需要 的 一 部 分 逻辑 形 
式 化 ,用 符号 表示 出 来 , 即 所 谓 “ 符 
号 逻辑 ?或 数理 逻辑 ,关于 符号 的 应 
用 成 为 专门 的 学 问 。 
加 号 和 减 号 (Signs for addi- 
tion and subtraction) 加 和 减 是 
人 类 最 早 掌握 的 两 种 数学 运算 ,入 
类 最 古老 的 文字 记载 中 就 有 了 加 减 
运算 。 上 古 埃 及 阿 默 斯 纸 草书 中 就 有 
了 加 号 各 减 号 ,加 号 是 向 右 走 的 两 
只 腿 “ 人 ”, 减 号 是 向 左 去 的 两 只 月 
*)y ”但 在 莫斯科 纸 草书 中 ,后 者 表 
示 “ 平 方 ”, 见 指数 符号 。 古 希腊 的 丢 
番 图 把 两 数 并 列表 示 相 加 ,偶而 也 
用 一 斜 线 “/” 为 吉 号 ,用 一 曲线 “>” 
为 减 号 , 古 印度 人 一 般 不 用 加 号 ,只 
是 在 巴赫 沙里 (Bakhshali) 残 简 ( 公 
元 3 世纪) 中 用 ”yu? 表 加 而 用 “十 ? 
表示 减 。 中 国 古 代 由 于 注重 于 利用 
工具 计算 ,运算 是 在 算 筹 或 算盘 上 
进行 的 ,只 记录 其 结果 ,所 以 一 般 
的 ,没有 采用 数学 符号 ,记录 时 用 文 
字 表 述 运算 。15 世纪 阿拉 伯 人 盖 拉 
萨 迪 用 两 数 并 列表 示 加 而 用 一 个 特 
殊 符号 v. 作 减 号 。 
法 国人 许 凯 (1484)、 意 大 利 人 
帕 乔 利 (1494) 及 16 世纪 大 多 数 数 
学 家 都 用 5 或 p EWS, H m som 
作 减 号 , 源 于 拉丁 语词 pus( 加 和 
minus( 减 ) 的 第 一 个 字母 。 
最 早 使 用 现代 的 加 号 “十 "和 减 
号 “一 ”的 是 15 世纪 后 20 年 的 德国 
人 。 在 德 累 斯 顿 (Dresden, 德国 城 
市 ) 图 书馆 保存 的 手稿 卷 C。80 


(1486) 中 有 这 两 个 符号 ， 
1&4-2 k 10 一 1 六 

分 别 表示 现代 的 x* 十 2x? 和 10 一 x 
的 意思 ,正式 使 用 了 “十 ” “一 ” 符 
号 。 最早 在 印刷 的 书 中 使 用 加 号 
“十 "和 减 号 “一 ”的 是 捷克 人 维 德 曼 
(1489)。 意 大 利 人 由 15 世纪 未 直至 
整个 16 世纪 都 仍 用 及 MEAM 
减 号 。1608 年 德国 人 克拉 维 乌 斯 在 
罗马 出 版 的 4 代数 》 一 书 中 使 用 了 
“十 “一 ”号 ,意大利 和 人才 开 始 使 用 ， 
到 卡 无 列 里 的 时 代 已 很 纯熟 了 , 英 
国 是 雷 科 德 首先 使 用 (1557) 这 两 个 
符号 的 ,荷兰 则 在 1637 年 由 胡 克 引 
入 了 这 两 个 符号 ,同时 也 传 往 欧 洲 
大 陆 其 他 国家 ,逐渐 流行 于 全 世界 。 

JÉ-E (Signs of multiplication ) 

乘法 也 是 最 早产 生 的 运算 之 一 ， 
人 类 最 早 的 文字 记载 中 就 有 了 乘法 
运算 。 

"ES ACRES. HARK 

ZU ER UR eS —  fb3e ps XIGE 
列表 相 乘 (与 加 法 同 ) 。 在 印度 巴 替 
沙里 残 简 中 ,把 数 排 成 


| 5 H 
m 
8 1 phala: 20 


表示 二 x 32-20, 8 

1 1 1 

1 1 1 

3 十 3 十 3 十 
xlLxLxl. 

Ji 35 S AE 1545 年 出 版 的 一 
本 算术 书 中 用 大 写字 母 M 表示 乘 
而 用 大 写字 母 D 表示 除 。 斯 带 文 在 
1634 年 出 的 书 上 也 用 了 这 种 符号 ， 
他 用 

3DM sec(D M ter(2) 
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表示 现在 的 3xyz? 的 意思 ,这 里 的 
ser 和 ter 分 别 表示 第 二 、 第 三 个 未 
知 数 。 

韦 达 (1591) 把 A 与 B 的 乘积 
记 为 “AinB”。15 世纪 的 一 些 手稿 和 
印刷 品 中 还 有 以 并 列表 相 乘 的 ,如 
62,52? 等 ,但 必须 有 字母 才 行 ,因为 
5 方 表示 5 十 亏 并 非 是 5X 广 ,这 
种 记 法 一 直 用 到 现在 。 

“xX” 号 西方 称 为 圣 安 德 鲁 斜 十 
字 (St. Andrew's cross) ,这 个 名 称 与 


数学 毫 无 关系 中 , 在 16 世纪 出 的 一 
些 数学 书 中 就 有 应 用 ， 但 开始 并 不 
315172 295448 
395093 174715 


是 现代 用 法 ,而 是 以 表示 现代 
315172 x 174715 和 395095 x 
295448 MNRE, BIJH "x ?表示 两 
个 独立 的 乘法 运算 。 
1631 年 奥 特 雷 德 在 其 著作 《 数 
学 之 钥 》Cclavis mathematicae ) 中 第 
一 次 用 X? 表 两 数 相 乘 , 即 现代 乘 
号 的 意义 ,后 来 逐渐 流行 ,直到 现 
在 。1698 年 莱 布 尼 欧 在 给 J。 伯 努 
利 的 一 封 信 (7 月 29 日 ) 中 提出 用 
圆 点 “. RRRA ,以 避免 “X ?号 与 
字母 “X?” 相 混淆 的 情况 。 以 后 用 “. " 
表 乘 法 的 用 法 也 相当 流行 ,现今 欧 
NX B EC. BELA BD EH 
“.” 作 乘 号 其 他 国家 则 用 “x "2 3E 
号 ,用 “. ” 作 小 数 点 。 我 国 规定 ,用 
"X "RI". ” 作 乘 号 都 可 以 ,一 般 在 字 
母 前 或 括号 前 乘 号 可 略 去 。 
除 号 (Signs for division) W 


蒂 费 尔 在 其 1544 年 出 的 书 《 整 数 算 
术 》(Arithmetica integra) 中 用 一 个 或 
一 对 括号 作 除 号 ,用 

8)24 或 8)24( 表示 24—8 
奥 特 雷 德 用 

a)bCc 表示 b 二 a==c 
J。 马 洪 (1701) 用 D)4 十 8 一 C 表示 
(4 十 B 一 C) 二 D。1545 年 , 施 蒂 费 尔 
又 改 用 大 写 德 文字 母 D 表示 除 ,后 
来 的 斯 蒂 文 也 用 了 这 种 方法 ， 他 用 

5(g)Dsec(DMter(2) 
RRE «2, REAT 年 ) 则 
用 反 写 的 字母 Q 表 示 除 ,如 

1294 一 3 Aaa 
1790 年 出 版 的 昆 尼 亚 的 书 《 数 学 原 
理 ) 中 用 平 放 的 小 写字 母 品 表示 除 。 

现代 用 的 除 号 “二 ” 称 为 雷 恩 记 
号 (Rahns notation), Em EA J + H 
* 雷 恩 在 1659 年 出 版 的 一 本 代数 
书 中 作为 除 号 引用 的 。1668 年 ,他 
的 这 本 书 译 成 英文 出 版 ,这 个 记号 
得 以 流行 起 来 ,直到 现代 。 

1666 年 ， 菜 布 尼 蒋 在 他 的 一 
篇 论文 《组 合 的 艺术 》*Dissertatio de 
arte combinatoria” 中 首次 用 冒号 “:” 
作为 除 号 ,后 来 也 渐 通 用 ,至 今 亦 有 
使 用 的 。 

等 号 (Signs of equality) 相 
等 是 数学 中 最 重要 的 关系 之 一 。 等 
号 的 产生 与 方程 有 关 , 戎 芽 时 期 的 
数学 就 有 关于 方程 的 记载 ,因而 也 
就 有 表示 相等 关系 的 方法 。 

-中国 古代 早 就 有 “方程 ”的 概 


(D 安德鲁 是 耶稣 的 12 门徒 之 一 ， 
e LIE EET XE SET Y ARS EAE SE. EDU 
十 字 称 为 圣 安 德 鲁 斜 十 字 。 


don Sat Pone I HEAR e 
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念 ,但 方程 是 用 “列表 ”, 即 算 筹 布 列 
的 方法 解 的 ,因此 不 用 等 号 ,书写 时 
用 汉字 ,“ 等 ”或 “等 于 ”表示 之 。 阿 上 默 


斯 纸 草 书 中 用 “省 ”表示 相等 ， 


X8 E "S ”或 有 时 用 “9” 
为 等 号 ;巴赫 沙里 残 简 中 用 相当 于 
pha 的 字母 为 等 号 ;15 世纪 阿拉 伯 
人 盖 拉 萨 迪 用 “/ ”表示 相等 ， 
雷 格 蒙 塔 努 斯 则 用 水 平 的 破 折 号 
“一 一 ”为 等 号 ,如 

1e 37 —30 X z— 
32— 20 
帕 乔 利 也 用 破 折 号 作 等 号 ,但 长 些 
且 记 在 数字 之 下 ,如 

]. co. fii. 1. ce. de. a 
36 表 z: 一 y= 二 36 Yo 

现代 用 的 等 号 “=” 叫 雷 科 德 符 
号 (Recorde's sign), 是 雷 科 德 在 
1557 年 出 版 的 一 本 书 《 三 智 石 } 中 
第 一 次 作为 等 号 使 用 的 。 但 其 推广 
十 分 缓慢 ,后 来 的 著名 人 物 如 开 普 
勒 、 伽 里 略 、 费 马 等 人 一 直 用 文字 或 
缩写 语 如 aequals, aeqantar, ae, es- 
gale, 等 表示 相等 , 笛 卡 儿 在 1637 年 
还 利用 “= ”表现 代 “ 士 ?号 的 意义 ， 
而 用 “oo” 作 等 号 ,直到 17 世纪 晚 
期 ,用 “一 ” 作 等 号 才 为 人 们 所 接受 ， 
逐渐 得 到 通用 。 

“大 于 ”和 “小 于 ”号 (signs for 
“greater”and“less”) 现在 通用 的 
“大 于 "号 > 和 “小 于 ?号 二 都 是 英国 
人 哈里 奥 特 于 1631 年 开始 采用 的 。 
但 当时 并 没有 为 数学 界 所 接受 。 直 
到 100 多 年 后 , 才 逐 渐 成 为 标准 的 
应 用 符号 。 

沃 利 斯 在 1655 年 曾 用 三 表示 


“等 于 或 大 于 ”,1670 年 他 又 写 为 三 
(等 于 或 大 于 ) 及 么 (等 于 或 小 于 )。 
现在 常用 的 符号 宇和 三 符号 , 据 哥 
德 巴赫 在 1734 年 1 月 写 给 欧 拉 的 
一 封 信 中 所 述 , 是 一 个 法 国人 了 。 
布 盖 (1698 一 1758) 首 先 采 用 的 。 后 
来 渐 流行 。 

符号 之 ( 远 小 于 ) 和 污 ( 远 大 于 ) 
Ae JE D SERRE RF. 1901 年 引入 
的 ,很 快 就 为 数学 界 接受 了 .现在 也 
这 样 用 。 

归并 符号 (Sings of aggrega- 

tion) ”归并 符号 ,是 指示 运算 顺序 
的 符号 , 某 几 项 先 归并 一 一 先进 行 
指定 的 运算 ,现在 用 括号 表示 之 。 

最 初 是 用 字母 表示 归并 。 较 简 
单 的 四 则 运算 顺序 还 算 好 处 理 , 进 
行 根 式 运 算 时 顺序 符号 就 是 不 可 缺 
少 的 了 ,也 就 是 在 根 式 符号 产生 之 
时 ,出 现 了 各 种 归并 符号 。 帕 乔 利 在 
1494 Œ Aj FH *E BE V Cvniversale, 全 
体 ) 来 表示 顺序 ,他 用 


Rv. B. 20 T 


表示 现在 \/ \/ 20 — 2E. + 


尔 达 诺 在 1545 年 也 用 此 字母 ,不 过 
用 大 写 的 ,他 用 
B. v. 10.P. 及 . 16.P. 3. P. 及 . 


s.l 
“3 


64 


表示 现在 V 10+V 16 十 3 十 V64 
之 意 。 和 鲁 多 尔 夫 用 字母 组 合 collect 
( 词 ,集合 ) 表 示 此 意 ,他 用 

M/des cotlects17 十 /208 


表示 V 17 十 208, Wi 3C BA 


人 还 用 过 bin 或 bino 或 trinom 等 表 
示 运 算 顺 序 。1685 年 沃 利 斯 用 
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Vb: 2 十 /3 | 1;2—A/ 3, Au 
: 2 士 /3 等 


表示 V2+w3，V2 一 w 3 ， 


24/3 之 意 , 其 中 b 表示 bi 
nonial( 组 合 ) ,u 表 universal( 闪 同 )， 
r Æ residua (ÑA). 

另 一 种 较 早 的 表示 归并 的 方法 
是 利用 横 线 ,最 早 是 许 凯 (1484) 应 
用 的 ,他 用 

B. 14. p. R2. 180. est. 3. p. 
B5 
表示 144 /180—3--/ 5. H 
贝 利 (1550) 用 了 横 线 加 方 括号 表示 


归并 : 
R'(2. P. RCofi 1217) 


3 


表示 V AVI. WU EET 
1646 年 把 横 线 写 到 要 结合 的 内 容 
之 上 
By Dauna: + BoD 
表示 BOY BD), 1676 年 牛顿 用 
P 十 PO* 
表示 (P 十 PQ)?, 后 来 又 用 
y—4iXy+5Xy—12Xy+17= 
0 
表示 {Gy 一 人)y 一 57y 一 12}y 十 17 二 
0。 
还 有 用 点 表示 归并 的 。 如 施 蒂 
费 尔 在 1544 年 用 
A/2. 12 十 \/2. 6 十 \/2. 12— 
A/2. 6 


表示 V 12+w 6 +V 12 一 w 6 , 


1605 年 迪 布 阿 第 乌 斯 用 
V. 2 一 人 人. 2 HV. 2 M. 2 
TM. 24.2 


表示 半径 为 1 的 圆 的 内 接 正 128 3H 
形 的 边 长 , 即 


Ld. 24M 24 2+4 2 


1631 年 奥 特 雷 德 用 

^/q:BC,— BA, ; 
表示 和 BC 一 84* ,用 了 加 双 点 表 归 
并 。 沃 利 斯 等 人 也 用 过 这 种 记号 .斯 
蒂 费 尔 . 奥 特 雷 德 等 人 还 用 过 逗号 
表示 归并 , 革 布 尼 茨 也 用 过 ,如 , 莱 
Ti JE dk 1709 年 ,用 


c—b,d —b,l 
表示 (ec 一 六 (一 /而 用 
(m, : m—1)a" tm 


Aon (n— 1)Ja7-?*7, 
T5 8 JR BEES O RRHH 
的 是 施 蒂 费 尔 ,但 他 的 手稿 没有 出 
版 ,最 早 在 数学 书 中 使 用 圆 括号 表 
示 如 现代 意义 的 是 克拉 维 乌 斯 
(1608) ,他 用 
AVz(kAzl5 十 /zl12) 一 人 /z 
(G/z15—4/212) 
表示 


V VAS Eva =V Vis - 2 , 


1951 年 德国 人 埃 皮 努 斯 用 两 
种 圆 括号 表示 不 同 的 归并 , 欧 拉 也 
REA. TAR e 伯 努 利用 圆 括号 
和 方 括号 来 表示 不 同 的 归并 ,18 世 
纪 其 他 数学 家 如 达 朗 贝尔 和 拉 格 朗 
日 等 人 也 开始 这 样 用 ,渐渐 发 展 为 
现代 形式 。 

分 数 符 号 (Signs of common 
fractions) 分 数 产 生 于 测量 过 
程 , 它 被 看 作 是 整体 或 一 个 单位 的 
一 部 分 ,当然 它 也 产生 于 计算 过 程 ， 
两 数 ( 整 数 ) 相 除 , 除 不 尽 时 就 得 到 
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分 数 。 
分 数 的 产生 很 早 ,各 文明 古国 
的 文化 中 都 有 关于 分 数 的 知识 , 古 
埃及 人 已 有 分 数 记号 ,巴比伦 数字 
中 也 有 了 分 数 记号 。 古 希腊 人 用 L^ 


表示 于 ,因此 按 希 腊 记 数 法 


1 1 
n 一 - —— 月 一- —— 
aL" =1 2 PL! —2 2* 


] 
Hn 二 — 
yL" =3 3 


在 数字 的 右上 角 加 一 撤 点 “”, 表 示 
该 数 分 之 一 ,如 
1 1 1 

xy! —33 M —ABU 3 
后 来 又 以 分 子 加 一 撤 点 ,分 母 加 两 
撤 点 ,分 母 可 写 一 次 或 两 次 来 表示 
分 数 ,如 

13 


Ly'xO” x" = Ly! x" = 19 


我 国 古代 也 很 早 就 采用 了 分 
数 ,《 九 章 算术 中 就 系统 地 讨论 了 
分 数 及 其 运算 ,这 是 世界 上 最 早 的 
分 数 研究 。C《 九 章 算术 )* 方 田 ” 章 
“大 广 田 术 ” 说 ,分 母 各 乘 其 余 ,分 
子 从 之 ,” 正 式 给 出 分 母 和 分 子 概 
念 )。 中 国 古 代 的 分 数 记 法 有 两 种 ， 
一 种 是 汉字 记 法 ,与 现代 汉字 记 法 
相同 :“… 分 之 …”; 另 一 种 是 筹 算 记 


法 ,用 算 筹 作 除 法 时 ,“ 实 ”( 被 除数 ) 
列 在 中 间 ,“ 法 (除数) 在 下 ,“ 商 ”在 
上 , 除 到 最 后 ,中 间 的 实 可 能 还 有 余 


数 ,如 图 表示 分 数 64 如 5, 中 国人 


在 公元 3 世纪 就 用 了 这 种 记 法 。 古 
印记 人 的 记 法 与 此 有 相似 之 处 ,如 : 
1 

1 1 
最 早 使 用 分 数 线 的 是 阿拉 伯 人 

海 塞 尔 (12 世纪 ) ,他 用 
3 

3 十 二 

5 

AEN 

9 


表示 8 。 欧 洲 最 早 是 斐 波 那 契 引 
入 了 分 数 线 .15 世 纪 以 后 ,欧洲 逐渐 
形成 现代 分 数 算法 ,德国 人 重 多 尔 
夫 在 1530 年 计算 纯 十 二 时 , 记 为 


1 
3 


后 来 渐渐 采用 了 现在 的 分 数 形式 。 

1845 年 德 摩根 在 其 一 篇 文章 
“函数 计算 ”(The Calculus of Func- 
tions) 提 出 用 斜 线 “/” 表 示 分 数 线 ， 
DREIN a/b 以 利于 印刷 排版 ， 


现在 的 印刷 书籍 中 也 有 采用 这 种 分 
数 符号 的 。 

小 数 符 号 (Signs of decimal 
fractions) 最早 使 用 小 数 的 是 中 
国人 ,3 世纪 刘 徽 在 注 ( 九 章 算 术 》 
时 就 指出 , 开 方 不 尽 时 ,可 用 十 进 分 
数 ( 小 数 ) 来 表示 。 元 朝 刘 瑾 (1300 
年 左右 ) 著 《 律 虽 成书》, 其 中 记 现 在 
的 106368. 6312 为 把 小 数 部 分 降低 
一 行 ,可 以 说 是 世界 上 最 早 的 小 数 
表示 法 。 

中 国之 外 较 早 使 用 小 数 的 是 阿 
拉 伯 人 卡 西 ,他 用 十 进 分 数 〔 小 数 》 
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[L.C Log lom 


十 5 T B 


给 出 了 和 的 有 17 位 有 效 数字 的 值 。 

在 欧洲 ,比利时 人 斯 蒂 文 于 
1585 年 第 一 次 明确 地 阔 述 了 小 数 
的 理论 ,他 把 32. 57 记 为 

€ DG! 

3 2 5 7 或 320507@ 

1492 年 法 国人 佩 洛 斯 在 他 出 
版 的 算术 书 中 首次 用 点 “. ”表示 小 
数 ,但 他 的 意思 是 作 除法 时 ,如 果 除 
数 是 10 的 倍数 , 例如 123456 — 
600, 先 将 末 两 位 数 用 点 分 开 然 后 除 
以 6, 即 1234. 56--6, 是 为 了 除法 的 
方便 ,但 确 有 小 数 之 意 。 

明确 用 “. ”如 现代 这 样 表示 小 
数 的 第 一 个 人 是 克拉 维 乌 斯 ,1593 
年 他 在 自己 的 数学 著作 中 用 46. 5 
表示 46 = 46 3 IERI. " 表 小 
数 就 为 人 们 所 接受 ,但 具体 用 法 还 
有 很 大 的 不 同 ,如 1603 EFRA 
8798 表 示 现在 记 为 8. 00798 的 数 ， 


用 14. 3761 表示 14. 00003761 的 
数 ,用 123. 4.5.9.8. 7.2 或 123. 
469. 872 表示 123. 459872, 

1617 年 J。 纳 皮尔 更 明确 地 采 
用 了 现代 小 数 符号 ， 如 以 25. 803 表 
示 25 一 I 以 后 这 种 用 法 日 益 普 
遍 。 

1657 年 ,荷兰 人 斯 霍 滕 明确 地 
用 “,”( 豆 号) 作 小 数 点 ,他 记 58.5 


+ 名 和 一 中 


fH + 分 


JM 58,5(D. ii 638. 32 为 638,32). 
后 来 去 掉 后 面 的 位 数 表 示人 中 、 四 等 ， 
也 逐渐 通用 。 其 他 用 法 也 一 直 有 用 
的 。 直 到 19 世纪 末 , 还 有 用 275,27 
5,245,2 15,245,2. 5,2,5 等 来 表 
示 2.5 的 。 

现代 小 数 点 的 使 用 大 体 分 为 两 
大 派 ,欧洲 大 陆 派 ( 德 ,法 、 苏 等 国 ) 
用 逗号 作 小 数 点 , 圆 点 “. "用 作 乘 法 
记号 。 英 美 派 小 数 点 用 圆 点 “. "3g 
号 用 来 作 分 节 号 (每 三 位 一 节 )。 大 
陆 派 不 用 分 节 号 。 我 国 使 用 英美 派 
记 法 ,但 近年 来 , 记 数 不 用 分 节 号 
了 。 

零 号 (Signs for zero) ZEM 
值 (place value) 制 记 数 法 的 产物 。 
现在 我 们 使 用 的 印度 -阿拉 伯 数 字 
就 用 10 进位 值 制 记 数 法 ,这 种 记 数 
法 对 零 的 需要 是 显然 的 ,没有 零 号 
就 无 法 表示 出 如 203,2300 这 样 的 
数 。 

中 国 古人 在 世界 上 最 早 采用 了 
10 进位 值 制 记 数 法 ,但 是 长 期 没有 
采用 专门 的 零 号 ,他 们 是 怎样 表示 
203,2300 这 样 的 数 呢 ? 首先 由 于 中 
国语 言 文字 的 特点 ,除了 个 位 数字 
外 ,还 有 表示 数位 的 十 . 百 . 干 .万 
等 ,因而 说 成 二 百 三 (三 前 常 加 
“有 ”)、 二 和 干 三 百 , 意 义 是 十 分 准确 
的 ;有 了 时 也 说 “二 百 零 三 ”但 这 个 
“ 零 ? 是 “零头 ”之 意 , 就 更 不 会 误会 
了 。 其 次 ,由 于 中 国 古代 很 早 ( 不 晚 
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于 公元 前 5 世纪 ) 就 普遍 采用 算 筹 
作 基 本 的 计算 工具 , 算 筹 的 使 用 是 
中 国 古 代数 学 的 一 大 特点 ( 见 中 国 
数学 ), 筹 算 中 用 算 筹 排 布 的 数字 
( 筹 算数 字 ) 是 数学 著述 中 常用 的 数 
字 , 在 筹 算数 字 中 以 空位 表示 现在 
“0” 的 意思 ,由 于 中 国字 一 字 一 音 ， 
一 字 一 格 , 从 一 到 九 的 数字 则 是 一 
数 一 字 ,因此 书写 时 一 格 一 数 , 即 一 
格 一 位 , 空 一 格 为 有 一 个 零 ,二 格 有 
二 个 零 ,十 分 明确 无 误 。 中 国 书写 习 
惯 不 用 抬头 也 不 用 标点 符号 ,空格 
即 为 “ 零 ”( 当 然 与 数字 有 关 的 空格 
如 此 )。 中 国 古 书 中 , 缺 字 一 般 用 一 
方块 口 表 示 , 数 字 中 的 空格 后 来 也 
用 口 表示 ,在 书写 时 ,字体 常用 行 
书 , 方 块 就 画 成 圆圈 了 ,于 是 数字 中 
以 〇 表示 零 ,就 逐渐 成 了 定 例 ,这 种 
记 法 最 时 在 金 4《 大 明 历 》(1180) 中 采 
用 ,如 “四 百 〇 三 ?表示 403。 后 渐 通 
用 


rp Es SR AR B Ee D ROO A d 
于 现代 的 扁 圆 的 0。 最 早 采 用 这 种 
扁 圆 0 号 的 是 古 希腊 的 托 勒 密 , 由 
于 古 希腊 数字 是 无 位 值 制 的 ,所 以 
对 零 的 需要 并 不 迫切 ,但 当时 使 用 
的 角度 是 用 60 进位 值 制 的 ( 源 于 已 
比 伦 入 ,现代 仍 如 此 ), 他 在 书写 角 
度 时 明确 使 用 小 图 0 表示 空位 ,如 
Huao m 记 41°0'18”。 后 来 印度 人 的 
“0” 导 ,可 能 是 受到 他 的 影响 。 

印度 也 旱 就 采用 了 10 进位 值 
制 记 数 法 ,他 们 最 初 也 用 空格 来 表 
示 空 位 ,如 用 3 7 表示 307, 后 来 
为 了 避免 看 不 清楚 ,就 用 小 点 表示 
空位 ,307 记 为 3. 7。 最 早 采 用 小 图 
0 表示 数字 中 的 零 是 在 瓜 诀 尔 
《Gwalior ,印度 城市 ) 地 方 的 一 个 石 


碑 上 发 现 的 ,形状 与 现在 很 相似 ,时 
间 为 公元 876 年 。 印 度 人 第 一 个 把 
零 当 作 数 来 使 用 。 后 来 ， 印 度数 字 
传 入 阿拉 伯 世 界 ， 经 过 他 们 的 发 展 
形成 了 著名 的 印度 -阿拉 但 数字 。 
1202 年 经 由 斐 波 那 契 把 这 种 数字 
(包括 0) 传 和 欧洲， 逐渐 流行 于 全 
世界 。 

13 世纪 ,印度 -阿拉 伯 数 字 传 
到 我 国 , 但 由 于 中 国 数字 的 上 述 特 
点 ,对 它们 并 没 表现 出 特殊 的 兴趣 ， 
又 由 于 书写 习惯 不 同 ( 中 国 坚 写 , 阿 
拉 伯 文 横 写 ), 没有 在 中 国 得 到 应 
用 .后 来 中 国 算盘 兴起 , 筹 算数 字 渐 
浙 废 止 不 用 ,“O” 却 保存 下 来 了 ,一 
直 有 应 用 ,至 今 在 文字 中 写 “ 中 国 数 
字 ” 时 仍 用 它 。 印 度 -阿拉 伯 数 字 ( 包 
括 90) 在 中 国 的 普遍 使 用 是 本 世纪 
的 事 了 。 

其 他 古代 民族 对 零 的 认识 和 零 
的 符号 表示 也 做 出 了 一 定 的 贡献 。 
如 巴比伦 人 早 就 采用 了 60 进位 值 
制 记 数 法 ,他 们 在 公元 前 2 世纪 采 
用 了 表示 空位 的 零 号 


A、 
P. 


美洲 玛雅 人 曾 创立 了 灿烂 的 文化 ， 
他 们 于 公元 前 后 创立 了 20 进位 值 
制 记 数 法 ,其 中 用 


表示 零 。 

负数 符号 (Signs for negative 
numbers) ”最 先 认识 并 应 用 负数 
的 是 中 国 古 代数 学 家 ,《 九 章 算 术 》 
就 有 负数 及 其 运算 法 则 ,在 筹 算 时 ， 
用 红 筹 表 示 正 数 . 黑 筹 表示 负数 。 因 
用 笔记 录 时 换 色 不 便 ,12 世纪 李 冶 
首创 在 数字 上 加 和 斜 画 表示 负数 ,如 
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图 1 所 示 。 


IE — M 


表示 4. 1222 — 4-136 — 248z7?, 3X 
可 以 说 是 世界 上 最 早 的 负数 记号 。 
西方 对 负数 的 认识 较 晚 ,15 世 
纪 后 才 正 式 应 用 负数 ,使 用 的 符号 
也 是 多 种 多 样 的 ,例如 威 尔 金 斯 
1800 4E JH a. v. 表示 一 a; 温 特 费 尔 
德 1809 年 用 前 加 “了 | 或 “ 耳 ” 
表示 该 数 为 负数 , W. 波 尔 约 在 
1832 4E fj" I3 ” 表 负 数 。 后 来 亦 有 
多 种 形式 表 负 数 , 如 一 a 表 人 负数 , 相 
应 的 <a 为 正 数 ;以 为 负 而 二 为 
Esan 为 负 而 o, 为 正 。 直 到 本 世纪 
初 , 享 廷 顿 开 始 采用 接近 现在 形式 
的 符号 ;一 3, 一 2, 一 1,0, 十 1, 十 2， 
十 3, 逐 渐 成 为 现在 的 形式 。 
虚数 符号 (Symbols for imagi- 
naries) ”最 先 考察 负数 开平 方 运 
算 的 是 许 凯 。1484 年 ,他 在 解 方 程 


TERETE EEEE 


/2 村 一 4 (用 现代 符号 表示 他 的 


成 果 ), 由 于 2 村 一 4 是 负数 ,他 认 


为 不 可 能 得 到 方程 的 解 。 

第 一 个 对 负数 开 方 运算 进行 研 
究 并 得 到 虚数 及 其 初步 运算 方法 的 
是 卡尔 达 诺 ,1545 年 ,在 他 的 著作 


《大 术 } 中 ,记载 了 如 下 的 乘法 运算 : 
5p; EE. 15 
5m:Rm:; 15 
25m:m:15qd est 40 


5 十 ww 一 15 
5 一 wW 一 15 
25 一 (一 15) 一 40 

其 中 及 相当 于 根 号 ,m 是 减 ( 即 
fa», Rm: 15 表示 Vv 一 15, 这 是 最 
早 的 虚数 表示 法 。 他 称 负数 的 平方 
根 为 “ 施 辩 量 ”, 并 且 怀 疑 这 种 数 的 
运算 的 合理 性 .因而 ,卡尔 达 诺 称 正 
数 的 根 为 真实 的 (real) 根 ,而 负数 的 
根 为 虚构 的 (fictitious) 根 。 实 和 虚 的 
用 法 和 现代 不 同 。 

1637 Æ, $ F JL Æ fb K L faf 
学 ) 一 书 中 第 一 次 给 出 虚数 的 名 称 
“imaginaires” ( H [4] ) , 3i ^reelles" (Œ 
的 ) 相 对 。 

1777 年 , 欧 拉 在 递交 给 彼得 堡 
科学 院 的 论文 《微分 公式 ) 中 首次 使 
用 :来 表示 w 一 1, 但 很 少 有 人 注意 
E. 直到 1801 年 ,高 斯 系统 地 使 用 
了 这 个 符号 ,以 后 渐渐 流行 至 今 。 

绝对 值 符 号 (Signs for abso- 
lute value) 现在 通用 的 绝对 值 
符号 “||” 是 1841 年 外 尔 斯 特 拉 斯 
首先 引用 的 ,后 来 为 人 们 所 接受 ,在 
实数 范围 内 


即 


E 4,8220, 
lal co. 
后 来 (1905 年 ) 甘 斯 用 这 个 符 


号 来 表示 向 量 的 长 度 | 了 |, 有 时 把 
这 个 长 度 也 就 叫做 绝对 值 。 外 尔 斯 
特 拉 斯 就 已 指出 ,复数 的 绝对 值 是 
它 的 “ 模 ”, 用 向 量 解释 复数 ,“ 模 ”、 
“绝对 值 > 长度" 都 是 一 致 的 .可 见 
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甘 斯 符号 的 合理 性 ,因而 也 一 直 用 
到 现在 ， 

阶乘 符号 (Signs for factorial) 

欧 拉 在 1751 年 用 大 写字 母 M 表 
示 m 阶乘 

M=]1.2. 3 em 

和 鲁 非 尼 在 自己 1799 年 出 版 的 方程 
论著 述 中 ,用 小 写字 母 x 表示 mm 阶 
乘 , 高 斯 则 用 了 I(x) 表示 阶乘 
(1813)。 用 符号 x 表示 阶乘 的 方 
法 起 源 于 英国 , 尚 不 能 确定 何人 为 
创始 者 , 1827 年 ,由 雅 莱特 的 建议 
得 到 流行 ,现代 有 时 亦 用 此 阶乘 符 
号 。 

现在 通用 的 阶乘 符号 a 最 先 
是 克拉 姆 提出 来 的 (1808) ,后 经 欧 
姆 等 人 的 提倡 而 流行 起 来 。 

排列 组 合 符号 (Signs for per- 
mutations and combinations) 
旺 德 蒙 德 于 1772 RH a 表示 
从 7 个 不 同 的 元 素 中 每 次 取出 7p 个 
的 排列 数 。 欧 拉 则 在 1771 年 用 


c ,1778 年 用 (地 ) 表 示 从 zn 个 不 


同 元 素 中 每 次 取出 ?个 元 素 的 组 合 
数 , 1827 年 , 埃 汀 肖 森 引入 了 
(”) 来 表示 同样 的 意义 ,这 个 组 合 
符号 直 用 至 今 。 

1830 年 , 皮 科 克 引入 Cr 表示 4 
个 元 素 中 每 次 取 * 个 元 素 的 组 合 
数 ;1869 年 或 稍 早 一 点 ,剑桥 的 古 
EX Pr 表示 从 n 个 元 素 中 每 次 
取出 "个 元 素 的 排列 数 ,这 个 用 法 
也 延 用 至 今 。 按 此 方法 ,用 aP 就 相 
当 于 现代 的 m1。 

1880 年 鲍 获 用 "Cr 和 "Pr 分 别 
表示 从 4 个 元素 中 每 次 取出 "个 的 
组 合 数 和 排列 数 ;1886 年 , 惠 特 涯 


斯 用 C: 和 P? 表示 同样 的 意义 ,他 
还 用 re 表示 可 重复 的 组 合 数 。1899 
年 , 克 里 斯 托 尔 用 rnPr ,nCr 分 别 表示 
从 ze 个 不 同 元 素 中 每 次 取出 ?个 元 
素 ( 不 重复 ) 的 排列 数 和 组 合 数 ,用 
ahr 表示 同样 意义 下 可 重复 的 排列 
数 ,这 三 种 符号 都 通用 到 现在 。 

1904 年 ,内 托 为 一 本 百科 辞典 
写 的 辞 条 中 ,采用 和 4 表示 上 述 um 
的 意义 ,采用 G 表示 上 述 nCr 的 意 
义 , 后 者 同时 也 用 了 (7)。 这 些 符号 
也 一 直 用 到 现代 。 

指数 符号 (CSigns of powers) 
我 国 古 代数 学 家 刘 微 在 《 九 章 算 

术 注 )(263 ERENT "5g ,一 
直 用 到 现在 。 一 数 自 乘 ,我 国 古代 称 
为 “ 方 ”,“ 乘 方 ” 一 语 是 宋代 以 后 开 
始 使 用 的 。 一 个 数 的 乘 方 指数 在 我 
国 古 代 是 用 这 个 数 在 筹 算 ( 或 记录 
筹 算 的 图 表 ) 中 的 位 置 来 确定 的 , 某 
个 位 置 上 的 数 要 自 乘 多 少 次 是 固定 
的 (见方 程 符号 ), 也 可 以 认为 这 是 
最 早 的 指数 记号 。 

古 埃及 人 用 “4 ?表示 一 数 自 乘 
一 次 (莫斯科 纸 草书 ) 。 古 希腊 人 丢 
番 图 用 人 donec 表示 ,4"4 表 
RAK 表示 z 等 等 。 阿 拉 伯 人 哈 
基 用 词 mal 表示 r; kasb 表示 x5 
màl mdl X z4;mal karb 表 zs 等 等 。 

17 世纪 才 出 现 具有 “现代 ” 意 
义 的 指数 符号 ,最 初 的 表示 未 知 量 
次 数 的 符号 中 ,不 出 现 未 知 量 符号 ， 
如 卡塔尔 迪 在 1610 年 出 的 代数 书 
中 ,用 

5 $ va Mfa40 
表示 Dr e 8z1— 402 的 意思 。 比 尔 
吉 用 罗马 数字 写 于 系数 数字 之 上 表 
未 知 量 次 数 ,如 用 
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8 十 12 一 9 十 10 十 3 一 7 一 4 
表示 8254-1225 — 9: J- 1023 + 33? — 
“7z 一 4。 后 来 开 普 勒 等 采用 了 这 种 符 
号 。 罗 曼 斯 开始 写 出 表示 未 知 量 的 
字母 ,他 用 

4(4) 十 B(4) 十 44(3)inB 十 64 
(2)inB(2) 十 44inB(3) 
表示 

44 十 到 十 443B 十 642B2? 十 44Bs 
法 国人 埃 里 冈 与 此 相似 ,用 a3 表 
a*,2b4 表 2b! ,2ba2 表示 2ba? ,系数 在 
前 而 指数 在 后 面 。1636 年 英国 人 休 
姆 用 小 罗马 数字 放 在 字母 的 右上 角 
表示 指数 ,如 用 A AUR 4*。 这 种 表 
示 除了 用 的 是 罗马 数字 外 ,与 现代 
的 指数 表示 法 已 一 样 了 。 

1637 年 , 笛 卡 儿 用 较 小 的 印度 
:阿拉 伯 数 字 表 示 指 数 , 放 在 右上 
角 , 如 51, 就 是 现代 的 指数 表示 法 ， 
AUS -R JL 6 "E b. HRA 
HERRE. GXPUE BARBA 
种 不 用 的 指数 符号 ,但 笛 卡 儿 法 逐 
渐 流行 ,只 把 色 写 成 如 ,直到 现在 。 

分 指数 宕 最 早 见 于 奥 雷 姆 的 


TESTET DP es 


22,07? 表示 时 ,村 2 表示 


23。 他 以 及 斯 蒂 文 等 人 还 提 到 过 负 
指数 短 , 但 正式 的 分 指数 和 负 指 数 
都 是 1655 年 英国 人 沃 利 斯 给 出 的 ， 


但 他 并 没有 真正 使 用 过 =+, 


ai—/ d 等 指数 符号 。 

现行 的 分 数 指数 和 负 指 数 符号 
是 牛顿 创设 的 (1676 年 ) ,最 先 使 用 
虚 指 数 的 是 意大利 人 法 尼 亚 诺 ,他 
在 1719 年 得 到 了 关系 式 


2—4ln (175 


l+: 
1679 EKHE KE — BL8 00 ERE 
斯 的 信 中 讨论 了 方程 
z6—1-—24,a3'4-x—b,.m$-4z-—c 
引入 了 变 指 数 。 

方 根 符号 (signs for roots) 
开 方 也 是 早 就 产生 了 的 运算 。 古 埃 
及 人 用 符号 中 表示 平方 根 ;印度 7 
世纪 人 婆罗 摩 艇 多 用 “c”( 为 carani 
(平方根) 的 第 一 个 字母 ) 表 示 平 方 
根 ;15 世纪 阿拉 伯 人 盖 拉 萨 迪 用 
* OS "表示 平方 根 ;2 世纪 罗马 人 尼 
普 萨 斯 用 拉丁 词语 latus( 意 为 “正方 
形 的 边 ”) 记 平方 根 , 后 来 这 个 词 的 
第 一 个 字母 ”成 为 欧洲 一 个 重要 
的 平方 根 符号 , 12 世纪 , 莫 沃 利 的 
普 拉 托 等 人 都 用 这 一 符号 。16 世纪 
法 国人 拉 米 斯 也 这 样 用 ,他 用 
“127ad 1 12) 得 “! 75" 3G / 27 + 


v/12— ww75 等 ,法 国 数学 家 韦 达 
也 用 过 这 种 平方 根 符号 ,1624 年 英 
国人 布 里 格 斯 分 别 用 已 2 必 表 示 平 
方 根 、 立 方 根 和 四 次 方 根 。 

另 一 个 在 欧洲 广泛 应 用 的 方 根 
符号 及 ,来 自 拉 本 语词 rodiz ( 意 为 
“平方 根 ”) .这 个 符号 最 先 出 现在 由 
阿拉 伯 文 翻译 成 拉丁 文 的 欧 几 里 得 
《几何 原本 } 第 十 卷 上 ,后 来 斐 波 那 
契 和 帕 乔 利 等 都 用 了 这 个 符号 ， 
16 一 17 世纪 的 许多 数学 家 都 用 及 
为 平方 根 符号 ,如 塔 尔 塔 利 亚 . 书 达 
(他 也 用 六 等 人 都 如 此 。 

在 德 累 斯 顿 (1480) 手 稿 中 ,在 
数字 或 字母 前 用 一 个 点 <。 ”表示 求 
平方 根 ,两 个 点 <。. ”表示 求 4 次 
方 根 ,三 个 点 “….” 表 示 求 3 次 方 根 ， 
四 个 点 <-…。 ”表示 求 9 次 方 根 。 在 


558 简明 数学 史 辞 典 


格 丁 根 手稿 (1524) 中 ,用 / 表 平 方 
根 ; 了。 表 立 方 根 ; ce: 表示 9 次 
方 根 等 等 。cs /8 十 224 


8 十 V22, 其 中 cs 即 communis 
(结合 ) 表 先 加 再 开平 方 。 
德国 人 和 鲁 多 尔 夫 是 较 早 使 用 ~/ 
表示 平方 根 的 和 信之 一 ,1557 年 ,他 
在 引入 \/ 后 ,又 用 W 表示 3 次 方 
根 ,用 Af 表示 4 次 方 根 。 斯 蒂 文 用 
~/ 表 平方 根 ,用 Ve 表示 立方 根 ， 
1640 年 , 他 又 采用 \/ 3) (ORR 


A 3“。 刀 ,用 《3720 十 /392 表示 


/ 204/302. FJL 1637 年 使 
HV 为 平方 根 符号 。1647 年 奥 
特 雷 德 用 Vr? 表 平 方 根 ,用 [E12] 
或 [13 表示 12 次 方 根 , 沃 利 斯 在 
1655 年 用 VR RR BEER R 
的 意思 。1721 4E DACIA V4 
别 表 次 3 次 方 根 和 4 次 方 根 。1732 
年 , 卢 贝 尔 用 \%25 表示 25 的 3 次 
方 根 , 与 现代 符号 相同 了 。 后 来 , 逐 


X 
T= =No T =l 


渐 各 次 方 根 都 用 这 种 形式 的 符号 表 
示 , 即 采用 了 现代 符号 。 
代数 方程 的 符号 (Signs for 

algebraic equations). 代数 方程 
的 符号 指 的 是 方程 中 所 涉及 的 
各 种 符号 :未 知 数 符号 及 前 面 考 
察 的 那些 运算 符号 。 通 过 方程 给 出 
未 知 数 符号 并 对 前 述 符号 作 一 总 
结 。 

中 国 十 人 很 早 就 有 了 关于 方程 
的 知识 ,《 九 章 算术 》 中 就 有 许多 利 
用 方程 求解 问题 的 例子 。 由 于 中 国 
古代 使 用 算 筹 计算 ,利用 算 筹 的 位 
置 表示 未 知 数 及 其 次 数 , 只 用 算 筹 
摆 出 其 系数 就 可 以 求解 。1247 年 南 
宋 秦 九 韶 引入 了 一 元 高 次 方程 的 一 
般 解 法 ,除了 用 位 置 表示 未 知 数 及 
其 次 数 外 ,还 用 了 一 些 专门 术语 ,如 
下 图 所 示 , 这 个 图 表示 一 个 四 次 方 
程 

— x! + 15245x? — 6252506. 25 
一 0 
金 代 李 冶 等 人 使 用 了 天 元 术 , 明确 
地 用 “天 元 ”表示 未 知 数 一 次 项 ,并 


一 6262506.25 
0 


十 15245X2 
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且 建 立 了 设立 方程 解决 实际 问题 的 
方法 。 
丢 秋 图 的 多 项 式 符号 ,用 
K'aN vSeMB 表示 
33-132? 4- 5z 4-2, 
印度 公元 7 世纪 的 婆罗 摩 及 多 
用 
ya v 0 ya 10 ru 8 
yavlyaÜOrui 
表示 02?--10r—8—2?4- 0z4-1 
意大利 人 斐 波 那 契 1202 年 用 
文字 来 表 方程 ， 
duo census,et decem radices 
equantur denariis 30 
表示 2z2? 十 10z 一 30。 


15 世纪 阿拉 伯 人 盖 拉 萨 迪 用 
Ap a 
so) Jo j' 


表示 + 10:56, 
德国 人 雷 格 蒙 塔 努 斯 在 1473 


年 用 
40 d, «120 Te — 800 
表示 402?4-120z— 800, 
法 国人 许 凯 在 1484 年 用 
8?. avec. 122. montent. 20? 
表示 Bz^-- 122? — 202? , Erf 87. 中 的 
小 2 是 未 知 数 指数 而 不 是 8 的 指 
数 。 
意大利 人 帕 乔 利 在 1491 年 用 
]. eo. fii. 1. ce. de. 936 . 
表示 xz? 一 y= 二 36。 其 中 用 co. (cosa) 
表 z,c. (censo) 表 z2; 他 还 用 cu 
(cubo), ce. ce. (ceso de ceso), p°. r^ 
(primo relata), ce. cu. (ceso de cubo) 
PIER reta ai, 
德国 人 和 鲁 多 尔 夫 1525 年 用 
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Sit 1 z aequatus 12% 一 36 

表示 2^5—122z— 36. 
RAPAE ZR 1535 年 用 
30se. —2pri— 56N 

表示 多 项 式 30z? 一 2z 一 56。 
荷兰 人 黑 克 1537 年 用 
4se. — 51pri— 30N. dit is'ghelige 


3 
45-E- 


表示 4s!—51z—30— 45 i. 


意大利 人 卡尔 达 诺 1545 年 用 
1. quad. p. 2 pos. aeq. 48 

表示 xz: 十 2z 二 48。 
意大利 人 格 利 盖 1552 年 用 


工 口 口 w4 口 一 一 一 4 


4 

表示 二 xz 一 4 一 人。 
德国 人 申 贝尔 1550 年 用 
4Pri 十 3ra. equales 217N. 

表示 42? 十 3z=217。 
法 国人 比特 奥 1559 年 用 
1E0M6 Op4dp 59 (24 

表示 z3 一 6z? 十 4x 十 9 二 24。 
意大利 人 邦 贝 利 1572 年 用 


“2。”。Egualea 20 
8 


1 
或 
1.6.p.8.3 
20 
表示 ze 十 8 一 20。 
英国 人 雷 科 德 1557 年 用 
14 * $ — 18. 971.9 
表示 14z2: 十 15z 一 一 71z。 

法 国人 戈 塞 林 1577 年 用 
67QP8LM12CM18QQM35 
表示 多 项 式 67z2? 十 8z 一 12zs 一 18z4 

一 35, 同 时 用 
1LP2qM20aequalia sunt 1LP30 


Egualeà 


560 简明 数学 史 辞 典 


表示 方程 1x 十 2y 一 10== 1z4- 30, 3| 
入 两 个 未 知 数 符号 。 
比利时 人 斯 蒂 文 1585 年 用 
1 fera egale à 204-120 4- 
48 
表示 t= — 2r 4122+48, 
法 国人 韦 达 1593 年 用 
. B inA 
DA | —BinH Jescuabunur 
F 


SURE EU B;1615 4g, 


他 又 用 
A cubus 十 B plano 3 inA ,aequarl 
Zsolido 2 
表示 x? 十 3B'z = 223。 
德国 人 克拉 维 乌 斯 1608 年 用 
W +44 88 29770 
表示 324-4y— 29770, 
法 国人 吉 拉 尔 1629 年 用 
1(3)esgalea 12(1)—18 
表示 2 —12:— 18, 
英国 人 奥 特 雷 德 1631 年 用 


AE — A 


1 1 
kN: 


表示 去 z 圭 4/ pz AE A. 

法 国人 埃 里 内 1634 年 用 

154a ~ 71a2 二 14a3 ~ a4 2/2 
120 
表示 l54a—7 la+ 14a —at= 120, 

法 国人 第 卡 儿 1637 年 用 

23 一 一 gzz 十 26z 一 一 42p0 
表示 z: 一 9z? 十 26 一 4 二 0。 从 此 开 如 
用 xz.y.z 等 拉丁 字母 表 后 几 个 字母 
表 未 知 数 。 

沃 利 斯 (英国 人 )1693 年 用 

az J- ba? — crz 4- dz - e— 


表示 z* 十 如 ;一 cr? 十 dr 十 e 二 0。 此 后 
就 发 展 为 现代 代数 方程 符号 了 。 

函数 符号 (Signs for functions 
in general) 1694 年 约翰。 伯 絮 
利 首次 提出 函数 概念 ,并 且 几 字母 
7 表示 变量 z 的 一 个 函数 ;1697 年 ， 
他 又 用 大 写字 母 X 和 相应 的 希腊 
字母 表示 变量 zx 的 函数 。 同 一 时 
期 (1695? 雅 ， 伯 努 利 则 用 ?和 4 表 
示 变 量 z 的 任意 两 个 函数 。 


莱 布 尼 获 1698 年 采用 x0 1,32] 
ER: HADES HT] ， 


x12] 表示 两 个 变量 z,y 的 两 个 
函数 。 


1734 年 , 殉 拉 用 了 (二 十 c) 表 


Abe HERE X e CE e E 
一 次 用 “f” 表 示范 数 。 同 时 , 克 莱 罗 


m [L.D d 表示 :的 函数 ,用 大 
写 希腊 字母 而 不 用 括号 。1745 年 达 
朗 贝 尔 用 Au, s, Tau,s 表示 两 个 变量 
US 的 函数 ,还 用 中 (z) 表 示 z 的 函 
数 。1753 年 , 欧 拉 用 D: (r, DRR 
和 i 的 函数 ,次 年 又 用 fi(asm Xm 
aa 的 函数 。 

1797 年 拉 格 朗 日 大 力 推动 使 
B FFD, y RRAK, AAE 
重要 影响 ,此 后 一 直到 现在 主要 采 
用 这 几 个 字母 表示 函数 。 

1820 年 , 赫 谢 尔 用 f(x) 表示 z 
的 函数 ,并 且 指 出 ,fC(z)) 可 记 
H Fa), PPa S= fia), KA 
jf-!1(z) 表 示 其 函数 为 z 的 量 。 
1893 年 , 皮 亚 诺 采 用 符号 y= 了 (zx) 
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和 z= 了 f(y)。 后 来 结合 赫 谢 尔 的 符 
号 ,又 成 为 y= 了 f(x),z 二 了 1(y)。 这 
就 是 现在 通用 的 符号 。 

对 数 符 号 (Signs for loga- 
rithms) 对 数 是 英国 人 纳 皮 尔 创 
立 的 ,对 数 (logarithm) 一 词 也 是 他 
创造 的 。 源 出 希腊 文 Xoyos( 拉 丁 文 
logos), 意 为 “表示 思想 的 文字 或 符 
号 ”, 也 可 作 “ 计 算 ” 或 “比率 ” 讲 。 它 
和 另 一 个 希腊 词 w pu6s( 数 ) 结 合 
而 成 logarithm 这 个 词 。 纳 皮尔 在 表 
示 对 数 时 用 整个 词 , 没 作 简化 工作 。 

1624 年 , 开 普 勒 把 它 简 记 为 
“Log”, 奥 特 雷 得 1647 年 也 这 样 用 。 
卡 瓦 列 里 1632 年 头 一 个 用 了 记号 
"log", 1821 年 柯 西 用 “1 表示 自然 
对 数 而 用 “L” 表 示 任 意 ( 大 于 DH 
底 的 对 数 。1893 年 皮 亚 诺 用 “logz” 
记 以 。 为 底 的 对 数 , 用 “Logzx? 记 以 
10 为 底 的 对 数 ， 同 年 ,斯 特 林 厄 姆 
把 以 2 为 底 的 对 数 记 为 “blog”, 把 自 
然 对 数 记 为 “in”, 把 以 复数 模 天 为 
底 的 对 数 记 为 “og: ”。1902 年 施 托 
尔 获 等 人 用 “alog. a” 表示 “以 a 为 底 
的 5 的 对 数 ”, 后 来 成 为 现在 的 形 
式 。 

对 数 由 穆 尼 人 赂 于 17 世纪 中 叶 
介绍 来 我 国 ,17 世纪 初 更 凤 补 《 历 
学 会 通 》 有 “比例 数 表 ”(1653, 或 作 
“比例 对 数 表 ”) ,把 真 数 叫 “ 原 数 ”， 
对 数 叫 “比例 数 "。 《数理 精 覃 》 亦 称 
为 对 数 比 例 , 说 :对 数 比 例 乃 西 士 
若 往 。 讷 白 尔 所 作 , 以 借 数 与 真 数 
对 列 成 表 , 故 名 对 数 表 ”。 以 后 便 称 
为 对 数 了 。 

符号 e(The sign e) 欧 拉 首先 
用 e 来 表示 自然 对 数 的 底 , 他 大 约 
是 在 1727 年 或 1728 年 的 手稿 里 用 


的 ,但 这 一 手稿 直到 1862 年 才 付 
印 。 欧 拉 在 其 1736 年 出 版 的 《 力 
5E 88 1 35 1747 年 到 1751 年 的 
文章 中 都 用 e 来 表示 自然 对 数 的 
底 。 丹 尼 尔 。 伯 努 利 在 1760 年 , 孔 
多 塞 在 1771 年 , 兰 伯 特 在 1764 年 
都 用 了 这 个 符号 .后 来 贝 祖 (1797)、 
克拉 姆 ((1808) 等 都 这 样 用 e, 直 到 
现在 。 

19 世纪 ,我 国 曾 用 特殊 符号 表 
示 自 然 对 数 的 底 。 李 善 兰 译 的 《代数 
学 兴 1859) 卷 首 有 :又 讷 字 代 二 .七 
一 人 二 八 一 八 , 为 讷 白 尔 对 数 底 
率 .” 即 以 “ 讷 ” 表 自然 对 数 的 底 。 
1873 年 , 华 薪 芳 译 《 代 数 术 ;} 卷 十 八 
有 :“ 则 得 其 常数 为 二 七 一 八 二 八 
一 八 二 八 四 五 九 〇 四 五 不 尽 , 此 数 
以 成 代 之 ,…… 可 见 成 即 为 讷 对 之 
底 。” 即 以 “成 " 表 自 然 对 数 的 底 , 这 
显然 与 当时 从 甲乙 丙丁 成 译 ABCDE 
有 关 , 以 “成 ” 译 “e”。 后 来 数学 书 采 
用 了 模 排 及 西 文 记 法 ,就 采用 “e” 
了 


初等 几何 符号 (Symbols in 
elementary geometry) 初等 几何 
中 使 用 的 符号 大 致 可 分 为 三 种 类 
JE :表示 几何 概念 的 象形 或 图 形 , 例 
如 用 “A” 表 示 三 角形 ;几何 中 特有 的 
表意 符号 ,如 用 “~” 表 示 “ 相 似 ”; 初 
等 代数 符号 ,如 “十 ” “一” 等。 虽然 
欧 几 里 得 的 《几何 原本 ) 是 几何 学 的 
开 出 之 作 , 但 它 并 没有 使 用 几何 学 
符号 ;最 早 使 用 几何 符号 的 是 海伦 
(公元 150 年 )。 中 国 古 代数 学 中 亦 
有 许多 极 重 要 的 富有 成 果 的 属于 几 
何 学 的 内 容 ,并 提出 过 一 些 独特 的 
几何 学 概念 ,但 没有 采用 过 专门 的 
符号 。 . 
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EH SES LACE DEO — 或 


= QERD cr QUIE) : OD. 
粕 普 斯 (4 WDR: VE 

AGAH); a R= (平行); OR 

角 ); 口 (正方 形 ) ORO. 
1634 年 , 埃 里 风 用 “<<” 记 角 ， 


在 17 和 18 世纪 是 很 通用 的 。1657" 


年 奥 特 雷 得 用 “入 ”表示 角 , 后 渐 流 
行 ,沿用 至 今 。19 世纪 ,一 些 人 用 
“4” 表 示 角 ,如 波 尔 约 等 人 即 这 样 
用 ; 才 比 乌 斯 用 中 表示 由 直线 a 与 5 
所 成 的 角 ; 施 托 尔 欧 则 用 几 表 示 之 。 
填 尔 斯 特 德 等 人 用 “之 ”表示 角 。 
马赫 用 ”J ”表示 直角 , 埃 里 冈 用 
j 表示 之 。 
1633 年 , 埃 里 冈 用 “上 "表示 垂 
直 , 这 个 符号 后 渐 通 用 ,现在 仍 用 
之 .但 后 来 如 卡 斯 韦 尔 、 琼 斯 等 人 曾 
用 过 倒 放 的 字母 “，” 表 示 垂 直 , 其 
WAYAR L” “e” “ARRE 
直 。 
从 埃 里 网 和 奥 特 雷 德 的 时 代 
起 ,符号 “和”( 三 角形 ),“ 口 "(正方 
JE» ,"ca"sk* D" GEJED "CI" GE 
四 边 形 ) 就 开始 通用 了 ,其 中 佟 和 局 
一 直 用 到 现在 。 
海伦 .尤其 柏 普 斯 的 圆 的 符号 
沿用 至 今 。 埃 里 冈 还 用 了 帕 普 斯 的 
“一 ”表示 平行 , 卡 斯 韦 尔 ,琼斯 等 人 
用 “上 ”表示 平行 , 一直 用 到 现在 ,12 
世纪 蒂 沃 利 的 普 拉 托 采用 色 表 
示 贺 上 的 弧 中 ,这 是 现在 的 用 法 的 
来 源 。 
1679 年 , 菜 布 尼 欧 用 “ao 一 所 表 
示 a 与 了 相似 ,用 “~” 表 示 全 等 ， 
1710 年 ,在 另 一 个 地 方 , 羔 布 尼 次 
又 用 “co” 表 示 相 似 (这 是 一 个 水 平 


放 的 “8S”, 现 在 这 两 种 形式 都 采用 。 
1777 年 , 哈 塞 勒 开始 用 “各 "表示 全 
等 ;1824 年 , 莫 尔 韦 德 则 用 “ov” 表 
示 全 等 ,用 “%” 表 相似 ,这 两 种 表 全 
等 的 符号 也 都 用 于 现代 。 

符号 r(The Sign x) 沃 利 斯 
开始 用 符号 表示 圆周率 ,他 在 1656 
年 出 版 的 《无 穷 算术 ) 一 书 中 用 一 个 


小 方块 口 表示 区 全 而 。 首 先 用 一 


个 单独 的 字母 表 圆周 率 的 是 J. C. 
施 图 姆 ,他 于 1689 年 用 一 个 字母 
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FR EE (1652) rfr x 为 圆周 而 5 为 
直径 , 巴 罗 、 格 需 戈 里 等 人 也 采用 了 
这 种 记 法 。 
琼斯 在 1706 年 引入 了 = 作为 

圆周 率 的 符号 , 欧 拉 在 1734 年 曾 用 
? 表示 圆周 率 用 g 表示 圆周 率 之 
半 , 但 在 1736 年 ,他 也 采用 了 琼斯 
的 符号 , 尼 古 拉 。… 伯 努 利 在 1742 年 
给 哆 拉 的 信 中 也 采用 了 < 作 圆 周 
率 ,后 来 浙 流 行 ,一 直 用 到 现在 。 

角度 符号 (Signs for angle 
metric magnitude) 现在 采用 的 
角度 符号 "( 度 )、 Cn GO 是 起 
源 于 古 希 腊 的 。 托 勤 密 的 《天 文学 大 
成 } 采 用 了 角度 符号 ,角度 的 进位 制 
采用 了 古巴 比 伦 的 60 进 制 . 基 本 单 
位 记 为 polpal, 常 常 简 记 为 1*。 第 一 
个 60 分 位 用 一 个 重音 号 “” 表 示 ， 
第 二 个 60 分 位 用 两 个 重音 号 “”” 表 
示 。 例 如 用 

popo ut, up! u^ 
表示 47742! A0" , (其 中 数字 记 法 见 
记 数 法 )。 还 用 
u^p 

表示 25. 
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中 世纪 的 漫长 时 代 里 却 没 有 采 
用 托 勒 密 的 符号 。 早 期 的 拉丁 文 手 
稿 中 用 文字 缩写 gu gdu, gdus 等 表 
示 角 度 。 在 12 世纪 由 阿拉 伯 天 文 表 
翻译 的 拉丁 文书 中 ,用 gradus( 度 )， 
minutae( 分 ) ,secllndae( 秒 ) 等 及 其 缩 
写 表示 角度 , 常 缩写 为 Gr. ,Min， 
sec。 雷 格 蒙 塔 努 斯 在 15 世纪 中 期 
曾 用 


人 35 m 17 
表示 35*17,, 他 还 用 

44. 427. 4" 
表示 44°42 4", JF Bh OK FH E E 3] 
部 分 符号 。1515 年 在 科隆 (Cologne， 
德国 城市 ) 印 行 的 托 勒 密 的 《天 文学 
大 成 ) 中 用 “g” 表 示 度 , 间 表示 分 。 雷 
格 乌 斯 1536 年 用 TT,S,g,m,s,t,qr 
表示 角度 ,其 中 IT- 128,18 — 30g 
( 度 ),1g=60m,1lim 一 60s 等 等 .这 种 
用 法 很 广 , 1611 年 克拉 维 乌 斯 用 
G. M. ,S. 分 别 表示 度 、 分 、 秒 。 

弗 里 西 乌 斯 在 1540 年 用 

Integr, Mi. 2. 3. 4A. 

36 30 24 50 15 
表示 现代 的 363024750715" 。 最 先 
用 "表示 度 的 要 算 佩 尔 蒂 埃 (1558)， 
但 他 并 没有 直接 象 现代 那样 应 用 ， 
他 把 12/20" 的 角 记 为 

s. o. &. Offi. 12. 2. 20 


最 早 如 现代 形式 采用 "…" 表 
W fü BE BS Je SE PARURE I 08 C157 1 , 他 
FH f ^6313"53 和 62*54!18" 两 种 形 
式 表 示 角 度 。 后 来 第 谷 ，。 布 拉 赫 
(1573) 也 用 了 这 种 角度 符号 。 逐 渐 
得 到 普遍 应 用 ,但 有 时 人 们 (如 斯 霍 
纳 ,1586; 赖 特 ,1616 So en. 等 记 
在 数字 上 ,如 用 
7 50 
表示 750, 1741 年 舍 文 强调 了 1° 
48'28”12” 的 角度 符号 ,此 后 得 到 通 
用 。 

三 角 函 数 符 号 (Signs for 
trigonometric functions) 较 早 
采用 三 角 函 数 (当时 没有 函数 概念 ， 
叫做 三 角 线 (trigonometric lines)) 符 
号 的 是 毛 罗 利 科 。 在 1558 年 ,他 用 
“sinus 1" arcus" 3€ ;& IE 9E , JH "sinus 
2"arcus” 表 示 余 弦 。 但 真正 使 用 简化 
的 符号 表示 三 角 线 的 第 一 个 人 是 
T. 芬 克 , 他 在 1583 年 , 创 用 
“tangent” CIE YJ) FI “secant” GE D 
表示 相应 的 概念 , 稍 后 ,他 采用 了 这 
样 一 些 符号 ， sin. " uan. ? "sec. ", 

*sin. com" , *tan. com. ", *sec. com" 
A BERCR GE SE EWEN RZ A 
HRA ,前 三 个 符号 与 现代 符号 相 
间 了 .后 来 的 符号 多 有 变化 ,列表 表 
示 它 们 的 发 展 变化 。 


罗 格 蒙 塔 努 斯 


1622 EE: T (Tang) 加 加 


964 fa BERI Se EHR 


LES 


注 :QD 现代 (欧洲 ) 大 陆 派 三 角 函 数 符号 。 


@@ 现 代 英 美 派 三 角 函 数 符号 。 


我 国 现在 采用 四 类 三 角 函 数 符号 。 


和 丹尼尔。 伯 努 利 在 1729 年 最 
先 采 用 符号 表示 反 三 角 函 数 , 他 用 
AS 表示 反正 弦 .1736 年 , 欧 拉 用 At 


表示 反正 切 ,1737 年 ,他 用 A sin 2 


des NL LGESE ART t 
M. Co ARRE 1772 年 用 arc. 
tang. 表示 反正 切 ; 拉 格 朗 日 于 同一 


年 使 用 了 arc sin RRE 


函数 ,1776 年 , 兰 伯 特 则 用 了 arc. 
sin 表示 同样 的 意义 。 鲍 利于 1794 
年 用 Arc. sin 表示 反正 弦 函 数 .后 来 
这 些 记 法 逐渐 普遍 ,去 掉 了 符号 中 
的 小 点 ,现在 用 arc sinz,arc cosz 等 
在 三 角 函 数 前 加 arc 3E ZR SC fü n 
数 , 有 时 加 大 写字 母 开 头 的 Arc sins 
表示 反 三 角 函 数 的 主 值 ， 

另 一 种 较 常 用 的 反 三 角 函 数 符 
号 sin-!z, tan-!z AE Rb Ak Bb RC 


1813 4EJT ECKE I9 3.6 — ftr pa 
符号 与 反 函数 符号 统一 起 来 ,现代 
亦 有 应 用 。 

双 曲 函数 符号 (Signs of Hy- 
perbolic functions) 最 先 引 入 双 
曲 函 数 的 是 意大利 人 V* 里 卡 蒂 ,他 
于 1757 年 引入 这 种 函数 的 同时 采 
用 了 Shz 和 Chz 分 别 表示 z 的 双 曲 
IESEROX HEARSE . (EXER 

一 一 2 一 一 2 

Ch. u Sh. =r? 
表示 现在 ch?sz— sh'z— 1 的 意思 。 

1768 年 , 兰 伯 特 进 一 步 发 展 了 
双 曲 函数 ,他 用 sinh (k —y ) fl cosh k 
分 别 表示 双 曲 正弦 和 双 曲 余弦 , 即 
用 普遍 三 角 函 数 符 号 加 上 字母 “h” 
来 表示 双 曲 函数 。 

1774 4E, L'Abbé « E 25 FH s. h. 
表 双 曲 正弦 ,c.h. 表 双 曲 余弦 ,th- 
表 双 曲 正切 ,cot. h. 表 双 曲 余 切 ,他 
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的 符号 除了 多 两 个 点 外 已 基本 与 现 
代 符 号 一 致 。 他 给 出 公式 
c h. n. r= 
(c. h. z-l-s. h. z)' 4- (c. h. z —s. h. z)’ 
2. :4—1 

1857 &E,3E 雷 用 Sinh z, 
cosh. z, tang. h. z 分 别 表 示 双 曲 正 
弦 , 双 曲 余 弦 和 双 曲 正切 ; 乌 埃 尔 则 
用 Sh, Ch. Th 表示 同样 的 意义 。 后 
来 很 多 人 用 这 种 符号 。 克 利 福 德 在 
1878 年 采用 hs, he 和 ht 表示 上 述 
意义 ,用 时 也 采用 了 sh,ch th 分 别 
表示 双 曲 正弦 . 双 曲 余弦 和 双 曲 正 
切 , 这 后 一 种 记号 渐渐 广 为 采 用 , 直 
到 现在 。 

乌 埃 尔 同 时 还 采用 了 ArgSh， 
ArgCh 和 ArgTh 分 别 表 示 反 双 曲 正 
弦 , 反 双 曲 余弦 和 反 双 曲 正切 函数 ， 
后 来 许多 人 也 这 样 用 。 后 来 在 书写 
中 逐渐 减 去 了 字母 “ge”, 双 曲 函数 符 
号 也 用 了 克利 福 德 式 的 ,就 形成 了 
现代 反 双 曲 函 数 符号 ,Arsh,Arch， 
Arth 等 等 。 

极限 符号 (Sings for limit) jH 
“lim” 来 简化 “极限 ”dimit) 的 第 一 个 
人 是 瑞士 的 吕 利 埃 (1786 年 ) ,其 后 
卡 诺 (1797 年 )、 布 林 克 利 (1818 年 ) 
等 人 也 这 样 用 。 在 柯 西 的 时 代 (19 
世纪 30 年 代 ) 里 ,“lim. ”后 的 小 点 
被 去 掉 ,于 是 通用 “liim”, 一 直到 现 
在 。 

19 世纪 初 ,欧洲 有 很 多 人 用 
“Lims RR “r 趋 近 于 a 时 的 极 
FR", 1841 年 ,外 尔 斯 特 拉 斯 改 用 
“lim” AX & KE p B6 "Lim", 并 用 
"lim + p,—oc" (1854 年 ) 的 符号 ,在 
这 一 时 期 ,外 尔 斯 特 拉 斯 和 柯 西 的 


工作 合成 为 极限 的 著名 的 “e 一 8 定 
X". 

1905 年 ,里 斯 引入 “一 ”表示 连 
续 地 趋向 一 个 极限 ,哈代 1908 年 用 
T lim (1/n) = 一 0, 并 指出 可 写作 
lim , lim ,lim 等 。 后 来 就 形成 为 现代 
用 法 

1887 年 , 帕 施 引入 表示 z 的 函 
数 y 的 上 极限 和 下 极限 的 符号 : 
“lim supy” 和 “lim infy", 1898 4E, if 
林 斯 海 姆 则 用 jima, = A" I" tim. a 
二 ”分别 表示 上 极限 和 下 极限 。 后 
来 把 下 面 的 “二” 换 成 “<>”, 就 一 直 
用 到 现在 。 

微分 和 导数 符号 (Signs for 
differentials and derivatives) 
牛顿 是 最 早 用 点 号 表示 导数 的 ,他 
用 zyy，z 等 表示 变量 ,在 其 上 加 
一 点 表示 对 时 间 的 导数 ,如 用 z 表 
示 z 对 时 间 的 导数 。 这 种 用 法 最 早 
见于 牛顿 1665 年 的 手稿 。1704 年 
他 又 引入 符号 
其 中 每 一 个 是 前 一 个 的 导数 ,是 后 
一 个 的 原 函 数 。 他 还 用 了 “z:z”, 表 
示 z 对 z 的 导数 。 

莱 布 尼 茨 于 1675 年 引入 符号 
“dz” 和 “dy” 分 别 表 示 xU y 的 微分 ， 
这 一 符号 直 用 到 现在 ,在 他 1684 年 
出 版 的 书 中 ,采用 了 这 样 的 符号 

d az aequ. adr 

d zv aequ. ad» + ode 

d z—y—w-|z aequ. dz — dy + dw 
二 dz 
其 中 aequ 表示 “= ”, 而 az 表示 (ez) 。 
上 式 已 含有 现代 微分 符号 和 微分 法 


566 WARF ERR 


则 了 。 他 把 导数 记 为 “dz : dy”, 他 还 
把 导数 记 为 多 (1675 年 ,当时 以 = 
表 纵 坐标 而 以 y 表示 横 坐 标 , 这 个 
符号 ,除了 坐标 轴 符 号 变化 外 ,一 直 
用 到 现在 。 

3E JE T XR Hj. dde 表示 二 阶 微 
41,1694 年 ,约翰 。 伯 努 利 用 ddddz 
表 四 阶 微分 ,18 世纪 一 度 相 当 流 
行 。 直 到 1797 年 , 贝 祖 用 dz 表示 
(dz)? ,用 4G) RR. 的 微分 ;1802 
年 拉克 鲁 瓦 用 dy 表示 二 阶 微分 ， 
d'y 表示 n 阶 微分 ,并 且 用 Cr 表示 
(dy)?, 一 般 地 ,用 duo ERR (|I. 
这 种 用 法 也 一 直通 行 至 今 。 

用 扳 点 “'” 表 示 导 数 的 第 一 个 
人 是 拉 格 朗 日 (1797 年 ) ,他 用 ? 表 
示 y 对 z 的 一 阶 导数 ,y” ,六 分 别 表 
示 二 阶 和 三 阶 导 数 ;1823 年 , 柯 西 
同时 用 ”和 代表 示 y 对 = 的 一 阶 导 
数 , 这 种 用 法 也 为 人 们 所 接受 ,一 直 
用 到 现在 。 

用 一 个 大 写字 母 “D” 表 示 导 数 
源 起 于 约 坦 。 伯 努 利 (1706 年 之 
前 ), 阿 博 加 斯 特 在 1800 年 重申 这 
个 符号 ,B . 皮尔 斯 在 1824 至 1841 
年 之 间 。 记 

pf « o E, 
D«f*z—D-*D*fez, 


当时 用 fee 表现 代 的 f(z)。 这 一 导 
数 符号 也 一 直 用 到 现在 ,有 时 人 们 
称 “D” 为 微分 算 子 。 

偏 微分 和 偏 导 数 符 号 (Signs 
for partial differentials and patial 
derivatives) ”在 牛顿 \ 芋 布 尼 获 、 
伯 努 利 等 人 的 著述 中 就 引入 了 偏 导 


数 概念 ,但 并 没有 统一 的 专门 的 表 
示 符 号 。1755 年 , 欧 拉 用 带 括号 的 


*() "表示 p 对 于 y 的 偏 导数 ,这 
一 符号 有 很 广 的 应 用 。 但 在 带 短 指 
数 时 与 一 般 导 数 无 法 区 分 ,如 
“(2Y ”是 表示 归 的 平方 还 是 表示 
( 媒 ) 的 平方 呢 ? 这 之 后 ,1776 年 欧 


HUBS. BOR p 的 入 阶 信 
导数 。 
1770 年 左右 , 蒙 日 分 别 用 “以 ” 


和 “至 " 来 表示 对 x 和 y 的 偏 导数 ， 
1770 年 孔 多 塞 用 “az” 表 示 2 对 于 2 
的 偏 微分 ,用 “ez” 表示 z 对 y MAR 
分 。 另 一 个 地 方 , 他 还 用 “zz” 表 全 微 
分 而 “sz" 表 偏 微分 。 最 有 意义 的 是 
拉 格 朗 日 的 工作 ,他 于 1786 年 用 。 
(rounded d, 读 作 “ 贺 4”) 表 示 偏 导 
数 ,他 用 “过 "表示 "对 = 的 偏 导数 。 
这 就 是 现代 的 偏 导数 符号 。 但 这 一 
符号 没有 立刻 得 到 通用 ,直到 雅 可 
比 于 1841 年 再 次 强调 这 一 符号 ,并 
引入 4 表示 全 微分 而 。 表 示 偏 微 
分 。 设 了 是 x 和 y 的 西数 , 则 全 微分 


dra ay 
以 后 这 种 符号 得 到 普遍 的 应 
用 。 


积分 符号 (Signs for integrals) 

1675 4 , 3E fi E 7x Hj omn. "3€ 
IR /的 总 和 (积分 ),omn 是 omnia 
(所 有 ,全 部 ) 的 缩写 ,后 来 他 又 改写 
B pH guo BDS C BOR 
(summa), f 是 字母 s 的 拉 长 。 
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在 1694 至 1695 年 间 , 莱 布 尼 
REIS mE- ES, MAHI, 
zriz, 1698 年 约 。 伯 努 利 去 掉 了 带 
号 。 后 来 发 展 为 现代 用 法 。 

定 积分 符号 是 传 立 叶 最 先 采 用 
的 ,1822 年 ,在 他 的 名 著 《 热 的 分 析 
理论 ) 中 ,用 了 


F o (x)dz-- eic , 
同时 G. 普兰 纳 采用 了 符号 
adto 一 2 
0 Loga 


这 一 符号 很 快 为 数学 界 所 接受 , 一 
直 用 到 现在 。 

符号 二 (The sign 2) 在 现 
代数 学 分 析 教程 中 ,符号 -0 表示 分 
子 分 母 同时 鸥 于 零 的 一 种 不 确定 的 
分 式 极限 形式 ,简称 “ 零 分 之 零 型 的 
不 定式 ”。 

这 种 形式 的 极限 最 早 由 法 国 数 
学 家 洛 必 达 在 他 的 无穷 小 分 析 》 
(1696) 中 讨论 ,并 给 出 了 确定 其 极 
限 值 的 洛 必 达 法 则 , 洛 必 达 在 (无穷 
小 分 析 } 中 并 没有 使 用 符号 十 。 珊 


士 数 学 家 约翰 伯 努 利 继续 研究 这 
a0 0a 0 


种 不 定式 ,起 初 使 用 人 T eos SE 
式 的 符号 ,1730 年 ,使 用 了 符号 -0 。 

法 国 数学 家 克 莱 姆 在 1732 年 
2 月 22 日 写 给 英国 数学 家 斯 特 灵 
的 信 中 ,也 用 -表示 零 分 之 零 型 的 
不 定式 。1754 年 ,这 个 符号 再 次 出 
现在 法 国 数 学 家 达 朗 贝尔 写 给 ( 百 
科 全 书 ) 的 条 目 《微分 ) 中 ,到 十 九 世 


纪 上 半 叶 ,符号 全 已 相当 普遍 地 被 
采用 ,一 直 沿 用 至 今 。 

向 量 符 号 (Signs for vector) 
瑞士 人 阿尔 冈 在 1806 4E JE ABA 
一 个 有 向 线 眉 或 向 量 。 麦 比 乌 斯 
(1827) 则 用 AB 表示 一 个 起 点 在 4 
而 终点 为 互 的 向 量 ,他 的 用 法 为 相 
当 广 泛 的 数学 家 所 接受 ,实际 上 , 现 
代 也 偶尔 用 这 种 表示 方法 。 与 他 同 
时 代 的 险 密 顿 . 吉 布 斯 等 人 则 用 一 
个 小 写 希 腊 字母 表示 向 量 ,现代 亦 
有 这 种 用 法 。 沃 依 格 特 1896 年 区 分 
了 “ 极 向 量 ” 和 "“ 轴 向 量 ”, 兰 格 文 
1912 年 用 表示 极 向 量 ,此 后 字母 
上 加 第 头 表 示 向 量 就 流行 起 来 , 尤 
其 在 手写 稿 中 。 一 些 作者 为 印刷 的 
方便 ,用 黑体 小 写字 母 ab 等 表示 
向 量 。 这 两 种 符号 也 通用 至 今 。 

柯 西 在 1853 年 记 向 径 为 >, 记 
它 在 坐标 轴 上 的 分 量 分 别 为 z、y、z， 
Hidr-—z-Fg-z. Wc E^ dE 
1797 4E EIS BECRETON i-e mre: 
的 形式 ,其 中 人 二 一 1,e 二 一 1。 格 
拉 斯 曼 1878 年 结合 前 二 人 的 工作 ， 
用 P= vier + vez + vses 表示 一 个 具 
有 坐标 XYZ 的 点 ,其 中 elyezyes 分 
别 是 三 个 坐标 轴 方 向 的 单位 长 度 。 
哈密 顿 则 记 一 个 向 量 为 pid 
十 刀 , 其 中 i,j,k 为 两 两 生 直 的 单位 
向 量 ,因而 有 i* ;二 一 j* i=k,j*k 
= —k + j=i,k e i= —ik= j, 这 种 记 
法 ,后 来 与 前 述 向 量 记 法 相 结合 : 印 
BIRTHE i jk RRE RRF, F 
写 时 加 上 箭头 ,并 把 系数 (坐标 ) 写 
到 前 面 :po 一 xi 十 好 十 专 或 p 一 x i+ 


y itz k ,就 是 现代 用 法 。 
向 量 积 符号 (Signs for pro- 
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ducts of vectors) 哈密 顿 认为 两 
个 向 量 只 有 一 个 积 pp , 它 是 一 个 四 
元 数 并 且 是 两 部 分 的 和 ,用 四 元 数 
Sm 表示 数量 部 分 而 用 四 元 数 ruv 表 
示 向 量 部 分 。 格 拉 斯 曼 把 向 量 的 积 
分 为 “内 积 ?或 数量 积 ( 相 当 于 哈密 
顿 的 So 和 ”外 积 ? 或 向 量 积 ( 相 当 
于 哈密 顿 的 Fw)。1846 年 ,他 把 数 
量 积 记 为 ax5，1862 年 又 改 为 
[4| 刀 ;同时 ,他 把 向 量 积 记 为 Cww]。 

最 先 用 w 表示 向 量 积 是 索 莫 
夫 (1907 年 ), 吉 布 斯 把 数量 积 称 为 
“点 积 ? 并 记 为 *， > 他 还 用 xxz K 
示 向 量 积 ,这 种 用 法 一 直流 行 到 现 
在 ,注意 把 向 量 改 为 现代 记号 :u 或 
2“ 即 可 。 洛 伦 兹 把 数量 积 记 为 (+ 


2)、 向 量 积 记 为 Lu. ol FAFA 
1903 年 记 内 积 为 (uw、v), 现 在 也 常 
应 用 ,对 应 的 向 量 积 记 为 Luyo]。 


“因为 "和 “所 以 ”符号 (Signs 
for “therefore” and “because”) 
最 先 用 符号 表示 “所 以 ”的 是 雷 
E, fE 1659 年 的 一 本 代数 书 中 用 
“..” 和 “* "两 种 符号 表示 “所 以 ”， 
eo "用 得 多 些 。 在 该 书 1668 年 的 英 
译本 中 也 用 这 两 种 符号 表 “ 所 以 ”， 
HH ”用 得 多 些 。1706 年 ,琼斯 用 
“… ”表示 “所 以 "。 在 18 世纪 中 
“… "用 于 表 “ 所 以 至少 与 ”用 得 
一 样 多 。 
18 世纪 没有 人 用 “… ”表示 “ 因 
为 ”,1805 年 英国 出 版 的 一 本 《大 众 
数学 手册 》 中 首次 用 “'“ ”表示 “ 因 
为 ”, 但 远 没 有 “.…. ” 表 “ 所 以 ”用 得 屠 
样 广 , 在 剑桥 大 学 1827 年 出 版 的 欧 
几 里 得 的 《4 几何 原本 》 中 用 “*“” 表 
“因为 ”, 同 时 用 “.… ?表示 “所 以 ”这 
种 用 法 日 益 流行 ,直到 现在 。 
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= $ 4 ff [n] X (problem of 
trisection of an angle) W Æ% Hs 
几何 作 图 三 大 问题 之 一 ,即将 任意 
一 个 角 进 行 三 等 分 。 起 源 于 求 作 正 
多 边 形 一 类 的 问题 ,其 难处 在 于 作 
图 使 用 工具 的 限制 。 古 希腊 人 要 求 
几何 作 图 只 许 使 用 直 尺 (没有 刻度 ， 
只 能 作 直线 的 尺 ) 和 圆规 。1837 年 
法 国 数学 家 旺 策 尔 第 一 个 证 明了 三 
等 分 角 问 题 是 这 种 尺 规 作 图 的 不 可 
能 问题 。 但 如 果 放宽 作 图 工具 的 限 
制 , 该 问题 还 是 可 以 解决 的 。 在 古 希 
腊 三 等 分 角 问 题 被 归结 为 求 “ 斜 向 ” 
或 “倾角 ”问题 。 利 用 已 发 现 的 平面 
曲线 ,可 以 有 多 种 解决 方法 。 希 皮 亚 
斯 构造 的 割 圆 曲线 不 仅 可 以 三 等 分 
角 , 而 且 可 以 任意 等 分 角 , 尼 科 米 迪 
斯 发 现 的 蚌 线 也 能 解决 三 等 分 角 问 
题 。 阿 基 米 德 创立 的 方法 被 称 为 最 
简单 的 方法 ,他 利用 只 有 一 点 标记 
的 直 尺 和 圆规 ,巧妙 地 解决 了 这 一 
问题 .此 外 , 帕 波 斯 曾 对 两 种 圆锥 曲 
线 解 三 等 分 角 问 题 的 方法 做 了 证 
明 ,并 推广 了 已 有 的 结果 .还 有 许多 
数学 家 从 实用 角度 出 发 创立 了 一 些 
近似 作 图 法 ,而 且 可 以 求 到 任意 精 
ME. 三 等 分 角 问 题 以 表述 简明 而 
道理 深究 成 为 人 们 长 期 从 事 的 课 
题 ,对 它 的 深入 研究 导致 许多 作 图 
方法 的 发 现 和 作 图 工具 的 发 明 。 

倍 立 方 体 问题 (problem of 
duplication of a cube) ”上古 希腊 
几何 作 图 三 大 问题 之 一 , 即 求 作 一 


立方 体 ,使 其 体积 是 一 已 知 立方 体 
的 两 倍 。 该 问题 起 源 于 两 个 希腊 神 
话 传 说 ,一 个 说 鼠疫 袭击 提 洛 岛 ( 爱 
春海 上 小 岛 ), 一 预言 者 宣称 已 得 到 
神 的 论 示 , 需 将 立方 形 的 阿波 罗 妹 
坛 体 积 加 倍 ,瘟疫 方 能 停息 ; 另 一 个 
说 充 里 特 王 米 诺 斯 为 儿子 修 坟 , 命 
令 将 原来 设计 的 立方 形体 积 加 倍 ， 
但 仍 保持 立方 体形 状 。 两 个 传说 都 
表明 倍 立方 体 问题 起 源 于 建筑 的 需 
要 。 它 成 为 难题 的 原因 是 作 图 工具 
的 限制 , 古 希腊 人 强调 几何 作 图 只 
能 用 直 尺 (没有 刻度 ,只 能 作 直 线 的 
尺 ) 和 圆规 。1837 年 法 国 数学 家 旺 
策 尔 证 明了 倍 立方 问题 是 尺 规 作 图 
不 可 能 问题 ,但 如 果 放 宽 作 图 工具 
的 限制 ,这 一 问题 是 可 以 解决 的 , 古 
希腊 数学 家 、 天 文学 家 希 波 克 拉 底 
首先 将 倍 立方 问题 归结 为 求 两 个 已 
知 线段 的 比例 中 项 问题 。 设 两 已 知 
线段 为 a 与 24, 其 比例 中 项 为 x、y， 
Bl a: z—z: y=y : 2c, 则 有 zs 一 2a3 
或 六 二 2z’。 许多 希腊 数学 家 沿 着 这 
一 方向 解决 了 倍 立方 问题 .例如 , 毕 
达 哥 拉 斯 学 派 的 阿尔 希 塔 斯 用 
柱 、 圆 环 和 圆锥 曲面 相交 的 方法 求 
出 任意 两 线段 的 比例 中 项 ; 门 奈 赫 
莫 斯 利用 圆锥 截 线 求 出 比例 中 项 ; 
尼 科 米 迪 斯 利用 蚌 线 求解 等 等 。 其 
中 较为 简便 实用 的 方法 是 用 直角 尺 
求 得 比例 中 项 ,后 人 将 它 称 为 柏 拉 
图 方法 。 倍 立方 问题 的 研究 促进 了 
圆锥 曲线 理论 的 建立 和 发 展 。 
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化 较为 方 问题 problem of 
quadrature of a circle) i; 35 fl JL 
何 作 图 三 大 问题 之 一 , 即 求 作 一 正 
方形 ,使 其 面积 等 于 一 已 知 圆 。 是 历 
史上 最 能 引起 人 们 强烈 兴趣 的 问题 
之 一 。 早 在 公元 前 5 世纪 就 有 许多 
人 研究 它 ,希腊 语 中 其 至 有 一 个 专 
门 名 词 表 示 “ 献 身 于 化 圆 为 方 问 
题 ". 其 难度 在 于 作 图 只 许 使 用 直 尺 
(没有 刻度 ,只 能 作 直线 的 尺 ) 和 图 
规 这 两 种 工具 ,相当 于 用 尺 规 作出 
AER x 的 值 。 化 圆 为 方 问题 最 早 
的 研究 者 是 安 纳 萨 戈 拉 斯 ,可 惜 他 
的 结果 失传 了 。 智 人 学 派 的 安 莫 丰 
设想 从 圆 内 接 正 方形 开始 ,用 逐次 
加 倍 边 数 的 方法 化 圆 为 方 ,成 为 穷 
竭 法 的 先驱 。 同 时 代 的 布 里 松 考虑 
用 圆 内 接 与 外 切 正 多 边 形 同 时 加 倍 
边 数 再 近 圆 周 的 方法 化 圆 为 方 ,是 
阿 基 米 德 割 圆 术 的 雏形 。 另 一 学 者 
希 皮 亚 斯 构造 了 一 条 制 圆 曲线 来 三 
等 分 角 , 后 人 发 现 它 可 以 用 来 化 加 
为 方 .此 外 , 希 波 克拉 底 曾 将 化 圆 为 
方 归 为 化 由 圆 驮 构成 的 月 牙 形 为 方 
的 问题 ; 阿 基 米 德 采用 他 的 螺 线 化 
圆 为 方 等 等 。 但 所 有 这 一 切 或 者 在 
理论 上 缺乏 严密 性 ,或 者 作 图 方法 
超出 了 尺 规 的 限制 。1882 年 德国 数 
学 家 林 德 曼 证 明了 圆周 率 < 是 超越 
数 ,同时 证 明了 化 圆 为 方 是 尺 规 作 
图 不 可 能 问题 ,解决 了 两 千年 的 县 
案 . 如 果 放 宽 作 图 工具 的 限制 , 则 可 
有 多 种 方法 解决 这 一 问题 (例如 上 
述 的 希 皮 亚 斯 和 阿 基 米 德 的 方法 )， 
其 中 较为 巧妙 的 方法 是 文艺 复兴 时 
期 的 著名 学 者 达 芬 奇 设 计 的 :用 一 
个 底 与 已 知 圆 相等 ,高 为 已 知 圆 半 
径 之 半 的 圆柱 在 平面 上 滚动 一 周 ， 


所 得 矩形 面积 等 于 已 知 圆 面积 ,再 
将 和 矩形 化 为 等 积 的 正方 形 即 可 。 化 
圆 为 方 问题 的 研究 促使 人 们 开始 用 
科学 的 方法 计算 圆周 率 < 的 值 ( 参 
见 曾 周 率 ), 对 穷竭 法 等 科学 方法 的 
建立 产生 直接 影响 。 

阿 基 米 德 群 牛 问 题 (Arch- 
imedes’ cattle 一 problem) 公 元 前 
3 世纪 下 半 叶 古 希腊 科学 家 阿 基 米 
德 在 论著 ¢ 群 牛 问 题 》 中 记载 的 问 
题 。 原 文 用 诗句 写成 ,大 意 是 :西西 
里 岛 草原 上 有 一 大 群 牛 ,公牛 和 母 
ERA 4 种 颜色 。 设 厂 、.X 了 .2 分 
别 表示 白 . 黑 . 黄 、 花 色 的 公牛 数 ， 
ws yz 分 别 表示 这 白 . 黑 .黄花 色 
的 母 牛 数 ,要 求 有 二 (7-3 )x 

1,1 


十 ,和 一 (本 十 言 )2 十 了 ,2 一 
1 1 


(t )memr m (RR) 


(Xto) am (E+E) Ha, 
(T+) + y)，， = 
(d -)oreo. wx- EF 
X ( 数 ), 了 十 z= 三 角 数 
(Ht,m 为 正 整数 )。 求 各 种 


颜色 牛 的 数目 .有 人 指出 ,该 问题 大 
概 早已 存在 , 阿 基 米 德 只 是 重新 研 
究 而 已 ,也 有 人 认为 , 附 有 最 后 两 个 
条 件 的 完整 叙述 始 于 阿 基 米 德 。 即 
使 没有 最 后 两 个 条 件 , 群 牛 问题 的 
最 小 正 数 解 也 达 几 百 万 到 上 千 万 ， 
而 最 后 两 个 条 件 中 的 正方 形 数 又 有 
两 种 解释 :一 种 是 W+ X= m, ( 因 
为 牛 的 身长 与 体 宽 不 一 样 , 排 成 正 
方形 后 两 个 边 牛 的 数目 不 一 样 ) 称 
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为 “ 较 简 问题 ”求解 后 牛 的 总 数 近 
6 万 亿 , 另 一 种 为 Wo Xe dE 5 
宽 的 数目 相等 ), 称 为 “完全 问题 ” 
1880 年 阿 姗 托 尔 给 出 一 种 解答 , 导 
致 二 元 二 次 方程 一 dw?=1, 因 4 的 
值 就 达 400 多 万 亿 , 所 以 完全 问题 
的 最 小 解 中 牛 的 总 数 已 超过 20 多 
万 位 的 数 。 可 见 阿 基 米 德 当时 未 必 
解 出 过 这 个 问题 , 它 的 叙述 与 实际 
情况 也 是 不 相符 的 。 历 史上 对 这 一 
问题 的 研究 丰富 了 初等 数论 的 内 
容 。 
阿波 罗 尼 奥 斯 问 题 (Apo- 
Honius? problem) 公元 前 3 世纪 
下 半 叶 十 希腊 数学 家 阿波 罗 尼 奥 斯 
提出 的 几何 作 图 问题 。 载 于 他 的 著 
作 《 论 接触 } 中 。 原 书 已 失传 ,公元 4 
世纪 学 者 帕 波 斯 记载 了 其 中 提出 的 
一 个 作 图 问题 : 设 有 3 个 图 形 ,可 以 
是 点 .直线 或 圆 , 求 作 一 圆通 过 所 给 
的 点 (如 果 3 个 图 形 中 包含 点 的 话 ) 
并 与 所 给 直线 或 圆 相 切 。 共 有 10 种 
可 能 情形 ,其 中 最 著名 的 是 : 求 作 一 
圆 与 3 个 已 知 圆 相 切 , 常 称 为 阿波 
罗 尼 奥 斯 问 题 。 据 说 阿波 罗 尼 奥 斯 
本 人 解决 了 这 一 问题 ,可 惜 结果 没 
有 流传 下 来 。1600 年 法 国 数学 家 韦 
达 在 一 篇 论著 中 应 用 了 两 个 图 相似 
中 心 的 欧 几 里 得 解法 ,通过 对 每 一 
种 特殊 情况 的 讨论 ,严格 陈述 了 该 
问题 的 解 。 后 来 牛顿 、 蒙 日 ,高 斯 等 


许多 数学 家 都 对 这 一 问题 进行 过 研 ， 


究 ,得 到 多 种 解决 方法 。 其 中 以 法 国 
数学 家 热 尔 岗 约 1813 年 给 出 的 解 
法 较 有 代表 性 。 他 先 画 出 各 已 知 圆 
的 等 矫 心 与 相似 轴 , 然 后 确定 与 已 
知 圆 有 关 的 极点 ,最 后 得 到 所 求 圆 
与 已 知 圆 的 切 点 。 以 上 所 说 都 是 通 


常 的 尺 规 作 图 法 。 如 果 放宽 作 图 条 
件 限 制 , 则 有 多 种 简捷 的 解法 ,例如 
解析 几何 的 方法 , 反 演变 换 的 方法 
等 。 
孙子 问题 (Sun Zi's problem) 
中 国 古 代 约 公元 3 世纪 成 书 的 
《孙子 算 经 }》 中 记载 的 问题 ,是 原 书 
卷 下 第 26 题 ,“ 今 有 物 不 知 其 数 , 二 
三 数 之 剩 二 ;五 五 数 之 剩 三 ;七 七 数 
之 剩 二 , 问 物 几何 ? 答 日 :一 十 三 ”。 
用 现代 符号 表示 为 No2 (mod32— 
3 (mod5) 2 (mod?) ,其 最 小 正 数 解 
是 23.《 孙 子 算 经 ) 中 给 出 了 它 具体 
解法 ,其 中 关键 的 步 双 是“ 凡 三 三 
数 之 剩 一 , 则 置 七 十 ;五 五 数 之 剩 
置 十 五 .因此 可 设 六 =70X2 十 21 
X3 十 15X2 一 2X105 王 23。 原 题 及 
其 解法 中 的 3、.5、7 后 来 叫 “ 定 母 ” 
70、21.15 叫 “ 乘 数 ”. 求 乘 数 的 方法 
在 《孙子 算 经 》 中 没有 说 明 , 直到 
1247 年 宋代 数学 家 秦 九 韶 在 《 数 术 
九 章 ) 中 才 给 出 具体 求法 .分 析 一 下 
乘 数 ,70 是 5 与 7 最 小 公 倍 数 的 2 倍 ， 
21、15 分 别 是 3 与 7,3 与 5 最 小 公 倍数 
的 1 倍 。. 这 2、1、1 的 倍数 秦 九 韶 称 为 
“ 乘 率 ”, 求 出 乘 率 ,就 可 以 知道 乘 
数 .《 数 书 九 章 》 给 出 求 乘 率 的 方法 ， 
称 之 为 “大 衍 求 一 术 ”。 1874 年 清 代 
数学 家 黄 宗 宪 发 现 了 求 乘 率 简 法 ， 
使 “ 求 一 术 ” 广 证 流传 。 在 西方 与 4 孙 
子 算 经 ?同类 的 算法 最 早 见 于 1202 
年 意大利 数学 家 斐 波 那 契 的 《算盘 
书 》 同 样 没有 证 明 。 而 与 秦 九 韶 “ 求 
一 术 ” 同 类 的 算法 直到 1801 年 才 出 
现 于 高 斯 的 《算术 探究 ) 中 。1852 年 
英国 传教 士 伟 烈 亚 力 最 早 将 “大 衍 
求 一 术 ” 介 绍 到 西方 ,使 中 国 独特 的 
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古老 算法 开始 为 欧洲 人 所 知 。 现 在 
一 般 数 论 书 中 将 满足 同 余 式 组 数 的 
存在 及 特性 称 为 “中 国 剩余 定理 ?或 
“孙子 定理 ”。 和 孙子 问题 的 算法 名 称 
很 多 ,宋代 周密 称 为 “ 鬼 谷 算 ”“ 隔 
墙 算 ”。 宋 代 杨 辉 (1275) 称 为 “秦王 
瞳 点 兵 "“ 前 管 术 ”, 明 代 程 大 位 叫 
它 “ 物 不 知 总 ”>“ 韩 信和 点 兵 ", 并 在 
《算法 统 宗 》(1592) 中 将 孙子 算法 编 
成 歌 决 ,推动 了 该 算法 的 普及 。 

百 鸡 问题 (problem of a hun- 
dred chickens) 中国 古 代 约 5—6 
世纪 成 书 的 《 张 印 建 算 经 ) 中 记载 的 
问题 ,是 原 书卷 下 第 38 题 , 也 是 全 
书 的 最 后 一 题 :“ 今 有 鸡 癸 一 , 直 钱 
五 ; 鸡 母 一 , 直 钱 三 ; 鸡 挫 三 , 直 钱 
一 。 几 百 钱 买 鸡 百 只 , 问 鸡 箱 、 母 ,和 锥 
各 几何 ? 答 召 : 鸡 癸 四, 直 钱 二 十 ; 鸡 
母 十 八 , 直 钱 五 十 四 ; 鸡 骏 七 十 八 ， 
直 钱 二 十 六 。 又 答 : 鸡 翁 八 , 直 钱 四 
十 ; 鸡 母 十 一 , 直 钱 三 十 三 , 鸡 锥 和 八 
十 一 , 直 钱 二 十 七 ,又 答 ; 鸡 癸 十 二 ， 
直 钱 六 十 ; 鸡 母 四 , 直 钱 十 二 ; 鸡 难 
八 十 四 , 直 钱 二 十 八 .” 该 问题 导致 
三 元 不 定 方程 组 ,其 重要 之 处 在 于 
开创 一 问 多 答 的 先例 ,这 是 过 去 中 
国 古 算 书 中 所 没有 的 。 原 书 没有 给 
出 解法 ,只 说 “ 术 日 ; 鸡 全 每 增 四 , 鸡 
母 每 减 七 , 鸡 锥 每 益 三 , 即 得 .” 即 如 
果 少 买 7 只 母 鸡 ,就 可 多 买 4 只 公 
鸡 和 3 只 小 鸡 。 所 以 只 要 得 出 一 组 
答案 ,就 可 以 推出 其 余 二 组 答案 。 中 
E: RETE EE ECEESE RUE 
凤 注 释 该 书 时 都 没 给 出 解法 ,只 有 
约 6 世纪 的 算 学 家 谢 察 微 记述 过 一 
种 不 其 正确 的 解法 。 到 了 清 代 。 研 
究 百 鸡 术 的 人 渐 多 ,1815 年 骆 腾 风 
使 用 大 衍 求 一 术 解 决 了 百 鸡 问题 。 


1874 年 丁 取 上 忠 创 用 一 个 简易 的 算 
术 解 法 。 在 此 前 后 时 日 醇 ( 约 1870) 
推广 了 百 鸡 问 题 , 作 《 百 鸡 术 入 ,从 
此 百 鸡 问题 和 百 鸡 术 才 广 为 人 知 。 
百 鸡 问题 还 有 多 种 表述 形式 ,如 百 
WEER HRSA. RAER 
书 内 有 类 似 问题 ,中 古 时 近东 各 国 
也 有 相仿 问 题 流 传 。 例 如 印度 算 书 
和 阿拉 伯 学 者 艾 布 卡 米 勒 的 著作 内 
都 有 百 钱 买 百 禽 的 问题 , 且 与 4 张 邱 
建 算 经 ;) 的 题目 几乎 全 同 。 

莲花 问题 (problem of lotus 
flower) JNPERf EI ED BE dr 
约 公元 600 年 的 数学 家 婆 什 迦 罗 第 
一 提出 的 问题 。 记 载 于 他 的 著作 《 阿 
耶 波多 历 书 注释 》 中 .。 原 题 为 :“ 一 个 
高 出 水 面 1/4 腕 尺 ( 一 种 古 时 长 度 
单位 ?的 茵 (和 荷 ) 花 在 距 原 地 2 RES 
处 正好 漫 入 水 中 , 求 莲 花 的 高 度 和 
水 的 深度 ”到 12 世纪 ,印度 另 一 位 
著名 数学 家 效 什 迎 罗 第 二 在 他 
的 名 著 《 丽 罗 娃 提 }》 中 重新 闻 述 了 这 
一 问题 ,只 将 高 出 水 面 的 1/4 尺 改 
为 1/2 尺 , 并 用 歌谣 的 形式 记载 下 
来 。 从 此 莲花 问题 大 显 于 世 , 成 为 几 
何 定理 应 用 的 典型 问题 之 一 。14 t 
纪 印 度 另 一 位 数学 家 纳 拉 亚 请 也 在 
著作 中 记述 过 类 似 的 问题 。 从 历史 
上 看 ,最 早 记载 这 类 问题 的 是 中 国 
上 古 算 书 《 九 章 算 术 》, 约 成 书 于 纪元 
前 后 。 其 中 第 九 章 题 6 叙述 如 下 : 
"A78 TR Jr —3b ,茂生 其 中 央 , 出 水 
一 尺 引 苇 赴 岸 , 适 与 岸 齐 . 问 水 深 、 
蕊 长 各 几何 ?” 问 题 显然 是 类 似 的 ， 
只 是 中 国 题 中 是 称 为 苇 的 芦 革 , 印 
度 题 中 是 叫 莲 莲 的 荷花 ,而 所 列 数 
据 随从 本 国度 量 单位 而 有 差异 。 因 
此 数学 史家 认为 这 是 中 印 古 文化 交 
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流 的 结果 。 中 国 后 来 的 古 算 书 也 有 
很 多 类 似 的 题目 ,如 《 张 印 建 算 经 》 
(5 一 6 世纪 ) 卷 上 13 题 ,《 四 元 玉 
鉴 )(1303) 卷 中 之 六 ,《 算 法 统 宗 》 
(1593) 卷 8 等。 其 中 《四 元 玉 鉴 还 
是 用 歌谣 体 给 出 的 题 述 。《 九 章 算 
术 》 及 后 世 算 书 都 给 出 了 该 题 的 解 
ik. [Hp RO BEAR PUR E 
定理 的 应 用 题 ,而 印度 的 莲花 问题 
则 是 圆 内 相交 弦 性 质 的 应 用 题 。 此 
外 阿拉 伯 数 学 家 阿尔 卡 西 在 (算术 
之 尺 光 1427) 中 给 出 类 似 的 “ 予 立 水 
中 ”题目 。16 世纪 英国 算 书 中 也 有 
“芦苇 立 于 圆 池 ? 的 类 似 题目 。 
斐 波 那 契 免 子 问题 
C(Fibonacci's rabbit problem ) 
公元 前 13 世纪 意大利 数学 家 斐 波 
那 契 提出 的 一 个 问题 ,记载 于 他 的 
名 著 《 算 盘 书 》(1202)1228 年 的 修 
订 本 中 。 原 题 为 , 某 人 有 一 对 免 子 饲 
养 在 围墙 中 ,如 果 它 们 每 个 月 生 一 
对 兔子 , 且 新 生 的 兔子 在 第 二 个 月 
后 也 是 每 个 月 生 一 对 兔子 , 问 一 年 
后 围墙 中 共有 和 多少 对 兔子 。 斐 波 那 
契 在 原 书 中 对 此 作 了 分 析 : 第 一 个 
月 是 最 初 的 一 对 兔子 生 下 一 对 免 
子 , 围 墙 内 共有 两 对 兔子 ,第 二 个 月 
仍 是 最 初 的 一 对 兔子 生 下 一 对 锡 
子 , 共 有 3 对 兔子 。 到 第 三 个 月 除 最 
初 的 兔子 新 生 一 对 兔子 外 ,第 一 个 
月 生 的 兔子 也 开始 生 免 子 , 因 此 共 
有 5 对 兔子 。 继 续 推 下 去 ,第 12 个 
月 时 最 终 共有 377 对 兔子 。 书 中 还 
提出 ,每 个 月 的 兔子 总 数 可 由 前 两 
个 月 的 兔子 数 相 加 而 得 。 该 问题 因 
新 颖 马 妙 ,引起 人 们 的 广泛 兴趣 , 许 
多 数学 家 对 它 进 行 了 研究 。 现 在 称 
级 数 {w)}:1,1,2,3,5,8,13,21,34， 


t Cnst = Hu A 3 波 那 契 级 
数 , 据 载 是 由 19 直 纪 法 国 数学 
家 吕 卡 首先 命名 的 。1680 年 意大利 
一 一 法 国学 者 卡 西 尼 发 现 该 级 数 的 
重要 关系 式 w+a 1 一 ww? 二 (一 1)"。 
1730 年 法 国 数学 家 棣 莫 弗 给 


出 其 通 项 表达 式 = = 
^, 


(G8) - (73) ] 


19 世纪 初 男 一 位 法 国 数学 家 比 内 
首先 证 明 这 一 表达 式 , 现 在 称 之 为 
比 内 公式 。 斐 波 那 契 数列 是 一 种 特 
殊 的 线性 递归 数列 , 它 在 数学 的 许 
多 分 支 中 有 广泛 应 用 。1963 年 美国 
还 创刊 一 种 专门 研究 它 的 杂志 , 称 
X GEWOBS E TID. 

合理 分 配 赌注 癌 题 (problem 
of rational division of stakes) 
亦 称 " 点 的 问题 ?或 “得 分 问题 ”。 最 
早 由 意大利 数学 家 帕 乔 利于 1494 
年 提出 ,16 世纪 中 期 的 卡尔 达 诺 和 
塔 尔 塔 利 亚 等 人 也 讨论 过 这 类 问 
题 。 一 般 表述 为 :一 场 赌博 因 故 中 
断 , 已 知 两 个 赌 者 当时 的 赌 分 及 赢 
得 赌博 所 需 点 数 , 求 赌 金 该 如 何 分 
配 。17 世纪 中 叶 法 国人 梅 雷 向 数学 
家 帕斯卡 重 提 这 类 问题 ,引起 帕 斯 
卡 与 另 一 数学 家 费 马 在 1654 年 7 
月 至 10 月 间 的 通信 讨论 ,数学 史上 
称 这些 通 信和 为 最 早 的 概率 论文 献 。 
他 们 研究 的 问题 有 :两 个 赔 徒 各 出 
32 个 金币 ,约定 先 赢 三 局 为 胜 。 如 
果 其 中 甲 赢 了 二 局 , 乙 赢 了 一 局 时 
中 断 , 赌 金 如 何 分 配 ; 如 果 甲 赢 了 二 
局 , 乙 一 局 未 赢 或 甲 赢 了 一 局 , 乙 一 
局 未 赢 时 , 财 金 又 如 何 分 配 。 帕 斯 卡 
用 纯 算 术 的 方法 , 费 马 用 组 合 方法 
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都 得 到 正确 解答 。 费 马 区 分 了 独立 
概率 事件 和 条 件 概率 事件 ,还 讨论 
T 3: — Wide 4E SB kART 
FEAR BILE H3 Tf Y. 12: 18 8 E iz EG 
例 , 甚 至 应 用 了 zz 重 伯 努 利 试验 的 
思想 。 帕 斯 卡 则 进一步 提出 了 三 个 
赌 徒 间 分 配 赌 金 的 问题 。 1657 ER 
兰 科学 家 惠 更 斯 在 此 基础 上 洪 心 钼 
研 ,写成 了 《 论 赌博 中 的 计算 ) 一 书 ， 
第 一 次 提出 数学 期 望 的 概念 ,成 为 
概率 论 的 较 早 论著 。 赌 金 分 配 问 题 
被 认为 是 概率 论 的 科学 起 源 ,到 
1713 年 雅 各 布 。 伯 努 利 的 《 猜 度 
术 》 出 版 后 ,概率 论 已 成 为 数学 科学 
的 一 个 分 支 了 。 

TF XR BE £x (5) Ej (problem of 
brachistochrone) 分 析 学 中 的 一 
个 基本 问题 ,1630 年 由 意大利 科学 
家 伽利略 提出 “一 个 质点 在 重力 作 
用 下 ,从 一 个 给 定点 到 不 在 它 垂 直 
下 方 的 另 一 点 ,如 果 不 计 摩 擦 力 , 问 
沿 着 什么 曲线 滑 下 所 需 时 间 最 短 。 
伽利略 给 出 一 个 错误 解答 ,说 这 曲 
线 是 圆 。1696 年 瑞士 数学 家 约翰 
伯 努 利 重 新 提出 这 一 问题 征求 解 
答 ,第 二 年 已 有 许多 数学 家 通过 各 
种 途径 得 到 正确 答案 ,其 中 包括 牛 
顿 . 莱 布 尼 兹 、 洛 必 塔 和 伯 努 利家 族 
的 成 员 。 其 答案 是 连接 这 两 个 点 上 
目的 唯一 一 段 旋 轮 线 。 旋 轮 线 与 
1673 年 荷兰 科学 家 囊 更 斯 讨论 的 
摆 线 是 相同 的 。 由 于 钟表 摆 锤 作 一 
次 完全 摆动 所 用 时 间 相 等 , 因此 摆 
线 ( 旋 轮 线 ) 又 称 为 等 时 曲线 。 最 速 
降 线 问 题 引 起 数学 家 对 这 类 极 值 问 
题 的 关注 。 大 数学 家 欧 拉 从 1726 年 
起 开始 发 表 有 关 问 题 的 论著 ,1744 
年 最 先 给 出 这 类 问题 的 普遍 解法 ， 


引起 变 分 法 这 一 新 数学 分 支 的 产 
生 。 

三 体 问 题 problem of three 
bodies) 起 源 于 天 体力 学 的 一 个 
重要 问题 .在 数学 上 的 令 述 为 :假设 
具有 任意 质量 m 的 三 个 质点 pi(z;， 
gi 22 (i 二 1,2,3), 按 照 牛 顿 运动 
定律 运动 , 则 研究 其 运动 方程 
Ëw; 


mi wi 


Ww, 
casio b2 3 w—xsysU 


= 2mm, K 是 万 有 引力 常数 


ry 


A Gi 4-x)2*-- Cyi- y)? H (i —z)* 

的 问题 称 为 三 体 问题 。 最 常 讨论 的 
具体 模型 是 太阳 、 地 球 和 月 球 。17 
世纪 英国 科学 家 和 牛顿 对 此 做 出 开创 
性 工作 ,1687 年 最 先 将 三 体 问题 的 
摄 动 理论 应 用 于 月 球 的 运动 。 其 后 
三 体 问题 及 其 推广 的 多 体 问 题 的 求 
解吸 引 了 众多 数学 家 的 注意 。 一 般 
集中 在 两 个 方面 的 研究 :一 是 导出 
运动 的 定理 ,二 是 求 方程 的 近似 解 。 
摄 动 理论 的 建立 就 是 第 二 方面 的 成 
TR. BEbr. DOE BH B 、. 拉 普 拉 斯 等 人 
对 此 都 有 贡献 , 拉 格 朗 日 还 于 1772 
年 给 出 三 体 问题 的 一 些 特殊 周期 
解 .1877 年 美国 数学 家 希 尔 又 找到 
新 的 周期 解 ,创立 周期 系数 的 线性 
齐 次 微分 方程 的 数学 理论 。1885 年 
法 国 数学 家 庞 加 莱 完 善 了 希 尔 的 工 
作 ,发 展 起 微分 方程 的 定性 理论 .时 
至 今日 ,一体 问题 和 二 体 问 题 已 完 
全 解决 ,三 体 问题 和 三 体 以 上 的 多 
体 问题 不 能 完全 解 出 。 此 外 ,假定 第 
三 体 的 质量 为 零 ,对 其 他 两 个 具有 
有 限 质 量 的 物体 运动 没有 任何 影 
响 ,而 且 后 两 个 物体 围绕 着 重心 作 
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匀速 圆周 运动 ,这 种 情形 被 称 为 限 
制 三 体 问题 。 对 它 的 周期 解 有 许多 
重要 结果 。 

等 周 问题 Cisoperimetric prob- 
lem) 分 析 学 中 的 一 个 基本 问题 。 
当 曲 线 的 周 长 或 曲面 的 表面 积 相等 
时 , 求 其 所 围 面积 或 体积 为 最 大 时 
的 曲线 和 曲面 。 这 一 问题 也 叫 古 典 
等 周 问题 或 特殊 等 周 问题 。 它 起 源 
于 古 希腊 传说 , 据 载 那 时 希腊 人 已 
知道 曲线 等 周 问题 的 解答 是 圆 。 公 
元 前 180 年 左右 古 希腊 数学 家 芝 诺 
多 罗斯 写 过 一 篇 有 关 等 周 图 形 的 论 
著 , 可 惜 已 失传 ,其 中 若干 命题 被 公 
元 4 世纪 的 学 者 帕 波 斯 记载 ,得 以 
保存 。1697 年 瑞士 数学 家 雅 各 布 
伯 努 利 重 提 等 周 问题 ,将 它 纳入 分 
析 学 中 曲线 和 求 极 值 的 范畴 中 讨 
论 , 由 此 引起 变 分 学 的 发 展 。 欧 拉 、 
拉 格 朗 日 . 勒 让 德 等 人 对 此 做 出 贡 
献 。1838 一 1842 年 瑞士 数学 家 施 秦 
纳 在 假定 极 大 性 存在 的 前 提 下 用 综 
合 方法 证 明了 :在 具有 一 定 周 长 的 
所 有 平面 图 形 中 ,圆周 包围 着 最 大 
的 面积 。 他 还 证 明了 在 具有 一 定 周 
长 的 所 有 三 角形 中 ,等 边 三 角形 具 
有 最 大 的 面积 。1870 年 德国 数学 家 
外 尔 斯 特 拉 施 用 变 分 法 证 明了 极 大 


性 的 存在 。 一 般 来 说 , 在 积分 什 
[eere tti 


REZE Í Flep )dz 为 最 大 的 


曲线 c : y 二 y(z) 这 一 条 件 的 变 分 问 
题 , 称 为 广义 等 周 问题 .此 外 等 周 问 
题 也 常用 图 形 中 各 种 量 之 间 的 不 等 


， 式 来 证 明 。 三 维 的 等 周 问题 解答 是 


球面 ,有 许多 实际 例证 ,被 称 为 平稳 
问题 

a E Etg 
(Königsberg seven bridges prob- 
lem) 18 世纪 初 流传 于 普鲁士 柯 
尼斯 堡 镇 ( 今 苏联 加 里 宁 格 勒 ) 的 一 
个 问题 。 城 内 一 条 河 的 两 支流 绕 过 
一 个 岛 , 有 七 座 桥 横 跨 这 两 支流 。 问 
一 个 散步 者 能 否 走 过 每 一 座 桥 , 而 
且 每 座 桥 只 走 过 一 次 。1736 年 欧 拉 
圆满 地 解决 了 这 一 问题 ,证 明 这 种 
方法 是 不 存在 的 。 他 将 实际 问题 抽 
象 为 平面 上 的 点 与 线 的 组 合 ,每 一 
座 桥 视 为 一 条 线 , 桥 所 连接 的 地 区 
视 为 点 ,这 样 如 果 从 某 一 点 出 发 最 
后 再 回 到 这 一 点 的 话 , 则 连接 这 一 
点 的 线 数 必 须 是 偶数 。 欧 拉 最 后 给 
出 任意 一 种 河 一 一 桥 图 能 否 全 部 走 
一 次 的 判定 法 则 ， 即 如 果 通 奇数 应 
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桥 的 地 方 不 止 两 个 ,满足 要 求 的 路 
线 不 存在 ;如 果 只 有 两 个 地 方 通 奇 
数 座 桥 , 则 可 从 其 中 任 一 地 出 发 找 
到 所 要 求 的 路 线 ; 如 果 没 有 一 个 地 
方 通 奇 数 座 桥 , 则 从 任 一 地 出 发 ,所 
求 的 路 线 都 能 实现 ,他 还 说 明了 怎 
样 快速 找到 所 要 求 的 路 线 。 欧 拉 的 
论文 在 圣彼得堡 科 学 院 作 了 报告 ， 
成 为 图 论 历史 上 第 一 篇 重要 文献 。 
七 桥 问题 引发 了 后 来 网 络 理论 的 研 
究 , 还 被 认为 是 拓扑 学 理论 的 基本 
应 用 题 ,上 且 对 解决 最 短 邮 路 等 问题 
很 有 帮助 。 

kk B5 [5] RE (problem of honey- 
comb) 由 观察 研究 蜜蜂 房 引出 的 
一 个 问题 :由 怎样 的 三 个 全 等 菱形 
作 顶 盖 封 闲 一 个 正六 楼 柱 ,使 所 得 
立体 在 具有 相同 容积 条 件 下 ,表面 
积 最 小 。 它 最 先 由 18 世纪 法 国 自 然 
哲学 家 雷 奥 米 尔 提 出 ,他 猜测 蓉 
形 的 两 个 角 应 分 别 为 109"28' 和 
70*32', 这 个 数值 是 另 一 个 法 国 天 
文学 家 马 拉 尔 迪 对 蜂 房 实测 后 得 出 
的 。 在 此 之 前 已 有 不 少 学 者 注意 到 
蜂 房 的 奇妙 结构 。 例 如 公元 4 世纪 
初 古 希 腊 的 析 波 斯 认为 六 棱柱 的 梨 
是 最 经 济 的 结构 ;17 世纪 初 德国 天 
文学 家 开 普 勒 断言 蜂 房 的 角 应 与 菱 
形 十 二 面体 的 角 一 致 ,等 等 . 雷 奥 米 
尔 的 猜想 由 瑞士 数学 家 柯 尼 希 证 
实 , 但 他 计算 的 结果 因 所 用 对 数 表 
有 误 而 与 实际 数值 有 两 分 之 差 。 
1743 年 英国 数学 家 马克 劳 林 用 初 
等 方法 进一步 得 到 该 问题 的 解 , 萎 
形 的 钝 角 为 109"28'16"” ,锐角 是 70° 
3144" ,与 实测 一 致 。 后 来 许多 人 又 
给 出 各 种 解法 ,其 中 以 普通 微 积分 
里 求 极 值 的 方法 较 简 单 .此 外 ,每 两 


个 相 毗 连 的 菱形 面 尼 成 一 个 120" 
的 二 面 角 , 每 两 个 棱柱 所 成 的 二 面 
角 显 然 也 是 120"。 蜂 房 问题 是 生物 
现象 启示 人 类 的 典型 例子 ,对 
VCESR BUT MCA SUR TE 


P AI 题 (lattice-point prob- 
lem) 数论 中 的 一 类 重要 问题 , 亦 
称 整 点 问题 。 整 点 是 指 坐标 均 为 整 
数 的 点 。 格 点 问题 是 研究 一 些 特殊 
区 域 或 一 般 平面 区 域 上 格 点 ( 整 点 ) 
的 个 数 。 它 起 源 于 两 种 特殊 情形 ,一 
是 求 以 原点 为 中 心 ,半径 为 x 的 
圆 上 的 格 点 数 4(z) ,显然 有 AGO 一 


Dr, AP ra E Hr =n 
Es 


的 全 体 整数 解 的 个 数 。18 世纪 法 
国 数学 家 高 斯 证 明了 Ala) = nt 


OG z ) ,问题 转 为 求 使 余 项 估计 
0(z”) 成 立 的 4 的 下 确 界 a 的 问题 ， 
称 为 圆 内 格 点 问题 或 高 斯 加 问题 。 
ZERE wxiz.um1.21 所 围 成 
的 闭 区 域 上 的 格 点 数 D(z)。1849 年 
德国 数学 家 狄 利克 雷 证 明了 


D(z) 一 zmz 十 (2c 一 Dz 十 O(w z )， 
其 中 是 欧 拉 常数 ,问题 转化 为 求 
出 使 余 项 估计 0Cx*) 成 立 的 4 的 下 


确 界 9。 因 为 D(z) — Xda, K 
< 


中 a(w) 是 除数 函数 ,所 以 此 种 情形 
也 称 为 狄 利克 雷 除 数 问题 。 利 用 初 
等 方法 ,俄罗斯 数学 家 沃 罗 诺 伊 于 
1903 年 证 明了 61/3; 波 兰 数学 家 
谢 尔 品 斯 基于 1906 年 证 明了 ox 


”1/3。 利 用 较 深 刻 的 分 析 方 法 ,荷兰 


数学 家 范 德 科 皮 特 于 1922 一 1937 
年 证 明了 ox:37/112 和 0«:27/82; 
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英国 数学 家 蒂 奇 马 什 证 明了 I 
15/46; 中 国 数学 家 华罗庚 于 1942 
年 证 明了 s 委 13/40; 陈景润 .孝文 
RT 1963 年 证 明了 ax:12/37,3R 
宗 陶 于 1950 年 证 明了 015/46, 
到 1985 年 苏联 数学 家 科 列 斯 尼克 
和 另 一 数学 家 庄 瓦 克 已 分 别 证 明了 
6 委 139/429 和 ox139/429, 

另 一 方面 ,英国 数学 家 哈代 于 
1916 年 证 明了 a 之 1/4; 英 哈 姆 于 
1940 年 证 明了 % 之 1/4, 故 人 们 猜测 
9 二 a 二 1/4, 但 至 今 未 能 证 明 。 该 间 
题 可 直接 推广 到 多 维 情形 ,例如 球 
内 格 点 问题 .t 维 椭 球 内 的 格 点 问 
WIR k 维 除数 问题 等 。 包 括 中 国 
数学 家 在 内 的 许多 数学 家 对 此 有 研 
究 。 对 一 般 平面 区 域 的 格 点 问题 ， 
1924 年 贾 尔 尼 科 证 明了 长 度 为 工 
的 若 尔 当 闭 曲 线 所 围 面积 为 4, 其 
上 的 格 点 数 设 为 N, 则 有 |N 一 4| 一 
L. 

TEd [a] CWaring’s problem) 

1770 年 英国 数学 家 华 林 提 出 的 
一 个 问题 :任意 正 整 数 都 可 以 表示 
为 不 多 于 4 个 的 平方 数 之 和 ,或 不 
多 于 9 个 的 立方 数 之 和 ,或 不 多 于 
19 个 的 4 次 方 数 之 和 等 等 。 他 认 
为 ,对 任意 给 定 的 整数 £ 宇 2, 必 有 
一 正 整 数 S(b) 存 在 ,使 得 每 个 正 整 
数 必 为 SC 个 非 负 的 下 次 方 数 之 
和 , 即 不 定 方程 zt 十 Z2* 十 … 十 3 一 
对 所 有 整数 * 之 0 有 非 负 整数 解 x 
(lj<s)。 华 林 本 人 没有 给 出 任何 
解答 ,直到 1909 年 德国 数学 家 希 尔 
伯 特 才 证 明了 S(6) 的 存在 性 。 后 人 
改称 华 林 问 题 为 华 林 定理 。 对 华 林 
问题 的 研究 集中 在 求 SCb) 的 最 小 
值 o(t) 上 。 华 林 本 人 猜测 g(t) 二 2: 


t ((3) ] 一 2。1770 年 法 国 数学 
家 拉 格 朗 日 证 明了 9(2) 一 4;1909 
年 威 弗 里 奇 证 明了 gC3) 二 9。 若 把 
上 述 不 定 方程 的 结果 改 为 对 于 充分 
大 的 4 成 立 , 则 这 样 的 SC 的 最 小 
值 记 为 GOD 。 利 用 对 G(x) 的 上 界 估 
计 , 我 国 数 学 家 陈景润 于 1964 年 证 
明了 g(5) 二 37。 巴 拉萨 布雷 尼 安 和 
德 雷 斯 于 1985 年 证 明了 e (0 — 


19. 易 证 0) 之 2 二 ( (也 ) ] 一 2， 
当 kz:6 时 ,有 条 件 3: 一 2 十 2 过 (2 
-D ((3)Jst. m «ao 24 


( (3) ) 72. 1957 年 马 勒 尔 证 明 


当 上 充分 大 时 此 条 件 一 定 成 立 ,并 
猜测 对 所 有 12-6 这 条 件 都 成 立 。 
1920 一 1928 年 英国 数学 家 哈代 和 
李 特 尔 伍德 利用 圆 法 研究 华 林 问 题 
取得 突破 ,将 问题 引 向 讨论 GOD, 
我 国 数学 家 华罗庚 (1938 一 1957) ， 
苏联 数学 家 维 诺 格拉 多 夫 (1959) 等 
人 在 这 方面 做 出 较 大 贡献 。 华 林 问 
题 有 各 种 推广 ,例如 华 林 一 一 哥 德 
巴赫 问题 ,多 项 式 华 林 问 题 ,代数 数 
域 的 华 林 问题 等 。 它 是 堆 急 数论 研 
究 中 方兴未艾 的 重要 课题 之 一 。 

比 丰 投 针 问 题 CBuffons nee- 
die problem) 18 世纪 法 国 数学 
家 比 丰 和 勒 克莱尔 提出 的 问题 , 记 
载 于 比 丰 1777 年 出 版 的 著作 中 ， 
“在 一 平面 上 画 有 一 组 间距 为 4 的 
平行 线 ,将 一 根 长 度 为 !KL<e) 的 针 
任意 投 撕 这 个 平面 上 , 求 此 针 与 任 
一 平行 线 相交 的 概率 。 比 丰 本 人 证 
明了 该 针 与 任意 平行 线 相交 的 概率 
为 


2l 
?一 Ti。 

利用 这 一 公式 ,可 以 用 概率 方法 得 
到 圆周 率 x 的 近似 值 。 将 这 一 试验 
重复 进行 多 次 ,并 记 下 相交 的 次 数 ， 
从 而 得 到 » 的 经 验 值 , 即 可 算出 = 
的 近似 值 。1850 年 一 位 叫 沃 尔 夫 的 
人 在 投 撕 五 千 多 次 后 ,得 到 o 的 近 
似 值 为 3. 1596。1855 年 英国 人 史 
密斯 投了 3200 次 ,得 到 的 r EON 
3.1553。 另 一 英国 人 福克斯 投掷 了 
仅 1100 次 , 却 得 到 了 精确 的 三 位 小 
数 的 < 值 3.1419。 目前 宣称 用 这 种 
方法 得 到 最 好 7# 值 的 是 意大利 人 拉 
泽 里 尼 , 他 在 1901 年 投掷 了 3408 
次 针 , 得 到 的 圆周 率 近 似 值 精确 到 
6 位 小 数 。 比 丰 投 针 问 题 是 第 一 个 
用 几何 形式 表达 概率 问题 的 例子 ， 
它 开创 了 使 用 随机 数 处 理 确定 性 数 
学 问题 的 先河 ,为 概率 论 的 发 展 起 
了 一 定 作 用 。 

EX hr 36 军官 问题 (Euler”s 
36 officers problem) 1779 年 由 
数学 家 欧 拉 提出 的 问题 。 原 题 大 意 
是 :从 6 个 兵种 中 抽出 6 种 军衔 的 
军官 各 一 人 , 问 这 36 个 军官 能 否 排 
成 6X6 的 方 阵 ,使 每 一 行 和 每 一 列 
中 都 有 各 兵种 和 各 军衔 的 军官 。 现 
在 一 般 叙 述 为 两 个 6 阶 拉丁 方 是 否 
可 以 正 交 。 后 人 称 两 个 可 以 正 交 的 
拉丁 方形 成 的 方 阵 为 欧 拉 方 阵 。 欧 
拉 本 人 没有 解决 这 一 问题 ,他 只 于 
1782 年 提出 一 个 猜想 :na 一 4 十 2 时 
n 阶 欧 拉 方 阵 不 存在 。1901 年 法 国 
人 塔 里 用 穷 举 法 证 明了 »—60-— 1 
时 欧 拉 方 阵 不 存在 ,得 出 36 军官 问 
题 的 否定 解答 。 但 到 1959 年 印度 一 
美国 数学 家 玻 色 和 史 里 克 汉 德 却 成 
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功 地 构造 了 22 阶 ((=5) 欧 拉 方 阵 ， 
从 而 推翻 了 欧 拉 猜 想 。 他 们 还 证 明 
了 当 1252,2256 时 ,n 阶 欧 拉 方 阵 必 
定 可 以 做 出 。 不 久 美 国 数学 家 帕克 
就 做 出 了 10 阶 (=2) 的 欧 拉 方 阵 。 
最 近 又 有 人 将 这 一 问题 扩展 到 三 维 
情形 , 阿 金 等 三 位 数学 家 在 1982 年 
构造 了 一 个 6 阶 拉丁 3 维 立方 体 ， 
第 一 次 证 明了 稚 合 三 个 6 阶 拉丁 立 
方 是 可 能 的 ,从 而 在 三 维 里 解决 了 
“ 欧 拉 36 军官 问题 ”。 拉 丁 方 和 殉 拉 
方 阵 在 正 交 试验 法 上 有 重要 应 用 ， 
也 是 数学 游戏 中 长 久 不 衰 的 趣 题 来 
源 。 
Bb Xy NL x TE XU e] ER 
(Mascheroni's compasses prob- 
lem) 几何 作 图 中 的 一 个 著名 问 
题 , 即 如 果 一 条 直线 有 两 个 点 是 已 
知 的 就 被 认为 是 确定 的 , 则 只 用 圆 
规 能 否 完成 尺 规 作 图 的 一 切 问 题 。 
1672 年 丹 玫 数学 家 葛 尔 证 明了 该 
问题 的 肯定 答案 ,但 他 的 工作 长 期 
无 人 知晓 ,直到 1928 年 才 被 发 现 。 
1797 年 意大利 数学 家 马 斯 凯 罗 尼 
出 版 了 一 本 《圆规 几何 ) 专 著 , 重 新 
提出 并 解答 了 这 一 问题 ,使 其 大 显 
于 世 , 后 人 称 之 为 马 斯 凯 罗 尼 圆 规 
问题 。 尺 规 作 图 的 步骤 由 三 种 基本 
作 图 法 组 成 :@ 找 出 两 条 直线 的 交 
点 ;@ 找 出 一 条 直线 与 一 个 圆 的 交 
点 ;@ 找 出 两 个 圆 的 交点 。 马 斯 凯 罗 
尼 运 用 圆规 首先 解决 两 个 已 知 线段 
的 和 或 差 的 作 图 和 求 与 三 条 已 知 线 
段 成 比 例 的 第 四 条 线段 的 作 图 , 然 
后 用 圆规 完成 了 QD 两 种 基本 作 图 
法 。1890 年 德国 几何 学 家 阿 德 勒 又 
运用 逆 变 换 法 找到 该 间 题 的 一 个 新 
证 明 。 圆 规 问题 长 期 为 人 注意 。 最 
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近 又 有 数学 家 提出 只 用 开口 固定 的 
圆规 作 图 问题 ,并 取得 一 系列 成 果 。 
这 可 以 看 作 是 马 斯 饥 罗 尼 圆规 问题 
的 继续 和 发 展 。 

施 泰 纳 直 尺 问题 (Steiner% 
straightedge problem) 几何 作 图 
中 的 一 个 著名 问题 。 即 在 平面 上 给 
出 一 个 圆 及 其 圆心 时 ,能 否 只 用 直 
尺 完成 尺 规 作 图 的 一 切 问题 (此 处 
作 一 贺 指 作出 圆心 及 其 圆周 上 的 一 
点 ) ,化 简 尺 规 作 图 使 用 的 工具 由 来 
以 久 , 约 980 年 阿拉 伯 数 学 家 艾 布 
* 瓦 法 提出 用 直 尺 和 有 固定 开口 的 
圆规 作 图 . 1673 年 可 能 是 丹麦 数学 
家 莫 尔 写 的 一 本 小 册子 中 证 明了 所 
有 的 尺 规 作 图 都 可 以 用 直 尺 和 有 固 
定 开 口 的 圆规 来 作 图 。1759 年 瑞士 
数学 家 兰 伯 特 研究 只 用 直 尺 作 图 问 
题 ,发 现 类 似 于 ob 的 式 子 只 用 直 
尺 不 能 作 图 ,因此 指出 需要 给 出 一 
个 辅助 定 圆 及 其 圆心 才能 完成 全 部 
尺 规 作 图 问题 , 1833 年 瑞士 数学 家 
施 泰 纳 证 明了 这 一 论断 的 正确 性 ， 
后 人 称 之 为 施 泰 纳 直 尺 问题 。 他 先 
完成 了 5 种 预备 作 图 法 ;过 一 定 
点 作 一 给 定 直线 的 平行 线 ;@ 过 一 
定点 作 一 给 定 直线 的 垂 线 ;全 从 一 
定点 向 指定 方向 画 出 已 知 长 度 线 
段 ;@ 作 已 知 三 线段 的 第 四 比例 项 ， 
@ 作 两 已 知 线段 的 比例 中 项 。 然 后 
完成 作 一 已 知 线 与 已 知 图 的 交点 和 
作 两 个 已 知 圆 的 交点 这 两 种 基本 作 
图 法 . 1904 年 意大利 数学 家 塞 韦 里 
又 证 明 尺 规 作 图 可 以 只 用 直 尺 和 一 
段 给 定 圆 弧 (不 管 多 小 ) 及 其 圆心 就 
可 以 完成 。 还 有 许多 数学 家 证 明了 
尺 规 作 图 可 以 只 用 平行 直 尺 .直角 
尺 、 锐 角 尺 中 的 一 种 来 完成 ,这 些 结 


果 推进 了 施 秦 纳 直 尺 问题 的 研究 。 
柯 克 曼 女生 问题 (Kirkman* girl 
students problem) 1850 年 由 英 
数学 家 柯 克 曼 提出 的 一 个 问题 : 某 
学 生 宿舍 共有 15 名 女生 ,每 天 三 人 
一 组 进行 散步 , 问 怎样 安排 ,才能 使 
每 位 女生 有 机 会 与 其 他 每 一 位 女生 
在 同一 组 中 散步 ,并 恰好 每 周一 次 。 
问题 提出 后 引起 广 证 讨论 ,并 很 快 
有 了 多 种 解答 。 其 中 较 有 代表 性 的 
是 一 位 叫 皮 尔 斯 的 人 于 1860 年 左 
右 给 出 的 。 他 先 假定 一 位 女生 固定 
在 某 一 组 ,再 将 其 他 14 位 女生 编号 
(1714 号), 并 按照 一 定 规律 安排 
了 星期 天 的 分 组 散步 , 则 其 它 6 天 
星期 7 的 散步 (r= 二 1,2,…6) 分 组 可 
按 原 编号 与 ” 的 数字 之 和 安排 (和 
数 超过 14 MRE 14)。 这 种 方法 被 
数学 家 西 尔 威 斯 特 认为 是 最 佳 解 
法 .一 些 数学 家 还 将 问题 做 了 扩展 ， 
使 之 成 为 组 合 论 中 的 难题 : 设 有 N 
个 元 素 ,每 三 个 一 组 分 成 若干 组 .这 
些 组 分 别 组 成 一 个 系列 ,现在 称 为 
柯 克 曼 序列 。 若 每 一 元 素 与 其 它 元 
素 恰 有 一 次 同 组 的 机 会 , 问 将 入 分 
成 这 种 序列 要 满足 的 充分 必要 条 件 
是 什么 ? 怎样 组 成 此 序列 ? 在 女生 
间 题 中 ,序列 数 为 7,N 二 15 是 适合 
条 件 的 数 。 但 N 的 一 般 解 答 直到 20 
世纪 60 年 代 后 才 有 突破 。 我 国 数学 
家 陆 家 闵 对 此 做 出 过 重要 贡献 。 
、 血 色 问 题 (four colour problem) 
亦 称 四 色 猜 想 ,1852 年 由 英国 人 格 
思 里 提出 。 即 在 为 一 平面 或 一 球面 
的 地 图 着 色 时 ,假定 每 一 个 国家 在 
地 图 上 是 一 个 连通 域 ,并 且 有 相 邻 
边界 线 的 两 个 国家 必须 用 不 同 的 颜 
色 , 问 是 否 只 要 4 种 颜色 就 可 完成 
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着 色 。1878 年 英国 数学 家 凯 莱 重新 
提出 这 一 问题 ,引起 人 们 重视 .1879 
年 英国 数学 家 肯 普 提出 用 可 约 构 形 
证 明 四 色 和 问题 ,虽然 他 的 证 明 过 程 
有 漏洞 ,但 为 该 问题 的 解决 指出 方 
向 。1890 年 英国 人 希 伍德 沿 着 这 一 
方向 证 明了 任何 地 图 的 着 色 只 用 5 
种 颜色 就 足够 了 ,取得 初步 进展 。 
1913 年 美国 数学 家 伯 克 霍 夫 发 现 
一 些 新 的 可 约 构 形 。1968 年 挪威 数 
学 家 奥 雷 等 人 证 明了 不 超过 40 个 
国家 的 地 图 一 定 可 以 用 4 种 颜色 进 
行 着 色 , 从 另 一 个 方面 推进 了 四 色 
问题 的 研究 。70 年 代 初 人 们 致力 于 
寻找 可 约 构 形 中 的 不 可 免 完 备 集 ， 
因为 用 它 可 以 通过 数学 归纳 法 证 明 
四 色 问 题 。1976 年 美国 数学 家 哈 肯 
AARET 1200 多 小 时 的 电子 
计算 机 工作 时 间 ,找到 一 个 由 1936 
个 可 约 构 形 所 组 成 的 不 可 免 完 备 
集 , 因 而 在 美国 数学 会 通报 上 宣称 
证 明了 四 色 猜 想 。 后 来 他 们 又 将 组 
成 不 可 免 完 备 集 的 可 约 构 形 减少 到 
1834 个 。 四 色 问 题 的 研究 对 平面 图 
理论 .代数 拓扑 论 ` 有 限 射影 几何 和 
计算 机 编码 程序 设计 等 理论 的 发 展 
起 了 推动 作用 。 

希 尔 伯 特 数学 问题 (Hilberts 
mathematical problems) 1900 年 德 
国 数学 家 希 尔 伯 特 在 巴黎 第 二 届 国 
际 数学 家 代表 会 上 所 做 演讲 中 提出 
的 23 个 问题 。 内 容 涉 及 现代 数学 大 
部 分 重要 领域 ,指导 思想 是 为 新 世 
纪 的 数学 发 展 提供 目标 和 预测 成 
果 , 推 动 了 20 世纪 数学 的 发 展 。 

1. 连续 统 假 设 。1963 年 美国 数 
学 家 科恩 证 明了 该 问题 的 真 伪 不 可 
能 在 策 梅 罗 一 弗 伦 克 尔 公理 系统 内 


判明 。 

2. 算术 公理 体系 的 相 容 性 。 希 
尔 伯 特 给 出 算术 公理 相 容 性 的 设 
想 ,后 来 发 展 成 为 “元 数学 ”或 “证 明 
W”. H 1931 年 奥地利 一 美国 数学 
家 哥 德 尔 的 “不 完备 性 定理 ”指出 了 
用 “元 数学 ”证 明 算术 公理 相 容 性 的 
不 可 能 。 数 学 相 容 性 问题 至 今 尚未 
解决 。 

3. 只 根据 合同 公理 证 明 底面 积 
相等 高 相等 的 两 个 四 面体 有 相等 
的 体积 是 不 可 能 的 。 即 不 能 将 这 两 
个 等 体积 的 四 面体 剖 分 为 若干 相同 
的 小 多 面体 。1900 年 德国 数学 家 德 
恩 给 出 证 明 。 

4. 直线 作为 两 点 间 最 短 距离 的 
几何 学 结构 的 研究 。 许 多 数学 家 致 
力 于 构造 和 探讨 各 种 特殊 的 度量 几 
何 ,在 研究 该 问题 上 取得 很 大 进展 。 
但 问题 并 未 完全 解决 。 

5. 拓扑 群 成 为 李 群 的 条 件 。 
1952 年 由 美国 数学 家 格 利 森 , 蒙 哥 
马 利 和 齐 平 解决 了 这 一 问题 ,证 明 
了 不 要 定义 群 的 函数 的 可 微 性 假设 
这 一 条 件 原 结论 成 立 。 

6. 物理 学 各 分 支 的 公理 化 。 
1933 年 苏联 数学 家 科 尔 莫 戈 罗 夫 
等 人 建立 起 概率 论 的 公理 化 体系 。 
量子 力学 、 热 力学 的 公理 化 方法 也 
有 进展 ,但 公理 化 的 物理 学 的 一 般 
意义 仍 需 探讨 。 

7. 某 些 数 的 无 理性 与 超越 性 ， 
1934 年 苏联 数学 家 格 尔 丰 德 ,1935 
年 德国 数学 家 施 奈 德 各 自 独立 解决 
了 该 问题 的 后 半 部 分 ,证 明了 对 于 
任意 代数 数 a 寺 0,1, 和 任意 代数 无 
理 数 9750.a^ 是 超越 数 。 

8. 素数 问题 .包括 黎 曼 猜 想 、 哥 
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德 巴赫 猜想 等 问题 。 一 般 情 况 下 的 
黎 昌 猜想 没有 解决 。 哥 德 巴赫 猜想 
的 最 好 结果 是 中 国 数学 家 陈景润 
1973 年 发 表 的 ,但 离 最 终 解 决 尚 有 
ES. 
9. 一 般 互 反 律 的 证 明 。 已 由 日 
本 数学 家 高 木 贞 治 (1921) 和 奥地利 
数学 家 阿 廷 (1927) 解 决 。 

10. 委 番 图 方程 可 解 性 的 判别 。 
邵 能 和 否 通过 有 限 步骤 判定 不 定 方程 
是 否 存在 有 理 整 数 解 。1968 年 英国 
数学 家 贝克 给 出 含有 两 个 未 知 数 方 
程 的 肯定 解答 1970 年 苏联 数学 家 
马 季 亚 谢 维 奇 证 明 一 般 情 况 不 能 判 
Æo 

11. 一 般 代 数 数 域 的 二 次 型 论 。 
德国 数学 家 哈 塞 (1929) 和 西 格 尔 
(1936、1951) 在 该 问题 上 获得 重要 
结果 。 

12. 类 域 的 构成 问题 ,具体 为 阿 
贝尔 域 上 的 克 罗 内 克 定 理 推广 到 任 
意 代 数 有 理 域 。 至 今 尚 未 解决 。 

13. 不 可 能 用 只 有 两 个 变数 的 
函数 解 一 般 的 七 次 方程 . 1957 年 苏 
联 数学 家 阿 诺 尔 德 和 科 尔 莫 戌 罗 夫 
给 出 连续 函数 情形 的 解答 。 若 要 求 
是 解析 函数 ,问题 仍 未 解决 。 

14. 证 明 某 类 完全 函数 系 的 有 
限 性 。1958 年 日 本 数学 家 永田 雅 宜 
证 明了 存在 群 ", 其 不 变 式 所 构成 
的 环 不 具有 有 限 个 整 基 , 给 出 否定 
解答 ,但 1978 年 数学 家 汉 弗 莱 斯 证 
明 对 任意 代数 群 G 只 要 o" 是 简约 
的 (或 者 是 平凡 的 ) ,该 问题 恒 有 肯 
定 解答 。 

15. 舒 伯 特 计数 演算 的 严格 基 
: 础 。 代 数 几何 基础 已 由 荷兰 数学 家 
15 f, ^13 (01938— 1940) 970 E EY 


学 家 韦 伊 (1950) 等 人 解决 。 该 问题 
的 纯 代 数 处 理 已 有 可 能 ,但 舒 伯 特 
演算 的 合理 性 仍 待 解决 。 

16. 代数 曲线 与 曲面 的 拓扑 研 
究 。 对 问题 的 前 半 部 分 近年 来 不 断 
有 重要 结果 产生 .对 后 半 部 分 ,1955 
年 苏联 数学 家 彼得 罗 夫 斯 基 曾 声明 
证 明了 »—2 时 极限 环 的 个 数 不 超 
过 3, 但 1967 年 被 人 发 现 证 明 有 
误 。1979 年 中 国 数学 家 史 松 龄 BR 
兰 苏 和 王 明 淑 等 人 举 出 至 少 4 个 极 
限 环 的 反例 。 

17. 正定 形式 的 平方 表示 式 。 
1926 年 由 奥地利 数学 家 阿 廷 解决 。 

18. 由 全 等 多 面体 构造 空间 .该 
问题 的 一 部 分 由 德国 数学 家 比 贝尔 
EL dk C19100 t DS] ng (19280800 
斯 赫 (1935) 等 人 解决 .整个 问题 尚 
未 完全 解决 

19. 正则 变 分 问题 的 解 是 否 一 
定 解 析 。 苏 联 数学 家 伯 恩 斯 坦 于 
1904 年 证 明了 一 个 变 元 的 解析 非 
线性 椭圆 方程 其 解 必定 解析 。 该 结 
果 又 由 他 本 人 和 彼得 罗 夫 斯 基 等 人 
推广 到 多 变 元 和 椭圆 组 的 情形 。 

20. 一 般 边 值 问题 . 偏 微分 方程 
边 值 问题 的 研究 正在 茵 勃发 展 。 

21. 具有 给 定单 值 群 的 线性 微 
分 方程 的 存在 性 。 已 由 希 尔 伯 特 本 
人 (1905) 和 德国 数学 家 罗 尔 (1957) 
等 人 解决 。 

22. 用 自 守 函数 将 解析 关系 单 
值 化 。 一 个 变数 的 情形 已 由 德国 数 
学 家 克 贝 (1907) 等 人 解决 。 后 来 在 
该 问题 的 研究 上 又 有 许多 成 果 。 

23. 发 展 变 分 学 的 方法 。 希 尔 伯 
特 本 人 和 许多 其 他 数学 家 对 此 做 出 
重要 贡献 。 
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在 现代 数学 中 许多 重要 成 果 的 
取得 和 新 学 科 的 发 展 与 希 尔 伯 特 问 
题 有 关 。 这 些 问题 对 数学 发 展 产生 
了 深远 影响 。 

费 马 猜想 (Fermats conjecture) 
又 称 费 马 大 定理 或 费 马 问题 ,是 数 
论 中 最 著名 的 世界 难题 之 一 。1637 
年 ,法 国 数 学 家 费 马 在 巴 歌 校订 的 
希腊 数学 家 丢 番 图 的 (算术 ;第 工 卷 
第 8 命题 旁边 写 道 , “将 一 个 立方 数 
分 为 两 个 立方 数 ,一 个 四 次 和 分 为 
两 个 四 次 宕 ,或 者 一 般 地 将 一 个 高 
于 二 次 的 客 分 为 两 个 同 次 的 寡 , 这 
是 不 可 能 的 .关于 此 ,我 确信 已 发 现 
一 种 美妙 的 证 法 ,可 惜 这 里 空白 的 
地 方太 小 , 写 不 下 。? 费 马 去 世 后 ,人 
们 找 不 到 这 个 猜想 的 证 明 , 由 此 激 
发 起 许多 数学 家 的 兴趣 。 欧 拉 、 勤 让 
德 ,高 斯 \ 阿 贝尔 、 犹 利 克 雷 、 柯 西 等 
大 数学 家 都 试 证 过 ,但 谁 也 没有 得 
到 普遍 的 证 法 。300 多 年 以 来 ,无 数 
优秀 学 者 为 证 明 这 个 猜想 ,付出 了 
巨大 精力 ,但 是 这 个 猜想 至 今 未 能 
证 明 , 也 无 法 否定 ,一 般 倾向 性 的 看 
法 是 , 费 马 所 说 的 证 明 是 错 的 。 用 不 
定 方程 表示 费 马 大 定理 是 ; 当 >>2 
时 ,不 定 方程 十 yr 一 z 没有 xyz 尖 0 
的 整数 解 ,为 了 证 明 这 个 结果 ,只 需 
EARE rty =, (x,y) 二 1 和 方 
程 ety =z, Gum Gv) (2) 
二 1(7 是 一 个 奇 素数 ) 均 无 zz 天 0 
的 整数 解 。* 一 4 的 情形 已 由 莱 布 尼 
获 和 欧 拉 解决 。 费 马 本 人 证 明了 zp 
—3 的 情形 ,但 证 明 不 完全 。 勒 让 德 
(1823) 和 狂 利 克 雷 (1825) 证 明了 zp 
一 5 的 情形 。1839 年 , 拉 梅 证 明了 p 
二 7 的 情形 。1847 年 ,德国 数学 家 库 
默 尔 对 费 马 猜想 作出 了 突破 性 的 工 


作 。 他 创立 了 理想 数论 ,这 使 得 他 证 
明了 当 ?<100 时 ,除了 ?=37,59， 
67 这 三 个 数 而 外 , 费 马 猜想 都 成 
立 。 后 来 他 又 进行 深入 研究 ,证 明了 
对 于 上 述 三 个 数 费 马 猜想 也 成 立 ， 
他 的 工作 仍 有 一 些 缺 陷 。 在 近代 数 
学 家 中 , 范 迪 维尔 对 费 马 猜想 作出 
重要 贡献 .他 从 本 世纪 20 年 代 开 始 
研究 费 马 猜想 ,首先 发 现 并 改正 了 
库 默 尔 证 明 中 的 缺陷 。 在 以 后 的 30 
余年 内 ,他 进行 了 大 量 的 工作 ,得 到 
了 使 费 马 猜想 成 立 的 一 些 充 分 条 
件 。 他 和 另外 两 位 数学 家 共同 证 明 
T3 P«A002 时 费 马 猜想 成 立 。 现 
代数 学 家 还 利用 大 型 电子 计算 机 来 
探索 费 马 猜 想 , 使 P 的 数目 有 很 大 
的 推进 。 到 1977 年 为 止 , 瓦 格 斯 塔 
夫 证 明了 P«125000 时 , 费 马 猜想 
成 立 。《 中 国 数学 会 通讯 )1987 年 第 
2 期 据 国外 最 新 消息 报导 , 费 马 猜 
想 近 年 来 取得 了 惊人 的 研究 成 果 ， 
格 朗 维尔 和 希 思 一 布 龙 证 明了 “对 
兄 乎 所 有 的 指数 , 费 马 大 定理 成 
立 ”。 即 若 命 W(z) 表 示 在 不 超过 = 
的 整数 中 使 费 马 猜想 不 成 立 的 指数 
个 数 , 则 了 一 0 (zcoo) 证 明 中 
用 到 了 法 尔 廷 斯 (Faltings) 的 结果 。 
另外 一 个 重要 结果 是 : 费 马 猜想 若 
有 反例 , 即 存在 z>>0,g>>0,z>0,n 
盖 2 ,使 z'-Fy =z, lj zl» ]01.800.000. 

S 05 E $ Ji 18 (Goldbachs 
conjecture) 数论 中 最 著名 的 世界 
难题 之 一 。 是 由 哥 德 巴赫 和 欧 拉 在 
1742 年 数 次 通信 中 提出 的 猜测 :@ 
每 个 大 于 4 的 侦 数 是 两 个 奇 素数 之 
和 ,如 6 一 3 十 3,8 一 3 十 5,14 一 3 十 
1 一 7 十 7 加 每 个 大 于 7 的 奇数 是 
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三 个 奇 素数 之 和 ,如 9=3 十 3 十 3， 
15 一 3 十 5 十 7。 由 于 224-1— (C22— 
2) 十 3, 所 以 从 四 成 立 可 以 推出 四 成 
立 。1923 年 ,英国 数学 家 险 代 和 李 
特 伍德 应 用 圆 法 研究 这 两 个 猜想 ， 
得 到 了 一 些 重要 的 条 件 结果 。 在 此 
基础 上 ,苏联 数学 家 维 诺 格拉 多 夫 
于 1937 年 通过 改进 圆 法 和 利用 他 
的 估计 线性 素 变 数 指数 和 方法 ,证 
明了 每 个 充分 大 的 奇数 x 是 三 个 素 
奇数 之 和 , 且 给 出 了 其 表 法 个 数 的 
表达 式 ,基本 上 解决 了 猜想 他 .这 个 
结果 通常 称 为 哥 德 巴赫 一 维 诺 哥 拉 
多 夫 定 理 或 三 素数 定理 。 利 用 他 的 
思想 ,华罗庚 等 5 位 数学 家 于 
1937 一 1938 年 间 各 自 独 立地 证 明 
了 :几乎 所 有 的 偶数 都 是 两 个 奇 素 
数 之 和 。1980 年 ,已 验证 对 所 有 不 
超过 105 的 偶数 ,猜想 中 是 成 立 的 。 
但 是 猜想 由 至 今 仍 未 解决 ,类 似 于 
猜想 @@ 的 结果 也 没有 得 到 ,于 是 数 
学 家 转向 研究 较 弱 的 命题 {7,s} :每 
个 充分 大 的 偶数 是 不 超过 ”7 个 素 因 
数 的 乘积 与 不 超过 s 个 素 因数 的 乘 
积 之 和 .猜想 @ 大 体 上 就 是 命题 {1， 
1) 。 筛 法 是 研究 命题 tr,s} 的 主要 方 
法 。 挪 威 数学 家 布 龙 用 他 所 提出 的 
HÈM. F 1920 年 首先 证 明了 命 
18 (9,9) . 1950 年 前 后 ,挪威 籍 美国 
数学 家 赛 尔 伯 格 提出 另 一 种 第 法 ， 
并 宣布 利用 他 的 方法 可 以 证 明 命 题 
{2,3}。1957 年 , 王 元 利用 赛 尔 伯 格 
筒 法 首先 证 明了 命题 {2,3)。1948 
年 ,匈牙利 数学 家 雷 尼 利 用 布 龙 第 
法 和 林 中 克 ( 苏 联 数学 家 ) 筛 法 ,证 
明了 命题 {1,s}, 这 里 s 是 一 个 未 计 
算出 的 大 常数 。 通 过 对 得 法 和 大 得 
法 的 不 断 改 进 ,60 年 代 初 ,苏联 数 


t PARA sa ARIS cR F 


FRERE EE CE ACRUK IW] E 
元 等 分 别 证 明了 命题 {1,5} 和 {1， 
4). 1966 年 ,我 国 数学 家 陈景润 证 
明了 {1,2), 是 迄今 为 止 的 最 好 结 
果 , 通 常 称 之 为 陈景润 定理 。 
To M(z) 表 示 不 超过 xz 的 且 
不 能 表 为 两 个 素数 之 和 的 偶数 之 个 
数 , 皮 蕊 (Pintz) 在 80 年 代 证 明了 : 
对 于 任意 的 60 
MG) cut, 

此 处 与 < 过 有 关 的 常数 依赖 于 e 

杰 生 素数 猜想 (the conjecture of 
twin primes) 相差 2 的 一 对 素数 ， 
称 为 挛 生 素数 。 例 如 ,3 和 5,5 和 ?7， 
11 和 13,17 和 19,29 和 31,…， 
10016957 和 10016959 等 等 都 是 这 
生 素数 。 到 1988 年 为 止 ,人 们 所 知 
道 的 最 大 的 挛 生 素数 是 

260497545X 295-1, 

所 谓 挛 生 素数 猜想 , 即 人 们 猜测 存 
在 无 穷 多 对 挛 生 素数 。 这 个 猜想 是 
在 1849 年 由 波 林 那 克 提出 来 的 ,至 
今 没 有 解决 。 但 一 般 都 认为 它 是 正 
确 的 可 能 性 很 大 。 在 这 方面 的 最 好 
结果 是 我 国 数学 家 陈景润 干 
1966 年 得 到 的 :存在 无 穷 多 个 素数 
P, 使 P 十 2 是 不 超过 两 个 素数 之 
积 。 
克 罗 内 克 青 春之 梦 (Kroneckers 
dream of youth) 代数 数论 中 分 圆 
域 理 论 方面 的 一 个 问题 。 所 谓 分 圆 
域 ,是 指 在 有 理 数 域 上 添加 4 次 本 
原单 位 根 6 二 =e”*“* 而 得 到 的 数 域 K 
—QGO. Wn L/K 是 数 域 的 阿 贝 
尔 扩 张 ,并 且 它 的 侯 罗 巨 群 是 阿 贝 
尔 群 ,那么 工 称 为 K 的 阿 贝 尔 扩 
3K. HR OK 是 有 理 数 域 @ 的 阿 贝尔 
扩张 ,那么 称 为 阿 贝尔 数 域 。 从 . 
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伽 罗 瓦 理论 可 知 ,分 圆 域 的 每 个 子 
域 都 是 阿 贝尔 数 域 ,反之 ,每 个 阿 贝 
尔 数 域 也 必 是 某 个 分 圆 域 的 子 域 ， 
这 就 是 著名 的 韦伯 一 克 罗 内 克 定 
理 , 关 于 希 尔 伯 特 第 十 二 问题 :能 否 
对 任意 的 代数 数 域 及 明显 地 构造 
出 K 的 全 部 阿 贝 尔 扩张 ? 上 述 定理 
给 出 了 KK=8 时 的 结果 。1853 年 ， 
20 岁 的 德国 数学 家 克 罗 内 克 猜 想 ， 
每 个 虚 二 次 域 的 极 大 阿 贝 尔 扩 
REH K 添加 某 种 椭圆 函数 在 全 
部 有 理 点 处 的 取 值 而 得 到 的 域 , 这 
就 是 所 谓 克 罗 内 克 青 春之 梦 。 这 一 
猜想 引起 许多 学 者 的 兴趣 , 希 尔 伯 
特 也 曾 做 过 重要 工作 。1920 年 ,日 
本 数学 家 高 本 贞 治 创立 了 类 域 论 ， 
他 把 类 域 的 定义 作 了 推广 ,证 明了 
一 个 代数 数 域 的 任何 阿 贝尔 扩张 都 
可 以 表示 为 该 数 域 上 的 类 域 。 这 样 
一 来 ,一 般 的 阿 员 尔 扩张 的 性 质 就 
十 分 清楚 ,从 而 彻底 解决 了 克 罗 内 
克 的 猜想 。 

5t 8 jg 18 (Riemann's conjecture) 

是 迄今 为 止 没 有 解决 的 最 著名 的 
数学 难题 之 一 。1859 年 由 德国 数学 
家 黎 曼 在 他 的 著名 论文 4 论 不 大 于 
一 个 给 定 值 的 素数 个 数 》 中 提出 .在 
这 篇 文章 中 ,作者 研究 了 所 谓 黎 曼 
函数 


co 


$5) 一 > XP 


其 中 s=ott 为 复 变数 。 黎 曼 认 为 
素数 性 质 可 以 通过 复 变 函数 5(s) 
来 研究 ,并 对 6(s) 作 了 深入 的 探 
讨 , 得 到 许多 重要 结果 。 在 此 文中 ， 
他 提出 了 六 个 猜想 ,其 中 最 著名 ,至 
今 未 获 证 实 的 就 是 现 称 的 “ 黎 曼 猜 
18" TE 660 —0 的 解 都 位 于 复 平 


Wi "一 亏 这 条 直线 上 。 围 绕 这 个 


猜想 ,在 解析 数论 中 又 出 现 了 一 系 
列 难题 ,特别 是 一 些 与 素数 有 关 的 
问题 和 类 似 的 猜想 。 黎 曼 猜想 与 有 
关 问 题 的 研究 极 大 地 推动 了 解析 数 
论 和 代数 数论 的 发 展 。 

黎 曼 猜想 与 函数 GO (不 超过 
= 的 素数 个 数 ) 有 密切 关系 。 已 经 证 
明 它 等 价 于 关于 =(z) 的 极为 精密 
的 表达 式 

az) —lix-- 0. z logz)， 
此 处 ix 一 全 各 .到 目前 为 上 


2 logt? 
关于 x(z) 的 最 精密 的 估计 是 由 苏 
联 数学 家 维 诺 格拉 多 夫 等 人 得 到 的 
2 (x) —lix4- 0(zexpC— Clogz2* 575), 
其 中 :为 任意 正 数 。 

黎 曼 猜想 离 解 决 还 相差 很 远 。 
法 国 数学 家 阿达 马 和 普 辛 提出 了 一 
种 处 理 黎 曼 猜想 的 方法 。 可 以 证 明 
5(Cs) 的 所 有 非 平凡 零点 只 可 能 在 复 
平面 Ses 这 个 带 状 区 域 中 ,他 
们 的 基本 思想 在 于 估计 6(s) 的 非 
平凡 零点 所 落 的 带 状 区 域 的 范围 。 
如 果 能 够 证 明 这 个 带 状 区 域 缩 小 到 


一 条 直线 "一 工时 , 则 黎 曼 猜想 得 
证 。 而 今 这 方面 的 结果 离 狂 想 的 解 
REMEE. 

另 一 种 处 理 黎 曼 猜想 的 方法 由 
英国 数学 家 哈代 于 1914 年 提出 ,他 
BERT EOE o=- E <T d 
直线 段 上 的 零点 个 数 M EM 
了 当 了 一 co 时 N CD) 909, Bl 505) 
有 无 穷 多 个 非 平凡 零点 落 在 直线 v 
= 于 上 。 后 来 ,哈代 与 李 特 尔 伍德 
合作 又 得 到 更 精确 的 结果 。1942 


ee 
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年 , 赛 尔 伯 格 利用 新 的 想法 建立 了 
No(T) 与 6(s) 的 所 有 非 平 凡 零 点 总 
数 NN(T) 的 关系 。1974 年 美国 数学 
家 莱 文 森 成 功 地 证 明了 ,对 于 充分 


KEERT, NS-EN CT). XR 
是 说 ，(s) 至 少 有 三 分 之 一 的 非 平 
凡 零 点 落 在 "一 于 直线 上 。1980 


年 ,我 国 数学 工作 者 楼 世 拓 、 姚 琦 改 
进 了 莱 文 森 的 结果 ,证 明了 NOCT) 
220. 385N CD), 后 来 , 赫 斯 一 布朗 
(Heath 一 Brown) 证 BH. 了 NoT) 
0. 55NCT), 

现代 一 些 数学 家 还 利用 电子 计 
算 机 来 研究 黎 曼 猜想 。1968 年 , 美 
国 的 三 位 数学 家 通过 计算 证 明了 < 
(s) 的 前 三 百 万 个 非 平 凡 零 点 落 在 
"一 翅 直 线 上 。 最 近 , 勃 赖 特 的 计算 
证 实 了 6(s) 开 头 的 七 干 万 个 零点 
都 位 于 直线 o= 方 上 。 


还 有 许多 学 者 从 其 它 角 度 来 研 
究 6(s) 的 零点 性 质 ,得 到 十 分 丰富 
和 重要 的 结果 ,但 是 黎 曼 猜 想 的 最 
终 证 明 , 还 有 待 于 数学 家 们 的 继续 
努力 。 
连续 统 假设 (Continuum hypothe- 
sis) 德国 数学 家 康 托 尔 在 1878 年 
提出 的 关于 连续 统 的 势 的 一 个 假 
设 ,是 集合 论 中 的 一 个 著名 猜想 ,又 
称 连 续 统 问题 。 通 常 称 实数 集 为 连 
续 统 ,把 连续 统 的 势 记 作 C. 任意 两 
个 连续 统 是 等 势 的 。1847 年 , 康 托 
尔 证 明了 连续 统 的 势 与 自然 数 集 之 
医 集 的 势 是 相等 的 ,如 果 用 2*. 
(器 。 表 示 自 然 数 集 的 势 ) 表 示 后 
者 的 势 , 则 上 述 结果 可 表示 为 C= 
25-1878 年 , 康 托 尔 猜测 :实数 集 的 


子 集 除了 有 穷 子 集 , 可 数 无 穷 子 集 
以 及 与 实数 集 本 身 等 势 的 子 集 外 ， 
再 没有 别 样 的 子 集 。 也 就 是 说 , 康 托 
尔 猜 测 :实数 集 的 一 切 无 穷 子 集 或 
者 与 自然 数 集 等 势 或 者 与 连续 统 等 
势 . 这 个 猜测 就 称 连 续 统 假设 , 简 记 
Jg CH, 1900 年 希 尔 伯 特 在 巴黎 国 
际 数 学 家 大 会 上 所 做 的 著名 讲演 中 
把 CH 列 为 当时 未 解决 的 23 个 数 
学 问题 中 的 第 一 个 。1908 年 希 尔 伯 
特 又 把 它 推广 为 :对 于 每 个 集 8, 决 
不 会 有 一 集 ,其 势 高 于 S 的 势 但 低 
于 5 的 咕 集 的 势 , 称 为 广义 连续 统 
假设 , 简 记 为 GCH。 连 续 统 假设 提出 
以 来 至 今 已 有 百 余年 的 历史 ,但 始 
终 未 获得 完全 解决 , 它 已 成 为 数学 
史上 堪 与 费 马 猜想 . 黎 曼 猜 想 相 并 
列 的 一 大 难题 。 

集合 论 中 最 著名 的 公理 是 选择 
公理 , 简 记 为 40。 人们 把 包括 AC 的 
策 梅 洛 一 弗 伦 克 尔 公理 系统 记 为 
ZHC, 以 区 别 不 包括 AC 的 ZF 系统 。 
近 50 年 来 ,对 AC 和 CH 的 研究 取 
得 了 很 大 进展 。1938 年 ,奥地利 数 
学 家 哥 德 尔 在 《选择 公理 和 广义 连 
续 统 假设 同 集合 论 公理 的 协调 性 》 
(1940) 一 书 中 证 明了 ,从 ZF HEAR 
出 AC 的 否定 ,从 ZFC 推 不 出 GCH 
的 否定 (因而 也 推 不 出 CH 的 否 
定 ), 即 AC 对 于 ZF,CH 对 于 ZFC 是 
相对 协调 的 。25 年 之 后 ,美国 数学 
家 科恩 解决 了 相反 方面 的 问题 ,他 
证 明了 AC 对 于 ZF,CH 对 于 ZFC 的 
相对 独立 性 , 即 从 ZF 推 不 出 4C、 从 
ZFC 推 不 出 CH , 综合 哥 德 尔 和 科恩 
的 结果 ,就 是 4C 和 CH 分 别 在 ZF 
和 ZRC 中 都 是 不 可 判定 的 。 这 样 ， 
连续 统 问 题 在 某 种 程度 上 获得 了 解 
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决 ,并 成 为 20 世纪 最 大 的 数学 成 就 
之 一 ,自前 ,人 们 还 在 寻找 迄今 尚未 
发 现 的 与 其 他 公理 协调 的 可 信赖 的 
新 的 公理 ,以 期 在 更 有 效 的 途径 上 
来 解决 连续 统 问 题 。 
JV 伯 思 赛 德 猜想 (Burnside’s conjec- 
ture) ” 群 表示 论 中 的 一 个 问题 。 如 
果 把 所 有 的 有 限 群 和 全 体 整数 相 
比 ,那么 单 群 就 象 素数 。 任 何 整数 可 
化 为 素数 之 积 , 任 何 有 限 群 则 可 以 
在 合成 列 的 意义 下 分 解 为 单 群 。 因 
此 , 单 群 是 构造 有 限 群 的 基本 元 素 。 
那么 ,有 限 单 群 共 有 多 少 类 ?这 个 问 
题 从 19 世纪 末 开 始 讨论 , 100 年 
来 ,许多 数学 家 在 寻求 答案 英国 数 
学 家 伯 思 赛 德 在 研究 群 论 的 过 程 
中 , 提出 过 许多 猜想 ,其 中 一 个 是 
(1902 年 提出 ): “除了 只 含 素 数 个 
元 素 的 循环 群 外 ,一 切 有 限 单 群 都 
是 含 偶数 个 元 素 的 ”1963 年 ,美国 
数学 家 汤普森 和 菲 特 在 《太平洋 数 
学 杂志 》 上 发 表 了 题 为 《奇数 阶 群 是 
可 解 的 ) 的 长 篇 论文 (238 页 , 占 整 
整 一 期 ) 肯 定 地 解决 了 伯 思 赛 德 猜 
想 。 伯 恩 赛 德 猪 想 的 解决 使 有 限 单 
群 的 研究 有 很 大 发 展 ,近年 来 关于 
有 限 单 群 的 分 类 问题 已 得 到 解决 。 
- 1B dn 3 38 (Poincaré Conjecture) 
拓扑 学 中 最 重要 的 问题 之 一 。 球 
面 是 数学 中 最 简单 最 常见 的 闭 流 
形 。 从 拓扑 学 的 观点 看 ,n 维 球面 的 
特征 是 什么 ? 二 维 球面 是 单 连 通 的 
闭 曲面 ,而 且 每 个 单 连通 的 闭 曲 面 
都 与 二 维 球面 同 肝 。 三 维 的 情形 怎 
样 呢 ? 代 数 拓扑 学 的 竟 基 人 、 法 国 数 
学 家 庞 加 菜 在 1904 年 提出 下 列 猜 
测 : 单 连通 的 三 维 闭 流 形 必 与 三 维 
球面 同 卡 。 这 是 一 个 简明 易 懂 并 且 


很 基本 的 问题 ,但 是 随 着 许多 和 人 尝 
试 的 失败 ,甚至 连 大 数学 家 也 发 表 
过 出 错 的 “证 明 ”, 这 个 猜想 成 了 数 
学 上 的 著名 难题 。 

后 人 接着 猜测 : 当 维 数 大 于 等 
于 4 时 , 单 连通 的 闭 流 形 如 果 与 " 
维 球面 有 相同 的 同调 群 ,也 必 与 % 
维 球面 同 胚 。 这 就 是 4 维 的 庇 加 莱 
猜想 ,也 称 广义 庞 如 莱 猜 想 。 

1960 年 ,美国 数学 家 斯 梅 尔 
(S. Smele,1930 一 ) 证 明了 125 的 
虎 加 莱 猜 想 ,并 因此 而 获得 1965 年 
的 维 布 伦 奖 和 1966 年 的 菲 尔 兹 奖 。 
1981 年 ,美国 数学 家 弗 里 德 曼 证 明 
了 a=4 时 庞 加 莱 猜 想 成 立 。 而 庞 加 
菜 最 初 的 猜想 尚未 解决 。 

对 庞 加 莱 猜 想 的 研究 极 大 地 推 
动 了 拓扑 学 的 发 展 ,四 维 庞 加 莱 猜 
想 的 证 明 就 导致 一 个 十 分 重要 的 发 
现 :四 维 的 欧 氏 空间 不 同 于 其 余 维 
数 的 欢 氏 空间 , 它 具 有 某 些 不 寻 当 
的 微分 结构 。 

卢 津 猜想 (Luzins conjecture) 这 
是 三 角 级 数论 中 的 一 个 重要 问题 。 
旱 在 本 世纪 初 , 人 们 已 经 能 把 任何 
平面 可 积 的 函数 展开 成 博 立 叶 级 


Xr. fb = E 十 2 (cont 十 


bsinnt) 。 这 里 无 穷 级 数 的 “收敛 性 ” 
是 指 平方 平均 收敛 ,那么 , 它 是 否 能 
做 到 几乎 处 处 收敛 ? 1913 年 ,俄国 
数学 家 卢 津 猜想 它 是 对 的 ,这 就 是 
卢 津 猜想 .这 个 猜想 发 表 之 后 ,引起 
世界 上 许多 第 一 流 的 数学 家 的 关 
ik. XE 50 年 的 时 间 内 , 它 既 不 能 被 
证 实 , 又 不 能 被 否定 .围绕 着 这 个 猜 
想 ,出 现 了 从 正 反 两 方面 研究 的 一 
些 重要 成 果 。1923 年 , 柯 尔 莫 哥 洛 


ee 
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夫 构 造 了 一 个 工 可 积 ( 不 平方 可 
积 ) 的 函数 , 它 的 傅立叶 级 数 及 平 处 
处 发 散 。1926 年 ,他 又 发 现 了 一 个 
传 立 呈 级 数 处 处 发 散 的 过 可 积 函 
数 。1925 年 , 柯 尔 莫 戈 洛 夫 、 谢 利 维 
奥 尔 斯 托 夫 和 普 莱 斯 纳 从 肯定 卢 津 
猜想 方面 做 出 了 努力 。 以 后 的 40 多 
年 内 没有 什么 显著 的 进展 ,在 相当 
一 部 分 数学 家 中 ,产生 了 否定 卢 津 
猜想 的 倾向 。1966 年 ,卡尔 森 利 用 
哈代 一 李 特 尔 伍德 极 大 函数 等 方法 
证 明了 卢 津 猜想 。1967 年 , 享 特 证 
B] THF LÜ'C0,22C€p DP S iS 
津 猜 想 当 p= 二 1 EE: p> 时 
都 成 立 , 得 到 完全 解决 。 

比 伯 巴赫 猜想 (Bieberbach's con- 
jecture) YETAR HAHA 
数 研 究 的 一 个 中 心 问题 .大 意 是 : 若 


IO 一 z 十 六 wz 是 定义 在 单位 


圆 内 的 单 叶 解 析 函 数 ,那么 |a, | 二 
2 对 所 有 ”都 成 立 。1916 年 由 德国 
数学 家 比 伯 巴赫 (L. Bieberbach, 
1886 一 1982) 提 出 。 比 伯 巴 区 猜想 十 
分 困难 和 引人入胜 ,以 致 被 广泛 地 
列 入 研究 生 的 课程 。 许 多 学 者 花费 
了 毕生 的 经 历 试图 证 明 它 。 

关于 这 个 猜想 的 证 明 , 是 沿 着 
几 条 途径 进行 的 。 对 于 f(z) 的 单个 
系数 而 言 . 数 学 家 们 所 做 的 工作 是 
逐个 攻破 。 比 伯 巴 赫本 人 证 明了 对 
于 第 二 个 系数 a, 猜想 为 真 。1923 
年 德国 数学 家 勒 夫 纳 (Ch. Loewner) 
创造 了 参数 表示 法 ,证 明了 |as | 二 
3。1955 年 ,美国 数学 家 加 拉 贝 迪 安 
(P. R. Garabedian) 和 席 费 尔 (M. M. 
Schiffer ) 应 用 变 分 法 证 明 对 第 四 个 


系数 猜想 也 对 。1968 年 ,两 位 数学 
家 分 别 独立 地 证 明了 对 第 六 个 系数 
猜想 成 立 。1972 年 ,第 五 个 系数 也 
被 证 明 。 

对 于 f(z) 的 全 体系 数 而 言 , 数 
学 家 的 工作 是 逐步 接近 比 伯 巴 赫 的 
估计 。1925 年 ,英国 数学 家 李 特 尔 
伍德 (D. Littlewood ,1885 一 1977) 证 
明了 1w|<em。 以 后 迭 经 改进 ,到 
1965 年 ,苏联 数学 家 米 林 (H. M. 
Mmwms) 证 明了 |a,| 过 1. 243a, 1972 
年 ,美国 加 州 大 学 的 菲 茨 杰 拉 尔 德 


(C. Fitzgerald WEM T |a, |<, / n, 
他 的 学 生 又 改进 了 这 个 结果 。 

还 有 一 些 数学 家 对 |e./a*| 的 极 
限 情形 进行 了 研究 。1929 年 ,德国 
数学 家 兰 道 (E. Landau, 1877—1938 


证 明了 lim sup Csup [aa |) < ($+ 


1955 4E, f$ & (W. K. Hay- 
man ,1926— ) gEBF f lim |a,/n| =a 


LSREQUBCTSLUPmEXE. RHF 
证 明了 当 % 充 分 大 时 , 比 伯 巴赫 猜 
想 成 立 。 意 大 利 数学 家 邦 别 里 也 得 
到 了 引信 注目 的 结果 。 

由 比 伯 马 赫 猜 想 产 生 了 一 系列 
相关 的 猜想 ,其 中 最 重要 的 是 米 林 
猜想 ( 略 ) 。 可 以 证 明 ,由 米 林 猜想 能 
导出 比 伯 巴 赫 猜 想 。 

1983 年 ,美国 数学 家 德 。 布朗 
Æ (L. de Branges,1932 一 ) 结 合 前 人 
的 方法 证 明了 米 林 猜 想 ,从 而 证 明 
了 比 伯 巴 赫 猜 想 .。 但 是 ,由 于 德 : 布 
朗 基 是 一 位 名 不 见 经 传 的 学 者 , 美 
国 数学 界 对 他 的 工作 不 子 理 皮 ， 
1984 年 ,苏联 科学 院 对 他 的 证 明 加 


le, 
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以 肯定 ,他 的 成 就 才 被 人 们 了 解 。 
莫 德 尔 猜 想 (Mordell’s conjecture) 
这 个 猜想 涉及 不 定 方程 理论 的 一 

个 基本 问题 ,1922 年 由 英国 数学 家 

莫 德 尔 提出 。 其 最 初 的 提 法 是 : 任 

一 个 不 可 约 的 有 理 系 数 的 二 元 多 项 

式 , 当 它 的 亏 数 "大 于 或 等 于 2 时 ， 

最 多 只 有 有 限 个 解 ”. 后 来 人 们 把 莫 

德尔 猜想 扩充 到 定义 在 任意 数 域 上 

的 多 项 式 。 随 着 抽象 代数 几何 的 出 

现 , 又 用 代数 曲线 来 描述 这 个 猜想 : 

“在 亏 格 大 于 1 的 代数 曲线 上 仅 有 

有 限 个 有 理 点 。” 

半 个 多 世纪 以 来 , 莫 德 尔 猜想 
一 直 刺 激 和 吸引 着 许多 优秀 的 数学 
家 ,由 此 激发 出 一 系列 研究 工作 , 导 
致 代数 几何 .数论 和 群 论 的 许多 成 
R. 

1926 年 ,德国 数学 家 西 格 尔 证 
明了 对 于 超 桶 圆 曲 线 莫 德 尔 猜想 成 
立 , 随 后 ,法 国 数学 家 韦 伊 (1928) 建 
立 了 阿 贝 尔 艇 理论 ,将 群 论 和 代数 
几何 结合 起 来 ,推进 了 椭圆 积分 理 
i. 

莫 德 尔 猜 想 在 20 世纪 60 年 代 
初 获得 重要 突破 。 苏 联 数学 家 马 宁 
CIO. YI. Mauun, 1937) (1963) fl 355 — 
位 数学 家 格 劳 尔 特 (H. Grauert ) 
〈1965) 分 别 独 立地 证 明了 莫 德 尔 猜 
想 在 函数 域 上 的 等 价 命题 ,不 久 , 帕 
和 森 (Parshin) 研 究 了 曲线 上 的 沙 法 列 
维 奇 猜想 (苏联 数学 家 沙 法 列 维 奇 
提出 的 关于 阿 贝 尔 艇 同 构 类 集合 的 
猜想 ) 与 莫 德 尔 猜想 的 联系 ,证 明 
了 : 若 沙 法 列 维 奇 猜想 成 立 , 则 葛 德 
尔 猜 想 也 成 立 。 

1983 年 ,29 岁 的 法 国 数学 家 法 
尔 廷 斯 在 前 人 工作 的 基础 上 , 先 证 


明了 有 关 的 其 他 一 些 重要 猜想 , 然 
后 利用 代数 几何 和 数论 中 的 工具 ， 
证 明了 英 德 尔 猜想 。 他 的 证 明 被 誉 
为 20 世纪 数论 中 最 杰出 的 工作 之 
一 。 法 尔 廷 斯 因此 而 荣获 1986 年 的 
ERX. 

莫 德 尔 猜想 的 证 明 ,可 以 推出 
方程 ”十 六 一 2 对 于 给 定 的 n 
3), 仅 有 有 限 组 非 平凡 解 ,从 而 推进 
了 费 马 猜想 的 证 明 。 

韦 伊 狂想 (Weils conjecture) 4t 
数 几 何 中 的 一 个 重要 问题 ,1948 年 
由 法 国 数学 家 韦 伊 提 出 .其 大 意 是 ， 
设 有 ”个 整 系数 代数 方程 f1(z,y， 
U,)—0,fzz,y, tw) m0, f. 
(人 020) 一 0, 试 求 未 知 整 数 z,y， 
…,20 使 得 坊 都 能 被 一 个 固定 的 素 
数 z 所 整除 。 为 简单 起 见 , 考 虑 两 个 
变量 的 一 个 不 可 约 多 项 式 fs, 
间 z,y 取 那些 整数 值 ,使 f(x,y)==0 
(modz)? 显然 可 限制 z,y HE 0,1, 
2,…,p 一 1, 因 此 只 需 考 虑 有 限 组 
解 ， 其 数目 记 为 N,。 此外， 还 考虑 
f(z,9) 二 0, 其 中 z,y 可 以 取 复 数 ， 
这 种 解 组 成 一 个 流 形 XxX。 是 一 个 
二 维 的 曲面 ,和 上 不 同 的 回路 的 个 
数 称 为 贝蒂 数 B1。 它 是 这 个 曲面 上 
具有 的 “ 洞 ” 的 个 数 的 两 倍 。 可 以 证 
明 

|IN,—G- D [XB V » . 
3k UE HJ , modp 整数 解 的 数目 和 复数 
解 的 几何 流 形 之 间 存 在 着 深刻 的 联 
系 。 韦 伊 将 它 提 得 更 一 般 些 。 设 N， 
是 方程 组 在 ? 个 元 素 的 有 限 域 上 解 
的 个 数 。 对 每 个 正 整数 ", 存 在 一 个 
7 个 元 素 的 有 限 域 , 令 Ny 表示 方程 
组 在 这 个 域 上 解 的 个 数 。 对 每 个 素 
数 ?, 韦 伊 猜测 ,应 该 有 一 组 复数 
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Ny 一 Mc D'* a, 
这 里 B; 是 XX 的 贝 莫 数 , 且 1ai|= 
2*6 

1965 年 ,法国 数学 家 格 罗 唐 迪 
克 证 明了 第 一 式 。 更 困难 的 1 | 一 
于 ,由 比利时 数学 家 德 利 涅 于 1974 
年 解决 。 它 揭示 了 特征 p 的 域 上 流 
形 理论 与 古典 代数 几何 之 间 的 深刻 
K EDk. ANE A E gk 
1978 年 非 尔 兹 奖 。 

塞 尔 猜 想 (Serres conjecture) 
1955 年 法 国 数学 家 塞 尔 猜测 :多 项 
式 环 上 的 射影 模 一 定 是 自由 模 。 这 
是 代数 K 一 理论 方面 的 一 个 课题 ， 
它 与 拓扑 学 有 着 密切 的 联系 ,其 通 
俗 提 法 是 :一 个 可 道 矩 阵 的 第 一 行 
是 什么 样 的 ? 这 当然 要 看 元 素 是 什 
么 。 当 元 素 是 实数 时 ,除了 (0,0,…， 
0) 外 均 可 。 若 限制 在 整数 环 中 取 值 ， 
则 (2,4,6) 就 不 行 。 可 以 证 明 , 只 要 
某 一 行 没有 大 于 1 的 公 因 子 , 它 就 
可 以 成 为 某 一 可 逆 和 矩阵 的 第 一 行 。 
那么 对 于 一 般 的 可 换 环 R( 具 有 单 
位 元 ), 是 否 仍 具有 上 述 类 似 性 质 ? 
对 于 一 阶 二 阶 和 矩阵 都 是 对 的 ,但 三 
阶 和 矩阵 就 不 成 立 . 塞 尔 猜想 :对 某 些 
特殊 的 环 , 在 域 K 上 m 个 变 元 的 多 
MAM R 来 说 ,由 它 的 元 组 成 的 
阶 和 矩阵 ,其 就 范 行 C(a1 sazo eeey an) AT 


以 是 尺 上 某 一 可 逆 和 扼 阵 的 第 一 行 。 
塞 尔 猜 想 的 原始 形式 就 是 与 这 样 的 
R 上 的 环 模 有 关 。 这 个 猜想 公布 20 
年 之 久 。 非 平凡 的 第 一 步 由 塞 沙 迪 
给 出 (1958), 他 证 明 当 m=2 时 , 猜 
想 成 立 。1964 年 , 霍 罗 克 斯 对 局 部 
环 ( 只 有 一 个 最 大 理想 的 环 ) 证 明了 
类 似 的 结果 。1976 年 ,美国 数学 家 
奎 伦 和 苏联 数学 家 苏 斯 林 分 别 独 立 
地 证 明了 塞 尔 猜 想 。 前 者 获 1978 年 
WERAK. 

ak odd d& GN 38 (Selberg's 
conjecture)” 李 群 理论 方面 的 一 个 
著名 猜想 ,大 意 是 :除去 一 个 例外 ， 
格子 群 都 是 算术 群 。 这 个 猜想 是 在 
1960 年 于 印度 孟买 召开 的 国际 函 
数论 会 议 上 ,由 美国 数学 家 塞 尔 伯 
格 和 法 国 数学 家 韦 伊 共同 提出 的 。 
这 个 猜想 由 苏联 数学 家 马尔 古 利 斯 
解决 。 马 尔 古 利 斯 从 1968 年 开始 研 
究 这 个 猜想 ,他 在 最 初 (1968) 的 论 
文中 对 非 紧 致 的 情形 作出 了 突破 。 
紧 接 着 (1969 一 1974), 他 又 深入 挖 
据 出 有 关 结 构 方 面 的 事实 ,彻底 证 
明了 非 紧 致 情形 下 的 塞 尔 伯 格 猜 
想 . 1974 年 ,他 又 综合 地 利用 代数 、 
分 析 和 数论 方面 的 近代 结果 ,特别 
是 各 态 遍 历 性 理论 ,证 明了 这 一 猜 
想 的 紧 致 情形 ,得 到 数学 界 的 高 度 
评价 ,马尔 古 利 斯 因此 荣获 1978 年 
的 非 尔 兹 奖 。 
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数学 竞赛 与 数学 奖 


国际 数学 奥林匹克 (Interna- 
tional Mathematical Olympiad ) 

简称 IMo.。 本 世纪 50 年 代 兴 起 于 
东欧 ,后 逐渐 扩展 为 世界 性 的 中 学 
生 数 学 竞赛 。 由 罗马 尼 亚 数 学 家 发 
起 ,1959 年 夏 在 罗马 尼 亚 布 拉 索 夫 
举行 第 一 届 竞 赛 ,有 东欧 6 个 国家 
参加 , 共 出 6 道 试题 ,分 两 次 完成 ， 
每 次 3 小 时 ,满分 为 42 分 。 以 后 每 
年 7 月 利用 学 生 放 里 假 的 时 间 举 行 
一 次 ,每 次 前 后 历时 10 天 左右 。 
1965 年 起 西欧 开始 参加 ,以 后 参加 
国家 和 地 区 逐渐 增加 ,1989 年 已 达 
50 个 。 每 届 竞 赛 各 国 轮流 作 东 , 没 
有 固定 的 章程 和 常设 委员 会 。1980 
年 竞赛 因 故 未 能 举行 , 改 成 两 个 较 
小 规模 的 竞赛 。 同 年 国际 数学 教育 
委员 会 (ICMD 作 出 决定 ,每 年 以 主 
办 国 为 中 心 成 立 组 织 委员 会 ,以 保 
证 竞赛 顺利 进行 。 近 年 来 每 届 竞 赛 
还 确定 了 会 徽 。 竞 赛 初 期 参赛 团体 
的 人 数 无 一 定 规则 ,一 般 4—8 名 。 
自 1983 年 起 确定 每 个 国家 的 参赛 
团体 人 数 为 6 名 。 竞 赛 题目 由 各 参 
赛 国 提供 ,每 个 国家 至 多 提供 5 道 ， 
再 经 组 织 委员 会 审 选 确定 。 评 分 由 
各 国 领 队 进行 初评 ,东道 国 组 成 协 
调 委员 会 协调 评分 标准 , 商量 评定 
分 数 。 近 年 来 题目 都 为 6 道 ,每 道 题 
7 分 ,满分 42 分 。 竞 赛 分 两 天 举行 ， 
每 天 4, 5 小时。 竞赛 内 容 除 包括 初 
等 数学 外 ,也 涉及 整数 论 ,组 合 论 ， 
一 般 拓 扑 学 ,不 等 式 等 高 等 数学 内 


容 ,因此 被 称 为 “奥林匹克 数学 ”,。 竞 
赛 根据 个 人 总 分 , 评 出 一 、 二 ,三 等 
奖 ， 比例 大 致 为 1 : 23 3, 得 奖 人 数 
约 占 参赛 总 人 数 的 一 半 左 右 。 中 国 
1985 年 首次 派 两 名 学 生 组 成 代表 
队 参 加 第 26 届 竞 赛 ,1986 年 起 每 
年 派 6 人 参赛 队 参 加 ,成 绩 逐 年 提 
高 , 自 1987 年 起 参赛 学 生 就 全 部 获 
奖 。1989 年 在 西 德 布 伦 瑞 克 举行 的 
第 30 届 国 际 数 学 奥林匹克 竞赛 中 ， 
中 国 代表 队 以 237 分 的 成 绩 首次 夺 
得 团体 总 分 第 一 名 , 共 获 4 枚 金牌 
和 2 枚 银牌 。1990 年 第 31 届 国 际 
数学 奥林匹克 在 中 国 北 京 举 行 ,中 
国 队 再 接 再 励 , 在 试题 难度 较 大 的 
情况 下 ,以 230 分 的 总 成 绩 又 一 次 
获得 团体 总 分 第 一 名 , 共 获 5 枚 金 
牌 和 1 枚 银牌 。 

中 国 数 学 竞赛 (mathematic 
competition in China) 在 向 科 
学 进军 的 口号 鼓舞 下 , 我 国 于 1956 
年 首次 在 北京 、 上 海 、 武 汉 三 市 举 
行 了 市 一 级 中 学 数学 竞赛 。 从 此 一 
些 省 市 开始 不 定期 地 举办 中 学 数学 
竞赛 ,陆续 举行 的 还 有 天 津 市 
(1957)、 南 京 市 (1957)、 成 都 市 
(1962)、 西 安 市 (1963)、 江苏 省 部 
分 城市 (1964)。 截 止 1964 年 ， 全 
国共 有 8 个 省 市 举办 了 23 次 中 学 
数学 竞赛 。 但 到 1965 年 全 部 停办 。 
直至 1977 年 ， 安 徽 省 才 率 先 举办 
“文化 大 革命 后 ”的 第 一 次 数学 竞 
3€. 1978 年 全 国 各 地 又 掀起 了 新 的 
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竞赛 热潮 。 当 年 4 月 ， 国 务 院 批准 
全 国 和 北京 、 上海 、 天 津 、 陕西 、 安 
徽 、 四 川 、 辽 宁 、 广 东 8 个 省 市 举 
办 中 学 数学 竞赛 。 先 由 这 8 个 省 市 
进行 预 、 复赛 , 各 推选 出 40~50 名 
代表 参加 全 国 竞赛 .1978 年 5 月 21 
日 第 一 次 全 国 数学 竞赛 在 8 省 市 同 
时 举行 。 竞赛 分 两 场 , 共用 5 小 时 ， 
最 后 评 出 57 名 优胜 者 。 就 在 这 一 
年 , 另 有 13 省 市 也 进行 了 中 学 数学 
竞赛 。1979 和 1980 年 继续 举行 了 
各 省 市 及 全 国 的 数学 竞赛 。 从 1981 
年 起 实行 省 、 市 、 自 治 区 联合 高 中 
数学 竞赛 , 在 每 年 10 月 举行 , 由 中 
国 数学 会 主办 ， 各 省 、 市 、 自 治 区 
轮流 作 东 。 H 1985 年 起 , 每 年 在 全 
国 高 中 联赛 的 基础 上 , 选 出 约 70 名 
学 生 参 加 次 年 初 办 的 为 期 一 周 的 数 
学 冬令 营 , 再 从 中 通过 考试 选 出 20 
名 左右 的 学 生 参 加 为 期 3 个 月 的 
“数学 奥林匹克 集训 班 >， 最 后 产生 
出 我 国 参加 国际 数学 奥林匹克 的 6 
人 代表 队 ,我 国 还 从 1983 年 开始 举 
办 全 国 初中 学 生 数 学 竞赛 ， 每 年 4 
月 份 举行 。 在 这 两 个 赛事 之 前 ， 各 
省 、 市 、 自 治 区 也 分 别 举行 一 些 预 
选 赛 。 此 外 ， 自 1983 年 起 ， 上 海 市 
相继 参加 了 美国 数学 邀请 赛 、 美 国 
中 学 数学 竞赛 和 美国 初中 数学 竞赛 
三 种 竞赛 , 为 我 国 与 国外 进行 中 
学 数学 教学 等 方面 的 交流 创造 了 条 
件 。 数学 竞赛 为 我 国 数学 界 选 
拔 了 优秀 人 才 ， 多 数 获奖 者 已 陆 
续 成 为 教学 和 科研 领域 的 骨干 力 
E. 
匈牙利 数学 奥林匹克 《Hun- 
garian Mathematical Olympiad ) 


匈牙利 为 选择 有 数学 才能 的 学 生 


在 中 学 毕业 生 中 举办 的 数学 竞赛 。 
始 于 1894 年 ,是 世界 上 最 旱 的 国家 
级 数学 竞赛 。 最 初 由 匈牙利 文化 大 
臣 埃 特 沃 斯 男 妖 提议 ,匈牙利 “ 物 
理 一 一 数学 协会 ”通过 ， 因 此 称 为 
埃 特 沃 斯 考试 。 后 来 由 数学 家 屈 尔 
沙 克 加 以 发 展 ， 又 改称 为 届 尔 沙 克 
考试 。 现 在 受 国 际 数学 奥林匹克 的 
影响 ,通称 为 匈牙利 数学 奥林匹克 。 
该 竞赛 每 年 10 月 举行 .中 间 因 两 次 
世界 大 战 和 匈牙利 事件 间断 7 年 。 
每 次 竞赛 3 道 题 ， 时 间 为 4 小 时 ,人 允 
许 使 用 参考 书 。 竞 赛 内 容 涉及 许多 
高 等 数学 课题 ， 着 重 提高 学 生灵 活 
运用 初等 数学 知识 解 题 以 及 逻辑 思 
维 能 力 ， 对 以 后 学 习 高 等 数学 也 有 
帮助 .匈牙利 通过 举办 这 种 竞赛 , 选 
拔 和 培养 了 一 大 批 优秀 人 才 ， 其 中 
许多 后 来 成 为 著名 数学 家 ， 例 如 
1897 年 的 优胜 者 费 耶 尔 ,1898 年 的 
优胜 者 卡门 ，1903 年 优胜 者 哈 尔 ， 
1904 年 优胜 者 M. 里 斯 , 1912 年 优 
胜 者 赛 格 等 等 。 在 匈牙利 经 验 的 带 
动 下 ,其 他 国家 纷纷 举办 数学 竞赛 ， 
并 终于 在 1959 年 引发 了 国际 数学 
奥林匹克 竞赛 。 

苏联 数学 奥林匹克 (USSR 
Mathematical Olympiad) ”苏联 
是 最 早 将 数学 考试 与 体育 竞赛 “ 奥 
林 匹 克 ” 相 联系 的 国家 。 据 称 1934 
年 列宁 格 勒 市 开始 举办 中 学 生 数 学 
竞赛 。 第 二 年 移 到 莫斯科 ， 由 两 市 
联合 主办 这 种 竞赛 ， 称 为 莫斯科 数 
学 奥林匹克 。1935 年 为 第 一 届 。 其 
目的 是 选拔 成 绩优 秀 者 推荐 到 大 
学 。 除 1942-1944 年 因 二 次 大 战 间 
斯 三 年 外 ,该 竞赛 每 年 举办 一 届 。 每 
届 分 两 试 ， 每 试 又 因 参 赛 学 生年 级 
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不 同 而 分 为 2 一 4 组， 每 组 4 一 6 个 
题目 ， 内 容 以 初等 数学 为 主 ， 也 涉 
及 高 等 数学 的 某 些 课题 。 后 来 竞赛 
制度 普及 到 全 国 , 60 年 代 形 成 全 苏 
奥林匹克 分 阶段 式 竞赛 制度 。 在 各 
地 进行 数学 奥林匹克 的 基础 上 ， 选 
拔 出 优胜 者 参加 全 苏 数 学 奥林匹克 
竞赛 。70 年 代数 学 竞赛 发 展 到 大 
学 ， 每 年 由 各 高 等 院 校 内 部 举行 第 
一 试 竞赛 ， 选 拔 出 优胜 者 参加 全 苏 
数学 竞赛 第 二 试 。 苏 联 的 数学 竞赛 
为 苏联 数学 界 选拔 了 大 批 人 才 ， 也 
对 苏联 的 数学 教育 改革 起 了 促进 作 
用 。 
美国 中 学 数学 竞赛 (Ameri- 
can High School Mathematical 
Emulation) 美国 中 学 生 的 数学 
竞赛 共有 4 种: 美国 中 学 数学 竞赛 
(简称 AHSME) ,美国 数学 奥林匹克 
(简称 USAMO)、 美 国 数学 邀请 赛 
(简称 AIME) 和 美国 初中 数学 竞赛 
(简称 AJHSME) 。 其 中 历史 最 长 的 
是 美国 中 学 数学 竞赛 , 约 兴起 于 50 
ERI, 每 年 2 月 份 举行 , 至 1989 
年 已 举行 了 40 届 。 这 个 竞赛 主要 针 
对 高 中 学 生 ， 每 次 参赛 出 30 道 题 ， 
全 部 由 选择 题 组 成 。 答 对 一 题 得 5 
分 , 不 答 者 得 2 分 , 管 错 者 得 0 分 。 
满分 为 150 分 ,时 间 是 一 个 半 小 时 。 
到 70 年 代 初 , 受 国际 数学 奥林匹克 
的 影响 ,美国 于 1971 年 开始 准备 全 
美 数学 奥林匹克 。 1972 年 举办 了 第 
一 届 美 国 数学 奥林匹克 。 两 年 后 
《1974) 首 次 派 代 表 队 参加 国际 数学 
奥林匹克 ， 就 获得 团体 总 分 第 2 名 
的 好 成 绩 。 美 国 数学 奥林匹克 也 是 
一 年 一 次 ， 一 般 每 年 5 月 举行 8 
次 出 5~6 道 题 ,难度 与 国际 数学 奥 


林 匹 克 相当 。 到 1983 年 初 , 美国 中 
学 数学 竞赛 和 美国 数学 奥林匹克 组 
委 会 又 联合 举办 了 第 三 种 竞赛 ， 称 
之 为 美国 数学 邀请 赛 ， 并 于 当年 3 
月 举行 了 第 一 届 竞 赛 。 组 织 委员 会 
BOE: 当年 2 月 份 参加 美国 中 学 数 
学 竞赛 成 绩 在 95 分 或 95 分 以 上 
者 ， 才 有 资格 参加 3 月 份 举行 的 美 
国 数学 邀请 赛 , 然 后 选 出 前 50 名 再 
参加 5 月 份 举行 的 美国 数学 奥 林 匹 
克 。 最 后 选 出 优胜 者 进行 集训 ， 代 
表 美国 参加 7 月 份 举行 的 国际 数学 
奥林匹克 。 美 国 数学 邀请 赛 每 次 出 
15 道 题 ， 每 题 1 分 , 满分 为 15 分 。 
每 道 题 的 答案 都 是 不 超过 999 的 正 
整数 。 最初 两 届 况 赛 的 时 间 都 是 
2. 5 小时， 从 第 3 届 起 改 为 每 次 3 
小 时 。 至 1989 年 已 举行 了 7 届 。 以 
上 三 种 竞赛 都 是 高 中 学 生 参 加 的 竞 
赛 。1985 年 12 月 由 美国 数学 协会 
等 6 个 单位 又 联合 举办 了 第 一 届 美 
国 初中 数学 竞赛 , 参加 对 象 是 7、8 
年 级 的 学 生 〈 相 当 于 我 国 初中 二 年 
级 )。 每 次 竞赛 出 25 道 选 择 题 ， 每 
题 1 分 ,满分 25 分 。 每 次 时 间 为 40 
分 钟 。 内 容 限制 在 初中 课程 范围 内 。 
该 竞赛 以 后 每 年 12 月 举办 1 次 ,至 
1988 年 已 举办 了 4 m. 除 美国 数学 
奥林匹克 外 ， 其 他 三 种 竞赛 都 具有 
国际 性 ， 吸 引 了 加 拿 大 、 中 国 等 一 
些 国家 和 地 区 参加 。 中 国 上 海 采用 
通讯 方式 分 别 于 1984、1983 和 
1985 年 开始 参加 这 三 种 竞赛 , 并 在 
每 次 的 竞赛 中 都 取得 了 较 好 的 成 
绩 。 
Lid t tic Me 
Mathematical Competition) — X 
国 大 学 生 的 数学 竞赛 。 是 世界 上 最 
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早 的 大 学 生 数 学 竞赛 。 普 特 南 曾 在 
蛤 佛 大 学 数学 系 任教 ，1933 年 退 
休 ，1935 年 逝世 。 他 的 夫人 、 孩 子 
和 普 特 南 的 生前 好 友 、 数 学 家 伯 克 
霍 夫 一 起 商定 ， 用 他 留 下 的 一 笔 基 
金 举办 一 个 数学 竞赛 ， 并 设立 “ 普 
特 南 奖 学 基金 会 ”, 奖 励 竞赛 中 的 优 
胜 者 。 第 一 届 竞 赛 于 1938 年 4 月 
16 日 举行 ， 以 后 除 1943— 1945 年 
因 二 次 大 战 间 断 三 年 外 ， 每 年 都 举 
行 一 次 竞赛 ,被 称 为 普 特 南 数学 竞 
赛 。 前 18 届 竞 赛 都 在 上 半年 举行 ， 
自 第 19 届 起 改 在 每 年 的 11、12 月 
举行 ,竞赛 由 美国 数学 会 具体 组 织 ， 
分 上 、 下 午 两 试 ， 每 次 3 小 时 ， 每 
次 6 道 题 ， 内 容 一 般 涉 及 大 学 低 年 
级 所 学 的 课程 。 每 届 竞 赛 都 组 织 命 
题 委员 会 。 参 赛 者 来 自 美国 和 加 拿 
大 的 各 高 等 院 校 。 竞 赛 设 团体 奖 和 
个 人 奖 两 项 ,每 个 团体 限于 3 人 , 共 
X 5 个 团体 。 奖 金 最 高 为 5000 X 
元 ， 另 表彰 若干 名 。 个 人 一 等 奖 5 
名 ， 各 获奖 金 250 美元 ， 另 有 二 等 
奖 和 表彰 奖 。 获 奖 者 均 在 《美国 数 
学 月 刊 》 上 公布 ， 以 资 鼓 励 。 普 特 
南 数学 竞赛 不 仅 促进 了 各 高 等 院 校 
的 教学 水 平 ， 也 为 美国 数学 界 选 
拔 了 大 量 人 才 。 如 卡 普兰 斯 基 ， 米 
尔 诺 ， 芒 福 德 ， 奎 伦 等 。 后 三 人 曾 
获 国 际 数学 家 大 会 颁发 的 非 尔 效 
奖 。 
许 宝 又 统计 数学 奖 (Xu Bao 
Lu's Statistical Mathematical 
Prize) ”为 了 纪念 在 统计 数学 上 有 
卓越 贡献 的 中 国 数学 家 许 宝 又 先 
生 ， 鼓 励 青年 数学 工作 者 为 推进 统 
计数 学 的 发 展 做 出 优异 成 果 ，1984 
年 由 国内 外 学 者 钟 开 莱 、 郑 清水 、 徐 


利 治 发 起 ， 设 立 许 宝 又 统计 数学 奖 
金 。 该 奖金 应 征 人 的 年 龄 以 不 超过 
35 岁 为 限 , 提交 的 创造 性 论文 应 属 
于 数理 统计 和 概率 论 范围 。 本 奖金 
的 审 稿 评奖 委员 会 由 中 外 学 者 多 
人 主持 ， 每 年 评奖 一 次 ， 若 无 合格 
的 论文 人 选 ， 则 延迟 给 奖 。 首 届 
“ 许 宝 骤 统 计数 学 奖 ” 于 1985 年 
授予 上 海 华东 师 范 大 学 数学 系 郑 
伟 安 。 

陈省身 数学 奖 (Chen Xing- 
Shen Mathematical Prize) 为 奖 
励 我 国 数学 工作 者 突出 的 学 术 成 
就 ， 促 进 中 国 数学 的 发 展 ， 加 速 社 
会 主义 现代 化 建设 ， 也 为 了 纪念 和 
推崇 陈省身 先生 对 世界 数学 的 发 展 
作出 的 杰出 贡献 ， 中 国 数学 会 接受 
香港 亿 利 达 工 业 发 展 集团 有 限 公司 
的 捐助 (1985 至 1987 年 每 年 捐助 
人 民 币 壹 万 元 ), 在 我 国 设立 “ 陈 省 
身 数 学 奖 ”, 授 予 近 五 年 内 发 表 的 最 
佳 数 学 研究 成 果 的 作者 。 本 奖 以 奖 
励 中 青年 数学 工作 者 所 取得 的 成 就 
为 主 。 得 奖 人 限于 在 国内 从 事 数学 
教学 或 科学 研究 的 数学 工作 者 ， 并 
且 是 对 数学 的 基础 理论 和 应 用 有 创 
造 性 贡献 的 作者 。 其 学 术 论 文 应 是 
公开 发 表 后 在 国内 外 已 有 评论 ， 被 
公认 为 是 最 佳 的 研究 成 果 。“ 陈 省 身 
数学 奖 ” 每 年 颁发 一 次 ， 奖 金额 为 
人 民 币 壹 万 元 ， 同 时 ， 颁 发 荣誉 证 
书 。 中 国 科 学 院 数 学 研究 所 研究 员 
钟 家 庆 和 北京 大 学 数学 系 教授 张 恭 
庆 荣 获 1985 年 与 1986 年 度 陈省身 
数学 奖 。 钟 家 庆 的 获奖 工作 是 关于 
复 分 析 和 微分 几何 的 优秀 研究 成 
果 ， 张 恭 庆 的 研究 成 果 是 发 展 了 莫 
尔 斯 的 孤立 临界 点 理论 及 其 应 用 。 
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颁奖 仪式 在 天 津南 开 大 学 隆重 举 
行 。1987 年 与 1988 年 度 陈省身 数 
学 奖 由 中 国 科 学 院 系 统 所 李 邦 
河 研究 员 〈 慕 奖 工 作 在 微分 拓扑 方 
面 ) 和 北京 大 学 数学 系 姜 伯 驹 教授 
(获奖 工作 在 不 动 点 理论 方面 ) 获 
得 ,颁奖 仪式 在 北京 科学 会 堂 举 
行 。 
钟 家 庆 数 学 奖 (Zhong Jia- 
qing Mathematical Prize) $% 
庆 是 中 国 科学 院 数 学 研究 所 研究 
员 。 他 深 深 地 热爱 数学 ， 有 很 深 的 
数学 造 衣 。 他 在 复 分 析 和 微分 几何 
方面 的 优秀 工作 荣获 首届 1985 和 
1986 年 度 ) 陈省身 数学 奖 ， 为 我 国 
现代 数学 的 发 展 作出 了 宝贵 的 贡 
BR. 不幸 的 是 ， 钟 家 庆 教 授 在 1987 
年 春 在 北美 国 讲学 期 间 ， 因 心脏 病 
突 发 而 狂 然 逝世 , 年 仅 49 岁 。 钟 家 
庆 教 授 生 前 对 发 展 我 国 的 数学 事业 
有 强烈 的 责任 感 ， 对 祖国 数学 发 展 


的 前 途 极 为 关心 .他 曾 多 次 提出 ,我 ， 


国 数学 事业 的 发 展 有 赖 于 积极 培养 
与 提拔 优秀 的 年 轻 数学 人 才 ， 他 还 
悉 切 希望 在 中 国 建 立 基 金 以 奖励 优 
秀 的 年 轻 数学 家 。 为 了 纪念 钟 家 庆 
教授 ， 我 国 的 有 关 数 学 家 、 钟 家 钟 
教授 的 亲属 和 生前 友好 共同 发 起 了 
“ 钟 家 庆 纪 念 基 金 ” 的 募集 活动 , 在 
有 关 院 、 所 的 大 力 支 持 下 ， 成 立 了 
钟 家 庆 基 金 执行 委员 会 ， 该 委员 会 
决定 设立 钟 家 庆 数 学 奖 ， 以 奖励 最 
优秀 的 数学 专业 硕士 研究 生 ， 获 奖 
人 必须 是 在 校 的 或 毕业 不 超过 两 年 
的 国内 大 学 或 研究 所 的 硕士 研究 
生 。 以 数学 论文 的 水 平 为 评选 标准 ， 
重点 在 于 鼓励 具有 创造 性 的 数学 研 
究 工作 . 钟 家 庆 数 学 奖 从 1988 EF 


始 ， 每 年 评选 一 次 ， 暂 定 三 年 。 每 
年 一 般 为 两 名 ， 每 名 获奖 金 意 什 元 
及 获奖 证 书 一 份 。 首 届 钟 家 庆 数 学 
奖 由 北京 大 学 刘 克 峰 、 复 旦 大 学 夏 
琪 、 华 东 师 范 大 学 翁 林 和 清华 大 学 


TOURS 
jE/Z£3£ (Fields prize) 由 
CAMERA CE I 2E BE DUE 


的 国际 性 数学 奖 ， 是 国际 数学 界 最 
有 影响 的 奖赏 之 一 。 菲 尔 兹 本 人 捐 
献 的 部 分 资金 和 1924 年 国际 数学 
AK An t e RET ERE 
的 基金 , 1932 年 国际 数学 家 大 会 上 
通过 并 决定 从 1936 年 起 开始 评定 ， 
在 每 届 大 会 上 颁发 (奖金 1500 美元 
和 人 金 质 奖章 一 枚 ) , 菲 尔 兹 奖 只 颁 赠 
给 在 纯粹 数学 领域 中 作出 贡献 的 年 
轻 的 数学 家 , 至 今 尚未 有 超过 40 岁 
以 上 的 人 获奖 。 获 奖 者 一 般 是 在 当 
届 数 学 家 大 会 之 前 的 几 年 内 作出 突 
出 成 就 并 以 确定 形式 发 表 出 来 的 数 
学 家 ， 他 们 的 获奖 工作 一 般 能 够 反 
映 当 时 数学 的 重大 成 就 。 1952 年 国 
际 数学 联合 会 成 立 之 后 ， 每 届 执 行 
委员 会 都 指定 一 个 评奖 委员 会 ， 在 
国际 数学 家 大 会 之 前 通过 广泛 征求 
意见 ,从 候选 人 中 评定 获奖 者 名 单 。 
一 般 每 届 评 出 两 名 获奖 者 ， 1966 
年 以 后 获奖 人 数 有 所 增加 。 菲 尔 
兹 奖 设立 初期 ， 并 没有 在 世界 上 引 
起 广泛 重视 ， 随 着 国际 数学 家 大 会 
的 影响 的 不 断 扩大 ， 特 别 是 获奖 者 
的 杰出 数学 成 就 ， 使 菲 尔 兹 奖 的 荣 
誉 日 益 提 高 ， 现 已 成 为 当今 数学 
家 可 望 得 到 的 最 高 奖励 之 一 。 菲 尔 
获奖 获得 者 及 其 主 要 工作 成 就 见 
TX: 


1936 | L * V 阿尔 福 斯 (芬兰 - 美 


1950 


1954 


1958 


1962 


1966 


1970 


1974 


数学 竞赛 与 数学 奖 


国 ) 
J. 道格拉斯 (美国 ) 


L。 施 瓦尔 区 (法 国 ) 


A， 赛 尔 伯 格 (挪威 - 美 


国 ) 
小 平 邦彦 (日 本 ) 


-Pe 塞 尔 (法 国 ) 

“F， 罗 特 ( 德 国 -英国 ) 

* 托 姆 (法 国 ) 

“ 赫 尔 曼 德尔 (瑞典 ) 

，W， 米 尔 诺 ( 美 国 ) 
MF MEER) 
P。J。 科 恩 ( 美 国 ) 
A。，。 格 罗 唐 迪克 (法 国 》 


S。， 斯 梅 尔 (美国 ) 
A * 贝克 (英国 ) 
广 中 平实 (日 本 ) 
“三 。 诺 维 科 夫 (苏联 )》 


“G .汤普森 (美国 ) 
“ 邦 别 里 (意大利 》 


D- B， 芒 福 德 (美国 ) 
- 德 利 涅 (比利时 ) 
* 费 弗 曼 ( 美 国 ) 


Ae BREAN OR 


联 ) 
D.G. EN) 
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复 分 析 


极 小 曲面 

广义 函数 论 , 泛 函 分 析 , 偏 微分 方程 ,概率 论 
解析 数论 ,抽象 调和 分 析 , 李 群 的 离散 子 群 
分 析 学 ,代数 几何 , 复 解析 几何 

代数 拓扑 ,代数 几何 ,数论 ,多 复 变 函 数 
解析 数论 

代数 拓扑 与 微分 拓扑 , 奇 点 理论 

偏 微分 方程 一 般 理 论 

代数 拓扑 与 微分 拓扑 

代数 拓扑 ,代数 几何 

公理 集合 论 ,抽象 调和 分 析 

代数 几何 ,省 函 分 析 ,同调 代数 

微分 拓扑 ,微分 动力 系统 

解析 数论 

代数 几何 , 奇 点 理论 

ARIE SA EER CE K 理论 ,动力 系 
有 限 群 论 

解析 数论 , 偏 微分 方程 ,代数 几何 , 复 分 析 ,有 
限 群 论 

代数 几何 

代数 几何 ,代数 数论 ,调和 分 析 , 多 复 变 函数 
调和 分 析 , 多 复 变 函数 

李 群 的 离散 子 群 

代数 拓扑 ,代数 K 理论 ,同调 代数 


下 


596 简明 数学 史 辞 典 


年 度 获 奖 者 


GRE) 
主要 工作 领域 


1982 | A， 和 孔 湿 (法 国 》 
WP: ZH GE 
丘成桐 (中 国 》 

1986 | M。 弗 里 德 曼 (美国 》 
S * 唐 纳 森 ( 英 国 ) 

G ' 法 尔 廷 斯 (联邦 德国 ) 

1990 | B-r -f& fk 3E RE CODO 
VER 琼斯 (新 西 兰 ) 
森 重文 (日 本 ) 


E， 威 顿 (美国 ) 


沃 尔 夫 奖 (Wolf prize) 国际 
上 有 影响 的 科学 奖 之 一 。1976 年 1 
月 1 日 , 沃 尔 夫 及 其 家 族 捐献 1000 
万 美元 设立 了 沃 尔 夫 基金 会 ,其 总 
部 设立 在 以 色 列 。 沃 尔 夫 奖 骨 在 “ 促 
进 科学 和 艺术 的 发 展 以 造福 于 人 
类 ”, 每 年 给 在 化 学 .农业 、 医 学 、 物 
理学 .数学 和 艺术 方面 的 杰出 成 就 
者 颁奖 。 沃 尔 夫 是 德国 出 生 的 化 学 
家 、 枇 善 家 和 外 交 家 ,第 一 次 大 战 前 
移民 到 古巴 ,用 将 近 20 年 时 间 成 功 
地 发 明了 一 种 从 熔炼 废 河中 回收 铁 
的 方法 ,因而 致富 。1961 年 他 成 为 


算 子 代数 

几何 拓扑 , 叶 状 结构 

微分 几何 , 偏 微分 方程 ,相对 论 
拓扑 学 

doti 

莫 德 尔 猜想 

数论 ,代数 几何 .动力 系统 等 

统计 力学 .拓扑 学 .量子 群 . 李 代数 
代数 几何 

数学 物理 


古巴 驻 以 色 列 大 使 ,1981 年 逝 在 以 
色 列 。 沃 尔 夫 奖 的 评奖 委员 会 由 让 
界 著名 科学 家 组 成 .每 年 发 奖 一 次 ， 
每 个 领域 奖金 为 10 万 美元 ,可 由 几 
个 人 联合 获得 。 由 于 获奖 者 都 是 世 
界 上 作出 卓越 贡献 的 科学 家 , 这些 
科学 家 的 巨大 声誉 使 该 奖 广 为 人 
知 。 由 于 数学 界 没有 诺 贝 尔 奖 , 而 获 
沃 尔 夫 奖 的 数学 家 又 都 是 极 负 盛名 
的 ,因此 数学 届 对 沃 尔 夫 奖 更 为 重 
视 。 沃 尔 夫 奖 获得 者 及 其 工作 见 下 
表 : 


1978 
CoL- 西 格 尔 


泛 函 分 析 、 群 表示 等 


数论 .多 复 变 函数 .天 体力 学 


数学 竞赛 与 数学 奖 


GR) 
获 奖 工作 


偏 微 分 方程 中 的 拓 提 方法 


国 


1980|A.H. 柯 尔 莫 哥 
洛 夫 » X 


1981 


o. 扎 里 斯 基 俄国 -美国 


1982 


H. EEE 美 国 


1984 | P。 爱 尔 特 希 匈牙利 


1 


S - 艾 琳 伯 格 波兰 -美国 
A。 赛 尔 伯 格 挪威 -美国 
1987 alui 

F.A 


A P- 考 尔 德 伦 | 阿根廷 -美国 
1989 


^ 


M H 
1990| 1. 皮 亚 捷 欧 基 - 沙 . 
"n 苏联 -以 色 列 


四 
[.: 
3 
nf 
i 
E 


数论 中 的 代数 几何 方法 
代数 拓扑 .同调 代数 、 复 变 函 数 


Vif A Er EG OR DIRE 
动力 系统 


复 分 析 

代数 几何 

泛 函 分 析 及 应 用 

代数 拓扑 、 微 分 几何 微分 拓扑 
整体 微分 几何 

数论 dA ie AGRIC 

AHE RAE 

偏 微分 方程 


代数 拓扑 学 ,同调 代数 学 ,范畴 
论 .自动 机 理论 
数论 .调和 分 析 、 群 论 
概率 论 .随机 分 析 
分 析 数 学 .应 用 数学 
代数 几何 .拓扑 学 ,数论 
偏 微分 方程 


调和 分 析 及 其 在 偏 微分 方程 中 
的 应 用 


微分 拓扑 、 微 分 几何 、 代 数 数论 等 
偏 微分 方程 . 变 分 法 


齐 性 复 域 . 离 散 群 . 自 守 形 式 


re 
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世界 各 国 所 设 的 国际 性 数 
学 AP (mathematical prizes of 
each country within the scope of 
world) 

美国 数学 会 的 伯 克 霍 夫 应 用 数学 
奖 1967 年 由 美国 数学 会 和 工业 
及 应 用 数学 会 共同 发 起 设立 。 表 彰 
“在 最 高 和 和 最 广 的 意义 上 对 应 用 数 
学 做 出 的 杰出 贡献 ”受奖 者 必须 是 
美国 数学 会 或 工业 及 应 用 数学 会 成 
B ,并 是 美国 或 加 拿 大 或 墨西哥 的 
居民 。 该 奖 是 为 了 向 G. D. 伯 克 霍 夫 
教授 表示 敬意 而 设立 的 ,最 初 的 
2066 美元 基金 由 伯 克 霍 夫 家 族 捐 
赠 。 每 五 年 颁发 一 次 。 

美国 数学 会 的 维 纳 应 用 数学 奖 
1967 年 为 向 N. 维 纳 教授 表示 敬意 
而 设立 。 基 金 由 美国 麻 省 理工 学 院 
的 数学 系 捐赠 ,总 数 为 2000 美元 。 
从 1970 年 起 ,一 般 每 五 年 颁发 一 
次 ,表彰 “在 最 高 和 最 广 的 意义 下 对 
应 用 数学 做 出 的 杰出 贡献 >. 人 选 由 
美国 数学 会 和 工业 及 应 用 数学 会 共 
同 决定 。 人 选 必 须 是 这 些 学 会 的 成 
员 , 并 为 美国 .加 拿 大 或 墨西哥 居 
民 。 

加 拿 大 皇家 学 会 托 里 奖章 ”创立 
于 1943 年 ,表彰 在 物理 ,化 学 、 数 
学 、 天 文学 或 有 关 学 科 中 某 个 分 支 
作出 的 杰出 研究 成 果 , 每 两 年 颁发 
一 次 金 质 奖章 。 获 奖 工作 的 主要 部 
分 必须 是 在 加 拿 大 完成 的 。 

法 国 科 学 院 纪念 1940—1945 年 
被 德国 人 杀害 的 法 国学 者 基金 ”由 
物理 学 家 朗 之 万 倡议 设立 ,纪念 
1940 一 1945 年 间 被 德国 人 杀害 的 
法 国学 者 。 授 予 在 数学 .物理 .化 学 
和 生物 学 方面 做 出 贡献 的 学 者 。 奖 


金 为 2200 JE BB ,每 年 颁发 一 次 。 

法 国 科 学 院 孔 泰 奖 表彰 数学 、 
物理 .化 学 .自然 科学 和 医学 方面 的 
新 发 现 , 以 及 上 述 科 学 的 新 应 用 。 奖 
金 22,000 法 郎 ,每 三 年 颁发 一 次 ,该 
奖 为 纪念 著名 发 明 家 孔 泰 而 设立 。 

法 国 科 学 院 彭 赛 列 奖 ”授予 对 纯 
粹 数学 和 应 用 数学 的 进步 做 出 最 有 
用 工作 的 学 者 。 奖 金 2300 法 郎 ,每 
三 年 颁发 一 次 。 

意大利 费 尔 特 里 内 里 基金 会 安 托 
尼 奥 。 费 尔 特 里 内 里 奖 ” 轮 流 授 予 
干 述 五 方面 的 杰出 成 果 : OO 精神 
和 历史 科学 ; (2) 物理 、 数 学 和 自 
然 科学 ; OG) 文学 ; (4) 艺术 ; 
(5) 医学 。 它 也 定期 颁发 给 维护 人 
道 主义 和 道德 的 卓越 活动 家 。 奖 金 
为 5，000，000 里 拉 , 还 有 其 他 金钱 
奖励 和 金 质 奖章 。 每 年 颁发 一 次 。 

比利时 弗兰克 齐 基金 会 弗兰克 

FE 表彰 在 下 述 领域 做 出 的 杰出 
贡献 ; (1) 数 学 ,物理 ,化 学 ; (2) 人文 
科学 ; (3) 自 然 科 学 和 医学 科学 。 获 
奖 人 不 得 超过 50 岁 。 三 方面 各 颁奖 
金 5000,000 比 利 时 法 郎 ,每 三 年 发 
奖 一 次 。 

比利时 知识 青年 联盟 恩 佩 科学 奖 

鼓励 比利时 学 生 从 事 下 述 五 个 学 
科 的 科研 工作 ; (1) 数 学 ; (2) 物 理 ， 
(3) 化 学 ;(4) 自 然 科 学 和 医学 ; (5) 
工程 。 申 请 者 必须 是 “大 学 基金 会 ” 
认可 的 那些 大 学 的 在 校生 和 毕业 
生 。 年 龄 限制 是 28 岁 , 服 满 兵役 者 
放宽 至 UF, ERTER KR 
B3. 恩 佩 科学 奖 获得 者 ” 获 誉 称 
号 以 及 奖金 100,000 法 郎 , 每 三 年 颁 
发 一 次 。 

比利时 皇家 科学 院 加 泰隆 奖 SO 
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子 在 纯粹 数学 方面 取得 重大 成 果 的 
比利时 或 法 国学 者 。 参 加 评奖 的 工 
作 必 须 用 法 文 撰写 ,并 在 评奖 前 五 
年 内 发 表 。 奖 金 32,000 法 郎 , 每 五 年 
颁发 一 次 。 
比利时 皇家 科学 院 拉 格 拉 格 奖 
表彰 促进 了 全 世界 数学 知识 进展 的 
最 优秀 的 数学 或 实验 的 成 果 。 奖 金 
30,000 法 郎 , 每 四 年 颁发 一 次 。 
奥地利 红 衣 主教 因 尼 策 尔 基金 
授予 下 述 各 领域 的 科学 研究 :(1) 神 
学 ; (2) 哲 学 ,教育 和 心理 学 ; (3) 数 
学 和 自然 科学 ;(4) 医 学 ; GORRA 
应 用 自然 科学 ; (6) 社 会 和 经 济 科 
学 ; (7) 人 文科 学 ; (8) 法 律 和 新 闻 。 


重点 鼓励 社会 科学 的 研究 。 奖 金 为 
1000 美元 。 

以 色 列 魏 茨 曼 科 学 研究 院 利 迪 纪 
念 奖 ”每 年 颁奖 一 次 ,轮流 表彰 生 
Vy .物理 和 数学 方面 的 成 果 。 

美国 丹 齐 格 数学 规划 奖 ”由 美国 
工业 与 应 用 数学 学 会 和 数学 规划 学 
会 联合 资助 所 建立 的 一 项 关于 数学 
规划 方面 研究 的 国际 奖金 。 由 于 丹 
齐 格 在 数学 规划 方面 的 突出 贡献 ， 
特别 是 他 创立 单纯 形 法 的 贡献 , 因 
此 以 他 的 名 字 命名 。1982 年 在 西 德 
召开 的 第 十 一 届 国 际 数学 规划 会 议 
上 ,首次 颁发 丹 齐 格 数学 规划 奖 。 今 
后 丹 齐 格 奖 每 三 年 颁发 一 次 ， 
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国 时 期 兴起 的 学 派 。 因 创始 人 墨 翟 
( 约 476B. C. —— £5 390B. C. ) 而 得 
名 。 历 史上 有 前 后 墨家 之 分 。 前 期 
指 墨 翟 本 人 在 世 时 组 成 的 学 派 ,后 
期 指 由 其 弟子 组 成 的 学 派 。 代 表 作 
为 4《 墨 子 } 一 书 , 原 有 71 篇 ,流传 至 
今 仅 15 卷 53 篇 ,分 为 5 部分。 其 中 
《 墨 经 六 亦 称 4 墨 辨 )) 一 部 分 包含 6 
篇 ,是 后 期 墨家 的 著作 , 约 写 于 公元 
前 4 世纪 ,在 自然 观 . 认识论 .逻辑 
和 社会 历史 观 等 方面 给 出 独到 见 
解 , 构 成 先秦 哲学 和 先秦 科学 发 展 
史上 一 个 重要 环节 .《 墅 经 》 中 给 出 
许多 重要 的 数学 概念 和 命题 ,例如 
加 :一 中 同 长 也 (从 中 心 到 周 界 有 相 
辐 长 度 ); 平 : 同 高 也 (高 度 相 等 ); 
直 : 参 也 (三 点 相 齐 ); 次 ( 相 切 ) :无 
间 而 不 相机 也 ( 既 无 大 小 又 不 相 
合 ); 端 (点 ); 体 之 无 厚 而 最 前 者 也 
(部 分 中 没有 大 小 并 处 于 最 前 缘 
者 ) ,等 等 。 墨 家 还 定义 了 有 穷 和 无 
穷 的 概念 , 穷 : 域 不 容 尺 ( 在 区 域 的 
前 缘 连 一 根 线 也 容纳 不 下 ), 有 穷 ; 
莫不 容 尺 (不 论 区 域 多 大 ,在 其 前 缘 
总 能 容 下 一 线 之 宽 ), 无 穷 也 。 其 主 
导 思 想 是 名 来 源 于 物 ,名 可 以 从 不 
同方 面 和 不 同 深度 反映 物 ,与 当时 
名 家 的 观点 大 相 径 庭 。《 墨 经 ) 中 还 
给 出 算 筹 式 记 数 法 的 描述 “一 少 于 
二 而 多 于 五 ,说 在 建 位 .” 即 一 在 个 
位 少 于 二 ,在 十 位 就 多 于 五 ,每 个 数 
字 的 大 小 除 由 它 本 身 所 表示 的 数值 


决定 外 ,还 要 看 他 在 整个 数 中 所 处 
的 位 置 。 这 是 位 值 制 记 数 法 的 最 早 
解释 .墨家 还 有 注重 逻辑 的 传统 ,要 
求 将 “ 辩 ”( 辩 论 ) 作 为 一 种 专门 知识 
学 习 , 并 由 后 期 墨家 建立 了 第 一 个 
中 国 古 代 逻 辑 学 的 体系 。 墨 家 学 派 
在 战国 百 家 争 鸭 中 发 展 致 盛 ,保持 
“ 显 学 ?地位 达 200 年 。 西 汉中 期 里 
点 百 家 独 尊 儒 学 后 潭 没 无 闻 , 但 其 


论著 对 中 国 古 代数 学 理论 的 发 展 有 
重要 作用 。 

3r3k3 JK(school in Qian- 
long and Jiaging times) 清 乾 


隆 、 嘉 庆 年 间 (1736 一 1820) 兴 起 的 
学 派 , 以 讲究 训话 考 据 为 特色 ,致力 
于 古籍 整理 和 语言 文字 研究 。 因 以 
DU £e ER ER ARDOR OEC 
之 学 ,又 称 之 为 汉学 派 .初时 以 校订 
经 书 为 主 ,后 扩大 到 史籍 和 诸 子 , 开 
始 考 究 历 史 、 地 理 , 天 文 历法 、 音 律 、 
典章 制度 等 。 主 要 分 为 以 惠 栋 为 首 
的 “ 吴 派 ?和 以 戴震 (1724 一 1777) 为 
首 的 “ 皖 派 ”两 大 支 。 1773 年 开设 四 
库 全 书馆 ,辑录 《永乐 大 典 》, 保 存 佚 
书 和 征集 私家 藏书 ,于 1781 年 编 成 
《四 库 全 书 》 分 经 . 史 、 子 、 集 四 个 部 
分 ,其 子 部 第 十 七 为 天 文 算法 类 的 
“ 算 书 之 属 ”25 部 。 此 外 在 子 部 第 十 
六 天 文 算法 类 的 “ 推 步 之 属 ” 中 也 包 
括 一 些 数 学 著作 。 这 些 书 是 由 当时 
任 繁 修 兼 分 校 官 的 戴震 等 人 负责 校 
勘 和 编写 “提要 ”的 .其 中 的 ( 周 佣 算 
经 》《 九 章 算术 》《 孙 子 算 经 》《 五 
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经 算术 ) 经 戴震 本 人 详 加 校勘 ,改正 
许多 误 文 村 字 , 对 学 者 很 有 帮助 .其 
他 被 校勘 的 算 书 还 有 《海岛 算 经 》、 
《五 曹 算 经 》《 夏 侯 阳 算 经 》《 张 印 
建 算 经 》《 缉 古 算术 》《 数 术 记 和 遗 》 
和 《 数 书 九 章 》《 益 古 演 段 》《 测 圆 
海 镜 } 等 .随后 , 李 满 . 李 锐 等 人 又 对 
其 中 一 些 算 书 进一步 注释 或 做 “ 细 
草图 说 ”, 逐 渐 形 成 一 个 研究 传统 数 
学 的 高 潮 。 一 些 数 学 家 还 有 所 发 明 
创造 ,例如 焦 循 四 则 运算 基本 定律 
的 总 结 , 汪 莱 关 于 方程 根 与 系数 的 
关系 式 , 李 锐 高 次 方程 系数 符号 变 
化 规律 等 等 ,同时 阮 元 和 李 锐 等 人 
编写 了 一 部 天 文 数学 家 传记 一 一 
(B6 A, 5) (1795—1810) ,收集 从 黄 
帝 时 期 到 嘉庆 四 年 (1799) 已 故 的 天 
文学 家 和 数学 家 270 余人 和 明 末 以 
来 介绍 西方 天 文 数学 的 传教 士 41 
A. XE RH ITUR So ZK 
原始 材料 ,在 学 术 界 上 天 有 影响 。 乾 嘉 
学 派对 古籍 和 史料 的 整理 有 较 大 贡 
献 ,后 随 西方 科学 第 二 次 输入 而 衰 
微 ,但 其 影响 长 期 存在 。. 

伊 奥 尼 亚 学 派 (Ionian sc- 
hool) 见 泰勒 斯 。 

毕 达 哥 拉 斯 学 派 (Pythagore- 
an) 古 希 腊 哲 学 家 、 数 学 家 、 天 文 
学 家 毕 达 哥 拉 斯 于 公元 前 520 年 左 
右 创立 的 一 个 学 派 。 它 集 宗教 , 政 
治学 术 为 一 体 , 有 严密 的 组 织 , 共 
同 的 哲学 信仰 和 政治 理想 ,严格 的 
训练 和 较 高 的 学 术 水 平 。 该 学 派 区 
别 于 其 他 学 派 的 一 个 主要 特点 是 它 
很 重视 数学 ,企图 用 数 来 解释 一 切 ， 
认为 万 物 皆 数 ,宣称 上 帝 用 数 来 统 
治 宇宙 ,并 因此 对 数 作 了 深入 研究 ， 


得 到 很 多 结果 。 例 如 根据 简单 整数 
比 原理 创造 了 一 套 音乐 理论 ;得 到 
“ 形 数 ”( 三 角 数 ,平方 数 、 五 角 数 等 ) 
的 一 些 基 本 性 质 ; 发 现 了 完全 数 ,还 
可 能 知道 “如 果 2 一 1 是 素数 , 则 
2" "(2* 一 1) 是 完全 数 ” 这 一 性 质 ; 发 
现 了 亲 和 数 ,指出 220 与 284 是 一 
对 亲 和 数 ;得 到 勾 股 定理 ,被 西方 称 
为 毕 达 哥 拉 斯 定理 ,进一步 得 到 不 
定 方程 r+ —z 的 一 组 解 24 十 1， 
222 十 22,222 十 2 十 1 等 。 该 学 派对 
数学 的 最 大 贡献 是 发 现 了 不 可 通 约 
量 ( 无 理 量 ) ,突破 了 所 有 数 只 是 自 
然 数 和 分 数 的 传统 观念 。 他 们 还 在 
几何 上 发 现 了 五 种 正 多 面体 ,在 天 
文学 上 指出 天 体 呈 球形 ,在 逻辑 证 
明 方面 作 了 重大 推进 ,其 工作 构成 
欧 几 里 得 公理 化 体系 的 前 驱 。 学 派 
的 主要 成 员 还 有 和 希 帕 索 斯 、 非 洛 劳 
斯 .阿尔 希 塔 斯 等 人 。 该 学 派 的 许多 
成 果 在 当时 是 最 先进 的 ,但 由 于 学 
派 内 有 对 新 成 果 秘 而 不 宣 的 纪律 ， 
当时 影响 较 小 ,后 来 因 政事 动乱 , 门 
徒 散 失 , 约 至 公元 前 4 世纪 中 时 逐 
渐 消 亡 。 

智 人 学 派 (Sophist school) 
亦 称 诡辩 学 派 。 古 希腊 公元 前 5 世 
纪 活 动 于 雅典 一 带 的 学 派 ,以 教授 
修辞 , 辩 术 、 文 法 逻辑、 数学 等 知识 
为 职 , 常 出 入 群众 集会 ,发 表 应 时 演 
说 。 其 代表 人 物 普罗 泰 戈 拉 斯 和 高 
尔 吉 亚 在 哲学 和 文学 上 对 希腊 文化 
一 直 影 响 到 公元 2 世纪 以 后 。 该 学 
派 的 数学 研究 主要 是 所 谓 几 何 三 大 
作 图 问题 ,三 等 分 任意 角 ;@ 售 立 
方 体 ;@ 化 圆 为 方 .难点 在 于 只 使 用 
没有 刻度 的 直 尺 和 圆规 。 后 人 证 明 
了 这 三 个 问题 都 是 尺 规 作 图 不 可 能 
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问题 ,但 历史 上 对 这 些 问 题 的 研究 
却 发 展 起 许多 新 的 数学 分 支 。 如 较 
锥 曲线 论 , 三 .四 次 代数 曲线 , 割 圆 
曲线 等 。 其 中 的 割 圆 曲线 是 由 该 学 
派 成 员 希 皮 亚 斯 创设 的 ,目的 是 用 
它 来 三 等 分 任意 角 。 另 一 成 员 安 蒂 
丰 在 研究 化 圆 为 方 问 题 时 提出 一 种 
穷 竟 法 , 即 通过 将 圆 内 接 正 多 边 形 
达 数 不 断 加 倍 的 方法 使 多 边 形 与 网 
相 结 合 。 该 方法 成 为 阿 基 米 德 宕 贺 
术 的 先导 和 近代 极限 理论 的 雏形 。 
亚历山大 学 派 (Alexandria 
school) ”上古 希腊 数学 家 在 埃及 亚 
历 山 大 城 形 成 的 学 派 , 分 前 期 (公元 
Bj 4 db £i ~ 146B. 0.) 和 后 期 
(1468. C. — 641A. D. )。 前 期 以 欧 几 
里 得 、 阿 基 米 德 .阿波 罗 尼 奥 斯 和 埃 
拉 托 塞 尼 等 人 为 代表 ,后 期 以 海伦 、 
门 纳 劳 斯 、 托 勒 密 、 丢 番 图 、 帕 波斯 


.和 许 帕 提 娅 等 人 为 代表 。 该 学 派 的 


特点 是 使 几何 脱离 哲学 而 独立 ,从 
经 验 科 学 过 渡 为 演绎 科学 ,并 使 数 
学 高 度 抽象 化 ,将 希腊 数学 推 至 全 
盛 时 期 。 欧 几 里 得 约 在 公元 前 300 
年 来 到 亚历山大 教学 ,并 长 期 在 那 
星 工作 。 他 的 《几何 原本 ) 集 希腊 几 
何 之 大 成 ,是 用 公理 法 建立 演绎 数 
学 体系 的 最 早 典 范 , 为 亚历山大 学 
派 和 整个 希腊 的 数学 发 展 打下 坚实 
的 基础 。 阿 基 米 德 早年 在 亚历山大 
学 习 , 后 来 一 直 与 那里 的 学 者 保持 
密切 联系 。 他 将 熟练 的 计算 技巧 与 
严格 证 明 融 为 一 体 ,将 抽象 的 理论 
和 工程 技术 的 具体 应 用 紧密 结合 

来 ,做 出 许多 划时代 的 成 果 。 阿 波 罗 
尼 奥 斯 曾 就 学 于 亚历山大 ,后 来 在 
那里 教学 ,他 的 4 贺 锥 曲线 论 ) 将 图 
锥 曲线 的 性 质 网 罗列 尽 ,对 希腊 数 


学 的 繁荣 和 发 展 起 了 重要 作用 。 在 
三 角 学 方面 , 托 勤 密 的 《天 文学 大 
成 ) 和 门 纳 劳 斯 的 《球面 论 ) 是 亚 历 
山大 学 派 的 代表 作 ,。 在 代数 学 中 ,于 
番 图 的 (算术 》 独 树 一 帜 ,使 代数 完 
全 脱离 几何 形式 ,还 尝试 符号 代数 
的 研究 。 此 外 亚 历 出 大 后 期 的 数学 
家 对 前 期 的 工作 做 了 许多 整理 、 注 
释 和 增添 修补 工作 。 公 元 390 年 后 
藏书 丰富 的 亚历山大 图 书馆 被 焚 。 
415 年 许 帕 提 娅 和 被害, 标志 着 亚 历 
山大 数学 的 衰竭 。641 年 亚历山大 
被 阿拉 伯 人 攻陷 ,亚历山大 数学 告 
终 。 
雅典 学 派 (Attic school) 

古 希 腊 雅 典 建 立 的 学 派 。 盛 行 于 公 
元 前 5 世纪 至 公元 前 4 世纪 , 主要 
成 员 及 其 思想 集中 在 柏拉图 科学 院 
和 亚 里 士 多 德 的 吕 园 这 两 个 科学 机 
关 , 因 此 常 分 称 为 柏拉图 学 派 和 亚 
里 士 多 德 学 派 。 柏 拉 图 是 雅典 的 大 
哲学 家 , 曾 师 事 于 苏 格 拉 底 , 颇 受 老 
师 逻 辑 思 想 的 影响 。 他 于 公元 前 
387 年 左右 在 雅典 成 立 学 院 , 在 授 
课时 大 力 提 倡 几 何 学 研究 和 逻辑 证 
明 ,传说 学 院 门口 写 着 “不 伐 几 何者 
不 得 入 内 ”。 他 坚持 准确 的 定义 、 清 
楚 的 假设 和 严格 的 推理 ,促进 了 数 
学 的 科学 化 。 其 思想 一 直 影响 到 罗 
马 帝 国 末 期 及 中 世纪 ,形成 新 柏 拉 
图 主义 学 说 。 柏 拉 图 的 学 生 有 许多 
是 数学 家 ,如 第 一 个 系统 研究 圆锥 
临 线 的 门 泰 替 莫 斯 ,用 割 圆锥 曲线 
研究 化 欧 为 方 同 题 的 狄 诺 斯 特 拉 托 
斯 ,研究 不 可 公 度 量 的 泰 特 托 斯 等 。 
此 外 还 有 两 位 著名 学 者 欧 多 克 索 斯 
和 亚 里 士 多 德 . 欧 多 克 索 斯 一 度 为 
柏拉图 的 学 生 , 是 最 时 介绍 球面 天 
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文学 和 描述 星座 的 希腊 科学 家 。 他 
在 数学 中 创立 了 比例 论 和 穷竭 法 ， 
深入 研究 了 中 末 比 问题 ,还 最 早 得 
到 “ 阿 基 米 德 公理 ”, 证 明了 近代 极 
限 论 的 某 些 命题 ,其 理论 对 欧 几 里 
得 几何 公理 体系 的 完成 颇 有 帮助 。 
他 在 基 齐 库 斯 (Cyzicus, 今 属 土 耳 
其 ) 建 立 起 自己 的 纯 几 何 学 派 , 常 称 
为 欧 多 友 索 斯 学 派 。 亚 里 士 多 德 与 
柏拉图 相处 20 年 之 久 , 后 因 与 其 继 
任 者 哲学 观点 不 同 而 分 离 , 约 于 公 
元 前 335 年 在 雅典 虽 克 昂 阿 波 罗 神 
庙 附 近 成 立 自己 的 学 园 ,形成 亚 里 
士 多 德 学 派 或 昌 园 学 派 , 又 因 他 常 
与 学 生 散步 讨论 问题 ,又 被 称 为 遂 
EFR KEHF., WELS 
是 形式 逻辑 的 英 基 人 ,讨论 过 数学 
的 一 些 基 本 原理 ,并 给 出 点 、 线 、 面 
的 定义 。 该 学 派 的 欧 德 莫 斯 写 过 算 
术 、 几 何 、 与 天 文学 的 历史 ,是 较 早 
的 科学 史家 。 其 他 继承 者 通过 校勘 、 
整理 和 注释 亚 里 士 多 德 的 著作 使 其 
学 派 延续 到 6 世纪 初 。 整 个 雅典 学 
派 在 哲学 上 有 许多 贡献 ,其 理念 论 
与 逻辑 学 等 思想 影响 西方 数 千年 之 
久 。 


彼得 堡 学 派 (Petersburg sch- 
ool) 俄国 彼得 堡 ( 今 苏联 列宁 格 
319 世纪 下 半 叶 至 20 世纪 初 兴 
起 的 数学 学 派 .以 切 比 雪夫 、 马 尔 可 
夫 、 利 亚 普 诺 夫 等 人 为 代表 ,主要 特 
征 是 数学 理论 紧密 与 实际 相 结 合 ， 
在 应 用 数学 中 做 出 较 大 贡献 。 切 比 
雪夫 是 该 学 派 的 创始 人 ,他 自 1847 
年 起 在 彼得 堡 大 学 任教 达 35 年 之 
久 , 培 养 了 大 批 优秀 学 生 ,不 断 创 造 
新 的 成 果 。 他 本 人 在 数论 方面 从 本 
质 上 推进 了 对 素数 分 布 问题 的 研 


究 ,在 概率 论 中 的 多 项 成 果 使 这 一 
学 科 的 发 展 进入 新 的 阶段 ,在 函数 
逼近 论 中 建立 切 比 雪夫 多 项 式 ,由 
此 开始 创立 函数 构造 理论 。 他 还 在 
积分 学 等 方面 有 所 建树 。 马 尔 可 夫 
早年 在 彼得 堡 受 教 于 切 比 雪夫 ,后 
任 该 校 教 授 。 他 研究 数论 中 连 分 数 
和 二 次 不 等 式 理论 ,解决 了 许多 难 
题 。 1906— 1912 年 间 开 创 的 马尔 可 
夫 过 程 研究 在 自然 科学 、 工 程 技 术 
和 公用 事业 中 有 广泛 的 应 用 。 他 写 
的 《有 限 差 分 学 》 和 《概率 演算 ) 已 成 
为 学 科 经 典 著作 。 利 亚 普 诺 夫 也 是 
切 比 雪夫 的 学 生 , 他 在 概率 论 中 得 
到 中 心 极限 定理 的 简洁 证 明 , 被 广 
泛 采 用 。 他 的 最 大 贡献 是 商定 常 微 
分 方程 稳定 性 理论 的 基础 ,提出 许 
多 新 方法 。 这 一 方向 的 发 展 成 为 以 
后 苏联 数学 的 一 大 特点 。 答 得 堡 学 
派 是 苏联 最 早 的 数学 学 派 , 它 的 成 
员 和 和 成果 对 苏联 近代 数学 的 发 展 产 
生 巨 大 影响 。20 世纪 中 叶 , 列 宁 格 
勒 大 学 又 出 现 了 坎 托 罗维奇 等 现代 
数学 家 , 他们 在 继承 和 发 展 彼得 堡 
学 派 的 理论 及 传统 方面 做 出 新 的 贡 
献 。 
莫斯科 学 派 (Moscow school) 
苏联 20 世纪 初 在 莫斯科 创立 并 
不 断 发 展 的 数学 学 派 。 本 质 上 不 同 
于 俄国 革命 前 的 彼得 堡 学 派 ,主要 
侧重 理论 数学 。 常 又 划分 为 两 个 专 
业 方 向 不 同 的 学 派 ,函数 论 学 派 和 
拓扑 学 派 。 前 者 由 叶 戈 洛 夫 和 卢 津 
创始 , 科 尔 莫 戈 罗 夫 等 人 发 扬 光 大 。 
后 者 以 TIL C. 3E Bri 48 9 A6 3 08 
松 、 庞 特 里 亚 金 等 人 为 代表 。 莫 斯 科 
学 派 还 包括 其 他 分 支 的 一 大 批 数学 
家 ,直接 代表 了 苏联 近 现 代数 学 发 
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展 的 水 平 。 卢 津 是 叶 戈 洛 夫 的 学 生 ， 
曾 到 法 国 和 德国 学 习 过 ,后 在 莫 斯 
科大 学 主持 实 变 函数 论 讲座 。 他 的 
《积分 与 三 角 级 数 ) 论 述 了 许多 函数 
论 的 重要 结果 ,还 提出 一 系列 问题 ， 
长 期 以 来 左右 着 该 学 派 的 研究 方 
向 。 卢 津 培养 了 许多 优秀 学 生 , 也 写 
了 一 些 经 典 教科 书 。 他 的 学 生 科 尔 
莫 戈 罗 夫 在 函数 论 方面 做 了 大 量 工 
作 , 后 应 用 实 变 函 数论 和 测度 论 将 
概率 论 建立 在 严格 的 数学 公理 体系 
上 ,还 在 若干 数学 分 支 中 有 重大 贡 
献 , 曾 获 1980 年 度 沃 尔 夫 奖 。 亚 历 
山 德 罗 夫 和 乌 雷 松 也 是 卢 津 的 学 
生 , 早 年 都 从 事 函 数论 研究 ,后 转向 
拓扑 学 ,成 为 本 世纪 该 学 科 的 先驱 。 
乌 雷 松 开创 维 数理 论 研究 ,发 展 了 
一 般 拓扑 学 。 亚 历 山 德 罗 夫 组 织 拓 
扑 学 讨论 班 , 在 代数 拓扑 学 方面 多 
有 建树 。 庞 特 里 亚 金 是 该 讨论 班 成 
员 之 一 , 写 了 几 本 著名 的 拓扑 学 专 
著 , 还 在 应 用 数学 领域 取得 较 大 成 
就 。 莫 斯 科学 派 的 数学 家 将 函数 论 
作为 工具 ,在 拓扑 学 、 微 分 方程 、 概 
率 论 等 几 个 方面 获得 长 足 进 展 。 其 
中 较 著 名 的 还 有 索 博 列 夫 的 现代 微 
分 方程 理论 , 辛 钦 的 概率 论 研 究 , 盖 
尔 范 德 的 泛 函 分 析 与 代数 学 成 就 
等 。 近 年 来 莫斯科 数学 界 仍然 新 人 
E ,其 中 诺 维 科 夫 和 马尔 古 利 斯 
分 别 荣获 1970 年 和 1978 ERE/R 
XX. 

T& T HR 3€ JÉK (Göttingen sc- 
hool) 德国 19 世纪 初 到 20 世纪 
初 存 在 的 数学 学 派 。 由 高 斯 创始 A 
利克 雷 和 黎 曼 发 展 , 克 莱 因 、 希 尔 伯 
特 、 诺 特等 人 致 盛 。 影 响 贯穿 德国 整 
个 科学 兴隆 时 期 ,在 世界 数学 史 中 


长 期 占 主 导 地 位 。 该 学 派 强调 数学 
的 统一 性 ,注重 纯粹 数学 与 应 用 数 
学 的 联系 ,将 数学 理论 与 近代 工程 
技术 紧密 结合 起 来 ,形成 独树一帜 
的 格 丁 根 数 学 传统 。 高 斯 早年 就 学 
于 格 丁 根 ,后 来 在 那里 担任 天 文 台 
台 长 和 数学 教授 (1807) ,他 的 《算术 
研究 》(1801)、《 天 体 运动 理论 》 
(1809) 和 《关于 曲面 的 一 般 研究 》 
(1827) 分 别 成 为 数论 、 天 文学 和 曲 
面 微分 几何 的 经 典 著作 。 狄 利克 雷 
1855 年 接替 高 斯 任 格 丁 根 大 学 教 
授 , 在 数论 等 方面 传播 和 拓 广 了 高 
斯 的 思想 。 黎 曼 早年 在 格 丁 根 大 学 
读书 ,1851 年 获 博士 学 位 ,1859 年 
接 蔡 犹 利克 雷 成 为 教授 。 他 是 复 变 
函数 论 的 创始 人 之 一 。 他 给 出 的 黎 
曼 积 分 . 黎 曼 曲面 . 黎 曼 空间 分 别 对 
积分 理论 .拓扑 学 和 几何 学 的 发 展 
起 了 重要 的 推动 作用 。 克 莱 因 1886 
年 受聘 为 格 丁 根 大 学 教授 ,一 直 在 
那里 工作 近 40 年 ,为 格 丁 根 学 派 的 
组 织 健 全 .人 员 汇 集 和 理论 发 展 做 
了 大 量 工作 。 他 组 织 了 许多 讨论 班 ， 
造成 相互 密切 合作 、 民 主 自由 的 学 
RAR. EF 1872 年 发 表 的 所 谓 
“爱尔兰 根 纲领 ”成 为 数学 统一 性 的 
代表 作 , 对 该 学 派 后 继 数 学 家 的 工 
作 颇 有 影响 。 希 尔 伯 特 1895 年 应 克 
莱 因 邀 请 来 到 格 丁 根 ,一 直 干 到 退 
休 , 先 后 在 代数 数论 ,几何 基础 分 
析 学 、 理 论 物理 和 数学 基础 等 方面 
做 出 划时代 的 贡献 。 他 越 来 越 注 意 
数学 与 物理 等 学 科 的 联系 ,用 新 的 
统一 观点 促进 了 20 世纪 数学 的 发 
展 , 由 于 他 与 克 莱 因 等 人 的 努力 , 格 
TRA 20 世纪 初 开始 成 为 数学 研 
究 与 教学 的 国际 中 心 , 诺 特 1916 年 
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到 格 丁 根 后 创立 了 抽象 代数 学 ,她 
主持 的 有 关 讨 论 班 取得 大 量 研究 成 
果 , 培 养 了 许多 近 现 代数 学 家 ,并 影 
响 到 法 、 苏 、 美 . 英 等 国 的 数学 发 展 。 
格 丁 根 学 派 人 数 众 多 ,学科 全 面 , 且 
代 代 相 接 , 长 期 保持 高 度 创 造 力 , 直 
到 20 世纪 30 年 代 , 因 纳粹 执政 后 
日 渐 训 退 , 并 从 此 一 县 不 振 。 

柏林 学 派 (Berlin school) 19 
世纪 下 半 叶 到 20 世纪 初 在 德国 柏 
林 兴 起 的 数学 学 派 。 以 外 尔 斯 特 拉 
斯 、. 弗 罗 贝 尼 乌 斯 . 基 灵 等 人 为 代 
表 , 主 要 从 事 数 学 分 析 、 符 号 代数 和 
几何 基础 等 方面 的 研究 ,取得 多 种 
成 果 。 外 尔 斯 特 拉 斯 1850 年 受聘 到 
柏林 大 学 执教 ,培养 了 很 多 有 成 就 
的 学 生 ,逐渐 成 为 该 学 派 的 带头 人 。 
他 在 分 析 严 密 化 方面 做 出 重要 贡 
献 , 给 出 连续 、 一 致 收敛 等 许多 基本 
概念 ,建立 了 实数 理论 ,还 在 椭圆 函 
数 、 行 列 式 、 线 性 代数 、 变 分 法 等 领 
域 有 建树 。 弗 罗 贝 尼 乌 斯 和 基 灵 都 
是 在 外 尔 斯 特 拉 斯 指导 下 获得 博士 
学 位 的 。 前 者 继承 外 尔 斯 特 拉 斯 有 
关 初 等 因子 的 理论 ,独立 引入 了 符 
号 矩阵 代数 ,开创 群 的 表示 理论 ;后 
者 则 对 外 尔 斯 特 拉 斯 有 关 几 何 基 础 
的 演讲 感 兴趣 ,在 这 方面 做 出 独特 
的 研究 计划 ,运用 空间 模型 创立 了 
李 代 数 以 及 环 与 代数 的 结构 理论 ， 
该 学 派 不 限于 共同 的 研究 方向 ,但 
指导 研究 工作 的 哲学 观点 颅 为 一 
致 ,这 对 以 后 数学 学 派 的 建立 有 启 
发 作用 。 

波兰 学 派 (Poland school) 
波兰 在 两 次 世界 大 战 之 间 兴 起 的 数 
学 学 派 。 常 细 分 为 华沙 学 派 和 利 活 
夫 学 派 。 华 沙 学 派 的 形成 以 1920 年 


创刊 的 《数学 基础 》 杂 志 为 标志 ，, 利 
沃 夫 学 派 则 以 1929 年 在 该 地 创刊 
的 《数学 研究 ) 杂 志 为 基础 。 波 兰 数 
学 家 分 别 在 这 两 份 杂 志 上 发 表 一 系 
列 文章 ,在 国际 数学 界 产生 重要 影 
响 。 这 两 份 杂志 也 因此 成 为 国际 上 
著名 的 数学 杂志 . 谢 尔 品 斯 基 、 亚 尼 
谢 夫 斯 基 、 马 祖 尔 克 维 奇 等 人 是 波 
兰 学 派 的 创始 人 。 他 们 都 在 华沙 大 
学 工作 过 ,1915 年 合力 组 织 数 学 讨 
论 班 ,集中 研究 拓扑 学 和 集合 论 , 吸 
引 了 一 批 优秀 学 生 。1920 年 一 起 创 
办 《数学 基础 ), 并 以 此 为 中 心 , 进 一 
步 吸引 和 培养 了 大 批 人 才 ,确立 了 
波兰 数学 在 国际 上 的 地 位 , 巴 拿 赫 、 
斯 坦 因 豪 斯 、 库 拉 托 夫 斯 基 乌 拉 姆 
等 人 是 利 沃 夫 学 派 的 代表 人 物 , 他 
们 先后 学 习 或 执教 于 利 沃 夫 大 学 和 
利 沃 夫 技 术 大 学 ,对 泛 函 分 析 学 科 
的 创立 和 发 展 做 出 突出 贡献 《数学 
人 研究) 杂志 就 是 国际 上 最 早 的 泛 函 
分 析 杂 志 。 该 学 派 成 员 常 在 一 个 “ 苏 
格 兰 咖啡 馆 ” 中 利用 聚会 提出 和 讨 
论 数学 问题 ,其 中 许多 问题 影响 到 
20 世纪 后 半 叶 数学 的 发 展 。 波兰 学 
派 的 数学 家 还 遍及 克拉 克 夫 和 波 兹 
南 等 地 ,他 们 对 波兰 数学 会 及 其 他 
科学 机 构 的 组 建 起 促进 作用 。 波 兰 
学 派 因 二 次 大 战 纳粹 侵略 而 衰退 ， 
战 后 曾 数 度 复兴 、 长 期 绵延 。 
布尔 巴 基 学 派 (Bourbakian) 
20 世纪 30 年 代 末 出 现 于 法 国 的 
数学 学 派 。 由 一 群 青年 数学 家 创建 ， 
借用 尼 古 拉 。 布 尔 巴 基 为 集体 的 笔 
名 ,发 表 数 学 论文 和 有 关 数 学 基础 
问题 的 专著 。 其 代表 作 《数学 原理 》 
自 1939 年 刊行 以 来 已 陆续 出 版 了 
Xr 40 卷 ,被 译 为 英 .日 . 俄 等 多 种 文 
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字 。 同 时 学 派 成 员 还 发 表 了 500 多 
篇 文章 ,综述 当代 数学 各 领域 的 重 
大 成 果 , 对 现代 数学 的 发 展 产 生 较 
大 影响 。 

第 一 次 世界 大 战 后 法 国 数学 界 
因 战 争 伤亡 出 现 青 黄 不 接 的 局 面 。 
老 一 辈 数 学 家 对 当代 数学 所 知 其 
少 ,年 轻 大 学 生 求知 欲 得 不 到 满足 。 
因此 ,1934 一 1935 年 的 冬季 , 一 些 
高 等 师范 学 校 毕业 的 年 轻 数 学 家 自 
发 地 组 织 起 来 ,准备 将 整个 数学 写 
成 一 套 经 过 整理 的 专著 ,还 要 对 其 
中 的 每 一 部 分 进行 集体 讨论 。1935 
年 夏 , 召 开 了 这 种 讨论 班 成 立 大 会 ， 
被 称 为 第 一 次 布尔 巴 基 大 会 。 参 加 
者 包括 韦 伊 . 迪 厄 多 肉 ,H. 嘉 当 , 谢 
瓦 莱 、 德 尔 萨 特等 人 ,他 们 成 为 布尔 
巴 基 学 派 的 第 一 批 主要 成 员 。 该 学 
派 每 年 举行 数 次 讨论 班 式 的 聚会 ， 
广泛 深入 地 研究 现代 数学 的 本 质 ， 
用 数学 结构 的 观点 对 各 门 数学 分 支 
进行 统一 处 理 , 并 进一步 探讨 数学 
发 展 动 向 。 会 议 不 拘 形式 ,参加 者 踊 
见 。 学 派 中 的 每 个 成 员 都 要 具备 较 
高 的 数学 造 衣 和 独立 解决 问题 的 能 
力 , 且 对 自己 研究 的 课题 怀 有 强烈 
兴趣 。 他 们 治学 严谨 ,对 一 部 著作 要 
经 过 反复 修改 ,直到 大 家 基本 满意 
后 才 付 印 ,因此 一 本 专著 从 动笔 到 
正式 出 版 平均 要 8 一 10 年 。 该 学 派 
对 成 员 年 龄 做 了 限制 , 凡 年 满 50 岁 


者 必须 退出 ,目的 是 保持 组 织 的 活 
力 。 学 派 的 老 一 辈 中 有 许多 成 为 国 
际 著名 的 数学 家 , BPA H. 嘉 当 还 
分 别 荣获 1979 和 1980 年 度 沃 尔 夫 
数学 奖 。 较 年 轻 的 也 有 不 少 是 优秀 
DET SI pu WT 
B8 SCR (93 ES n CR AC ZU 
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都 出 报告 专集 ,内 容 遍 及 各 数学 分 
支 。 

《数学 原理 ) 以 其 博大 精深 常 为 
后 人 称道 。 书 中 坚持 严格 的 公理 化 
原则 ,并 创造 使 用 许多 名 词 术语 (其 
中 大 多 数 被 广泛 接受 )。 它 以 “分 析 
的 基本 结构 ”为 理论 基础 ,内 容 包 括 
集合 论 、 代 数学 一般 拓 扑 学 、 实 变 
函数 论 .拓扑 向 量 空间 、 积 分 论 、 还 


有 李 群 与 李 代数 、 交 换代 数 , 谱 理 


ie .微分 流 形 与 解析 流 形 等 分 册 , 书 
中 强调 数学 是 一 门 统一 的 结构 性 科 
学 ,其 基本 结构 有 三 种 :代数 结构 、 
序 结构 和 拓扑 结构 ,数学 中 的 不 同 
分 支 都 是 它们 的 组 成 部 分 。 这 种 观 
点 丰富 了 人 们 对 数学 的 认识 ,推动 
了 数学 的 发 展 , 同 时 对 世界 各 国 的 
数学 教育 也 产生 较 大 影响 。 

逻辑 主义 学 派 (Logistic sch- 
ooD ” 见 逻 辑 主义 。 

直觉 主义 学 派 (Intuitionist 
sch-ool) 见 直觉 主义 。 

形式 主义 学 派 (Formulist 
sch-ool》 见 形 式 主义 。 
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数学 期 刊 . 工 具 书 .丛书 
中 国 数学 学 术 期 刊 Cmathe- ”学 两 方面 具有 创造 性 的 学 术 论 广 ， 


matical publications in China) 
中 国 的 数学 学 术 期 刊 ,以 《数学 学 
报 ) 的 历史 最 长 , 它 是 由 1936 年 发 
行 的 《中 国 数学 会 学 报 》 演 变 而 来 。 
当时 各 大 学 的 期 刊 ,也 登载 数学 论 
文 , 而 且 有 的 历史 更 长 ,如 《清华 学 
报 》(1924 年 创刊 )《 自 然 科 学 季 
刊 X《 北 京 大 学 1929 年 创刊 )《 理 科 
大 学 》( 武 汉 大 学 1930 年 创刊 ) 等 。 
现在 , 除 ( 中 国 科 学 》《 科 学 通报 ;等 
多 科 性 杂志 也 有 数学 论文 外 , 据 陕 
西 师范 大 学 数学 系 张 友 余 同志 统 
Vr 38 1E SU 1988 年 底 , 我 国 现行 数 
学 学 术 性 中 文 版 期 刊 有 30 种 ,外文 
版 期 刊 有 12 种 ,内 部 期 刊 有 8 种 。 
主要 的 学 术 性 期 刊 简介 如 下 : 
1.《 数 学 学 报 》 双月刊 ,中 国 
数学 会 主办 ,科学 出 版 社 出 版 ,编辑 
部 设 在 中 国 科 学 院 数学 研究 所 。 
1936 年 创刊 , 刊 名 为 《中 国 数学 会 
学 报 》,1952 年 改名 为 《数学 学 报 》。 
1966 年 7 月 停刊 .1974 年 3 月 复 
刊 ,该 刊 刊登 创造 性 学 术 论 文 ,读者 
对 象 为 数学 研究 工作 者 及 大 学 教师 
等 


2.《 数 学 年 刊 》 双月刊 , 原 国 
家 教育 部 ( 现 国家 教委 ) 主办 ,上 海 
科学 技术 文献 出 版 社 出 版 ,编辑 部 
设 在 上 海 复旦 大 学 数学 研究 所 。 
1980 年 6 月 创刊 (季刊 ),1982 年 改 
为 双月刊 ,1983 年 增 出 英文 版 (B 
辑 , 季 刊 )。 刊 登 纯粹 数学 和 应 用 数 


3. 《数学 进展 》 季刊 ,中 国 数 
会 主办 ,科学 出 版 社 出 版 ,编辑 部 
设 在 北京 大 学 数学 系 。1955 年 创 
刊 ,1959 年 停刊 ,1962 年 复刊 ;1966 
年 7 月 又 停刊 ,1981 年 9 月 复刊 。 
以 刊登 综合 性 学 术 报 告 为 主 ,包括 
一 些 创造 性 成 果 的 摘要 和 短文 。 读 
者 对 象 为 数学 研究 工作 者 、 工 程 技 
术 人 员 和 大 专 院 校 师 生 等 。 

4 《应 用 数学 学 报 》 季刊 ,中 
国 数学 会 主办 ,科学 出 版 社 出 版 , 编 
辑 部 设 在 北京 中 国 科学 院 应 用 数学 
研究 所 。1976 年 创刊 。 刊 登 应 用 数 
学 方面 的 创造 性 论文 。 读 者 对 象 为 
大 专 院 校 , 科 研 机 关 及 厂矿 企业 等 
单位 中 的 应 用 数学 工作 者 。 

5. 《数学 的 实践 与 认识 》 # 
刊 , 中 国 数学 会 主办 ,科学 出 版 社 出 
版 ,编辑 部 设 在 北京 中 国 科 学 院 系 
统 科 学 研究 所 。1971 年 创刊 ,主要 
刊登 数学 应 用 到 实践 中 所 取得 的 成 
果 、 理 论 和 方法 ,数学 及 其 边缘 学 科 
的 介绍 ,数学 讲座 、 数 学 史 、 学 术 动 
态 、 应 用 数学 问题 征 解 .书评 等 。 读 
者 对 象 对 数学 工作 者 、 大 专 院 校 师 
生 、 关 心 数学 应 用 的 科技 工作 者 等 。 

6. 《数学 物理 学 报 》 季刊 ,中 
国 科 学 院 武汉 数学 物理 研究 所 主 
办 ,编辑 部 设 在 该 所 。1981 年 创刊 ， 
是 数学 物理 界 的 一 份 综合 性 学 术 刊 
物 , 主 要 刊登 数学 物理 科学 的 边缘 
学 科 中 具有 创造 性 的 学 术 成 果 。 读 


———— 
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者 对 象 为 数学 工作 者 ,计算 机 科学 
工作 者 、 系 统 科 学 工作 者 等 。 

7. 《数学 研究 与 评论 》 季刊 ， 
1981 年 创刊 ,由 原 华中 工学 院 和 大 
连 工学 院 联 合 主办 ,编辑 部 分 别 设 
在 华中 工学 院 和 大 连 工学 院 ,华中 
工学 院 出 版 社 出 版 。1986 年 改 为 大 
连 工学 院 ( 现 大 连理 工大 学 ) 独 家 主 
办 ,大 连 工 学 院 印刷 厂 出 版 。 主 要 刊 
登 创 造 性 学 术 论 文 ,综合 性 评论 、 专 
题 论述 ,数学 基础 、 数 学 史 专 论 、 数 
学 书刊 评论 等 ,该 刊 设立 “青年 数学 
奖金 ”, 每 年 评奖 一 次 , 奖 给 在 本 刊 
发 表 的 优秀 作品 的 青年 作者 (年 龄 
不 超过 30 岁 ) 。 读 者 对 象 为 数学 研 
究 工 作者 ,大专 院 校 师 生 及 其 他 科 
技 人 员 。 

8. 《数学 译 林 》 季刊 ,中 国 科 
学 院 数学 研究 所 主办 的 数学 译文 刊 
物 , 由 北京 中 国 科 学 院 数学 研究 所 
编辑 出 版 ,由 该 所 情报 资料 室 发 行 。 
该 刊 于 1980 年 创刊 ,刊登 的 内 容 有 
数学 综合 报告 ,专题 介绍 ,数学 史 、 
数学 小 品 、 人 物 与 传记 、 数 学 教育 
等 ,读者 对 象 为 数学 研究 人 员 、 大 专 
院 校 数学 教师 及 学 生 、 研 究 生 等 。 

9. 《中 国 数学 文摘 》 季刊 ,中 
国 科 学 院 文 献 情 报 中 心 主办 的 数学 
文摘 刊物 ,由 《中 国 数学 文摘 ) 编 辑 
部 编辑 ,中 国 科学 院 文献 情报 中 心 
出 版 ,1987 年 创刊 。 该 刊 报导 我 国 
数学 领域 最 新 研究 成 果 和 进展 , 沟 
通 国内 信息 ,促进 我 国 数学 研究 工 
作 的 发 展 ,为 “四 化 ”建设 服务 ,为 建 
立 中 国 数学 文献 库 做 准备 。 

中 国 中 学 数学 期 刊 (Chinese 
middle school mathematical pub- 


lications) 目前, 我国 已 出 版 发 行 


几 十 种 中 学 数学 期 刊 ,它们 以 中 学 、 
中 等 专业 学 校 和 师范 院 校 师 生 为 主 
要 读者 对 象 ,刊登 数学 教学 和 数学 
课外 知识 等 方面 的 内 容 。 这 些 刊物 
采取 普及 与 提高 相 结合 的 方针 ,为 
提高 数学 教学 质量 服务 ,办 得 各 有 
特色 。 发 行 较 广 的 几 种 期 刊 有 : 

1. 《数学 通报 》 月 刊 .中 国 数 
学 会 与 北京 师范 大 学 主办 ,地 质 出 
版 社 出 版 ,编辑 部 设 在 北京 师范 大 
学 数学 系 。 其 前 身 是 中 国 数学 会 主 
办 的 《数学 杂志 》(1936 一 1940 Æ) 
和 《中 国 数学 杂志 》(1951- 一 1952 
年 ), 自 1953 年 起 改名 《数学 通报 》。 
1966 年 停刊 ,1979 年 复刊 。 

2. 《中 学 生 数 学 》 双月刊 ,中 
国 数学 会 普及 工作 委员 会 与 北京 数 
学 会 .北京 师范 学 院 数 学 系 联合 主 
办 ,测绘 出 版 社 出 版 。 1981 年 创刊 ， 
编辑 部 设 在 北京 师范 学 院 数学 系 。 

3. 《数学 教学 》 双月刊 ,华东 
师范 大 学 数学 系 主 办 ,华东 师范 大 
学 出 版 社 出 版 。1955 年 创刊 ,1960 
年 停刊 ,1979 年 复刊 ,编辑 部 设 在 
上 海 华东 师范 大 学 数学 系 。 

4. 《数学 通讯 》 月 刊 ,湖北 省 
既 武 汉 市 数学 会 与 华中 师范 学 院 数 
学 系 主办 ,编辑 部 在 华中 师范 学 院 
数学 系 。1933 年 创刊 ,定名 《中 等 算 
学 月 刊 », 后 改名 为 《武汉 数学 通 
讯 》,1938 年 停刊 。1950 年 复刊 , 定 
名 《数学 通讯 》, 1960 年 停刊 , 1980 
年 复刊 。 

外 国 数 学 期 刊 (foreign math- 
ematical publications) 在 国外 ， 
纯 数学 方面 的 第 一 个 杂志 4 纯粹 数 
学 与 应 用 数学 年 刊 } 于 1810 年 在 法 
国 创刊 ,到 1831 年 停刊 。1826 年 在 
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德国 创刊 的 《纯粹 与 应 用 数学 杂志 》 
(通常 称 为 《 克 雷 尔 杂 志 站 是 日 前 仍 
在 发 行 的 最 老 的 数学 期 刊 。 

到 19 世纪 ,各 国 数学 会 相继 成 
立 , 并 编辑 出 版 数学 期 刊 。 如 1864 
年 成 立 的 莫斯科 数学 会 ,于 1865 年 
开始 出 版 (数学 汇 刊 》,1865 年 成 立 
的 伦敦 数学 会 ,于 当年 开始 出 版 (会 
TR. 

早期 的 数学 研究 论文 , 除 在 上 


刊 


述 数 学 刊物 上 发 表 外 ,还 作 -一些 多 
科 性 的 综合 期 刊 上 发 表 , 如 XER 
《美国 国家 科学 院 院 报 》, 英 国 的 《 伦 
敦 皇家 学 会 哲学 汇 刊 》 和 《伦敦 皇家 
学 会 会 报 》, 法 国 的 《法 国 科学 院 会 
议 报告 > 和 苏联 的 《苏联 科学 院 报 
告 ) 等 。 

目前 国外 的 主要 数学 期 刊 见 下 
表 。 


创刊 年 份 


纯粹 与 应 用 数学 杂志 1826 联邦 德国 
剑桥 哲学 会 数学 文集 1843 英 国 
纯粹 数学 与 应 用 数学 年 刊 1850 意 大 利 
伦敦 数学 会 会 1865 英 N 
数学 汇 刊 1865 苏 c 
数学 年 乔 1868 联邦 德国 
数学 与 天 文学 通报 T 1870 法 B 
法 国 数学 会 通报 1872~ 1873 | 法 E 
美国 数学 杂志 1878 美 E 
数学 学 报 H 1882 瑞 R 
数学 年 刊 1884 * E 
美国 数学 月 刊 1894 X H 
美国 数学 会 通报 1894 X E 
美国 数学 会 会 报 美 

数学 杂志 联邦 德国 
苏联 科学 院 通讯 数学 部 分 苏 联 
数学 基础 


日 本 数学 杂志 


i 


610 简明 数学 史 辞 典 


刊 名 


创刊 年 份 


伦敦 数学 会 杂志 


4. 


1926 


纯粹 与 应 用 数学 通讯 


1929 


瑞士 数学 评论 


Hm m 


1929 


数学 研究 


]929 


ilk 


数学 进展 


1936 


数学 


1947 


| | 


mo m m REESE MEE ng 


1949 


日 本 数学 会 杂志 
杂志 


加 拿 大 数学 


1949 


美国 数学 会 文集 


1950 


侍 里 叶 研 究 所 杂志 


西伯 利 亚 数学 杂志 


H| 小 


1950 
1960 . 苏 


伦敦 数学 会 通报 


外 国 数学 文摘 杂志 (foreign 
abstract magazines in mathemat- 
ics) 随 着 数学 研究 的 开展 ,论文 
数目 日 益 增 加 。 因 此 ,利用 文摘 杂志 
来 获得 信息 ,已 成 为 十 分 必要 ,文摘 
杂志 提供 作者 .题名 .出 处 和 内 容 评 
介 等 。 

第 一 份 数学 文摘 杂志 《数学 进 
展 年 刊 )( 德 文 ) 创 刊 于 1868 年 ， 
1934 年 停刊 。 目前 国外 主要 数学 文 
摘 杂志 有 : 

l. 美国 的 《数学 评论 》(Mathe- 
matical Reviews) ”创刊 于 1940 年 ， 
由 美国 数学 会 出 版 ,主办 单位 除 美 
国 数 学 会 外 ,还 有 大 约 30 个 其 他 国 
家 的 全 国 数学 会 。 这 是 当今 世界 上 
最 有 价值 的 国际 性 数学 文摘 杂志 。 


加 
3 
H3 Bm) X 


1969 


n 


《数学 评论 ) 范 围 广大 ,涉及 大 
约 1200 种 刊物 , 宫 括 各 个 数学 专业 
以 及 写作 数学 的 各 种 语言 。 它 对 被 
选 出 来 的 刊物 ,丛书 .书籍 和 其 他 出 
版 物 都 加 以 评论 。 其 他 文摘 及 评论 
杂志 的 条 目 也 加 以 选 载 。 评 论 由 大 
约 2000 位 几乎 遍布 世界 各 国 的 数 
学 家 (评论 员 ) 撰 写 .每 年 出 版 两 卷 ， 
每 卷 由 六 期 组 成 。 每 期 封面 上 都 列 
出 了 该 期 所 用 到 的 学 科 标 题 , 它 采 
用 “美国 数学 会 主题 分 类 法 ”中 使 用 
的 标题 。 标 题 数 目 及 术语 多 年 来 屡 
经 变化 ,例如 卷 1(1940) 只 有 11 个 
很 一 般 的 标题 ,而 现在 则 出 现 61 个 
相当 广泛 的 标题 。 每 篇 评论 都 按 原 
文 .或 按 原 书 作者 的 名 字 加 以 编号 
收入 。 附 有 完全 的 引证 材料 ,然后 是 
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署名 的 评论 。 每 期 还 附 有 原文 作者 
索引 。 
2. 联邦 德国 (数学 及 其 边缘 学 
科 文 摘 》CZentralblatt für Mathematik 
und Ihre Grenzgebiete) 1931 年 创刊 ， 
由 施 普 林 格 出 版 公司 在 柏林 出 版 ， 
编辑 部 设 在 德国 科学 院 和 海德 堡 科 
学 院 。 它 也 是 一 种 国际 性 杂志 ,用 各 
种 语言 (主要 是 德 文 和 英文 ) 发 表 文 
献 摘 要 , 按 分 类 顺序 编排 (目前 使 用 
“美国 数学 会 主题 分 类 法 ”) ,有 作者 
索引 和 主题 索引 。 多 年 来 出 版 频率 
变化 不 定 , 目 前 每 年 出 版 27 期 ,每 
期 都 叫做 一 卷 。 
3. 苏联 《数学 文摘 》 
(Pedeparusuu xypHal MaTeMaTMKH ) 
1953 年 由 全 苏 科技 情报 研究 所 
创刊 并 按 月 发 行 的 《文摘 杂志 } 是 世 
界 科技 文献 的 一 份 主 要 文摘 杂志 。 
它 是 一 种 多 辑 刊 物 ,每 个 专辑 属于 
一 个 科技 分 支 , 合 起 来 成 为 一 卷 。 专 
辑 有 自己 的 名 称 , 作 为 独立 的 期 刊 
发 行 。 数 学 专辑 即 《 数 学 文摘 》。 它 
分 为 三 章 : (1) 总 论 ,数理 迎 辑 , 数 
ie ,代数 ,拓扑 , 见 何 !(2) 数 学 分 析 ; 
(3) 数 值 分 析 ,概率 论 ,数理 统计 , 控 
制 论 《数学 文摘 ?在 形式 .风格 和 目 
的 上 都 几乎 和 美国 《数学 评论 ?完全 
一 样 , 不 同 的 是 所 有 的 评论 都 是 用 


俄 文 写 的 ,在 俄 文 条 目 之 后 用 原文 ， 


列 出 资料 信息 。 评 论 员 几乎 包括 了 
苏联 的 整个 学 术 界 的 学 者 ,还 有 一 
部 分 东欧 学 者 ,评论 范围 也 和 (数学 
评论 ) 大 体 相同 ,只 是 编排 了 大 量 的 
教学 文章 ,还 转载 书评 。 每 期 都 附 有 
作者 索引 和 主题 索引 。 

五 十 年 代 以 来 ,以 上 三 份 数学 
文摘 杂志 建立 了 广泛 的 交换 协议 ， 


评论 可 以 相互 转载 。 对 同一 篇 文章 
的 不 同 评论 可 以 使 读者 从 不 同 的 角 
度 来 评价 所 论 的 工作 。 

Zt 3% Æ WA Fij (publications of 
History of mathematics) 世界 
上 最 著名 的 科学 史 杂 志 是 美国 科学 
史学 会 主办 的 《 爱 雪 斯 })Gsis) 。 它 是 
由 著名 科学 史家 萨 顿 于 1913 年 在 
比利时 创办 的 ,两 次 世界 大 战 期 间 
均 未 停刊 ,直至 现在 。 它 的 内 容 丰 
富 , 既 有 论文 ,又 有 书评 。 每 年 出 四 
期 ,还 附 一 本 一 年 来 全 世界 科学 史 
论文 的 目录 。1936 年 ,在 萨 顿 主持 
下 ,又 出 版 了 长 篇 论文 专刊 4 奥赛 力 
Hr (Osiris) 。 这 两 种 期 刊 都 刊登 数 
学 忠 的 论文 。 

数学 中 的 期 刊 ,早期 出 版 的 有 : 
德国 数学 史家 M. 康 托 尔 主编 的 4 数 
学 史 杂 志 》, 自 1877 至 1913 年 止 ， 
共 出 30 卷 ;意大利 数学 史家 洛 里 亚 
主编 的 《数学 史 杂 志 》, 自 1898 年 起 
至 1922 年 止 , 共 出 21 卷 ; 最 著名 的 
是 埃 内 斯 特 勒 姆 主编 的 《数学 宝 
BK», BI 1884 年 至 1915 年 止 , 共 出 
30 卷 。 此 外 ,俄国 数学 史家 博 贝 宁 
主编 过 物理 学 和 数学 史 的 刊物 , 共 
出 版 13 卷 (1885 一 1894) ,也 早已 停 
刊 , 现 在 出 版 的 有 ;加 拿 大 数学 史家 
湿 ， 梅 主编 的 《国际 数学 史 杂 志 》 
(Historia Mathematica), 1974 年 创 
刊 ,是 国际 科学 史 协 会 数学 史 委 员 
会 的 机 关 刊 物 ,到 1990 年 为 止 , 共 
出 版 17 卷 。 苏 联 数学 中 家 雷 布 金 和 
尤 什 克 维 奇 主编 的 《数学 史 研 究 》 
C Hcropuxo- MaTeMaTUuMecKue UccJIe7IoBa- 
Hus) ,到 1989 年 已 出 版 到 第 31 3$. 
又 苏联 撤 马 尔 罕 出 版 的 《数学 与 天 
文学 史 间 题 》(Bonpoc cropuu 
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MareMaruku u acrponomuu), F 1972 
年 创刊 。 日 本 数学 会 主编 的 《数学 史 
研究 ) 杂 志 , 到 1989 年 ,已 出 版 到 第 
123 号 ， 

《中 国 大 百科 人 全书. 数学》 
(Chinese Encyclopaedia mathe- 
matics) 1978 年 ,国务 院 决定 出 
版 (中 国 大 百科 全 书 》。 全 书 7000 多 
万 至 1 亿 字 ,74 卷 ,这 在 我 国 是 一 
项 史无前例 的 规模 宏大 的 出 版 工 
作 . 为 了 编 好 这 部 巨著 , 编 委 会 及 出 
版 社 有 关 人 员 调 研 了 英国 .美国 .法 
国 .德国 、 苏 联 和 日 本 等 国 的 百科 全 
书 的 著名 版 本 , 博 采 众 家 之 长 ,制定 
了 编辑 方针 ,原则 和 要 求 ,并 组 织 班 
子 , 聘 请 各 学 科 数 千 名 专家 撰 稿 。 

《中 国 大 百科 全 书 》 的 (数学 ) 卷 
于 1988 年 11 月 由 大 百科 全 书 出 版 
社 出 版 。 著 名 数学 家 华罗庚 、 苏 步 
青 . 段 学 复 、 汉 康 . 吴 文俊 、 谷 超 豪 和 
陆 启 和 处 主持 它 的 编辑 工作 。 全 卷 由 
14 个 分 支 组 成 :数学 史 、 数 学 基础 、 
数理 逻辑 .集合 论 . 代 数学 .数论 、 几 
何 学 .拓扑 学 .分 析 学 、 微 分 方程 . 计 
算数 学 .概率 论 . 数 理 统计 和 运筹 
学 。 共 选 收 条 目 869 个 , 约 237 万 
字 , 还 配 有 精致 的 插图 738 幅 。 全 卷 
条 目 按 汉语 拼音 排序 , 另 附 条 目 分 
类 目录 、 彩 图 插页 目录 以 及 汉字 笔 
画 索 引 、 外 文 索引 、 内 容 索 引 、 大 事 
年 表 和 外 国人 名 译名 对 照 表 。 

《数学 } 卷 条 目 由 我 国 数学 界 


300 多 名 专家 学 者 扎 稿 ,所 有 条 目 . 


都 经 专家 和 编辑 严格 审 稿 。 每 个 条 
目 都 有 明确 的 定义 .定性 叙述 及 核 
心 内 容 ; 学 科 条 目 还 有 历史 渊源 、 研 
究 内 容 、 最 新 成 果 和 发 展 趋势 。 
《数学 ) 卷 是 一 部 具有 完整 知识 


体系 的 权威 性 数学 工具 书 , 它 将 为 
传播 数学 知识 .繁荣 数学 科学 .促进 
科学 技术 的 发 展 发 挥 重要 作用 。 
《数学 百科 辞典 》(Encyclope- 
dic Dictionary of Mathematics) 
日 本 数学 会 编 《 岩 波 数 学 辞典 》 
的 中 译本 ,1983 年 由 科学 出 版 社 出 
版 。《 岩 波 数 学 辞典 》 是 一 部 百科 全 
书 式 的 现代 数学 辞典 , 它 内 容 丰 富 、 
深入 ,涉及 现代 数学 的 各 个 领域 以 
及 在 各 个 方面 的 重要 应 用 。1954 年 
初版 问世 以 来 ,很 快 就 成 为 各 国 数 
学 工作 者 和 其 他 科学 技术 工作 者 的 
良师益友 .无 论 是 历史 的 背景 .发展 
的 现状 还 是 未 来 的 展望 ,都 可 以 从 
这 部 辞典 中 得 到 不 同 程度 的 启发 和 
教 益 。 为 促进 我 国 数学 和 其 他 科学 
技术 的 发 展 , 科 学 出 版 社 在 国内 许 
多 单位 和 专家 的 大 力 支持 下 , 自 
1977 年 以 来 经 过 6 年 时 间 完 成 了 
这 部 辞典 的 翻译 工作 。 中 译本 以 《 岩 
波 数学 辞典 ?的 第 二 版 (1968 年 ) 为 
蓝本 ,参照 经 补充 修订 的 英 译 本 进 
行 翻译 ,定名 为 《数学 百科 辞典 》, 在 
翻译 过 程 中 ,对 我 国 数学 发 展 情况 
和 我 国 数学 家 的 成 就 作 了 补充 ,使 
之 又 具有 了 中 国 的 特色 。 该 辞典 以 
知识 内 容 为 序 , 共 有 20 个 分 支 : 数 
学 基础 和 数理 逻辑 ,集合 论 ,一 般 拓 
扑 学 和 范畴 论 ,代数 学 , 群 论 ,数论 ， 
几何 学 ,代数 几何 学 ,拓扑 学 ,分 析 
学 , 复 变 函 数 , 泛 函 分 析 ,微分 方程 、 
积分 方程 和 函数 方程 ,特殊 函数 , 计 
算数 学 ,概率 论 ,统计 数学 ,数学 规 
划 、 运 筹 学 .信息论 和 控制 理论 , 力 
学 和 理论 物理 ,数学 史 和 数学 家 。 正 
文 之 后 有 4 个 附录 和 5 个 索引 。 
《数学 百科 全 书 》(Marev- 
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arHueckan 39HIUKJIOUeIHR ) 
1977 年 至 1986 年 由 苏联 大 百科 全 
书 出 版 社 出 版 的 大 型 数学 工具 书 。 
苏联 科学 院 院士 维 诺 格 拉 多 夫 任 主 
编 。 全 书 共 五 卷 ,包括 6600 个 条 目 ， 
约 600 万 字 。 其 内 容 涉及 现代 数学 
的 各 个 分 支 学 科 ( 它 采用 了 一 种 很 
好 的 分 科 方 法 ) ,被 认为 是 当今 世界 
上 最 新 、 最 完全 、 最 有 权威 的 数学 百 
科 全 书 。 本 书 由 三 类 条 目 组 成 :第 一 
类 是 介绍 数学 的 各 个 主要 方向 的 综 
述 性 条 目 , 第 二 类 是 专门 介绍 具体 
的 数学 问题 和 方法 的 条 目 , 第 三 类 
是 一 些 较为 简短 的 条 目 , 供 查阅 定 
义 时 参考 。 书 后 附 有 主题 索引 。 本 
书 第 一 次 印刷 即 达 15 万 套 ,并 很 快 
脱销 。 荷 兰 D. Reidel 出 版 公司 已 组 
织 150 位 数学 家 将 本 书 全 部 译 成 英 
文 , 分 为 十 卷 , 从 1987 年 起 陆续 出 
版 ,计划 到 1992 年 出 齐 。 我 国 科 学 
出 版 社 在 1989 年 开始 组 织 国内 数 
学 工作 者 翻译 出 版 这 部 《数学 百科 
全 书 》。 

MUI CI ET PIG 
Directory of Mathematicians ) 
国际 数学 联合 会 刊物 ,由 国际 数学 


联合 会 委托 美国 数学 会 编辑 。1987 
年 在 美国 出 版 发 行 其 第 八 版 。 这 本 
人 名 录 共 有 976 页 ,记录 了 世界 上 
83 个 国家 的 约 4 万 名 数学 家 的 姓 
名 及 通讯 地 址 ,其 中 包括 中 国 数学 
会 首次 提供 的 我 国 大 陆 400 名 数学 
家 。 
纯粹 数学 与 应 用 数学 专著 
从 书 (a series of monographs in 
pure mathematics and applied 
mathematics) 这 是 一 套 反映 我 
国 数学 研究 的 各 个 领域 中 的 最 新 研 
究 成 果 的 专著 丛书 ,由 科学 出 版 社 
从 1978 年 开始 陆续 出 版 .担任 这 套 
从 书 主编 的 先后 有 华罗庚 教授 、 吴 
文俊 教授 和 王 元 教授 (现任 主编 )。 
一 般 认 为 ,这 是 我 国 解放 以 来 搞 得 
最 好 和 影响 最 大 的 一 套 从 书 , 它 标 
志 着 中 国 数学 已 经 有 不 少 系统 的 研 
究 工 作 , 向 世界 展示 了 中 国 的 数学 
成 就 。 其 作者 都 是 国内 在 各 数学 领 
域 卓 有 成 就 的 数学 家 。 其 中 许多 从 
书 已 与 或 将 与 外 国 出 版 社 联合 出 版 
英文 版 。 这 套 从 书 现 已 出 版 19 fh, 
其 书 名 ,作者 .出 版 时 间 见 下 表 。 


纯粹 数学 与 应 用 数学 专著 丛书 


Ta 
论 在 近似 分 应 PFE EÑ 
[RIT] 
朱 幼 兰 
王 梓 坤 


1978. 10 


齐 次 可 列 马尔 可 夫 过 程 
| 


初 边 值 问题 差分 问题 及 挠 流 
EXNBSUATEE 
Y) BE EL 9b RE 


强 性 结构 的 数学 理论 


第 3 号 
第 4 号 
第 5 号 
第 6 号 
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亏 值 \ 渐 近 值 和 奇异 方向 


第 16 号 
第 17 号 
第 18 号 
第 19 号 


现代 数学 丛书 (a series of 
books in modern mathematics ) 

这 是 一 套数 学 学 术 专 著 从 书 。 其 
宗旨 是 :向 国内 外 介绍 我 国 比较 成 
热 的 .对 学 科 发 展 方向 有 引导 作用 
的 第 一 流 数 学 研究 成 果 , 反 映 我 国 
数学 研究 的 特色 和 优势 ,扩大 我 国 
数学 研究 成 就 在 国内 外 的 影响 , 促 
进 学 科 发 展 . 它 包括 纯粹 数学 、 应 用 
数学 和 计算 数学 方面 的 内 容 。 它 可 
供 高 等 学 校 数 学 系 高 年 级 学 生 、 研 
究 生 及 有 关 研 究 人 员 参 考 。 该 从 书 
由 上 海 科 学 技术 出 版 社 于 1963 年 
开始 出 版 ,著名 数学 家 华罗庚 、 苏 步 
TRM EIGENS LEX 
这 套 丛 书 的 编辑 工作 .到 1986 年 为 


微分 几何 ”丘成桐 等 - 
随机 服务 系统 160€ 


1983. 11 


止 , 共 出 版 了 8 种 ,其 书 名 、 作 者 及 
出 版 年 代 见 下 表 。 


现代 数学 基础 从 书 (a series 
of books in foundation of mod- 
em mathematics) 由 科学 出 版 
社 出 版 。 主 编 为 程 民 德 教授 。 副 主 
编 为 夏 道行 、 覆 升 . 王 梓 坤 、 齐 民 友 
教授 。 这 套 从 书 以 大 学 高 年 级 学 生 
及 研究 生 为 主要 读者 对 象 ,内 容 涉 
及 现代 数学 的 各 分 支 学 科 , 深入 浅 
出 地 阐述 有 关 的 基础 理论 和 发 展 方 
向 .这 套 从 书 自 1981 年 以 来 共 出 版 
T 26 &p 29 本 , 书 名 ,作者 及 出 版 时 
间 见 下 表 。 
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现代 数学 从 书 


书 出 版 时 间 


典型 流 形 与 典型 域 
齐 性 空间 的 微分 几何 学 
无 限 维 空间 上 测度 和 积分 论 ( 上 ) 抽 象 调和 分 析 


1965.9 


极限 环 论 1984. 2( 第 二 版 》 


计算 几何 
多 复 变数 的 奇异 积分 

高 维 动力 系统 的 周期 轨道 :理论 和 应 用 
临界 点 理论 及 其 应 用 


1982. 11 


现代 数学 基础 丛书 
书 名 作 者 出 版 时 间 
数理 逻辑 基础 (上 ) 胡 世 华 、 陆 钟 万 1981. 1 
数理 统计 引 论 LEE 1981. 11 


组 合 论 (上 ) 1981. 10 
紧 歼 显 曲 面 引 论 1981.3 
多 元 统计 分 析 引 论 1982.6 
概率 论 基 础 1982. 8 


数理 逻辑 基础 (下 ) 2 | 胡 世 华 、 陆 钟 万 1982.8 
有 限 群 构造 (上 ) 张 远 达 1982. 11 
有 限 群 构造 (下 ) 张 远 达 1982. 12 
环 与 代数 刘 绍 学 1983. 3 
测度 论 基础 RER 1983. 9 


分 析 概 率 论 [:E:E 1984. 4 


e TPE E EET SE E E A AOE 
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( 续 ) 

巴 拿 赫 空间 引 论 1984 
微分 方程 定性 理论 1985.5 
伟 立 时 积分 算 子 理论 及 其 应 用 1985.9 
辛 几何 引 论 1986. 3 
算 子 代数 ERE 1986. 6 
概率 论 基 础 和 随机 过 程 王 寿 仁 1986. 5 
线性 偏 微分 算 子 引 论 (上 ) 齐 民 友 1986. 8 
微分 动力 系统 原理 1986. 12 
线性 代数 群 表示 导论 (上 ) LE LS 1987. 2 
模型 论 基 础 王 世 强 1987. 8 
递归 论 1987. 11 
f & ie CT) 魏 万 迪 1987. 12 
有 限 群 导论 (上 》 RW 1987. 12 
Po PEJE DRAM ZA EEA UNE Sr aÙ 1988. 1 
同调 代数 kEi 1988. 2 
代数 函数 与 常 微分 方程 LE E: 1988. 2 
近代 调和 分 析 方 法 及 其 应 用 Blk 1988. 6 


北京 大 学 数学 丛书 Ca series 
of books in mathematics of Bei- 
jing University) 北京 大 学 出 版 
社 出 版 。 它 以 数学 、 计 算数 学 .概率 
统计 及 有 关 专 业 高 年 级 本 科 生 、 研 
究 生 、 青 年 教师 及 数学 研究 工作 者 
为 读者 对 象 。 其 特点 是 内 容 新 颖 , 力 
图 反映 现代 数学 的 新 成 就 ,叙述 精 


练 ,每 一 部 书 大 约 相当 于 一 学 期 三 
学 时 研究 生 课程 的 取材 。 编 辑 此 书 
的 主要 目的 是 为 适应 我 国 培养 研究 
生 的 需要 ,同时 , 它 还 可 作为 数学 及 
有 关系 科 高 年 级 选修 课 参考 书 。 这 
套 从 书 由 1980 年 开始 出 版 ,1981 
年 设立 编 委 会 ,由 程 民 德 任 主编 , 江 
泽 培 、 丁 石 孙 任 副 主编 ,还 有 编 委 若 
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干 人 。《 北 京 大 学 数学 丛书) 现 已 出 ”下 表 。 
版 8 种 ,其 书 名 、 作 者 和 出 版 时 间 见 
北京 大 学 数学 丛书 


书 名 出 版 时 间 

同 伦 论 基 础 1980. 12 
抽样 论 1982. 4 
微分 几何 讲义 1983.12 
Hp Bie 1985. 3 
代数 曲线 [ 美 JP， 格 列 非 斯 1985. 6 
代数 学 (上 ) 莫 宗 坚 等 1986. 10 
代数 学 (下 ) ARE EUH RRK 1986. 12 
二 阶 和 矩阵 群 的 表示 与 自 守 形式 


《数学 原理 》(Eléments de 
Mathematique) 法 国 布尔 巴 基 
学 派 编辑 出 版 的 一 套数 学 丛书 ,是 
以 布尔 巴 基 学 派 的 数学 结构 的 观点 
对 全 部 数学 作出 的 综述 。 这 套 从 书 
从 1939 年 开始 出 版 ,由 巴黎 的 一 个 
墨西哥 血统 的 出 版 商 弗 雷 曼 (Frey- 
man) 负 责 出 版 。 到 1965 年 出 了 .31 
卷 ,1973 年 出 到 36 卷 ,至 今 仍 未 宣 
布 出 完 。《 数 学 原理 》 由 儿 大 部 分 组 
成 ,第 一 部 分 包括 前 21 卷 , 它 的 分 
类 是 .集合 论 ;加 代数 学 ;@ 一 般 
拓扑 学 ;@@ 单 实 变 函 数 ;@@ 拓 扑 向 量 
空间 ;@ 积 分 论 。 以 后 各 卷 内 容 涉及 
黎 曼 几何 ,微分 拓扑 .调和 分 析 、 微 
分 流 形 \、 李 群 等 分 支 。 

《数学 原理 ?是 一 套 涉 及 现代 数 
学 各 个 领域 ,概括 某 些 最 新 研究 成 
果 的 博大 精深 的 从 书 , 它 是 布尔 已 
基 学 派 集体 创作 的 成 果 。 在 1935 年 
布尔 巴 基 讨 论 班 的 成 立 大 会 上 ,大 


家 制定 了 一 个 庞大 的 写作 计划 : 集 
体 撰写 一 部 概括 现代 数学 的 著作 
《数学 原理 》 计划 在 三 年 内 写 出 
2000 页 ,以 前 明 数学 的 基本 原理 。 
但 事实 上 30 年 也 未 能 完成 这 个 计 
划 。《 数 学 原理 ) 的 每 一 卷 都 先 指 定 
布尔 巴 基 学 派 的 一 名 或 几 名 成 员 担 
任 撰写 者 ,他 ( 们 ) 写 出 初稿 后 ,在 讨 
论 班 上 宣读 ,经 过 激烈 的 讨论 ,大 家 
对 初稿 提出 批评 和 建议 。 有 时 初稿 
被 完全 否定 ,而 重新 让 其 他 成 员 撰 
Tj .每 个 课题 一 般 要 进行 五 .六 次 的 
讨论 ,直到 大 家 都 满意 才能 定稿 .为 
了 避免 元 长 的 作者 署名 ,他 们 采用 
Nicolas Bourbaki 作为 集体 的 笔名 。 
《数学 原理 陆续 被 译 成 英 、 日 、 俄 等 
多 种 文字 。 
《数学 讲座 论文 集 》(Lecture 
Notes in Mathematics) 一 种 国 
际 性 的 数学 从 书 。 由 施 普 林 格 出 版 
社 (Springer Verlag) 在 1964 年 创始 。 


—— REPRE 
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它 是 一 种 以 刊登 数学 研究 新 成 果 为 
主 的 从 书 。 这 些 新 成 果 主 要 来 自 一 
些 十 分 专门 的 数学 讲座 、 讨 论 班 和 
研究 班 等 。 其 特点 是 及 时 、 快 速 地 使 
人 们 了 解 新 的 数学 进展 。 此 外 ,《 数 
学 讲座 论文 集 》 还 刊载 各 种 国际 数 
学 会 议 的 专门 文集 。 这 套 丛 书 到 
1990 年 已 出 版 了 1400 多 本 ,平均 
每 年 出 50 多 本 。1988 年 出 第 
1299—1362 号 , 共 64 本 ;1989 年 出 
第 1363 一 1414 号 , 共 52 本 ,现在 这 
套 从 书 由 A， 多 尔 德 (A. Dold),B - 
埃 克 曼 (B. Eckmann) 和 FF， 塔 肯 斯 
CF. Takens) 负责 出 版 。 

《研究 生 用 数学 丛书 》CGrad- 


uate Texts in Mathematics) 也 
称 数 学 研究 生 教 材 。 由 总 部 设 在 柏 
林 的 施 普 林 格 出 版 社 CSpringer— 
Verlag) 出 版 。 这 是 一 套 较为 系统 的 
数学 专业 研究 生 教科 书 ,1971 EF 
始 出 版 ,到 1990 年 已 出 到 121 卷 。 
现在 的 编 委 会 由 J。H。，。 尤 因 (J. H. 
Ewing), F * W- 格林 (FE。wW 
Gehring) 和 PP“。R。 了 哈 尔 莫 斯 (P。R 
。Halmos) 组 成 . 我 国 世 界 图 书 出 版 
公司 自 1987 年 以 后 ,购买 了 《研究 
生 用 数学 丛书 ;的 版 权 ,于 1988 年 
4 月 出 版 了 其 1 一 106 卷 (第 94 卷 
除外 )。 


约 公元 前 3000 年 


公元 前 2400 一 前 1600 


公元 前 1850 一 前 1650 


年 


公元 前 1400 一 前 1100 
年 


约 公元 前 600 年 


约 公元 前 450 年 
约 公元 前 430 年 


约 公元 前 410 年 
约 公元 前 380 年 
约 公元 前 370 年 
约 公元 前 350 年 
约 公元 前 340 年 


约 公元 前 335 年 
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“ 埃及 象形 数字 ,采用 10 进位 记 数 。 
* 早期 巴比伦 泥 板 棉 形 文字 ,采用 60 进位 值 制 


记 数 法 ,掌握 某 种 开平 方 的 方法 ,已 知 勾 股 定 
理 并 给 出 若干 组 勾 股 数 。 


" 埃及 纸 草 书 (莫斯科 纸 草书 与 莱 因 德 纸 草书 )， 


使 用 10 进 非 位 值 制 记 数 法 ,将 所 有 分 数 化 为 
单位 分 数 。 


* 中 国 般 直 甲骨文, 已 有 10 进 制 记 数 法 。 

* 中国 周公 (公元 前 11 世纪 )、 商 高 时 代 已 知 勾 
, 股 定理 的 特例 : 色 三 、. 股 四 、 弦 五 。 

“ 希腊 泰 勤 斯 开始 了 命题 的 证 明 。 

“ 中 国 陈 子 已 知 色 股 定理 的 一 般 形式 。 

* 希腊 毕 达 哥 拉 斯 学 派 提出 “万 物 皆 数 ”, 发 现 勾 


股 定理 ,并 导致 不 可 通 约 量 的 发 现 。 


印度 ( 强 法 经 ) 中 给 出 V2 相当 精确 的 值 ,并 


知 勾 股 定理 。 


- 希腊 伊 诺 皮 迪 斯 提 出 几何 作 图 只 能 用 直 尺 和 


圆规 这 两 种 工具 。 


" 希腊 智 人 学 派 提出 几何 作 图 三 大 问题 :化 圆 为 


方 、. 三 等 分 角 和 倍 立 方 体 。 


“希腊 埃 利 亚 学 派 的 芝 诺 提出 悖 论 ,其 中 有 四 个 


* 希腊 安 蒂 丰 提出 穷竭 法 。 

“ 中 国 《 墅 经 ) 给 出 若干 几何 概念 和 命题 。 

"希腊 德 广 克 利 特 提出 原子 论 学 说 。 . 

* 希腊 柏拉图 在 雅典 创办 “学 园 ”, 主 张 通过 几何 


的 学 习 培 养 逻 辑 思 维 能 力 。 


“ 希腊 欧 多 克 索 斯 创立 比例 论 。 
"希腊 门 奈 赫 黄 斯 开始 系统 研究 圆锥 曲线 。 
"希腊 亚 里 士 多 德 葛 定 了 逻辑 学 的 基础 ;讨论 定 


义 、 公 理 \ 公 设 的 含义 及 区 别 。 


“希腊 欧 德 莫 斯 著 《 几 何 学 史 》。 
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约 公元 前 300 年 


公元 前 250— 8i 212 年 


约 公 元 前 230 年 
约 公 元 前 225 年 


约 公 元 62 年 
约 公 元 100 年 
约 公 元 150 年 


约 公 元 250 年 


公元 263 年 


约 公元 300 年 


约 公元 320 年 


* 中国 筹 算 记 数 ,采用 十 进位 值 制 。 
* 希腊 欧 几 里 得 著 《 几 何 原本 》, 是 用 公理 法 建立 


演绎 数学 体系 的 最 早 典 范 。 


* 希腊 阿 基 米 德 确定 了 大 量 复 杂 几 何 图 形 的 面 


积 与 体积 ;给 出 圆周 率 的 上 下 界 ; 设 计 一 种 可 
以 表示 任意 大 数 的 方法 ;提出 用 力学 方法 推测 
问题 答案 , 隐 含 近代 积分 论 思 想 。 


- AER Dr YE JO Ae BH" MA”. 
“希腊 阿波 罗 尼 奥 斯 著 (圆锥 曲线 论 》 完 整 叙 述 


了 圆锥 曲线 的 性 质 。 


* 中 国 现存 最 早 的 数学 书 《 算 数 书 》 成 书 (1983 一 


1984 年 间 在 湖北 江陵 出 土 )。 


“希腊 希 帕 霍 斯 采用 经 纬度 来 确定 天 球 上 星 的 


位 置 ;制作 一 个 和 三 角 函 数 表 相仿 的 “ 蓄 表 ”。 


"中国 《 周 角 算 经 ;成 书 , 记 叙 了 勾 股 定理 。 
* 中 国 古 代 最 重要 的 数学 著作 《 九 章 算术 } 经 历 
” 代 增 补 修 订 基 本 定形 (一 说 成 书 年 代为 公元 


50—100 年 间 ) ,其 中 比例 计算 、 线 性 插值 法 、 和 外 
不 足 术 ,线性 方程 组 解法 \ 正 负数 运算 法 则 ,以 
及 正 负数 运算 等 都 是 世界 数学 史上 的 重要 贡 
献 


. 希腊 海伦 给 出 用 三 角形 三 边 长 表示 面积 的 公 


式 ( 海 伦 公 式 ) ;提出 平方 根 的 近似 公式 。 


“希腊 尼 科 马 夫 斯 著 《 算 术 入 门 》, 是 第 一 本 完全 


独立 于 几何 学 的 系统 的 算术 书 。 


* 希腊 托 勒 密 著 《 天 文学 大 成 ,发展 了 三 角 学 。 
“希腊 丢 番 图 著 《 算 术 》 解 决 了 大 量 不 定 方程 问 


题 ,并 引入 一 系列 缩写 符号 ,是 古 希 腊 代 数 的 
代表 作 。 


* 中 国 刘 徽 注释 《 九 章 算 术 》, 用 割 贺 术 计 算 圆 周 


率 , 证 明 圆 面积 公式 ,提出 解决 球体 积 的 方法 ， 
推导 四 面体 及 四 棱 狼 体积 等 ,包含 有 极限 思 
想 


. 中 国 《孙子 算 经 ) 成 书 ,系统 记述 了 筹 算 记 数 


制 , 卷 下 “ 物 不 知 数 ? 题 是 孙子 剩余 定理 的 起 
源 


. 希腊 帕 波斯 著 ( 数 学 汇编 }, 总 结 古 希腊 各 家 的 


研究 成 果 , 记 述 了 “ 帕 波 斯 定理 ?和 旋转 体 体积 


约 公 元 410 年 


约 公元 460 年 


约 公 元 462 年 


公元 499 年 


约 公 元 510 年 


公元 6 世纪 


公元 600 年 
约 公 元 625 年 


公元 628 年 


约 公 元 850 年 


约 公元 870 年 
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计算 法 。 


“希腊 许 帕 提 娅 注释 欧 几 里 得 、 丢 番 图 等 人 的 著 


作 , 是 历史 上 第 一 位 女 数学 家 。 


* 希腊 普罗 克 洛 斯 注释 欧 几 里 得 《几何 原本 》, 概 


述 已 失传 的 欧 德 莫 斯 人 几何 学 史 》, 是 研究 几何 
学 史 的 重要 史料 。 


“中 国 祖 冲 之 算出 圆周 率 在 3. 1415926 与 


3. 1415927 之 间 , 并 以 22/7 为 约 率 , 355/113 
为 密 率 ( 现 称 祖 率 ) 。 


- 中 国 祖冲之 和 他 的 儿子 祖 星 提 出 “ 瞪 势 既 同 则 


积 不 容 异 ”的 原理 , 现 称 “ 祖 晓 原理 ”, 相 当 于 西 
Jr 17 世纪 的 卡 瓦 列 里 原理 。 


- 印度 阿 耶 波多 著 《 阿 耶 波多 历数 书 》, 总 结 了 当 


时 印度 的 天 文 、 算 术 、 代 数 与 三 角 学 知识 ;已 知 
圆周 率 为 3. 1416, 尝 试 以 连 分 数 解 不 定 方程 ， 
有 弧度 制 的 思想 。 


“罗马 博 伊西 斯 著 《 算 术 入 门 》 和 《几何 学 ,记载 


了 一 种 算盘 的 构造 及 用 法 。 


* 中 国 《 算 经 十 书 》 中 的 《五 曹 算 经 》《 夏 修 阳 算 


经 》《 五 经 算术 》《 张 丘 建 算 经 ?成 书 ; 张 丘 建 
算 经 ) 提 出 “ 百 鸡 问题 ”, 属 于 三 元 一 次 不 定 方 
程 


. PENRE ISHE KAMAR. 
. 中 国王 孝 通 著 ( 缉 十 算 经 ), 是 最 早 提出 数字 三 


次 方程 数值 解法 的 著作 。 


MNUIIAFLEZLIETLI D RM 


接 四 边 形 面积 计算 法 ,推进 了 一 、 二 次 不 定 方 
程 的 研究 。 


- 中国 李 淳 风 等 注释 十 部 算 经 ,后 通称 《 算 经 十 


书 》。 


“ 中 国 一 行 实测 出 地 球 子午 线 一 度 的 长 ;使 用 了 


不 等 间距 二 次 内 插 法 。 


* 阿拉 伯 花 拉 子 米 著 《 代 数学 》, 书 名 第 一 字 演 变 


成 代数 学 一 词 ,主要 内 容 为 二 次 方程 求解 ,12 
世纪 被 译 为 拉丁 文 传 入 欧洲 。 


* 印度 马 险 维 拉 著 《计算 纲要 》 较 全 面 地 反映 了 


印度 当时 数学 各 方面 的 成 就 和 水 平 。 


* 印度 出 现 包括 零 号 的 十 进 制 数码 ,后 传 入 阿拉 
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约 公元 900 年 
约 公 元 980 年 


约 公 元 1020 年 
约 公元 1050 年 


公元 1088 年 
约 公 元 1100 年 


约 公 元 1150 年 


公元 1202 年 


公元 1247 年 


公元 1248 年 


约 公 元 1250 年 


约 公 元 1325 年 
公元 14 世纪 
约 公元 1360 年 


伯 演 变 为 现今 的 印度 一 阿拉 伯 数 码 。 


- 阿拉伯 艾 布 ， 卡 米尔 (代数 学 } 等 成 书 。 
“阿拉伯 艾 布 拟 法 制作 了 间隔 10 的 正弦 和 正切 


函数 表 。 


。 阿拉 伯 凯 拉 吉 阐明 代数 学 的 基本 特征 是 通过 


解 方程 从 已 知 量 去 求 未 知 量 。 


: 中国 贾 宪 提出 二 项 式 展开 系数 表 ( 现 称 贡 宪 三 


角 ) 和 增 乘 开 方法 。 


* 中 国 沈 括 4 梦 溪 笔谈 成 书 , 提 出 隙 积 术 。 
* 阿拉 伯 奥 马 ， 海 亚 姆 首创 用 两 条 圆锥 曲线 的 


交点 来 表示 三 次 方程 的 根 。 


: 印度 婆 什 迎 罗 著 4 天 文系 统 至 极 》, 为 中 世纪 印 


度数 学 的 代表 作 , 其 中 给 出 二 元 不 定 方 程 D 
1 十 Wy? 的 多 组 解 , 对 负数 和 除 以 零 的 意义 有 所 
认识 ,广泛 使 用 无 理 数 。 


， 意大利 斐 波 那 契 著 《 算 盘 书 》, 向 欧洲 人 系统 介 


绍 了 印度 一 阿拉 伯 数 码 \ 位 值 制 记 数 法 ,整数 
和 分 数 的 各 种 算法 。 


" 中 国泰 九 韶 著 《 数 书 九 章 》, 创 立 解 一 次 同 余 式 


组 的 大 衍 求 一 术 和 求 高 次 方程 数值 解 的 琅 负 
开 方 术 , 后 者 相当 于 西方 的 霍 纳 法 (1819) 。 


“ 中国 李 冶 著 《 测 圆 海 镜 》, 是 中 国 现存 第 一 本 系 


统 论述 天 元 术 的 著作 。 


“阿拉伯 纳西 尔 丁 开始 使 三 角 学 脱离 天 文学 而 


独立 ,并 对 欧 几 里 得 等 希腊 数学 家 的 著作 进行 
翻译 和 评注 。 


* 中 国 杨辉 记载 了 贾 宪 的 “ 开 方 作法 本 源 ” 图 ( 即 


TUE — RO ,杨辉 对 纵横 图 ( 幻 方 ) 也 有 深入 研 
究 (1275)。 


' 中国 郭守敬 、 王 必 首 创 三 次 内 揪 法 。 
“中国 朱 世 杰 著 《 四 元 玉 鉴 》, 将 天 元 术 推 广 为 四 


元 术 , 研 究 高 阶 等 差 数列 求 和 问题 。 


* 法 国 莱 维 本 热 尔 松 给 出 几 个 物体 每 次 取 X 个 


的 排列 及 组 合 数 。 


“ 英国 布雷 德 沃 丁 将 正切 . 余 切 引入 三 角 计 算 。 
“ 珠算 在 中 国 普及 。 
" 法 国 奥 雷 姆 著 《4 比 例 算法 》, 引 入 分 指数 概念 ， 


又 在 《 论 质 量 与 运动 的 结构 ?等 著作 中 研究 变 


约 公元 1427 年 
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化 与 变化 率 , 用 经 .纬度 (相当 于 横 、 纵 坐标 ) 表 
示 点 的 位 置 并 进而 讨论 函数 图 象 。 

: 阿拉伯 卡 西 著 《 算 术 之 钥 》, 系统 论述 算术 、 代 
数 的 原理 和 方法 ,并 在 《图 周 论 》(1424) 中 求 出 
圆周 率 小 数值 的 17 位 准确 数字 。 

。 意大利 阿尔 贝蒂 著 ( 论 绘画 》, 阐 发 透视 法 的 数 
学 原理 ,含有 射影 几何 的 因素 。 

“ 德国 雷 格 蒙 塔 努 斯 著 《4 论 各 种 三 角形 》, 是 欧洲 
第 一 本 独立 的 三 角 学 著作 ,其 中 出 现 正 艾 定 
律 。 

* 欧 几 里 得 《几何 原本 》( 拉 于 文 译 本 ) 首 次 印刷 
出 版 ,是 西方 较 早 印刷 的 数学 书 。 

E 捷克 一 德国 数学 家 维 德 最 最 早 使 用 符号 十 、 一 
表示 加 、 减 运算 。 

。 意大利 柏 乔 利 著 《 算 术 、 几何 . 比 与 比例 集成 》， 
是 中 世纪 以 来 第 一 本 内 容 全 面 的 算术 书 , 也 是 
最 早 印 刷 的 数学 书 之 一 。 

“ 德国 迪 勤 给 出 欧洲 最 早 的 幻 方 (4 BD. 

“意大利 卡尔 达 庶 《大 术 》 出 版 , 载 述 了 费 罗 
(1515) 、 塔 尔 塔 利 亚 (1535) 的 三 次 方程 解法 和 
费 拉 里 (1544)? 的 四 次 方程 解法 ,承认 负 根 , 讨 
论 虚数 及 表示 符号 。 他 还 写 了 《游戏 机 遇 的 学 
说 》, 是 概率 论 的 先 声 。 

-RAER EN HEEE 10' 的 六 种 三 角 函 数 
的 七 位 数 表 , 由 其 学 生 奥 托 最 后 完成 (1596)。 

“ 英国 雷 科 德 创 用 = 表示 相等 ,后 通行 全 世界 。 

“英国 比 林 斯 利 将 欧 几 里 得 4 几何 原本 》 首 次 译 
为 英文 出 版 。 

* 意大利 邦 贝 利 的 《代数 学 》 出 版 ,指出 对 于 三 次 
方程 的 不 可 约 情形 ,通过 虚数 运算 必 可 得 三 个 
实 根 ,给 出 初步 的 虚数 理论 。 

“ 意大利 毛 罗 利 科 最 早 使 用 数学 归纳 法 。 

. 荷兰 斯 蒂 文 著 《 论 十 进 》 创 设 十 进 分 数 ( 小 数 ) 
的 记 法 。 

“法国 韦 达 著 《 分 析 方 法 入 门 》, 引 入 大 量 代数 符 
号 ,改良 三 、 四 次 方程 解法 ,指出 根 与 系数 的 关 
系 , 为 符号 代数 学 英 定 基础 。 

* 中 国 程 大 位 完成 《 直 指 算法 统 宗 》, 详 述 算盘 的 


让 
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公元 1615 年 


公元 1617 年 
公元 1623 年 
公元 1627 年 
公元 1629 年 


公元 1640 年 
公元 1642 年 
公元 1655 年 


公元 1657 年 


公元 1665 年 


»Ám 


36 1666 年 


公元 1667 年 
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用 法 , 载 有 大 量 运 算 口 识 , 是 中 国 古代 流传 最 
广 的 数学 书 , 明 末 传 入 日 本 ,朝鲜 。 


* 法 国 书 达 给 出 圆周 率 x 的 第 一 个 解析 表达 式 。 
“中国 徐光启 和 意大利 利 玛 罕 合作 将 欧 几 里 得 


《几何 原本 前 六 卷 ? 译 为 中 文 。 


- 德国 开 普 勒 建立 行星 椭圆 轨道 理论 。 
* 英国 纳 皮 尔 创 立 对 数理 论 。 
* 德国 开 普 勒 著 《 酒 桶 新 立体 几何 》， 有 求 酒 桶 体 


积 的 方法 ,是 阿 基 米 德 求 积 方法 向 近代 积分 法 
的 过 渡 。 


“英国 布 里 格 斯 制作 第 一 个 常用 对 数 表 。 

- 英国 冈 特 设 计 对 数 尺度 计算 尺 。 

“日 本 吉田 光 由 著 《 尘 动 记 》, 为 早期 和 算 著作 。 

* 荷兰 吉 拉 尔 最 早 提出 代数 基本 定理 。 

“法国 费 马 已 得 解析 几何 学 要 中 ,并 掌握 求 极 大 


极 小 值 方法 。 


* 意大利 卡 瓦 列 里 建立 “不 可 分 量 原 理 ”。 
* 法 国 笛 卡 儿 的 《几何 学 》 出 版 ,创立 解析 几何 


学 


. 法 国 费 马 提出 “ 费 马 大 定理 ” 
. 法 国 德 扎 格 著 ( 试 图 处 理 圆锥 与 平面 相交 情形 


的 文稿 》, 为 射影 几何 先驱 。 


“ 法 国 帕斯卡 著 《 贺 从 曲线 论 》。 
“ 法 国 帕 斯 卡 发 明 加 减法 机 械 计 算 机 。 
* 英国 沃 利 斯 著 ( 无 穷 算术 》, 导 入 无 穷 级 数 与 无 


穷 乘 积 ,首创 无 穷 大 符号 co(1655) 


* 荷兰 惠 更 斯 著 ( 论 赌博 中 的 计算 》 引 入 数学 期 


望 概念 ,是 概率 论 的 早期 著作 。 在 此 之 前 ,法 国 
帕斯卡 和 费 马 等 人 已 由 赌博 问题 而 开始 考虑 
概率 理论 。 


- 英国 牛顿 一 份 手稿 中 已 有 流 数 术 的 记载 ,这 是 


最 早 的 微 积分 学 文献 。 其 后 他 在 《无 穷 多 项 方 
程 的 分 析 》(1669 年 所 ,1711 年 发 表 )《 流 数 法 
与 无 穷 极 数 》(1671 4E38 1736 年 发 表 ) 等 著作 
中 进一步 发 展 流 数 法 并 建立 微 积 分 基本 定理 。 


* 德国 莱 布 尼 获 写成 (组合 的 艺术 》, 孕 育 了 数理 


逻辑 思想 。 


* 英国 格雷 姜 里 发 表 《 论 圆 与 双 曲线 的 实际 求 


公元 1680— 25 1690 年 


公元 1684 年 


公元 1687 年 


公元 1690 年 
公元 1691 年 
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积 》, 最 早 注意 到 无 穷 级 数 的 敛 散 性 。 


* 英国 巴 罗 著 《 几 何 学 讲义 》, 引进 “微分 三 角形 ” 


- 德国 莱 布 尼 获 制作 了 能 进行 加 \ 减 、 乘 \ 除 四 则 


运算 的 机 械 计 算 机 。 


* 日 本 关 孝 和 创始 和 算 , 引 入 行列 式 概念 ,开创 


“ 圆 理 ? 研 究 。 


“中国 梅 文 蜂 会 通 中 西数 学 , 共 著 书 约 80 种 。 
* 德国 莱 布 尼 蒋 发 表 第 一 篇 微分 学 论文 4 一 种 求 


极 大 极 小 和 切线 的 新 方法 》, 两 年 后 又 发 表 第 
一 篇 积分 学 论文 , 创 用 积分 符号 。 


- 英国 牛顿 的 《自然 哲学 的 数学 原理 ?出 版 ,首次 


以 几何 形式 发 表 其 流 数 术 。 


MERET. MFA BERA”. 
* 法 国 罗 尔 著 《4 方 程 的 解法 》, 提 出 罗 尔 定理 。 
* 瑞士 约翰 ， 伯 努 利 提出 “最 速 降 线 问题 ”, 后 导 


致 变 分 法 的 产生 。 


* 法 国 洛 必 塔 出 版 4 无穷小 分 析 》 其 中 载 有 求 极 


限 的 洛 必 塔 法 则 。 


* 英国 牛顿 出 版 (广义 算术 》, 阐 明代 数 方 程 理 


论 


. 瑞士 雅 各 布 第 一 。 伯 努 利 的 ( 猜 度 术 ) 出 版 , 才 


有 伯 努 利 大 数 律 。 


* 英国 泰勒 出 版 < 正 的 和 反 的 增 量 方法 》, 内 有 他 


在 1712 年 发 现 的 把 函数 展开 成 级 数 的 泰勒 公 
式 


. 法 国 棣 莫 弗 出 版 (机 会 论 ), 这 是 概率 论 早期 的 


重要 著作 ,其 中 首次 定义 独立 事件 的 乘法 定 
理 , 并 给 出 二 次 分 布 公式 。 


*。 法国 棣 莫 弗 给 出 公式 (cos@ 十 isin@)" 二 cosn$ 十 


‘sin®, 


* 英国 斯 特 灵 发 表 《 微 分 法 ,或 关于 无 穷 级 数 的 


简 述 》, 其 中 给 出 了 n! 的 斯 特 灵 公 式 。 


* 法 国 克 莱 罗 著 《 关 于 双重 曲率 曲线 的 研究 》 开 


创 空 间 曲 线 的 理论 。 


* 英国 贝克 莱 出 版 (分 析 学 家 》, 指 出 微 积分 在 逻 


辑 上 的 一 些 缺陷 。 


* 瑞士 欧 拉 解 决 了 柯 尼 斯 堡 七 桥 问题 。 


简明 数学 史 辞 典 


公元 1799 年 


* 英国 马克 劳 林 出 版 6 流 数 通论 》, 试 图 用 严谨 的 


方法 来 建立 流 数学 说 ,其 中 给 出 了 马克 劳 林 展 
开 式 。 


* 德国 哥 德 巴赫 与 瑞士 欧 拉 通 信 , 提 出 著名 的 哥 


德 巴赫 猜想 。 


* 法 国 达 朗 贝尔 出 版 《< 论 动力 学 》, 建 立 动力 学 基 


本 规律 一 一 达 朗 贝尔 原理 。 


“瑞士 欧 拉 著 (寻求 具有 某 种 极 大 或 极 小 性 质 的 


曲线 的 技巧 》, 标志 着 变 分 法 作为 一 个 新 的 数 
学 分 支 的 诞生 。 


“法国 达 朗 贝尔 发 表 《 驼 振动 研究 》, 导 出 了 弦 振 


动 方程 ,成 为 偏 微 分 方程 研究 的 开端 。 


“瑞士 欧 拉 出 版 《无 穷 分 析 引 论 》, 与 后 来 发 表 的 


《微分 学 原理 》(1755) 和 《积分 学 原理 》(1770》. 
一 起 ,以 函数 概念 为 基础 综合 处 理 微 积 分 理 
论 , 给 出 了 大 量 重要 的 结果 ,标志 着 微 积 分 发 
展 的 新 阶段 。 


“ 瑞士 克 莱 姆 给 出 解 线性 方程 组 的 克 莱 姆 法 则 。 
“ 德国 兰 伯 特 证 明了 和。 是 无 理 数 。 
“ 法 国 旺 德 蒙 德 首次 独立 于 线性 方程 组 求解 对 


行列 式 理论 进行 系统 研究 。 


“法国 布 丰 提 出 投 针 间 题 ,开始 了 几何 概率 论 早 


期 研究 。 


- 法 国 贝 祖 著 《代数 方程 的 一 般 理 论 》, 系 统 论述 


消 元 法 理论 。 


* 法 国 拉 格 朗 日 出 版 (分 析 力 学 ) 使 力学 分 析 化 ， 


并 总 结 了 变 分 法 的 成 果 。 


， 法 国 勒 让 德 《4 几何 学 基础 出 版 ,成 为 当时 标准 


的 几何 教科 书 。 


* 法 国 蒙 日 发 表 ( 关 于 把 分 析 应 用 于 几何 的 活页 


论文 》, 是 微分 几何 的 先驱 性 工作 。 


* 法 国 拉 格 朗 日 着 《解析 函数 论 》, 提 出 以 函数 的 


短 级 数 展开 为 基础 建立 微 积分 理论 。 


“ 挪威 韦 塞 尔 向 丹 志 科学 院 提 交 论 文 (方向 的 解 . 


析 表 示 , 特 别 应 用 于 平面 与 球面 多 边 形 的 测 
定 ), 第 一 次 给 出 复数 的 几何 表示 。 


* 法 国 紫 日 出 版 ( 画 法 几何 学 》 使 画 法 几何 学 成 


为 几何 学 的 专门 分 支 。 


公元 1799 一 1825 年 


公元 1810 年 


公元 1812 年 


公元 1814 年 


公元 1817 年 
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- 德国 高 斯 给 出 代数 基本 定理 的 第 一 个 证 明 。 
* 法 国 拉 普 拉 斯 的 5 卷 巨 著 《 天 体力 学 》 出 版 ,其 


中 包括 许多 重要 的 数学 贡献 ,如 拉 普 拉 斯 方 
程 .位 势 函数 等 。 


“德国 高 斯 出 版 (算术 研究 》, 开 始 了 近代 数论 的 


研究 。 


“ 中 国 汪 莱 提出 高 次 方程 正 根 存在 的 判别 条 件 


及 正 根 个 数 问题 。 


* 法 国 蒙 蒂 克 拉 和 拉 朗 德 合 撰 的 4 卷 4 数学 史 》 


全 部 出 版 ,这 是 最 早 的 较 系统 的 数学 史 著 作 。 


* 法 国 卡 诺 出 版 4 位置 几何 学 》 使 射影 几何 开始 


复兴 。 


“ 法 国 传 立 叶 在 热传导 研究 中 提出 任意 函数 的 


三 角 级 数 表 示 法 , 即 傅立叶 级 数 , 他 的 思想 总 
结 在 1822 年 发 表 的 《 热 的 分 析 理 论 ) 之 中 。 


* 法 国 热 尔 岗 创 办 《纯粹 与 应 用 数学 年 刊 》, 这 是 


最 早 的 专门 数学 期 刊 。 


* 法 国 拉 普 拉 斯 著 《 概 率 的 分 析 理 论 》, 提 出 概率 


的 古典 定义 ,将 分 析 工 具 引 入 概率 论 。 
英国 剑桥 分 析 学 会 成 立 


* 法 国 柯 西 宣读 复 变 函数 论 第 一 篇 重要 论文 关 


于 定 积分 理论 的 报告 》(1827 年 正式 发 表 ), 开 
创 了 复 变 函数 论 的 研究 。 


* 捷克 波 查 诺 著 《纯粹 分 析 的 证 明 》, 首 次 给 出 连 


续 性 ,导数 的 恰当 定义 ,提出 一 般 级 数 收 敛 性 
的 判别 准则 。 


* 法 国 泊 松 导出 波动 方程 解 的 “ 泊 松 公式 ”。 
* 法 国 柯 西 出 版 (分 析 教 程 》, 引进 不 一 定 具 有 和 解 


析 表 达 式 的 函数 概念 ;独立 于 波 尔 查 诺 提出 极 
限 、 连 续 、 导 数 等 定义 和 级 数 收 敛 判 别 准则 ,是 
分 析 严 密 化 运动 中 第 一 部 影响 深远 的 著作 。 


“ 法 国 斋 斯 列 著 《 论 图 形 的 射影 性 质 》, 燃 定 了 射 


影 几 何 学 的 基础 。 


- 挪威 阿 贝尔 证 明了 一 般 五 次 方程 不 可 能 用 根 


式 求解 ,其 论文 4 高 于 四 次 的 一 般 方程 的 代数 
求解 之 不 可 能 性 的 证 明 } 于 1826 年 发 表 。 


* 俄国 罗 巴 切 夫 斯 基 在 喀 山 大 学 做 题 为 “ 附 有 平 


行 线 定 理 的 一 个 严格 证 明 的 几何 学 原理 简 


简明 数学 史 秤 典 


公元 1828 年 


公元 1828 年 


公元 1829 年 


公元 1829 一 1832 年 


公元 1841 一 1856 年 


述 》, 首 次 阐明 他 所 发 现 的 非 欧 几何 学 原理 
(1829 年 开始 发 表 有 关 论 著 ) 


* 挪威 阿 贝尔 著 《 关 于 很 广 一 类 超越 函数 的 一 个 


一 般 性 质 》, 开 创 了 椭圆 函数 论 研 究 。 


* 德国 克 雷 尔 创办 《纯粹 与 应 用 数学 杂志 》。 
- 法 国 热 尔 岗 和 庞 斯 列 各 自 建 立 对 偶 原 理 。 
- 德国 高 斯 著 《 关 于 曲面 的 一 般 研究 》 开创 曲面 


内 蕴 几 何 学 研究 。 


“ 德国 麦 比 乌 斯 著 《 重 心 演算 》, 引进 齐 次 坐标 ， 


与 普 昌 克 等 开辟 了 射影 几何 的 代数 方向 。 


* 英国 格林 著 《 数 学 分 析 在 电磁 理论 中 的 应 用 》， 


发 展位 势 理 论 。 


* 德国 雅 可 比 著 《 椭 圆 函 数论 新 基础 》, 是 柱 圆 函 


Soie an ERE UE EE. 


* 法 国 斯 图 姆 解决 在 给 定 范围 内 实 系数 代数 方 


程 实 根 个 数 问题 (斯 图 姆 定理 )。 


* 法 国 伽 罗 瓦 彻底 解决 了 代数 方程 的 根 式 可 解 


性 问题 ,确立 了 群 论 的 基本 概念 。 


* 英国 皮 科 克 著 《代数 通论 }, 首 创 以 演绎 方式 建 


立 代数 学 ,为 代数 中 更 抽象 的 思想 开辟 了 道 
路 


* 匈牙利 波 尔 约 发 表 《 绝 对 空间 的 科学 》, 独 立 于 


罗 巴 切 夫 斯 基 提 出 非 欧 几 何 学 原理 。 


“瑞士 施 泰 纳 著 《几何 图 形 相 互 依赖 性 的 系统 发 


展 》 利 用 射影 概念 从 简单 结构 构造 复杂 结构 ， 
发 展 了 射影 几何 。 


* 俄国 奥 斯 特 罗 格拉 欧 基 建立 了 三 重 积分 和 曲 


面积 分 之 间 相 互 关系 的 著名 公式 和 重 积 分 的 
变换 公式 。 


* 法 国 刘 维 尔 创 办 法 文 的 4 纯粹 与 应 用 数学 杂 


志 》。 


* 德国 狄 利克 雷 发 表 第 一 篇 解析 数论 论文 ,证 明 


了 任何 算术 序列 {a 十 nb} (a,b 互 素 ) 中 ,必定 存 
在 无 穷 多 个 素数 ,其 中 使 用 了 著名 的 狄 利 克 雷 
级 数 。 同 年 他 提出 现今 通用 的 函数 定义 。 


“ 法 国 柯 西 证 明了 微分 方程 初 值 问题 解 的 存在 


性 


. 德国 外 尔 斯 特 拉 斯 着 手 关于 分 析 严 密 化 的 工 


公元 1843 年 


公元 1845 年 


公元 1847 年 
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E 主张 将 分 析 建 立 在 算术 概念 的 基础 之 上 ， 
给 出 极限 的 e— 6 定义 和 级 数 一 致 收敛 性 的 概 
念 ; 同 时 提出 在 笑 级 数 基础 上 建立 复 变 函数 
论 


. 英国 哈密 顿 发 现 四 元 数 。 
. 法 国 洛 朗 著 《( 柯 西 定理 的 推广 ), 建 立 洛 朗 级 数 


展开 式 。 


“ 法 国 勒 威 耶 和 英国 亚当 斯 同时 分 别 用 微分 方 


程 方 法 推算 出 当时 尚未 发 现 的 海王 星 的 位 置 。 


“ 德国 施 陶 特 著 《 位 置 的 几何 学 》, 不 依赖 度量 概 


念 建立 射影 几何 体系 。 


* 德国 利 斯 廷 出 版 (拓扑 学 初步 》, 完 成 拓扑 学 的 


某 些 葛 基 性 工作 , 书 中 首次 给 出 “拓扑 ”这 一 术 


语 。 


- 英国 布尔 出 版 (逻辑 的 数学 分 析 》 与 1854 年 


LJ 


出 版 的 思维 规律 的 研究 一 起 ,建立 逻辑 代数 
〈 即 布尔 代数 ) 。 

英国 德 。 摩根 著 《 形 式 逻 辑 》, 对 数理 逻辑 的 发 
展 产生 深刻 影响 。 


“ 中 国 项 名 达 用 初等 方法 求 得 椭圆 周 长 的 级 数 


表达 式 。 


* 英国 凯 莱 提出 抽象 群 概念 。 
M 德国 黎 昌 著 《 单 复 变 函 数 的 一 般 理 论 基础 》, 给 


出 单 值 解析 函数 的 黎 曼 定义 ,创立 黎 曼 面 的 概 
念 ,是 复 变 函 数论 的 一 篇 经 典 性 论文 。 


: 德国 克 罗 内 克 提 出 著名 猜想 ( 克 罗 内 克 青 春之 


梦 )。 


* 德国 黎 曼 著 《关于 几何 基础 的 假设 》, 创 立 n 维 


流 形 的 黎 曼 几何 学 。 


" 英国 凯 莱 引进 年 阵 的 基本 概念 与 运算 。 
M 德国 黎 曼 给 出 ¢ 函数 的 积分 表示 与 它 满足 的 


函数 方程 ,提出 黎 曼 猜想 。 


* 德国 麦 比 乌 斯 发 现 单 侧 曲 面 ( 麦 比 乌 斯 带 )。 
* 俄国 切 比 雪夫 阅 明 把 曲线 运动 分 解 为 直线 运 


动 的 机 械 原理 ,由 此 创立 函数 逼近 理论 ， 


* 中 国 李 善 兰 与 英国 的 伟 烈 亚 力 合 译 的 《代数 


学 》,《 代 微 积 拾级) 以 及 《几何 原本 》 后 9 卷 中 
文本 出 版 ,这 是 中 国 翻译 西方 近代 数学 著作 的 


ee 
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公元 1870 年 


公元 1871 年 


元 1872 年 


p» 
ai 


开始 。 


* 中 国 李 善 兰 建立 著名 的 组 合 恒等式 ( 李 善 兰 便 


等 式 )。 


* 德国 外 尔 斯 特 拉 斯 在 柏林 讲演 中 给 出 连续 但 


处 处 不 可 微 函 数 的 例子 ， 


* 德国 狄 利克 雷 出 版 4 数论 讲义 》, 对 高 斯 《算术 


研究 》 作 了 明晰 的 解释 并 有 创见 ,是 解析 数论 
的 经 典 文献 。 


* 伦敦 数学 会 成 立 , 是 历史 上 最 早 成 立 的 数学 
会 。 
* 俄国 切 比 雪夫 利用 切 比 雪夫 不 等 式 建立 关于 


独立 随机 变量 序列 的 大 数 律 , 成 为 概率 论 研究 
的 中 心 课题 。 


* 意大利 贝尔 特 拉 米 著 《 论 非 欧 几 何 学 的 解释 》， 


在 伪 球 面 上 实现 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 , 这 是 第 一 
个 非 欧 几何 模型 。 


"德国 黎 曼 的 论文 4 用 三 角 级 数 表示 函数 的 可 表 


示 性 ) 正 式 发 表 , 对 傅立叶 级 数 的 研究 作出 重 
要 贡献 ,并 建立 黎 曼 积分 理论 


* 德国 克 莱 布 什 和 卡尔 。 诺 伊 曼 共 同 创办 德 文 


《数学 年 刊 ) 杂 志 。 


“意大利 邦 孔 帕 尼 创 办 《数理 科学 的 历史 与 文献 


通报 》。 


* 法 国 若 尔 当 出 版 (置换 与 代数 方程 ), 系统 论述 


伽 罗 瓦 理 论 并 有 自己 的 创见 ,是 群 论 的 经 典 著 
作 


. 德国 克 莱 因 在 射影 空间 中 适当 引进 度量 而 得 


到 双 曲 几何 和 椭圆 几 何 ,这 是 不 用 曲面 而 获得 
的 非 欧 几何 模型 。 


* 德国 康 托 尔 在 三 角 级 数 表示 的 唯一 性 研究 中 


首次 引进 无 穷 集 合 的 概念 ,并 在 以 后 的 一 系列 
论文 中 莫 定 了 集合 论 的 基础 。 


* 德国 克 莱 因 发 表 ( 埃 朗 根 纲领 ), 建 立 了 把 各 种 


几何 学 看 作为 某 种 变换 群 的 不 变量 理论 的 观 
点 ,以 群 论 为 基础 统一 几何 学 。 


* 实数 理论 的 确立 : 康 托 尔 的 基本 序列 理论 ; 戴 


德 金 的 分 割 理论 ;外 尔 斯 特 拉 斯 的 单调 序列 理 
论 。 
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“ 法 国 埃 尔 米 特 证 明 。 的 超越 性 。 

* 德国 李 普 希 欧 改 进 柯 西关 于 微分 方程 初 值 问 
题 的 存在 唯一 性 定理 ,提出 “ 李 普 希 区 条件”。 

* 挪威 李 开 创 连 续 变 换 群 的 研究 , 现 称 李 群 理 
论 。 

- 德国 贝 获 著 《高 阶 流 型 的 全 曲率 理论 ), 建 并 
维 空间 中 (x 一 1) 维 曲面 理论 。 

* 德国 汉 克 尔 出 版 (古代 与 中 世纪 数学 史 》 受 到 
数学 界 的 重视 。 

" 德国 弗 雷 格 出 版 《概念 语言 ), 建 立 量词 理论 ， 
给 出 第 一 个 严密 的 逻辑 公理 体系 ,后 又 出 版 
《算术 基础 ) 等 著作 ,试图 把 数学 建立 在 逻辑 的 
基础 上 。 l 

“法国 庞 加 莱 发 表 《 关 于 由 微分 方程 确定 的 曲 
线 》, 创 立 微 分 方程 定性 理论 。 

* 美国 吉 布 斯 发 行 小 册子 4 向量 分 析 基 础 》 开始 
向 量 分 析 的 研究 。 

- 德国 帕 施 给 出 第 -一 个 射影 几何 公理 体系 。 

* 德国 林 德 曼 证 明 = 的 超越 性 。 

"瑞典 米 塔 一 列 夫 勤 创 办 《数学 学 报 》。 

* 俄国 博 贝 宁 发 表 《 古 埃及 数学 》, 开 创 对 莱 因 德 
纸 草书 的 早期 研究 。 

* 德国 外 尔 斯 特 拉 斯 出 版 (函数 论 论文 集 》, 总 结 
他 在 这 一 领域 的 工作 。 

* 法 国 达 布 著 《曲面 的 一 般 理 论 》, 发 展 了 活动 标 
架 法 。 

* 意大利 皮 亚 诺 著 《算术 原理 》 给 出 自然 数 公 理 
体系 。 

* 美国 高 尔 顿 在 统计 学 中 引入 相关 与 回归 等 重 
要 概念 ,开创 生物 统计 学 的 系统 研究 。 

* 法 国 皮卡 创立 逐步 逼 法 证 明 微分 方 各 镍 的 存 
在 性 。 

* 德国 巴赫 曼 发 表 4 无 理 数 的 性 质 》, 创 立 “ 区 间 
套 原理 ”, 建 立 无 理 数理 论 。 

* 法 国 庞 加 莱 出 版 天 体力 学 新 方法 》, 载 录 了 作 
者 在 天 体力 学 方面 的 许多 新 的 研究 成 果 EMI 
是 三 体 问题 的 普遍 理论 和 新 的 研究 方法 。 

“ VE ES DEDERE CD EJ EA), er vr ERE AES 
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公元 1895 一 1897 年 


公元 1896 年 


公元 1902 年 


公元 1903 年 


公元 1904 年 


流 形 的 方法 ,为 组 合 拓扑 学 更 定 基础 。 


* 德国 弗 罗 贝 尼 乌 斯 开始 群 的 表示 理论 的 系统 


研究 。 


“德国 G。 康 托 尔 发 表 《 关 于 超 限 数理 论 的 基 


础 》, 发 展 了 超 限 数理 论 的 研究 。 


“德国 闵 科 夫 斯 基 著 《 数 的 几何 》 创 立 系统 的 数 


的 几何 理论 。 


* 法 国 阿达 马 与 瓦 里 一 布 又 证明 素 数 定理 。 
* 英国 伯 恩 赛 德 发 表 有 限 阶 群 论 ), 是 有 限 群 论 


的 代表 作 。 


* 第 一 届 国 际 数学 家 大 会 在 瑞士 苏 黎 士 举行 。 
- 英国 皮尔 逊 创立 描述 统计 学 。 
* 德国 希 尔 伯 特 出 版 《几何 基础 》, 给 出 历史 上 第 


一 个 完备 的 欧 几 里 得 几何 公理 体系 ,开创 公理 
化 方法 ,并 预示 了 数学 基础 的 形式 主义 观点 。 


* 德国 希 尔 伯 特 在 巴黎 第 二 届 国 际 数学 家 大 会 


上 作 题 为 《数学 问题 ?的 报告 ,提出 了 23 个 著 
名 的 数学 问题 。 


* 德国 希 尔 伯 特 证 明了 犹 利克 雷 原理 ,开创 变 分 


法 的 直接 解法 。 


* 英国 皮尔 逊 创办 《生物 统计 学 》 杂 志 。 
* 法 国 磺 加 莱 开 创 丢 番 图 方程 有 理解 的 研究 。 
* 法 国 勒 贝 格 发 表 论 文 4 积 分 .长 度 与 面积 》。 建 


立 了 “得 贝 格 测度 ”和 “ 勒 贝 格 积分 ”的 概念 , 开 
创 现代 积分 理论 。 


“ 英国 伯 恩 赛 德 提出 “ 伯 因 赛 德 猜想 ”每 一 个 非 


交换 的 单 群 都 是 偶数 价 的 (1963 年 由 汤普森 等 
人 证 明 ) 。 


“ 英国 罗素 提出 “罗素 悼 论 ,促进 了 数学 基础 研 


究 


* 德国 萨 顿 出 版 《十 七 十 八 世 纪 数 学 史 》, 开 创 数 


学 断代 史 研 究 领域 。 


* 德国 策 梅 罗 提 出 选择 公理 ,并 证 明 “ 良 序 定 


理 ”: 任 何 集合 都 能 良 序 化 。 


“ 法 国 勒 贝 格 证 明了 有 界 函 数 黎 曙 可 积 的 充 要 


条 件 是 不 连续 点 构成 一 个 零 测 度 集 , 完 全 解决 
了 黎 曼 可 积 性 的 问题 


* 俄国 伯 思 斯 坦 解决 了 希 尔 伯 特 第 19 问题 。 


公元 1905 年 


公元 1906 年 


公元 1907 年 


公元 1908 年 


公元 1909 年 


公元 1910 Ẹ 
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“ 法 国 庞 加 莱 提 出 “ 庞 加 莱 猜 想 ”。 
- 英国 皮尔 逊 开始 用 统计 方法 研究 人 的 智力 遗 


传 。 


- 德国 爱 因 斯 坦 提 出 狭义 相对 论 。 
- 德国 舒 尔 重建 群 的 特征 理论 。 
“ 德国 希 尔 伯 特 初步 解决 希 尔 伯 特 第 21 问题 


具有 给 定单 值 群 的 线性 微分 方程 的 存在 性 。 


“法国 弗 雷 歇 引 入 函数 空间 的 一 般 概 念 , 定 义 


“度量 空间 ”; 引入 “证 函 ?概念 ,并 给 出 省 函 的 
连续 性 和 可 微 性 的 定义 。 


“ 俄国 马尔 可 夫 提 出 “马尔 可 夫 链 ”的 概念 ,用 以 


研究 自然 过 程 。 


- 法 国 勒 页 格 《 三 角 级 数 讲义 ) 问 世 , 提 出 传 里 叶 


级 数 的 逐 项 积分 法 。 


“匈牙利 里 斯 证 明和 矩阵 力学 与 波动 力学 等 价 的 


数学 基本 定理 。 


* 荷兰 布 劳 威 尔 提出 直觉 主义 数学 ,是 构造 性 数 


学 的 开端 。 


- 法 国 斋 加 莱 证 明了 复 变 函数 论 的 一 个 基本 定 


理 一 一 黎 曼 共 形 映照 定理 。 


- 德国 闵 科 夫 斯 基 提 出 四 维 时 - 空 概念 。 
“ 德国 策 梅 洛 建立 第 一 个 公理 集合 论 理论 系统 


(后 经 弗 伦 克 尔 改进 为 ZF 系统 ) 。 


* 德国 享 泽 尔 《 代 数 数论 ) 出 版 ,建立 P 一 进位 数 


理论 。 


* 英国 七 塞 特 提 出 精确 样本 理论 (数理 统计 ) 

“ 德国 舍 恩 弗 利 斯 提出 点 集 拓扑 概念 。 

- 德国 M. 康 托 尔 四 卷 本 《数学 史 讲 义 》 出 齐 。 

* 德国 兰 道 的 《素数 分 布 讲义 ?出 版 ,首次 系统 地 


阐述 了 解析 数论 。 


* 匈牙利 里 斯 证 明了 “里 斯 表示 定理 ,是 泛 函 分 


析 发 展 史上 的 一 个 里 程 碑 。 


“ 英国 罗素 .怀特 海 的 《数学 原理 ?开始 出 版 (至 


1913 年 出 齐 ) ,促进 了 数理 逻辑 的 发 展 ,提出 另 
一 种 集合 论 公理 系统 一 一 类 型 论 。 


“美国 维 布 伦 、 杨 格 《射影 几何 学 》 第 一 卷 出 版 ， 


第 二 卷 1918 年 出 版 。 建 立 了 射影 几何 的 公理 
系统 和 解析 表示 。 


公元 1911 年 


公元 1912 年 


Bm 


\ 元 1913 年 


al 


公元 1914 年 


公元 1917 年 
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“荷兰 布 劳 威 尔 提出 单纯 映射 的 连续 晕 近 方法 ， 


开始 不 动 点 理论 的 研究 ,引入 映射 的 拓扑 度 概 
念 


. 俄国 伯 恩 斯 坦 证 明 “ 伯 转 斯 坦 不 等 式 *( 函 数 表 


近 论 )。 


* 俄国 尼 伦 费 斯 特 对 统计 力学 作 了 逻辑 分 析 。 
* 荷兰 布 劳 威 尔 证 明了 第 一 个 不 动 点 定理 。 
* 俄国 伯 恩 斯 坦 提出 求解 给 定 边 值 的 二 阶 偏 微 


分 方程 的 伯 恩 斯 坦 方法 。 


* 法 国 贝 尔 《 无 理 数 论 》 出 版 ,将 连续 区 分 为 上 半 


连续 和 下 半 连 续 。 


“英国 费 希 尔 建立 点 估计 理论 (至 1925 45). 

" 法 国 波 莱 尔 开创 拟 解 析 防 数 研 究 。 

“ 德国 希 尔 伯 特 提出 希 尔 伯 特 空间 概念 。 

“ 法 国 E. 嘉 当 提出 正 交 群 李 代数 的 表示 ,提出 旋 


量 概念 。 葛 定 李 群 表示 论 的 基础 。 


* 德国 外 尔 《 黎 曼 曲 面 的 概念 出 版 ,提出 复 流 形 


- 德国 享 泽 尔 《数论 出 版 ,促进 赋值 论 和 局 部 域 


论 的 发 展 。 


* 德国 爱 因 斯 坦 提 出 引力 场 度 规 概念 ,使 黎 曼 几 


何 获得 实在 的 物理 解释 。 


* 德国 豪 斯 多 夫 《 集 论 》 出 版 ,提出 拓扑 空间 的 公 


理 系 统 , 葛 定 点 集 拓扑 学 的 基础 。 


* 美国 亚历山大 证 明 多 面体 的 同调 群 的 拓扑 不 


变性 。 


* 法 国 E. 嘉 当 解决 实 单纯 李 群 的 判定 问题 。 
* 日 本 小 岛 铁 造 提出 狄 利克 震级 数 的 收 剑 条件， 
* 德国 爱 因 斯 坦 将 非 欧 几 何 用 于 广义 相对 论 , 取 


得 巨大 的 成 功 ,不 仅 在 物理 学 上 作出 划时代 的 
贡献 ,而 且 极 大 地 促进 了 非 欧 几何 的 发 展 。 


* iba: vip E aps EE RES 


于 单 叶 函 数 系数 的 一 个 猜想 ( 比 伯 巴 赫 猜 想 )。 
奠定 了 单 叶 函 数理 论 的 基础 。 


* 俄国 卢 津 等 人 建立 描述 性 函数 论 。 
* 德国 赫 克 把 犹 利克 雷 工 函数 推广 到 代数 数 域 


上 * 


, 苏联 伯 恩 斯 坦 提出 最 早 的 概率 论 公理 化 的 问 


公元 1918 年 


公元 1919 年 


公元 1920 年 


公元 1923 年 
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题 


. 意大利 列 维 一 齐 维 塔 把 向 量 平移 引入 弯曲 空 


间 , 发 展 了 张 量 分 析 ,并 用 于 相对 论 。 


- 德国 外 尔 《 时 间 、 空 间 . 物 质 》 出 版 ,促进 微分 几 


何 的 发 展 ;提出 统一 场 论 。 


* 荷兰 布 劳 威 尔 创建 直觉 主义 学 派 。 
* 丹麦 埃 尔 朗 利用 数学 方法 研究 电话 业务 时 , 提 


出 排队 论 。 


“ 法 国 朱 利 亚 开 创 ( 复 变 函 数论 的 ) 幅 角 分 布 理 


论 


. 德国 米 泽 斯 提出 经 验 概率 。 
. 日 本 高 木 页 治 解决 了 虚 二 次 域 上 的 克 罗 内 友 


猜想 ,开创 类 域 论 。 


* 德国 希 尔 伯 特 创立 证 明 论 。 
“挪威 布 伦 , 创 布 伦 得 法 ,推进 了 哥 德 巴赫 猜想 


的 证 明 工 作 ,证 明 命题 :(9,9) 


- 德国 诺 特 开创 理想 论 ( 至 1921 F). 
“美国 维 纳 发 展 了 函数 空间 的 测度 论 ,为 随机 积 


分 方程 理论 葛 定 基础 。 


* 德国 希 尔 伯 特 提出 著名 的 “ 希 尔 伯 特 方案 ”, 开 


创 数 学 形式 化 之 路 。 


" 英国 费 希 尔 《 理 论 统计 的 数学 基础 ) 出 版 ,是 现 


代数 理 统计 学 的 葛 基 作 之 一 。 


“ 奥地利 哈恩 提出 赋 范 线性 空间 概念 并 证 明了 


Ep: 


MEICIEEX RS IHE E SE I MEE 


的 函数 空间 。 


* 德国 诺 特 发 表 《 环 的 理想 论 } 开 始 了 抽象 代数 


的 现代 化 工作 。 


“ 苏联 的 梅 尼 绍 夫 提 出 复 变 函数 正则 性 的 充 要 


条 件 。 


* 美国 伯 克 秆 夫 等 将 不 动 点 定理 用 于 函数 方程 


式 解 的 存在 问题 ,开创 函数 方程 研究 新 法 。 


* 法国 E. 嘉 当 提出 一 般 联络 的 微分 几何 学 ,是 纤 


维 从 概念 之 源 。 


M 波兰 巴 拿 赫 提出 一 种 完备 的 赋 范 空间 概念 


一 一 即 已 拿 赫 空间 概念 。 


: 德国 外 尔 表述 一 般 的 互 反 律 。 
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公元 1924 年 


公元 1925 年 


公元 1926 年 


\ 元 1927 年 


S 


公元 1928 年 


- 波兰 巴 拿 赫 证 明 “ 分 球 怪 论 ”。 
* 美国 维 纳 对 一 般 域 的 狄 利克 雷 问 题 进行 研究 ， 


提出 集合 的 容量 概念 。 


- 德国 外 尔 等 证 明 群 上 调和 分 析 的 外 尔 一 彼得 


定理 。 


* 美国 莫 尔 斯 推广 其 极 大 极 小 原理 ,第 一 次 得 出 


“ 莫 尔 斯 不 等 式 ”后 形成 微分 拓扑 学 的 莫 尔 斯 
理论 。 


。 美国 休 哈 特 和 通 奇 分 别提 出 休 哈 特 控制 图 和 


计数 抽样 检验 方案 ,开创 了 统计 质量 管理 。 


“ 美 籍 匈 牙 利 人 冯 “。 诺 伊 曼 发 展 了 希 尔 伯 特 空 


MAI H 3S SET P REREIE 


“芬兰 奈 望 林 纳 提出 关于 亚 纯 函 数 的 两 个 奈 望 


林 纳 定理 开始 了 亚 纯 函 数值 分 布 的 现代 理论 。 


* 德国 诺 特 提议 把 组 合 拓扑 学 建立 在 群 论 的 基 


础 上 ,逐渐 开创 了 代数 拓扑 学 。 


* 奥地利 施 赖 埃 尔 提出 抽象 连续 群 概念 ,为 拓扑 


群 论 张 本 。 


“ 美国 莱 夫 谢 茨 提出 莱 夫 谢 欧 不 动 点 定理 。 
* 美国 维 纳 等 解决 了 一 般 域 上 的 狄 利 克 雷 问题 。 
“德国 F. 克 莱 因 《19 世纪 数学 发 展 史 讲义 出 


版 


* 奥地利 阿 廷 引入 实 域 概念 ,解决 了 希 尔 伯 特 第 


17 问题 。 


“奥地利 阿 廷 证 明 一 般 互 反 律 ,解决 了 希 尔 伯 特 


第 9 问题 。 


* 美国 伯 克 堆 夫 开辟 动力 系统 研究 的 新 时 代 ( 引 


入 极 小 运动 集 . 回 收集 等 概念 ) 。 


* 德国 诺 特 用 新 的 抽象 方法 建立 了 非 交换 代数 


理论 。 


* 中国 苏 步 青 发 表 题 为 4 仿 射 空间 曲面 论 ? 的 12 


篇 论文 ,引入 仿 射 铸 曲 面 和 仿 射 旋转 曲面 概 
念 ,推动 了 仿 射 微分 几何 的 发 展 。 


- 美 籍 德国 人 库 朗 提出 解 偏 微分 方程 的 差分 方 


法 


. AER AA AE ECCE ARE IO BC. 
- 中 国 陈 建 功 解决 了 如 何 刻 划一 个 函数 能 用 绝 


对 收敛 的 三 角 级 数 表 示 的 问题 。 


公元 1929 年 


公元 1930 年 


公元 1931 年 


公元 1932 年 


公元 1933 年 
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* 美国 奈 曼 建 立 假设 检验 的 严格 数学 理论 。 
* 美 矫 匈 牙 利 人 冯 : 诺 伊 曼 开 创 汉 . 诺 伊 曼 代数 。 
* 苏联 柯 尔 莫 戈 洛 夫 发 表 论 文 《测度 的 一 般 理 论 


和 概率 论 》, 开 始 在 测度 论 基础 上 建立 概率 论 
的 公理 体系 。 


* 法 国 E. 嘉 当 证 明了 单 李 群 的 秩 等 于 贝蒂 数 之 


和 。 由 此 ,开始 了 李 群 及 齐 性 空间 拓扑 学 研究 
的 新 阶段 。 


MERCI Ps AR 
* 苏联 坎 托 罗维奇 将 泛 函 分 析 思 想 用 于 计算 方 


法 ,创立 了 一 种 近似 计算 理论 ,后 称 为 “牛顿 一 
坎 托 罗维奇 方法 ”。 


- 美国 布什 等 人 发 明 积分 仪 ,后 称 为 微分 解析 


机 。 这 是 第 一 台电 子 模拟 计算 机 。 


* 美国 道格拉斯 等 解决 并 推广 了 普 拉 托 极 小 曲 


面 问题 ,因而 获 1936 年 第 一 次 颁发 的 菲 尔 兹 
奖 


* 波兰 武 卡 谢 维 奇 创立 多 值 逻 辑 。 . 
“ 美 籍 奥地利 人 哥 德 尔 证 明 一 阶 谓词 演 算 系统 


的 完全 性 。 


* 苏联 柯 尔 莫 戈 洛 夫 《概率 论 的 解析 方法 } 出 版 ， 


阐述 了 无 后 效 的 随机 过 程 理 论 。 


“苏联 庞 特 里 亚 金 将 亚历山大 的 对 偶 定 理 统 一 


于 群 论 。 


* 美 籍 奥地利 人 哥 德 尔 发 表 论文 (数学 原理 及 


有 关系 统 中 的 形式 不 可 判定 命题 》, 证 明了 两 
个 不 完全 性 定理 ,对 数理 逻辑 有 着 划时代 的 意 
X 


. 荷兰 范 德 丽 尔 登 (近世 代数 出版。 
. 波兰 巴 拿 替 ( 线 性 运算 理论 ) 出 版 ,现代 泛 函 分 


PURI. 


“ 德国 克 鲁 尔 等 人 完成 赋值 论 并 在 代数 数 域 理 


论 中 应 用 。 


* 苏联 亚 历 山 德 洛 夫 创立 射影 谱 集合 论 的 代数 


拓扑 。 


“苏联 柯 尔 莫 戈 洛 夫 《概率 论 的 基础 概念 ) 出 版 ， 


建立 了 概率 论 的 严格 公理 体系 。 部 分 解决 了 希 
尔 伯 特 第 6 问题 。 
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“苏联 辛 钦 《概率 论 的 极限 定理 ?出 版 ,创建 平稳 
l ， 捷克 切 赫 建 立 上 同调 群 理论 。 
公元 1934 年 * 苏联 格 尔 丰 德 解决 希 尔 伯 特 第 7 问题 的 后 半 

部 分 。 

* 德国 哈 塞 证 明了 椭圆 同 余 函 数 域 的 相应 黎 曼 
猜想 ( 阿 廷 猜想 ) 。 

* 美国 英 尔 斯 《大 范围 变 分 法 出 版 ,开创 大 范围 
分 析 理 论 。 

* 苏联 维 诺 格拉 多 夫 提 出 估计 外 尔 三 角 和 的 新 
方法 ,对 华 林 问题 研究 作 了 重大 推动 。 


公元 1935 年 。 美国 惠 特 尼 给 出 微分 流 形 的 一 般 定 义 , 并 证 明 
它 总 能 能 入 高 维 欧 氏 空 间作 为 光滑 的 子 流 形 。 
提出 纤维 从 的 概念 。 

* 美国 奈 曼 基 于 概率 的 频率 解释 ,建立 了 区 间 估 
计 理 论 。 

- 芬兰 阿尔 福 斯 提出 复 盖 面 理论 , 获 1936 年 菲 
RAX. 


* 中 国 熊 庆 来 证 明 奈 望 林 纳 所 引入 的 函数 (8) 
为 逐 段 解析 函数 ,在 此 基础 上 深入 研究 了 无 穷 
级 亚 纯 函数 的 一 般 理论 。 

* 波兰 胡 雷 维 奇 建立 了 同 伦 群 理论 ,推广 了 非 不 
变 测度 空间 上 的 伯 克 霍 夫 遍历 定理 。 

* 德国 西 格 尔 推进 了 希 尔 伯 特 第 11 问题 的 研究 
工作 。 

公元 1936 年 * 德国 根 几 用 超 限 归纳 法 证 明了 自然 数 算术 的 
AF ETE. 

“ 苏联 索 伯 列 夫 引 入 广义 函数 概念 。 

“英国 图 灵 、 美 国 丘 奇 , 克 林 建 立 通用 计算 模型 ， 
定义 了 算法 并 提出 著名 的 图 灵 - 丘 奇 论题 ,为 
计算 机 科学 商定 了 数学 基础 。 

- 德国 柯 尼 格 创立 图 论 。 

1937 年 "苏联 维 诺 格拉 多 夫 证 明了 :每 一 个 充分 大 的 奇 
数 都 可 以 表示 为 三 个 素数 之 和 (奇数 哥 德 巴赫 
猜想 )。 

* 法 国 H 嘉 当 引 入 “ 滤 子 ”“ 超 滤 ” 概 念 。 

* 苏联 彼得 洛 夫 斯 基 提 出 偏 微分 方程 组 的 分 类 
法 。 


N 


m 
al 


公元 1938 年 


公元 1939 年 


公元 1940 年 


公元 1941 年 
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* 美国 尚 农 建立 开关 网 络 理论 为 有 限 自 动机 理 


论 莫 定 基础 。 


* 中 国 华罗庚 证 明 "几乎 全 体 偶 数 都 能 表示 成 两 


个 素数 之 和 ”。 


* 美 籍 奥 地 利 人 哥 德 尔 证 明了 广义 连续 统 假设 


(从 而 连续 统 假设 ) 相 对 于 ZF 系统 的 协调 性 。 


* 罗马 尼 亚 瓦尔 德 开 创 统计 决策 理论 。 
* 法 国 布尔 己基 学 派 的 4 数学 原理 》 开 始 出 版 。 
“美国 惠 特 尼 给 出 纤维 从 的 一 般 定义 , 即 惠 特 尼 


示 性 类 。 证 明了 示 性 类 的 乘积 公式 。 对 纤维 从 
理论 和 代数 拓扑 学 以 极 大 的 推动 。 


* 苏联 坎 托 罗维奇 发 表 《 组 织 和 计划 生产 的 数学 


方法 ,为 线性 规划 理论 奠定 基础 。 


“日 本 浅野 启 三 提出 非 可 换 群 的 理想 论 。 
* 苏联 盖 尔 范 德 建立 赋 范 环 论 , 即 交换 巴 拿 替代 


数论 。 


* 中 国 许 宝 又 得 出 样本 方差 的 分 布 的 渐 近 展 开 


以 及 中 心 极 限定 理 中 误差 大 小 的 阶 的 精确 信 
计 。 


* 法 国 韦 伊 发 表 《 拓 扑 群 上 的 积分 及 其 应 用 》, 创 


立 群 上 调和 分 析 这 一 学 科 。 


- 英国 绍 司 威 尔 提出 求 线性 代数 方程 组 数值 解 


的 松弛 法 。 


"罗马尼亚 瓦尔 德 提出 著名 的 序 贯 概率 比 检验 


法 


. 法 国 谢 瓦 亲 和 韦 伊 提 出 代数 几何 的 相交 问题 。 
. 法 国 谢 瓦 区 和 中 国 段 学 复 用 李 代数 方法 ,讨论 


了 特征 为 零 的 任意 域 上 的 线性 代数 群 ,为 线性 
代数 群 理论 奠基 。 


* 法 国 勒 雷 开创 谱 序 列 理论 和 层 理 论 的 研究 。 
* 中 国 华罗庚 《 堆 又 素数 论 }? 完 成 ,改进 了 哈代 与 


李 特 伍 尔 德 圆 法 , 维 诺 格拉 多 夫 三 角 和 估计 法 
等 数论 方法 ,成 为 20 世纪 经 典 数论 著作 之 一 。 


* 苏联 盖 尔 范 德 将 算 子 谱 推广 到 巴 拿 赫 代数 中 


去 


. 美国 茉 夫 谢 欧 (代数 拓扑 学 ) 出 版 ,这 是 第 一 次 


出 现代 数 拓扑 学 这 一 名 称 。 


* 中 国 陈省身 证 明 高 斯 一 波 涅 公式 ,是 大 范围 微 


公元 1943 年 


公元 1944 年 


公元 1945 年 


公元 1946 年 
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分 几何 学 的 前 驱 工作 。 


: 美国 维 纳 把 统计 方法 应 用 于 线性 滤波 问题 , 推 


导出 连续 时 间 滤 波 ,为 现代 估计 理论 葛 定 了 基 
础 


. 美国 黄 奇 利 提出“ 高 速 电子 管 计算 装置 的 使 


用 ”的 报告 ,这 是 第 一 台电 子 计算 机 的 初始 方 
案 , 也 是 第 一 个 真正 贯彻 到 底 而 获得 成 功 的 通 
用 电子 计算 机 方案 。 


* 美国 瞧 珀 开始 为 “Mark 一 1” 计 算 机 编制 程序 ， 


开拓 了 计算 机 语言 学 科 。 


- 中 国 陈省身 首创 把 纤维 从 概念 用 于 微分 几何 


研究 ,后 来 引进 了 陈 示 性 类 ,推进 了 大 范围 微 
分 几何 研究 。 


- 奥地利 阿 廷 发 现 了 具有 关于 右 理想 的 极 小 条 


件 的 环 , 现 称 为 阿 廷 环 ,为 有 理 数 域 上 的 半 单 
代数 提供 了 新 的 基础 。 


* 美 籍 匈牙利 人 汉 。 诺 伊 曼 ¢ 对 策 论 与 经 济 行 


为 ) 出 版 ,奠定 对 策 论 的 基础 ,并 对 经 济 学 产生 
重大 影响 。 


- 法 国 迪 厄 多 内 提出 仿 集 概念 ,这 是 拓扑 学 的 重 


要 概念 ,对 拓扑 学 及 注重 整体 分 析 的 许多 数学 
分 支 都 有 重要 意义 。 


* 中 国 林家 旋 提 出 淇 流 谱 相 似 性 的 普 记 理论 , 解 


决 了 流体 运动 稳定 性 中 的 一 个 数学 疑难 。 


“美国 艾 肯 制 成 世界 上 第 一 台 通 用 自动 计算 机 


一 一 “自动 程控 计算 机 ”, 属 机 电 式 计算 机 ,是 
现代 电子 数字 计算 机 的 先驱 。 


* 美国 艾 伦 伯 格 和 麦克 莱恩 提出 范畴 和 函 子 理 


论 


. 法 国 施 瓦 尔 欧 ( 广 义 函数 论 ) 出 版 ,使 广义 函数 


论 成 为 一 个 独立 的 数学 分 支 。 


* 美 籍 匈 牙 利 人 汉 “。 诺 伊 曼 提 出 离散 变量 自动 


电子 计算 机 (EDVAC) 设 计 方案 。 


* 美国 莫 奇 利和 小 埃 克 特等 人 制 成 第 一 台电 子 


计算 机 一 一 ENIAC。 


* 法 国 韦 伊 《代数 几何 学 基础 ?出 版 ,为 代数 几何 


学 的 进一步 发 展 葛 定 严格 的 代数 基础 。 


* 法 国 施 瓦尔 获 建 立 一 般 举 函 空 间 的 对 侦 性 的 


公元 1947 年 


公元 1948 年 


公元 1949 年 


公元 1950 年 
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理论 。 


。 瑞典 克拉 默 尔 《 统 计 学 的 数学 方法 } 出 版 ,标志 


数理 统计 学 进入 成 熟 阶 段 。 


* 美国 塞 尔 伯 格 给 出 素数 定理 的 初等 证 明 。 
* 美国 谢 瓦 菜 建 立 代数 几何 学 的 交点 理论 。 
* 美国 丹 齐 克 首 次 提出 线性 规划 的 名 称 并 创建 


单纯 形 方法 ,为 线性 规划 奠基 。 


“罗马尼亚 瓦 尔 德 《 序 贯 分析 》 出 版 ,为 序 贯 分 析 


X3. 


* 法 国 施 瓦 尔 蒋 证 明 .R: 中 单位 球面 不 是 谱 综合 


集 


. 美国 维 纳 ( 控 制 论 ) 出 版 ,为 控制 论 商定 基础 。 
. 美国 尚 农 * 通 信 的 数学 理论 ”发 表 , 为 信息 论 葛 


基 


. 美国 谢 瓦 菜 和 艾 伦 伯 格 建立 李 代数 的 上 同调 


理论 


. 中 国 吴 文俊 给 出 计算 微分 流 形 的 切 从 的 斯 鞍 


菲 尔 一 惠 特 尼 示 性 类 W 的 吴 公 式 ,对 后 来 拓 
扑 学 的 发 展 起 了 巨大 作用 。 


* 中 国 钱 伟 长 首创 用 系统 摄 动 法 处 理 非 线性 方 


程 


. 法 国 韦 伊 提出 代数 方程 在 有 限 域 中 解 的 个 数 


的 “ 韦 伊 猜想 ”。 


* 美国 莫 奇 利 等 制 成 二 进 制 自动 计算 机 BINAC 


和 第 一 台 商用 计算 机 UNINAC。 


“美国 维 纳 人 平稳 时 间 序 列 的 外 推 ,内 播 和 平滑 


及 其 工程 应 用 } 出 版 ,提出 维 纳 滤波 理论 ,开拓 
了 线性 控制 理论 的 研究 。 


* 英国 威 尔 克 斯 等 制 成 内 存 计 算 机 EDSAC ,创造 


了 标号 和 宏 指 令 。 


* 美国 奈 曼 等 证 明了 一 个 判定 统计 量 充 分 性 的 


方法 , 即 因子 分 解 定理 。 


“ 美国 福 雷 斯 特 发明 计 算 机 模拟 技术 。 
* 英国 图 灵 《 计 算 机 能 思考 吗 ?》 发 表 , 是 机 器 思 


维 问题 上 的 经 典 论文 。 


“ 法 图 塞 尔 提 出 一 般 纤 维 空间 概念 ,提出 束 谱 序 


列 代数 工具 ,使 同 伦 群 的 计算 取得 突破 。 


“美国 邓 福 德 创立 谱 算 子 理论 。 
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公元 1951 年 


公元 1952 年 


公元 1953 年 


公元 1954 年 


公元 1955 年 


.中国 吴 文俊 定义 非 同 伦 不 变 的 拓扑 不 变量 , 引 


入 “ 示 峰 类 ”。 


* 中 国 冯 康 首先 解决 了 冯 诺 伊 曼 残 周期 拓扑 群 


的 最 小 群 的 结构 问题 。 


* 美国 莫 尔 斯 等 4 运筹 学 方法 出 版 ,运筹 学 成 为 


一 类 数学 学 科 。 


* 美国 布 里 渊 提出 “信息 与 负 炳 等 价 ” 的 著名 论 


断 和 “信息 负 粹 原理 ”, 促 进 了 信息 论 的 发 展 。 


- 英国 唐 斯 克 证 明了 随机 过 程 中 的 不 变 原理 。 
* 美 籍 奥地利 人 阿 廷 提出 “类 结构 的 概念 ,应 用 


群 的 上 同调 论 将 类 域 论 公理 化 和 统一 化 。 


“苏联 格 尔 丰 德 提出 超越 数 研究 的 基本 方法 。 
* 美国 考 尔 德 伦 等 就 最 基本 和 最 典型 的 情形 ,证 


明了 奇异 积分 算 子 的 Zr Ut. Aui 
异 积分 理论 的 基础 。 


* 美国 贝尔 曼 ( 动 态 规划 理论 导 引 } 发 表 ,提出 动 


态 规划 这 一 学 科 名 称 ,并 阐述 了 最 优 性 原理 。 


* 中 国 郭 永 怀 开创 奇异 摄 动 法 。 
“ 美国 杜 布 ( 随 机 过 程 ) 出 版 ,建立 了 随机 函数 理 


论 的 公理 结构 ,推动 了 黄 理 论 的 发 展 。 


* 中 国 吴 文俊 提出 构造 非 同 伦 性 拓扑 不 变量 的 


一 个 方法 ,并 证 明了 “ 吴 文俊 公式 ”。 


* 法 国 托 姆 提出 协 边 理论 ,使 微分 拓扑 学 与 代数 


拓扑 学 互相 沟通 ,共同 发 展 。 


* 中 国 赵 访 熊 提出 解 任意 多 个 任何 类 型 的 联 立 


方程 组 的 迭代 法 一 一 斜 量 法 。 


* 中国 钱学森 人 工程 控制 论 ) 出 版 ,把 控制 论 的 基 


本 理论 和 方法 推广 运用 于 工程 控制 系统 ,并 吸 
收 了 伺服 机 构 理论 的 成 果 . 是 工程 控制 论 的 疯 
基 作 。 


“荷兰 范 德 瓦 尔 登 人 科学 的 觉醒 ?出 版 ,是 古代 世 


界 数学 史 的 权威 著作 之 一 。 


- 英国 罗斯 证 明 解析 数论 的 罗斯 定理 。 
* 美国 惠 特 尼 提 出 Rz 到 Rs 的 微分 映射 的 分 类 ， 


开创 对 微分 映射 奇 点 理论 的 研究 。 


“ 英国 哈里 斯 提出 最 大 运输 量 问题 。 
* 美国 谢 瓦 莱 提 出 线性 代数 群 ,后 来 称 之 为 “ 谢 


瓦 莱 群 ”的 概念 ,这 是 有 限 单 群 分 类 问题 的 一 


n—— 
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公元 1956 年 


公元 1957 年 


公元 1958 年 


公元 1959 年 


公元 1960 年 


个 重要 工作 。 


* 美国 米尔 诺 发 现 n 维 球 的 特殊 微分 结构 ,导致 


微分 拓扑 学 的 独立 。 


“中 国王 元 证 明 哥 德 巴 赫 猜 想 之 命题 (2,3) 。 
“美国 惠 特 尼 《 几 何 积分 法 ;出 版 ,用 解析 方法 表 


示 上 同调 理论 ,开拓 微分 拓扑 学 的 新 领域 。 


* 法 国 H 嘉 当 和 美国 艾 伦 伯 格 (同调 代数 学 出 


版 ,是 该 学 科 的 经 典 著作 ， 


“中国 胡 坤 隆 研 究 一 类 积分 方程 组 的 解 的 存在 


性 和 唯一 性 问题 ,取得 重要 成 果 。 


“美国 贝尔 受 《 动 态 规划 }》 出 版 ,标志 着 学 科 的 创 


SE 


-HEALER AH OREERT AK 
“理论 的 新 方向 ,取得 系统 性 结果 。 
* 瑞士 伯 奈 斯 《公理 集合 论 ) 出 版 ,提出 一 些 新 观 


点 


. 中 国 秦 元 助 对 有 二 次 代数 极限 环 的 方程 ,得 到 


存在 性 的 充 要 条 件 ,由 奇 点 和 权限 环 决 定 结构 
的 唯一 性 和 稳定 性 。 


* 美 籍 奥 地 利 人 哥 德 尔 在 关于 有 穷 观 点 的 扩张 


一 文 里 给 出 一 个 对 古典 数论 的 构造 性 解释 。 部 
分 地 解答 了 20 世纪 以 来 关于 数学 基础 的 争 
论 。 


- 苏联 庞 特 里 亚 金 提出 极 大 值 原理 ,这 是 最 优 控 


制 理论 中 的 重要 原理 之 一 。 


* 中国 苏 步 青 运用 外 微分 形式 对 高 维 射影 空间 


共 轿 网 理论 进行 系统 研究 ,取得 一 系列 新 结 
果 


* 日 本 小 平 邦彦 完成 对 紧 复 解析 曲面 的 分 类 ,并 


且 每 类 都 建立 了 一 个 极 小 模型 。 


“中国 胡 世 华 提 出 递归 算法 。 
"美国 鲁 宾 进 建立 非 标准 分 析 。 
“ 美国 斯 梅 尔 证 明 5 维和 5 维 以 上 微分 流 形 的 


庞 加 莱 猜 想 。 


* 美国 卡尔 曼 把 状态 变量 引入 滤波 理论 ,得 出 递 


HEERE. 


* 中 国 钱 伟 长 建立 广义 变 分 原理 ,为 有 限 元 法 的 


应 用 莫 基 。 
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公元 1961 年 
公元 1962 年 


公元 1963 年 


公元 1964 年 


公元 1965 年 


公元 1966 年 


“中国 陈 建 功 得 出 无 条 件 收敛 的 判别 定理 。 
* 中 国 于 元 和 潘 承 洞 各 自 证 明了 哥 德 巴赫 猜想 


之 命题 (1,5),(1,4)。 王 元 还 证 明了 (1,3) 。 


“中国 莫 绍 楼 等 提出 原始 递归 算术 的 公理 系统 。 
* 英国 阿 蒂 亚 和 美国 辛 格 证 明了 阿 蒂 亚 一 辛 格 


指标 定理 ,揭示 了 拓扑 学 、 函 数论 和 偏 微分 方 
程 等 数学 分 支 之 间 的 本 质 联系 。 


* 美国 汤普森 和 非特 证 明了 代数 学 的 伯 恩 赛 德 


猜想 ,是 有 限 单 群 分 类 工作 的 重大 突破 。 


* 中国 诀 山 涛 在 微分 动力 系统 研究 中 创立 典范 


方程 组 法 。 


“美国 丹 齐 克 和 沃 尔 夫 改进 单纯 形 方法 ,得 到 只 


经 过 有 限 次 挝 代 妈 可 达到 最 优 解 的 方法 。 


“美国 科恩 创 用 力 迫 法 ,证 明了 连续 统 假 设 对 


ZF 系统 的 独立 性 。 


“ 美国 纽曼 得 出 对 ( xz) 用 4 次 有 理 函 数 盟 近 得 到 
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函数 通 近 的 正 问题 方面 跨 出 关键 的 一 步 。 


“中国 汉 康 和 黄 鸿 慈 开创 解 椭圆 型 边 值 问题 的 


有 限 元 法 。 


"中国 冯 康 、 黄 鸿 巧 等 “ 变 分 原理 基础 上 的 差分 


格式 "发 表 , 发 展 了 有 限 元 法 ,创造 了 求解 偏 微 
分 方程 的 一 整套 系统 化 的 方法 。 


“ 美国 札 德 “模糊 集合 "发表, 开创 模糊 数学 学 


科 。 


* 美国 库 利和 图 基 提 出 随机 法 ,在 解决 控制 系统 


的 计算 分 析 和 优化 设计 中 可 获得 更 经 济 的 实 


。 美国 巴克 斯 提出 描述 ALGOL 一 60 语言 语法 的 


表示 法 巴克 斯 范式 ,后 为 许多 其 他 语言 所 采 - 
用 


* 中 国 陆 启 刍 “关于 常 曲率 Kaher 流 形 ” 发 表 , 证 


明 常 曲 率 流 形 有 界 域 解析 等 价 于 单位 超 球 。 并 
提出 陆 启 雏 猜 想 。 


* 中 国王 梓 坤 提出 极限 过 渡 法 ,解决 了 生 灭 过 程 


的 构造 问题 。 


* 美国 沃 恩 和 和 霍 尔 提出 数据 结构 的 概念 ,扩大 了 


程序 设计 能 力 。 
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公元 1967 年 


公元 1968 年 


公元 1969 年 


公元 1971 年 


公元 1972 年 


公元 1973 年 


- 美国 穆 尔 《区 间 分 析 ) 出 版 ,第 一 次 系统 提出 区 


间 运 算 理论 。 


* 美国 弗 洛 伊 德 提出 描述 程序 含义 、 论 证 一 -个 程 


序 是 否 有 某 种 含义 的 数学 方法 。 促 进 了 程序 设 
计 语言 的 发 展 。 


* 英国 贝克 拓 广 数论 中 的 格 尔 丰 德 定理 。 
" 中国 陈景润 证 明 哥 德 巴赫 猜想 之 命题 (1 ,2)， 


这 是 现在 的 最 好 结果 。 


* 英国 阿 蒂 亚 和 美国 博 特 把 莱 夫 澳 区 的 不 动 点 


定理 推广 到 包括 椭圆 复 形 的 情况 ,使 不 动 点 定 
理 得 到 广泛 应 用 。 


* 美国 汤普森 “ 论 其 局 部 子 群 名 可 解 的 不 可 解 有 


限 群 ?的 系列 论文 先后 发 表 , 推 进 了 有 限 单 群 
的 分 类 工作 。 


- 美国 贝塔 朗 菲 《一 般 系 统 论 的 基础 .发 展 和 应 


用 ?出 版 。 创 建 了 一 般 系 统 论 ， 


"比利时 普 里 戈 金 4 结构 . 耗 散 和 生命 ) 发 表 , 创 


立 了 耗 散 结构 理论 。 


* 法 国 托 姆 4 生物 学 中 的 拓扑 模型 ?出 版 ,首次 在 


奇 点 分 类 的 基础 上 提出 一 个 描述 突变 现象 的 
数学 模型 。 后 来 创立 了 突变 理论 。 


“ 英国 堆 尔 首次 用 公理 系统 定义 了 一 类 程序 设 


计 语 言 的 语义 。 


* 中 国 苏 步 青 开 始 把 微分 几何 用 于 工程 中 的 几 


何 外 形 设 计 , 在 中 国 开创 了 计算 几何 学 。 


* 中 国 侯 振 挺 提出 最 小 非 负 解 方法 ,得 出 保守 Q 


过 程 的 唯一 性 准则 。 


“德国 艾 肯 提出 “ 超 循环 理论 ”。 
“ 英国 堆 尔 提出 微分 处 理 器 的 设想 ,并 研制 成 微 


处 理 器 ,为 计算 机 微型 化 .普及 化 开辟 了 道路 。 


- 美 籍 苏 联 人 扎 里 斯 基 《 代 数 曲面 ?出 版 ,开创 以 


赋值 论 方法 来 处 理 代数 曲面 的 奇 性 分 解 问题 。 


* 美国 M. 克 菜 因 《 古 今 数 学 思想 》 出 版 ,是 一 部 


公认 的 数学 史 佳 作 。 


* 法 国 孔 涅 在 算 子 代数 研究 中 ,解决 了 汉 … 诺 伊 


曼 代 数 的 分 类 问题 。 


* 美国 戈 朗 斯 坦 提 出 有 限 单 群 分 类 工作 方案 。 
“比利时 德 利 涅 证 明 有 限 域 上 的 黎 曼 一 韦 伊 猜 


——————— o o s a a 
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* 中 国 许 永 华 提出 “ 非 结合 非 分 配 环 ” 概 念 ;用 一 


般 方 法 对 环 进行 统 -研究 。 


* 苏联 罗 蒙 诺 索 夫 证 明了 任何 与 紧 算 子 可 变换 


的 算 子 都 有 非 平凡 的 变 子 空间 。 


"中国 杨 乐 和 张 广 厚 在 亚 纯 鹃 数 和 整 函数 的 亏 


值 和 奇异 方向 等 方面 获得 重要 成 果 。 


* 苏联 马尔 古 利 斯 解决 了 关于 李 群 的 离散 子 群 


的 赛 尔 伯 格 狂想。 


* 美 籍 华人 陈省身 把 微分 几何 应 用 于 理论 物理 


学 ,取得 一 系列 深刻 的 结 


“荷兰 戴 克 斯 特 拉 提 出 基于 最 弱 前 置 条 件 的 公 


理 语义 学 描述 方法 ,成 为 程序 设计 方法 的 一 个 
基本 概念 。 


"美国 奥 本 哈 姆 和 谢 弗 4 数学 信号 处 理 》 出 版 ,是 


该 领域 的 一 本 基础 性 著作 。 


"中 国 乒 成 桐 证 明了 微分 几何 中 的 “卡拉 比 猜 


想 ” 


* 荷兰 戴 克 斯 特 拉 《 程 座 设计 方案 ) 出 版 ,是 结构 


程序 设计 的 权威 著作 ,为 程序 设计 方法 学 提供 
了 基础 。 


* 美国 阿 佩 尔 和 哈 表 利用 计算 机 辅助 证 明证 明 


了 “四 色 定 理 ”。 


- 德国 哈 肯 《协同 学 导论 》 出 版 ,开创 协同 学 。 
“美国 帕 里 斯 等 人 发 现 算术 中 存在 的 自然 不 可 


判定 的 命题 ， 


* 中国 丘成桐 与 美国 售 恩 用 微分 几何 方法 证 明 


了 广义 相对 论 的 正 质量 猜想 。 


: 德国 险 肯 《 协 同学 :最 新 趋势 与 发 展 》 发 表 , 发 


. 


展 协 同学 。 
中 国 夏 道行 引入 “ 半 亚 正常 算 子 ?概念 ,建立 了 
它 的 奇异 积分 模型 。 


* 中 国 洪 加 威 发 现 并 行 时 间 和 空间 的 某 些 对 称 


. 


性 质 , 提 出 相似 性 原理 。 
苏联 蛤 奇 扬 提 出 线性 规划 的 多 项 式 算法 ( 椭 球 
算法 )。 


: 美国 瑟 斯 顿 建 立 三 维 流 形 的 拓扑 和 几何 结构 


之 间 的 关系 。 
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公元 1980 年 “中国 越 民 义 等 提出 非 线性 规划 的 一 个 新 的 既 
约 梯 度 法 ,并 证 明 其 收敛 性 。 
公元 1981 年 * 美 籍 芬兰 人 阿尔 福 斯 创立 几何 函数 论 的 有 效 
新 方法 。 
* 美国 弗 里 德 曼 证 明 4 维 的 庞 加 莱 狂 想 。 


。 经 世界 上 许多 国家 上 百名 数学 家 的 努力 ,完全 
解决 了 有 限 单 群 的 分 类 问题 , 即 找 出 有 限 单 群 
的 所 有 的 同 构 类 。 这 是 当代 数学 的 一 个 非凡 的 
成 就 。 


J 
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Chen Jiangong 见 Chen Kien-Kwong 

Chen Jingrun Jl, Chen Ching-Jun 
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Chern Shiing-Shen 191] «eee eene nennen nennen nennen (GA) 
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Dieudonné, J. A. 1906— see eeo eos one soo oo sos soo eoo sacco (157) 
Diophantus ”活动 于 250 一 275 «eee enne ene (72) 
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Oin Jiushao 约 1202—1261 eons。 esesussssooccocososesosoososovosseeses (52) 
Qiu Chengtong W, Yau Shing-Tung 

Quillen, D. 1940—  :----- €——————— 296 51-3] 
Ramanujan, S. A. 1887—1920 «er ens nene (146) 
Regiomontanus 1436—1476 «einen nenne ere ont (82) 
Ricci, C. G. 1853—1925 «eerte rene ntn tts (128) 
Riemann, G. F. B. 1826—1866 «nnne (119) 
Riesz, F. 1880—1956 serrer rnnt rene rere nate ossto sso to oor ose onec oue (140) 
Roth, K. F. 1925— «eee ner eene ne enn nnn enn nnne nonne ens. (164) 
Russell, B. A. W. 1872—1970 «enne nennen nennen (136) 
Schauder, J. P. 1899—1943 ==.. oo (152) 
Schwartz, L. j|  ——————— (162) 
Schwarz, H. A. 1843—192] ee (125) 
Seki Takakazu 25] 1642—1708 ov (93) 
Selberg, A. 1917— . «eren nne nno entro no eren onn Se (163) 
Serre, J. P. 1926— (————Á e (164 
Shannon, C. E. 1916— — eere ene rere eene eee ese soo (162) 
Shen Kuo 1033—1097 «eee eer een eren ree oo nurse ner ten eoe senno sensors (50) 
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Siegël, C. L. 1896—1981] mme (151) 
Smale, S. 1930— os 

Staudt, K. G. C. von 1798—1867 pp (110) 
Steiner, J. 1796—1863 pe (J10) 
Stevin, S. 45 1548—24 1620 ee (86) 
Stieltjes, T. J. 1856—1894 pp (130) 
Stirling, J. 1692—1770 sese. 村 
Stoilow, S. G. ICTU 
Stokes, G. G. 1819—1903 .ee 
Struik, D. J. IE RR 

Sturm, C. F. 1803— 1855 

Su Bu-Chin 1902— TER 
Su Buging W, Su Bu-Chin 

Sylvester, J. J. 1814—1897 Owosso sss so ob oo ae eater oss, (116) 
Takagi Teij 1875—1960 ooo eer nore... (138) 
Tarski, A. 1902—1983 P (154) 
Tartaglia. N. 1499—1557 ee (B) 
Taylor, B. 1685—1783] meme (OB) 
Thales of Miletus ” 约 公 元 前 625 一 前 547 e 

Thom, R. 1923— PB 
Thompson, J. G. 1932— ses sssosesesct sosta sesoseestoocontoevo toler sa (166) 
Thurston, W. 1946— ——  ——Ódà 51), 
Torricelli, E. 1608—1647 rosso sos ess ss os oo aor oo ors sonore (90) 
Varahamihira 约 505—587 O000 ooo rose sos arse oes tat (74) 
Vieta, F. 1540—1603 RE 553] 
Viéte, F. 见 Vieta, F. 

Volterra, V. 1860—1940 ev P*seseso asses scoosoote (131) 
Von Neumann, J.. 1903—1957 »sssessssesesssseosssosecsesoseeessseseososes (155) 
Wald, A. 1902—1950 erret ner se sosesesesooo sesoseooe (154) 
Wallis, J. 1616—1703 «eee 000m. (OL) 
Wang Lai 1768—1813 ……。……… 
Wang Xiaotong 7 世纪 初 pp (49) 
Wang Xun 1235—1281 53) 
Waring, E. 约 1736—1798 +sesessesssuesseesnooossrossossssosssssseneeeoso (102) 
Weber, H. 1842—1913 ETE (124) 
Weierstrass, K. T. W. 1815—1897 
Weil, A. 1906— ee ose (156) 
Weyl, C. H. H. 1885—1955 oo (143) 
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Whitehead, A. N. 1861—1947 «em He Hee (132) 
Whitney, H. 1907—1989 «enn nennen ene tnn (158) 
Wiener, N. 1894 一 1964 EHE (150) 
Wu Wen-Chun 1919— «e III eere (GB) 
Wu Wenjun W, Wu Wen-Chun 

Xiang Mingda 1789—1850 eo. (58) 
Xiong Qinglai 1893—1969 «nme em eene (G2) 
Xu Baolu 见 Hsu Pao-Lu 

Xu Guangqi 1562—1633 «emen enne (5A) 
Yang Hui £49 13 世纪 中 时 eee HR emm (52) 
Yau Shin-Tung | 1949— eeese cus ees son eto soe eter ens emen eon sns et s (65) 
Yi Xing 683—727 «enne (50) 
Zariski, O. IEEE ^ (152) 
Zermelo, E. F. F. 1871—1953 e000 e000 tenere enhn nennen rh nn (136) 
Zhao Shuang £4 222 «een eem 《47) 
Zhu Shijie 约 1300 «erre Hee (53) 
Zu Chongzhi 429—500 EE (48) 
Zu Geng 5—6 世纪 «me oo. (AB) 
AnmekcaHMpPOB, A. JI. 1912 一 ee (161) 
Anekcaunpos, I. C. 1896—1982 pe (150) 
Beprurenu, C. H. 1880—1968 vs we eesecooco * (140 
Byunxosckuü, B. 51. 1804—1889 pp (112) 
Buuorpanos, H. M. 1891—1983 4er (147) 
lenbbeug M. M. JE 
JKykoscuü, H. E. 1847—1921 eH 
上 Ka8TopoBira JI. B. 1912— mn — 
KonaneBckasa, C. B. 1850— 189] erento oss rat oot ors 
KonMoropos. A. H. 1908—1987 semen 

Kpenu, M. T. 1907— 06s scs eso sse ot pos sotosoesrosa oai ses eoo noe, 
JloGauepckwa, H. VI. 1792—1856 «emm eer, 

Jilysug, H. H. 1883—1950 sem m nr 
Jlanynoeg, A. M. 1857—1918 eene eee herren nth one hoo norton or 
Maprynnc, P. A. 1946— mT—— 
MapkoB, A. A. 1856—1922 «eere een enne een sss 

Hopnxos, II. C. 1901—1975 ooo ooo or so ot IHR 

HoBnros, C. II. I —— (2 
Ocrporpanckun, M. B. 1801—1862 vrseeserseeesreon 
Tierpoeckun, H. T. 1901—1973 ee 
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Honrpsrun, JL C. 1908—1988 ee 
Ilpuganom, H. HM. 1891—194] «mr nnmero nennen ntt rne ose 
Cwupuos, B. MH. 1887—1974 
Cooner, C. Jl. 1908—1989 .oo eve 
Crekurog， B. A. IL TESPP ME" 
CreraHoB. B. B. 1889- 一 1950 EP" 
XugumH, A. S 1894— 1959 eere teen enn enne ren n teen ar 
We6orapéB, H. P. 1894—1947 .oo 
Ue6pnues, H. JI, 1821—1894 -sseesessseeseeoseessouseesosaceesosessesesns 
IHapapesny, H. P. 1923— essosesessoocesoosereeseerosesesseossorossne 
IInugr, O. JO. 1891—1956 »seesssersssosenssvenasososconsoseosoveesroseess 
Hnnpenbman, JI. F. 1905—1938 s-sessseusesronecsseacasesovorosecersesose 
IOrmuareBny, A. II. 1906— eseseccseseesovossoveorsosasoresesesosoosseosooe 
Mathematical Classics 
Abhandlung über die Bedingungen der Auflösbarkeit der Gleichungen 
dusch Wurzelgróssen ee enne serene eras oot or sro aston ro 


Abhandlungen aus der Funktionenlehte — ««««*- eee eee eene eee oen on 
Almagest w*ecsccsososassnosesepesanósroseeoceoonccoseseenot o20000 20404904 004000 9094900008 
Analysis SItUS «esee seroenoe sese sóseennarssosecssovereteosqestosqosesessen esósee ose 
Arithmetica «««eseene eene nenne eos arr】 spe 0】 eot eeo nan 
Arithmetica infinitorum eons see os oss eos snr esr ot eros nos 
Arithmetica universalis .oooooo eens eo 0 sor ho ees rear 
Arithmetices principia, nova methodo exposita ^ «eene nean enne reto 
ATS conjectandi eeeeioeaeoieeeeeiereeeaseeosssasseesesadeaeseneeessosseseeoteeesee 
Artis magnae sive de regulis algebraicis liber unus .oo 
Aryabhatiya »eresatotesssosoco stesse veoeo e m —— teresse IR 
Begriffschvift, eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache 

des reinen Denkens «««««eeee eee ene eene oss sens eo oe m— "— 
Beiträge zur Begründung der transfiniten Mengenlehre «ee 
Beweis der Unmöglichkeit der algebraischen Auflösung der allgemeinen 

Gleichungen, welche den vierten Grad Ü bersteigen ee 
Brahmasphutasiddhanta 9etesostosss esteso ssehesnessssoceses a o senate sómeso seo sae 
Brouillon project d'une atteinte aux événemens des rencontres du cone 


avec un plan “。……… 


Conics RR 

Continuation of ancient mathematical classics, see "Ten books of 
mathematical classics" «««»ee eee see eee ree ene en nee en nen ton 

Cours d'analyse de l'école royale palytechnique «eet nennen 
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59) 
47) 
(145) 
(160) 
(133) 
(146) 
(049) 
(149) 
417) 
(164) 
(148) 
(156) 
(157) 


(248) 
(270) 
(188) 


(268) 


(189) 


… (215 


(220) 
Q7D 
(224) 


* (200 


(192) 


(265) 
(273) 


(244) 
(193) 


(213) 
(185) 


(170) 
(240) 
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De analysi per aequationes numero terminorum infinitas 
De Thiende «IHR 
De triangulis omnimodis «nnnm nnn nennen 
Disquisitiones arithmeticae ee 

Disquisitiones generales circa superficies curvas 
The Doctrine of chances ««««e eser rennen hne en ene ho enn srr or eroe 
Elements «eee eene ne hen enn hne nhe nee see ses ees a st iet ese ise eso sae sen sos sen eon 


esse sesconscosocove uen sao oon 


Eléments de géométrie ee 
Embellishing art, see "Ten books of mathematical classics" *«*: n 
Erlangen program, see "Vergleichende Betrachtungen über neuere 
geometrische Forschungen" ((C——--:———— 
An Essay on the Application of Mathematical Analysis to the Theories of 
Electricity and Magnetism eesessosssesose ss] osa eneespeos oco soe oor o0 ee sono 
Essay pour les coniques «esee nnn es 
Formal Logic «eene nennen een rnnt on eon tnt tno rao notat eno teo tenere run 
Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum — «MH 
General trattato di numeri et misure — ««eeeeceeeee sese ee ooo eoe ee oos oss 
Geometria indivisibilibus continuorum nove quadam ratione promota 
Géométrie 
Geometrie der lage ee ene enn nene ee 


Géométrie descriptive | ««« «serrer nere ne een enr nn enn estar nennen 
Grundlagen der Geometrie … eene een nen enn itn nnn enn i. 
Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Funktion einer veránderlichen 

Komplexen Grösse ……………… 


Hatubi Sanpō «eese eee nee eee en errsre rrr ces er eos rors sss tres rrr or hoe one 
Histoire des mathématiques .+..reeeeerererererevernreresesesesosessoes 
In artem analyticem isagoge 
Introductio in analysin infinitorum ee enn nnn nnn 
Introduction to Arithmetic — ««««secee eere ees oes co 0st nnn cbe net soe noe nor noe 
An Investigation of the Laws of Thought, on which Are Founded the 
Mathematical Theories of Logic and Probabilities «««««« «HIR 


Jade-Mirror of four unknowns — ««««eseee eee rere seo eere soon too 
Kashf al-qin&* fi asrar shakl al-qitā° pe 
al-Kitàb al-mukhtasar fi hisāb al-jabr wa'l-mugábala ，… IR 
L'algebra ee eve ee 


Lectiones geomettiCae eeeoe r oe hene eh ene rne eee ree eee sese reos os sas so 
Léctures on Quaternions —————————— —— !—— 


(181) 


- (217) 
， (204) 
* (198) 
: (236 
* (237) 


(223) 
(178) 
(232) 
(170) 


… (265 


246) 
214 
(256) 
(247) 
Q0D 


: (207) 
* (21D 


(255) 
(233) 
(275) 


(257) 
(222) 


* 229) 
: (205 


(228) 
(187) 


(261) 


* A79 


(198) 
(194) 
(203) 
(216) 
(260) 


外 文辞 条 索引 


Liber abbaci ee oooeoeievioeei9eoieeeeeeeeee ee 
Die lineale Ausdehnungslehre ee ee 
Ad locos planos et solidos isagoge 
Mathematical classics of Chou-Gnomon, see "Ten books of mathematical 
Mathematical classics of five government departments, see "Ten books 
of mathematical classics” »eseseses ssepe enero erro i sonore 
Mathematical classics of Hsiahou Yang, see "Ten books of mathematical 
classics — eeeeeeeeeeee ehem n ors rro sr rt ors oats tt see so poo 
Mathematical classics of Master Sun, see "Ten books of mathematical 
Classics — rne teseseesstsoe seosos oett oe pet hos sao eos io to eo eon onn 
Mathematical classics of Sea-Island, see “Ten books of mathematical 
classics” 。 ee Em 
Mathematical classics of Zhang Qiu-Jian, see “Ten books of mathematical 
classics” «eee een tnn o ee C——— uae 
Mathematical collection — «««««eeseeeeese esos he eee oor osos oes see eos on ose son 
Mathematics in the five classics, see "Ten books of mathematical classics" 


eesesccssscstcsososososanacsós sono entes ono Pessseseceoscseceocopeoossceodossos sate 


The mathematics on nine sections — ««e«eeseeeeeese rosso esse esrb ese. 
Mathematische Probleme -«««««eeeeesee eee eo eese eese heo eoe ro poeseos eos seo reso 
Mécanique analytique «««««eeceeee eene ee 
Memoir on some traditions of calculating art, see "Ten books of 
mathematical classis" ««««eeece sesso eee ne eese a oro oes tora, 
Mémoire sur la théorie des intégrales définies «ener 
Mémoire sur les courbes définies par une équation différentielle -----.------ 


Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste oo 


Methodus ad disquirendam maximam et minimam «HR 
Methodus fluxionum et serierum infinitarum .oo 
Methodus incrementorum directa et inversa — «eese eee nere nete nene 


Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes 


Metrica «rre III Am 
Mirifici logarithmorum canonis descriptio... — «eere 
Nine Chapters of mathematical book — ««««seeeeseeeee sese ee en eee se sat eot eoe roe 
Nove methodus pro maximis et minimis, .... «««»ee eee eee ee ere ee soos teen non 
On Conoids and Spheroids ee 
On the Quadrature of the Parabola «««*«s eee sess sereno ee sors o eset eso coo 
On the Sphere and Cylinder mr $0660006osenssesesestotosceson 
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(196) 
(253) 
(208) 


(170) 


(170) 


(170) 


(170) 


(170) 


(170) 
(191) 


(170) 
71) 
(276) 
(230) 


(170) 
(241) 
(267) 
(267) 
Q10) 
(218) 
(225) 


(226) 
(186) 
(206) 
072) 
(22D 
(185) 
(184) 
(183) 


660 简明 数学 史 辞 典 


Recherches sur les fractions continues …… e (272) 
Rein analytischer Beweis .eerste ese ee eetsse sese oseessoceses sese. (238) 
Rhind Papyrus — «seen nennen nennen nen (177) 
Sandreckoner «eene nen tenen ense senten enone eO (182) 


Scientiam spatii absolute... «eene nenne ene (250) 
Sea-Mirror of circle measurements *--- Mtr ves ve (173) 


SiddhàntaSiromani  «««« ent nnne EPI MEM eee (195) 


Stetigkeit und irrationale Zahlen *««« enn (264) 
Summa de arithmetica, geometria, proportioni et proportionalita --*--- e.. (199) 
Systematic treatise on algorithm ……… ee (176) 
Systematische Entwicklung der Abhágigkeit geometrischen Gestalten 

von einander »’ssessesserseasereesesrecsersoeseessecesee A A002: 3 0) 
Ten books of mathematical classics «5*3. —T——— osese T€ 


Théorie analytique de la chaleur ……， DID 


Théorie analytique des probabilités ««««««e ennt 
Théorie des fonctions analytiques — ««*« HMM ——— P9 (231) 
Traité de mécanique céleste «««««s seen enne enne nnne (234) 
Traité des propriétés projectives des figures «+ 


Traité des substitutions et des équations algébriques — «n (263) 
Treatise of Fluxions ^ «e«eeeeeeese tenen sesso neonee (225) 


Treatise on Algebra “ee (247) 
Über die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische Reihe 

Über die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen ……。%…% (259) 
Vergleichende Betrachtungen über neuere geometrische Forschungen ++... (265) 
Vollständige Anleitung zur Algebra “eee ners nemen (227) 
Vorlesungen über Zahlentheorie «eren ones eterne ee (262) 
The whetstone of witte TIT (202) 
Honue Hana;a reoMeTpMM c TOJHOÑ Teopneň DapaJUIeJbBBIX JIMHHA — se (252) 

Mathematical Subjects 


additive theory of number | «eene nennen (318) 


eovesacoceco 


affine differential geometry 
affine geometry — «essen nennen eene nnne nenne (355) 
algebrą — «eene rnnt oso ene rr renes 294) 
algebraic equation — «esee eee enne nennen nn nennen nnnm nnne (299) 
ÓÓÓ EG Y A 


algebraic geometry ee 
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algebraic number theory … 
algebraic topology 
algorithm ««««e eene nennen nnne nne nennen nonet nne nnne 
amicable number : 

analysis 

analytic continuation 

analytic function *e «eA 
analytic geometry «nhe 


analytic number theory pp 
analytic theory of ordinary differential equation ^ «IMMER (425) 
analytical mechanics — «eee nennen nenne nennen (478) 
approximation of function «ee eher erre e rete oe ests sososesonssos osse (417) 
arithmetic eno esr oe sonos enses esses secos cease seses (335) 
arithmetic group ««seeeeeeeee nennen en nen enne (306) 
axiometic set theory 
Baire function «««««seeeee eese eee ee sss oss senso so oto es. 
Banach algebra MEDIE 
Banach space 
Bayes StatistiCS *+e.sseesossoeesoessasesssssceccescssosacsonosososeccosasesssesessses 
binomial theorem »»+esesesseesessesesueoeoeneosssososssacsssoserooseseasseosocseses 
Boolean algebra »+ssereessesesereeeeoseseesoosesiencooeosoeasevonsesoveosssosesesen 
Brownian motion *»+»»-»»sesssessossosesesesosesouosonesosesososossososoososssesese 
calculating devices f 
calculus of variations »+:se»esersesesesescseserooosesesosorocsessessossssossssesaeo (415) 
calculus of variations in the large ee eoo ssecosssovoonense (417) 
catastrophe theory eee (382) 
Category 和 311) 
Cauchy integral theorem »»+-ssreseseeeseeeeseossacsososessereassosossonoersecseoee (401) 
celestial mechanics 

central limit theorem 
characteristic function »»».»es»s»sesesesssesessesseossesesoeoosososoooresocsssoassese (451) 
Chebyshev inequality oo eene srr orto se eon. (45D 
classical probability ««««««««« «eene eere eee eene e een nennen see nne sehe setae soe (448) 
combinatorial mathematics «eee eres eon ee 00. (488) 
commutative algebra eee (307) 
commutative group (305) 
computational geometry $essesaenssesecestesesesevecconptades seo qoesvosesoveeoosooe (439) 
computational mathematics «2 ee ore eee eee sens rn ror ethos aso setate sos (434) 
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computer Simulation eveeeeereseeeieeeeeieoeeeeeeessee area soos toon oonssesn 
conditional expectation oo 
conformal mapping ««««« seen nennen ee 
Continuity of function =» 


control theory m" —— 
coordinate system o0 A EL AE 
cross ratio ee 


CUTVe *'eseecsesosoessecasocesoosessssnoeszesoessopeesoeacoocoresocorecoeotesosessoe 
curve of second degree $ecsstóotosesosotosóe ose ossospotesereseossesceveeceoseese 
cutcircle method 。…。。 oe ee ener h eene ss so rns oar or ses eooeoo sonore 


cyclotomic method — ««««eeeee een eene enne nnn terne sereno otros 
decision analysis «eee eene nnn ee ee 
decision problem  «««««« ee ee 
derivative tta secsettossec ose sesost »ecosa senos oatososocent soot 6s sos oet ess osreb 
descriptive geometry — «mI 


determinant «sese enne ses nn soos sos sep san ses sas ese saa tt sr rs. 
differential ».»+seeseese.eseesseeossoersossooessooressonrsrnsessenosrsecoessesoe 

differential and integral calculus MI 
differential and integral calculus for functions of several variables “……… 
differential calculus «««seeeeesereen eee een hee eene tat ora sesso sese ro sooo ne 
differential equation — «e 
differential geometry one sen een sen sos tem ie rr rr ero ene 


differential topology re 
dimension seeossserossossvovossoossorsosossosasescsooososososocosososseseossoseros 
Diophantine approximation ee ———— 
Dirichlet series «rH 


distribution of prime number «eee eene enne e sensn tenen ent are, 


distribution of prime number in arithmetic series 
dynamic system | «eee 

elementary number theory 
elliptic function | «eee 
equation of heat conduction 
Euclidean geometry «seem 

Fermat number — ««eeeeesece eene seen sensns esses ton soto euo bao nese 
fibre bundle «««««« eee eene eee eee ehe e ont rt rss root 


field .ee 
filtering L——————————-—-A so sessebe 
finding roots of polynomial equation — ««««««eeeeee eve nenne nse. 


(471) 
(452) 
(403) 
(393) 
(484) 
(349) 
(358) 
(364) 
(348) 
(345) 
(345) 
(410) 
(290) 
(395) 
(354) 
(300) 
(395) 
(386) 
(398) 
(395) 
(420 
(362) 
(380) 
(377) 
(329) 
(407) 
(319) 
(320) 
(427) 
$13) 
(405) 
431) 
(342) 
(321) 
(379) 
(309) 
(456) 
(445) 
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finite difference method  *« «errem 


finite element method --::- HS 

finite group ««eeseeeeeeeeee nennen nen nennen nnne 
first order partial differential equation 

fixed point algorithm 

fixed point theory 

foundation of geometry 

foundation of mathematics 。。……， 


Fourier analysis becesoscssssssasccooseeoscedde ess soos oso von dés odo bap hos es es Hui 


Fourier integral 


Fourier transform «nennen 


Fredholm integral equation ee 


frequency definition of probability ee 
function ELLLLIR————————————AA 


functional analysis 


functional differential equation eoesesoss eos sotosd eso stt oso sos cos oop oso sepecase 


fundamental theorem of algebra: 


fundamental theorem of calculus LITE 


Galois theory 00000400 00E0n0E0En00£000G09ST 


game theory Pseseccso ecco ocsssoosesososeescocevesose oss oon 


general theory of relativity «4m 


general topology eeeeeeeeeieeeeeeseseeseesssesseeeosoeaeoseeeeeseesseee 
generalized function C——————AA^AA"AA——— 


generating function «4I 


geometric Measure  eeeeescsio seo sse eee soe ses secos see sos oso oon 


geometrical optics eto ecesioossssesococosossos vos ve 


geometry MSIE 
geometry of number 095 ect ss osososcssont oss 00 om von nan 200 090 000 00 
golden section | ««« «ee ee eee een enne ne nen nnne ene eter noa 
graph theory weesessssoseseoonsosesos oos sosososseose soo ose 
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